
原子的结构
 电子的发现

1894年，J. Stoney命名阴极射线的粒子为
电子electron

1897年，英国J. Thomson测量电子荷质比

1899年，J. Thomson利用T. Wilson发明的云
室测量电子电荷

 Thomson认为

正电荷均匀分布在一个半径～ 10－10 米的球内，

电子镶嵌其中

𝑚𝑒 =
1

1836
𝑚𝑝

Sir Joseph John Thomson 
葡萄干布丁模型



散射装置
 1896年Antoine Henri Becquerel发现
α射线

 E. Rutherford确认α粒子是He++

 卢瑟福发明用荧光屏的发光次数来计
数α粒子

 卢瑟福用α粒子碰撞靶原子，检验原
子模型

Ernest Rutherford



碰撞截面
 在距离靶标无穷远处取一平面，该平面以入射束流

方向为法向

 粒子的初始状态，可用入射粒子轨道与平面的交点
表示

 对此平面取极坐标系 𝑏, 𝜙 ，测度（面积）为
𝑑𝜎 = 𝑏 ⋅ 𝑑𝑏 ⋅ 𝑑𝜙

 取一半径无穷大的球面

 粒子被散射后的末态，用出射粒子轨道与此球面的
交点表示

 对此球面取球坐标 Θ,Φ ，立体角是
𝑑Ω = sinΘ ⋅ 𝑑Θ ⋅ 𝑑Φ

 微分截面定义为：初态测度与末态测度之比 Τ𝑑𝜎 𝑑Ω

 中心力场散射满足Φ = 𝜙

 中心力场散射的微分截面是

𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝑏

sinΘ

𝑑𝑏

𝑑Θ

 微观粒子的运动轨迹不可见

 实验中能做到的是使用大量速度
（几乎）相同的粒子构成的束流去
碰撞靶标

 能够测量被散射粒子的方向



微分截面的物理意义

 在束流半径范围内，入射粒子的流密度大小均匀

 𝑑𝜎正比于参与碰撞的粒子数目，𝑑Ω是粒子被散射后所处的立体角范围

 微分截面
𝑑𝜎

𝑑Ω
越大，则粒子被散射到该方向的概率越大



微分截面的实验值
 实验中束流强度（单位时间内在单位面积

通过粒子数）为𝑗

 单位时间内通过𝑑𝜎的粒子数为𝑗𝑑𝜎

 这些粒子被散射后，被布置在 Θ,Φ 方向、
立体角范围ΔΩ的探测器捕获

 单位时间内捕获的粒子数目𝑛为

𝑛 = 𝑗
𝑑𝜎

𝑑Ω
exp

ΔΩ

⟹
𝑑𝜎

𝑑Ω
exp

=
𝑛

𝑗ΔΩ

 微分截面实验值与理论值对比，可检验理
论模型是否正确



散射公式
 为了计算散射截面的理论值

𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝑏

sinΘ

𝑑𝑏

𝑑Θ
需要知道瞄准距离𝑏与散射角Θ的关系，
即散射公式

𝑏 = 𝑏 Θ

 散射公式是初末态关系的理论公式

 在经典力学中，散射公式可以通过粒
子轨道求得

Θ = 𝜋 − 2 𝜋 − 𝜃 𝑟min

设粒子从左方无穷远处入射，
𝑟 → +∞
𝜃 → 𝜋



刚性球的散射
 一个小球撞向一固定的球，两者半径之和为𝑅

 对弹性碰撞，可直接写出散射公式

𝑏 = 𝑅 cos
Θ

2
𝑏 ≤ 𝑅

Θ = 0 if 𝑏 > 𝑅

 微分截面
𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝑏

sinΘ

𝑑𝑏

𝑑Θ
=
𝑅2

4

 总截面

σtot = න
𝑑𝜎

𝑑Ω
𝑑Ω = න

0

𝜋𝑅2

4
2𝜋 sin 𝜃 𝑑𝜃 = 𝜋𝑅2

𝑏

sin
𝜋 − Θ

2
=
𝑏

𝑅



中心力场中的散射
 第三章中，利用莫培督原理求得中心力场中的轨

道公式

𝑑𝜃 = ±
𝑑𝑟

2𝑚
𝐽2

𝐸 − 𝑉 𝑟4 − 𝑟2

 改以𝑢 = Τ1 𝑟为广义坐标比较方便，
𝑉 = 𝑎𝑟𝑛 = 𝑎𝑢−𝑛

𝜃 𝑢 = 𝜃0 +න
𝑢0

𝑢

𝑑𝜃

= 𝜃0 ±න
𝑢0

𝑢 𝐽𝑑𝑢

2𝑚𝐸 − 2𝑚𝑎𝑢−𝑛 − 𝐽2𝑢2

 在𝑛 = 2,−1,−2时可积，积分结果为三角函数；

 在𝑛 = 6,4,1,−3,−5,−7时为椭圆积分。

 伯特兰定理（J. Bertrand）

在齐次力场中，只有平方反比引力和各向
同性谐振子势场中的轨道是封闭的。

 散射角是

Θ = 𝜋 − 2න
0

𝑢max 𝑏𝑑𝑢

1 −
1
𝐸
𝑉 𝑢 − 𝑏2𝑢2

 上式不适用势能有突变的情形，

此时分界面处会有反射或折射，满
足反射定律或折射定律。

 也可以用牛顿力学或拉格朗日力学求轨
道和散射公式



卢瑟福散射
 卢瑟福认为正电荷集中于一个点

 𝛼粒子在库伦势中的散射

𝑉 =
𝛼

𝑟
= 𝛼𝑢, 𝛼 =

2𝑍𝑒2

4𝜋𝜖0

 近日点

解方程
𝑑𝜃 = ∞

1 −
𝛼

𝐸
𝑢 − 𝑏2𝑢2 = 0

2𝑚𝐸 − 2𝑚𝛼𝑢 − 2𝑚𝐸𝑏2𝑢2 = 0

得

𝑢max =
−𝛼 + 𝛼2 + 4𝐸2𝑏2

2𝐸𝑏2

= 1 +
𝛼

2𝐸𝑏

2
1
2

−
𝛼

2𝐸𝑏

1

𝑏

 散射角

Θ = 𝜋 − 2න
0

𝑢max 𝑏𝑑𝑢

1 −
𝛼
𝐸
𝑢 − 𝑏2𝑢2

= 𝜋 − 2 arctan
𝛼

2𝐸𝑏

𝑏 =
𝛼

2𝐸
cot

Θ

2

 微分截面
𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝛼2

16𝐸2 sin4
Θ
2

 总截面无穷大（电磁力是远程力）



速度垂直分量
的变化：

𝐹⊥ = 𝐹 sin𝜑 =
1

4𝜋𝜀0

2𝑍𝑒2

𝑟2
sin𝜑

⇒ 𝑑𝑣⊥ =
𝐹⊥
𝑚
𝑑𝑡 =

2𝑍𝑒2 sin𝜑

4𝜋𝜀0𝑚𝑟
2
𝑑𝑡

角动量守恒

𝑚𝑣0𝑏 = 𝑚𝑟2
𝑑𝜑

𝑑𝑡

⇒ 𝑑𝑡 =
𝑟2

𝑣0𝑏
𝑑𝜑

cot
𝜃

2
=
2𝑏

𝐷

𝐷 ≝
1

4𝜋𝜀0

4𝑍𝑒2

𝑚𝑣0
2

𝑣0 sin 𝜃 − 0

=
2𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0𝑚𝑣0𝑏
න
0

𝜋−𝜃

sin𝜑 𝑑𝜑

=
2𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0𝑚𝑣0𝑏
1 + cos 𝜃

𝑑𝑣⊥ =
2𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0𝑚𝑣0𝑏
sin𝜑 𝑑𝜑

牛
顿
力
学
解
法



打靶实验中的坐标变换
 在打靶实验中，碰撞后的靶粒子并非静止

不动

前面的计算实际上是质心系的结果

 考虑以质量为𝑚粒子的束流，撞击质量为
𝑀的静止靶粒子，碰撞后靶粒子获得速度

 由动量守恒，在实验室系，质心速度在碰撞
前后不变，沿入射速度 Ԧ𝑣方向，大小为

𝑣𝑐 =
𝑚𝑣

𝑚 +𝑀

 在质心系，由机械能守恒，束流粒子碰撞前
后的速率𝑢不变，

𝑢 = 𝑣 − 𝑣𝑐 =
𝑀𝑣

𝑚 +𝑀

 束流粒子在实验室系的出射速度 Ԧ𝑣′是
Ԧ𝑣′ = Ԧ𝑣𝑐 + 𝑢 = 𝑣𝑐 + 𝑢 cosΘ , 𝑢 sinΘ

 束流出射方向与入射方向的夹角Θ𝐿满足

tanΘ𝐿 =
𝑢 sinΘ

𝑣𝑐 + 𝑢 cosΘ
=

𝑀 sinΘ

𝑚 +𝑀 cosΘ

⟹ cosΘ𝐿 =
𝑚 +𝑀 cos Θ

𝑚2 +𝑀2 + 2𝑚𝑀 cos Θ



质心系与实验室系散射角的关系
 质心系散射角

cos Θ𝐿 =
𝑚 +𝑀 cos Θ

𝑚2 +𝑀2 + 2𝑚𝑀 cos Θ

 微商得
𝑑 cos Θ𝐿
𝑑 cos Θ

=
𝑀2 𝑀 +𝑚cosΘ

𝑚2 +𝑀2 + 2𝑚𝑀 cosΘ Τ3 2

 解出实验室系散射角

cos Θ = −
𝑚

𝑀
sin2 Θ𝐿 ± cos Θ𝐿 1 −

𝑚2

𝑀2
sin2 Θ𝐿

1
2

 当𝑚 ≤ 𝑀时，
Τ𝑑 cosΘ𝐿 𝑑 cosΘ ≥ 0

是一一映射，只能取

cosΘ = −
𝑚

𝑀
sin2 Θ𝐿 + cosΘ𝐿 1 −

𝑚2

𝑀2
sin2 Θ𝐿

1
2

 当𝑚 ≥ 𝑀时，
Τ𝑑 cosΘ𝐿 𝑑 cosΘ

可正可负，Θ在整个定义域取双值，

cosΘ = −
𝑚

𝑀
sin2 Θ𝐿 ± cosΘ𝐿 1 −

𝑚2

𝑀2
sin2 Θ𝐿

1
2



截面的参考系变换
 截面不变，

𝑑σ

𝑑ΩL
𝑑ΩL =

𝑑σ

𝑑Ω
𝑑Ω

 当𝑚 ≤ 𝑀时，实验室坐标系的微分截面为
𝑑σ

𝑑ΩL
=
𝑑σ

𝑑Ω

𝑑Ω

𝑑ΩL
=
𝑑σ

𝑑Ω

𝑑 cosΘ

𝑑 cosΘ𝐿
 当𝑚 ≥ 𝑀时，
𝑑σ

𝑑ΩL

= อ
𝑑σ

𝑑Ω

𝑑 cosΘ

𝑑 cosΘ𝐿
Θ=Θ1

+ อ
𝑑σ

𝑑Ω

𝑑 cosΘ

𝑑 cosΘ𝐿
Θ=Θ2

 卢瑟福散射中入射粒子质量小于靶粒子
𝑚 < 𝑀

 动能

𝐸𝐿 =
1

2
𝑚𝑣2, 𝐸 =

1

2
𝜇𝑣2

⟹ 𝐸 =
𝑀

𝑚+𝑀
𝐸𝐿 =

1

1 + 𝛾
𝐸𝐿 , 𝛾 ≝

𝑚

𝑀
 散射角的关系

cosΘ = −𝛾 sin2 Θ𝐿 + cosΘ𝐿 1 − 𝛾2 sin2 Θ𝐿
1
2

 微分截面

𝑑 cosΘ

𝑑 cosΘ𝐿
=

−𝛾 cosΘ𝐿 + 1 − 𝛾2 sin2 Θ𝐿
2

1 − 𝛾2 sin2 Θ𝐿

𝑑σ

𝑑ΩL
=
𝛼2 1 + 𝛾 2

16𝐸𝐿
2 sin4

Θ
2

−𝛾 cosΘ𝐿 + 1 − 𝛾2 sin2 Θ𝐿
2

1 − 𝛾2 sin2 Θ𝐿

=
𝛼2

4𝐸𝐿
2

1

sin4 Θ𝐿

cos Θ𝐿 + 1 − 𝛾2 sin2 Θ𝐿
2

1 − 𝛾2 sin2 Θ𝐿


