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数理方程期末试题参考答案与解析

2020 年春期末试题

仅供学习交流使用

一、(12 分) 对于以下初值问题：{
utt = uxx + f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞)

u(0, x) = 3x2, ut(0, x) = 0

(1) 当 f(t, x) = 0 时, 求初值问题的解；
(2) 当 f(t, x) = cos 2x+ x2t2 时, 求初值问题的解.
解：

第一题往往考察行波法或者通解法的使用. 可以直接应用行波法求解的定解问题的
特点是，方程齐次. 而对于非齐次的方程，常用的解决方案有三种

• 齐次化原理——齐次化原理使用条件是初始条件是齐次的，如果初始条件非齐次，
需要使用叠加原理做处理

• 特解法——基于叠加原理，对于定解问题没有任何要求，不过实际应用要考虑求
解方便，所以适合应用特解法的场景也有一些限制. 我们习惯上会认为，非齐次
项是若干独立变量的线性组合时，优先考虑特解法

• 固有函数展开法——由于行波法求解的定解问题是无界区域的问题，所以固有函
数展开法不适用

根据上述对于非齐次问题处理方法选择的讨论，我们建议使用齐次化原理.
同时，本题是一类代表性的题目，其特点在于要求求解一个齐次方程问题和一个

非齐次方程问题. 这样的题目要求提示我们使用齐次化原理来求解非齐次的问题.

(1) f(t, x) = 0 时, 直接应用达朗贝尔公式，得

u =
3

2

(
(x+ t)2 + (x− t)2

)
= 3

(
x2 + t2

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)
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(2)f(t, x) = cos 2x+ x2t2 时，利用叠加原理. 设 u = u1 + u2, 其中{
u1tt = u1xx + cos 2x, (t > 0,−∞ < x < +∞)

u1(0, x) = 3x2, u1t(0, x) = 0

{
u2tt = u2xx + x2t2, (t > 0,−∞ < x < +∞)

u2(0, x) = 0, u2t(0, x) = 0

令 u1 = V + 1
4

cos 2x, 得 V 满足齐次方程{
Vtt = Vxx (t > 0,−∞ < x < +∞)

V (0, x) = 3x2 − 1
4

cos 2x, Vt(0, x) = 0

应用达朗贝尔公式得

V =
3

2

(
(x+ t)2 + (x− t)2

)
−1

2
×1

4
(cos 2(x+t)+cos 2(x+t)) = 3

(
x2 + t2

)
−1

4
cos 2x cos 2t

因此

u1 =
1

4
cos 2x+ 3

(
x2 + t2

)
− 1

4
cos 2x cos 2t

利用齐次化原理可得

u2 =
1

2

∫ t

0

∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)

ξ2τ 2dξdτ =

∫ t

0

[
x2(t− τ) +

1

3
(t− τ)3

]
τ 2dτ =

1

12
x2t4 +

t6

180

所以，由叠加原理可得

u = u1 + u2 =
1

4
cos 2x+ 3

(
x2 + t2

)
− 1

4
cos 2x cos 2t+ 1

12
x2t4 +

t6

180

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

二. (14 分) 求以下固有值问题的固有值和固有函数：{
y′′ + λy = 0, (0 < x < 5)

y′(0) = 0, y′(5) = 0

并把 f(x) = δ(x− 3) 在固有函数系下展开.
解：

固有值问题的求解也是每年的常见题型，一般也会出现在前几道题目中. 固有值问
题求解本质上就是常微分方程定值问题的求解. 对于这类问题的求解方法，我们总结如
下

• 特征根法——可以求解任意阶 (由于我们研究的定解问题主要是二阶线性偏微分
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方程问题，所以一般情况下我们遇到的固有值问题就是二阶线性常微分方程) 的
常系数线性常微分方程

• 特殊函数法——这是我们的课程第三章主要介绍的内容，利用两类特殊函数可以
求解相应的固有值问题

• 欧拉方程——这里单独提出欧拉方程，是因为这类方程对应的固有值问题的求解
需要我们掌握，并且无法直接用以上两种常用方法解决. 欧拉方程的处理本质上
是利用转化的思想，利用变量代换将其转化为常系数问题，进而可以使用特征根

法求解. 转化思想是数学学习中的重要思想，在这门课程中也有很多重要的应用.
从考试角度出发，往往考察到的无法用以上两种方法求解的就是欧拉方程. 在这
里建议有兴趣的读者，了解并掌握变量代换和函数变换两种常用转化方法在求解

常微分方程问题中的应用

通过对常微分方程的分析，发现其为二阶常系数线性常微分方程，所以直接使用

特征根法求解.

直接使用特征根法可以求解得到 (这里略去求解过程，详细求解方法可以参考助教
制作的特征根法专题)

λn =
(nπ

5

)2

, yn(x) = cos nπx
5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

设

δ(x− 3) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

an cos nπx
5

, (n = 0, 1, 2 . . .)

利用三角函数系的正交性，积分可得

an =
2

5

∫ 5

0

δ(x− 3) cos nπx
5

dx =
2

5
cos 3nπ

5

所以展开式为

δ(x− 3) =
1

5
+

+∞∑
n=1

2

5
cos 3nπ

5
cos nπx

5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

这道题目在今年的阅卷过程中发现，大量同学在细节上出现疏漏. 常见错误答案为

δ(x− 3) =
2

5
+

+∞∑
n=1

2

5
cos 3nπ

5
cos nπx

5
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即展开式常数项求解有误. 这里主要是在基于正交性利用积分求解系数的时候，忽略了

cos 0πx
5

= 1

∫ 5

0

cos nπx
5

· cos nπx
5

dx = 5

这样就可以得到正确的结果. 而至于在待定系数写出展开式标准型的时候，常数项是否
直接写 a0 都是可以的. 只不过按照参考答案这样待定系数，积分计算式形式统一.

三、求解混合问题： 
utt = uxx + e−x, (t > 0, 0 < x < 4)

u(t, 0) = u(t, 4) = 0

u(0, x) = sin πx, ut(0, x) = 0

解：

有界区域非齐次方程齐次边界问题. 常见的处理方法包括

• 特解法——基于叠加原理，对于定解问题没有任何要求，不过实际应用要考虑求
解方便，所以适合应用特解法的场景也有一些限制. 我们习惯上会认为，非齐次
项是若干独立变量的线性组合时，优先考虑特解法

• 固有函数展开法——适用于所有有界区域非齐次方程齐次边界问题

• 齐次化原理——齐次化原理使用条件是初始条件是齐次的，如果初始条件非齐次，
需要使用叠加原理做处理

对于本题，由于非齐次项只和变量 x 有关，所以优先考虑特解法. 对于解决非齐次
方程齐次边界问题时使用特解法，我们要求特解需要满足齐次边界 (这样转化后的定解
问题才能直接使用分离变量法求解). 同时要特别注意，特解法的本质是叠加原理，在
写出转化后的定解问题时，注意叠加原理使用的正确性 (往往出现定解条件没有按照叠
加原理正确书写)

利用特解法. 设 u = v + w，并令特解 w 满足非齐次方程和齐次边界条件，解得

w =
1

4

(
e−4 − 1

)
x+ 1− e−x

则 v 满足的定解问题为
vtt = vxx, (t > 0, 0 < x < 4)

v(t, 0) = v(t, 4) = 0

v(0, x) = sin πx+ e−x + 1−e−4

4
x− 1, vt(0, x) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)
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有界区域上的齐次方程齐次边界问题，直接使用分离变量法. 令 v(t, x) = T (t)X(x)，分

离变量得到固有值问题 {
X ′′ + λX = 0, (0 < x < 4)

X(0) = 0, X(4) = 0

和方程 T ′′ + λT = 0. 求解固有值问题得到

固有值λn =
(nπ

4

)2

, 固有函数Xn(x) = Bn sin nπx

4

将固有值代入关于 t 的方程解得

Tn(t) = Cn cos nπt
4

+Dn sin nπt

4

进而得到形式解

v(t, x) =
+∞∑
n=1

(
Cn cos nπt

4
+Dn sin nπt

4

)
sin nπx

4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

利用初始条件，基于固有函数系正交性进行积分运算可得

u(t, x) =
1

4

(
e−4 − 1

)
x+ 1− e−x + cos πt sin πx

+
+∞∑
n=1

[
2nπ (1− e−4(−1)n)

16 + n2π2
+

2(−1)ne−4 − 2

nπ

]
cos nπt

4
sin nπx

4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (16 分)

四、(14 分) 求解均匀圆柱体上的边值问题：
∆3u = 0,

(
r =

√
x2 + y2 < 2, 0 < z < 4

)
u|r=0 有限, u|r=2 = 0

u |z = 0 = 4− r2, u|z=4 = 0

解：

使用柱坐标，并注意到泛定方程和定解条件不显含 θ, 可设 u = u(r, z), 对应柱标方

程
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

∂2u

∂z2
= 0

5
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用分离变量 u = R(r)Z(z)，代入方程和边界条件，得 Bessel 方程固有值问题{
r2R′′ + rR′ + λr2R = 0

R(0) 有界, R(2) = 0

和方程

Z ′′ − λZ = 0

解固有值问题得到：固有值

λn = ω2
n

固有函数

Rn(r) = J0 (ωnr)

ωn 是 J0(2ω) = 0 的第 n 个正根. 相应地

Zn(z) = Cn chωnz +Dn shωnz

所以，得到形式解

u(r, z) =
+∞∑
n=1

(Cnchωnz +Dnshωnz) J0 (ωnr)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9 分)

代入初始条件可得

u(r, 0) =
+∞∑
n=1

CnJ0 (ωnx) = 4− r2, u(r, 4) =
+∞∑
n=1

(Cn ch 4ωn +Dnsh4ωn) J0 (ωnr) = 0

这样得到

Dn = −ch 4ωn

sh 4ωn

Cn

和

Cn =

∫ 2

0
r (4− r2) J0 (ωnr) dr

N2
01

=
1

N2
01

1

ω2
n

∫ 2ωn

0

t

(
4− t2

ω2
n

)
J0(t)dt

=
1

N2
01ω

2
n

[(
4− t2

ω2
n

)
tJ1(t)

∣∣∣∣2ωn

0

+
2

ω2
n

∫ 2ωn

0

t2J1(t)dt

]

=
1

2J2
1 (2ωn)ω2

n

· 2

ω2
n

· 4ω2
nJ2 (2ωn) =

4J2 (2ωn)

ω2
nJ

2
1 (2ωn)

=
4

ω3
nJ1 (2ωn)

6
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所以得到定解问题的解

u(r, z) =
+∞∑
n=1

[(
4

ω3
nJ1 (2ωn)

)
chωnz −

(
4ch4ωn

ω3
nsh4ωnJ1 (2ωn)

)
shωnZ

]
J0 (ωnr)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

五、(14 分) 求解以下定解问题, 其中 (r, θ, φ) 为球坐标.{
∆3u = 0, (r > 3, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π)

u|r=3 = cos 2θ − 3, limr→+∞ u = 2020

解：

齐次 Laplace 方程在球外的球坐标求解公式 (轴对称情形)

u = A0 +
+∞∑
n=0

Bnr
−(n+1)Pn(cos θ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9 分)

由

lim
r→+∞

u = 2020

得 A0 = 2020. 代入另一初始条件可得

u(3, θ) = A0+
+∞∑
n=0

Bn3
−(n+1)Pn(cos θ) = 2 cos2 θ−4 =⇒ 2020+

+∞∑
n=0

Bn3
−(n+1)Pn(x) = 2x2−4

即

2020 +
1

3
B0 +

1

27
B2P2(x) = 2020 +

1

3
B0 +

1

27
× B2

2

(
3x2 − 1

)
= 2x2 − 4

比较系数得

B2 = 36, B0 = −6070

所以定解问题的解为

u(r, θ) = 2020− 6070r−1 + 36r−3P2(cos θ)

或者写作

u(r, θ) = 2020− 6070r−1 + 18r−3
(
3 cos2 θ − 1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

7
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六、求解初值问题{
ut = uxx + 2ux + 5u, (t > 0,−∞ < x < +∞)

u|t=0 = φ(x)

并求出 φ(x) = 4x 时此问题的具体解.
解：

由题意知，可以使用傅里叶变换法求解.
作傅里叶变换得 {

ūt = −λ2ū− 2iλū+ 5ū, t > 0

ū(0, λ) = φ̄(λ)

解得

ū = e5tφ̄(λ)e(−λ2−2iλ)t

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)

由常用公式 (详见“数理方程经典问题专题整理”)

F−1
[
e−λ2t

]
=

1

2
√
πt

exp
{
−x2

4t

}
可得

F−1
[
e−λ2t−2iλt

]
=

1

2π

∫ +∞

−∞
e−λ2t−2iλte−iλxdλ =

1

2π

∫ +∞

−∞
e−λ2te−iλ(x+2t)dλ = exp

{
−(x+ 2t)2

4t

}
所以可得解为

u(t, x) = e5tF−1
[
φ̄(λ)e−λ2t−2iλt

]
= φ(x)∗ e5t

2
√
πt

e−
(x+2t)2

4t =
e5t

2
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ) exp

{
−(x− ξ + 2t)2

4t

}
dξ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

当 φ(x) = x 时，对应具体解为

u1(t, x) =
4e5t

2
√
πt

∫ +∞

−∞
(x− ξ) exp

{
−(ξ + 2t)2

4t

}
dξ = 4e5t(x + 2t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (16 分)

七、(14 分) 已知平面区域 D = {(x, y)|y > |x |≥ 0}. 记 c 为区域边界. 求区域 D 内的第

8
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一边值问题的格林函数，并利用格林函数求解以下边值问题.
∆2u = 0, (x, y) ∈ D

u|c =

{
g(x), 当x ≥ 0

0, 当x < 0

解：

(1) 利用镜像法

M0 = (ξ, η),M1 = (η, ξ),M2 = (−η,−ξ),M3 = (−ξ,−η)

记 M = (x, y). 可得格林函数

G =
1

2π
ln 1

r (M,M0)
− 1

2π
ln 1

r (M,M1)
− 1

2π
ln 1

r (M,M2)
+

1

2π
ln 1

r (M,M3)

即

G =
1

4π
ln [(x− η)2 + (y − ξ)2] · [(x+ η)2 + (y + ξ)2]

[(x− ξ)2 + (y − η)2] · [(x+ ξ)2 + (y + η)2]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

(2) 首先计算法向偏导数

∂G

∂n⃗

∣∣∣∣
y=x

=
1√
2

(
∂G

∂x
− ∂G

∂y

)∣∣∣∣
y=x

其中

∂G

∂x
=

1

4π

[
2(x− η)

(x− η)2 + (y − ξ)2
+

2(x+ η)

(x+ η)2 + (y + ξ)2
− 2(x− ξ)

(x− ξ)2 + (y − η)2
− 2(x+ ξ)

(x+ ξ)2 + (y + η)2

]
∂G

∂y
=

1

4π

[
2(y − ξ)

(x− η)2 + (y − ξ)2
+

2(y + ξ)

(x+ η)2 + (y + ξ)2
− 2(y − η)

(x− ξ)2 + (y − η)2
− 2(y + η)

(x+ ξ)2 + (y + η)2

]
所以可得

∂G

∂n⃗

∣∣∣∣
y=x

=
1√
2π

[
(ξ − η)

(x− ξ)2 + (x− η)2
− (ξ − η)

(x+ ξ)2 + (x+ η)2

]
=

4√
2π

(ξ2 − η2)x

[(x− ξ)2 + (x− η)2] [(x+ ξ)2 + (x+ η)2]

注意到 dl =
√
2dx，所以可得

u(ξ, η) = −
∫
y=x

∂G

∂n⃗
g(x)dl =

4

π

∫ +∞

0

(η2 − ξ2)x

[(x− ξ)2 + (x− η)2] [(x+ ξ)2 + (x+ η)2]
g(x)dx

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)
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参 考 公 式

1. 拉普拉斯算子 ∆3 在各个坐标系下的表达形式

∆3 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2

=
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

2. 若 ω 是 Jν(ωa) = 0 的一个正根，则有模平方

N2
ν1 = ∥Jν(ωx)∥21 =

a2

2
J2
ν+1(ωa)

若 ω 是 J ′
ν(ωa) = 0 的一个正根，则有模平方

N2
ν2 = ∥Jν(ωx)∥22 =

1

2

[
a2 − ν2

ω2

]
J2
ν (ωa)

递推公式
d

dx
(xνJν(x)) = xνJν−1(x),

d

dx

(
Jν(x)

xν

)
= −Jν+1(x)

xν

2J ′
ν(x) = Jν−1(x)− Jν+1(x),

2ν

x
Jν(x) = Jν−1(x) + Jν+1(x)

3. 勒让德多项式
Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn

(
x2 − 1

)n
, n = 0, 1, 2, 3, . . .

母函数 (
1− 2xt+ t2

)− 1
2 =

+∞∑
n=0

Pn(x)t
n

递推公式

P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x)

4.
1

π

∫ +∞

0

e−a2λ2t cosλxdλ =
1

2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
5. 由 Poisson 方程第一边值问题的格林函数 G (M ;M0) 求得第一边值问题解 u(M) 的

公式

空间区域: u(M) = −
∫∫

S

φ (M0)
∂G

∂n⃗
(M ;M0) dS +

∫∫∫
V

f (M0)G (M ;M0) dM0

平面区域: u(M) = −
∫
l

φ (M0)
∂G

∂n⃗
(M ;M0) dl +

∫∫
D

f (M0)G (M ;M0) dM0
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