
量子力学习题及解答

1

第一章 量子理论基础
1．1 由黑体辐射公式导出维恩位移定律：能量密度极大值所对应的波长 m 与温度 T 成反
比，即

m T=b（常量）；
并近似计算 b 的数值，准确到二位有效数字。

解 根据普朗克的黑体辐射公式
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这里的  的物理意义是黑体内波长介于λ与λ+dλ之间的辐射能量密度。
本题关注的是λ取何值时，  取得极大值，因此，就得要求  对λ的一阶导数为零，

由此可求得相应的λ的值，记作 m 。但要注意的是，还需要验证  对λ的二阶导数在 m 处
的取值是否小于零，如果小于零，那么前面求得的 m 就是要求的，具体如下：
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如果令 x=
kT
hc


，则上述方程为

xe x   )1(5
这是一个超越方程。首先，易知此方程有解：x=0，但经过验证，此解是平庸的；另外的
一个解可以通过逐步近似法或者数值计算法获得：x=4.97，经过验证，此解正是所要求的，
这样则有

xk
hcTm 

把 x 以及三个物理常量代入到上式便知
KmTm  3109.2
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这便是维恩位移定律。据此，我们知识物体温度升高的话，辐射的能量分布的峰值向较
短波长方面移动，这样便会根据热物体（如遥远星体）的发光颜色来判定温度的高低。

1．2 在 0K 附近，钠的价电子能量约为 3eV，求其德布罗意波长。
解 根据德布罗意波粒二象性的关系，可知

E=hv，


hP 

如果所考虑的粒子是非相对论性的电子（ 2cE e动 ），那么

e

pE
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如果我们考察的是相对性的光子，那么
E=pc

注意到本题所考虑的钠的价电子的动能仅为 3eV，远远小于电子的质量与光速平方的乘
积，即 eV61051.0  ，因此利用非相对论性的电子的能量——动量关系式，这样，便有
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在这里，利用了
meVhc  61024.1

以及
eVce

62 1051.0 

最后，对

Ec
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作一点讨论，从上式可以看出，当粒子的质量越大时，这个粒子的波长就越短，因而这
个粒子的波动性较弱，而粒子性较强；同样的，当粒子的动能越大时，这个粒子的波长
就越短，因而这个粒子的波动性较弱，而粒子性较强，由于宏观世界的物体质量普遍很
大，因而波动性极弱，显现出来的都是粒子性，这种波粒二象性，从某种子意义来说，
只有在微观世界才能显现。

1．3 氦原子的动能是 kTE
2
3

 （k 为玻耳兹曼常数），求 T=1K 时，氦原子的德布罗意波

长。
解 根据

eVKk 3101  ，
知本题的氦原子的动能为
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显然远远小于 2c核 这样，便有
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这里，利用了
eVeVc 962 107.3109314 核

最后，再对德布罗意波长与温度的关系作一点讨论，由某种粒子构成的温度为 T 的
体系，其中粒子的平均动能的数量级为 kT，这样，其相庆的德布罗意波长就为

Tkc

hc
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据此可知，当体系的温度越低，相应的德布罗意波长就越长，这时这种粒子的波动性就
越明显，特别是当波长长到比粒子间的平均距离还长时，粒子间的相干性就尤为明显，
因此这时就能用经典的描述粒子统计分布的玻耳兹曼分布，而必须用量子的描述粒子的
统计分布——玻色分布或费米公布。
1．4 利用玻尔——索末菲的量子化条件，求：

（1）一维谐振子的能量；
（2）在均匀磁场中作圆周运动的电子轨道的可能半径。
已知外磁场 H=10T，玻尔磁子 124109   TJM B ，试计算运能的量子化间隔△E，并

与 T=4K 及 T=100K 的热运动能量相比较。
解 玻尔——索末菲的量子化条件为

  nhpdq

其中 q 是微观粒子的一个广义坐标，p 是与之相对应的广义动量，回路积分是沿运动轨道
积一圈，n 是正整数。

（1）设一维谐振子的劲度常数为 k，谐振子质量为μ，于是有
2
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这样，便有

)
2
1(2 2kxEp  

这里的正负号分别表示谐振子沿着正方向运动和沿着负方向运动，一正一负正好表示一
个来回，运动了一圈。此外，根据

2

2
1 kxE 

可解出
k
Ex 2



这表示谐振子的正负方向的最大位移。这样，根据玻尔——索末菲的量子化条件，有
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为了积分上述方程的左边，作以下变量代换；

sin2
k
Ex 

这样，便有
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这时，令上式左边的积分为 A，此外再构造一个积分
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这里 =2θ，这样，就有
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根据式（1）和（2），便有
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这样，便有
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其中
2
hh 

最后，对此解作一点讨论。首先，注意到谐振子的能量被量子化了；其次，这量子
化的能量是等间隔分布的。
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（2）当电子在均匀磁场中作圆周运动时，有

Bq
R

 
2

 qBRp  
这时，玻尔——索末菲的量子化条件就为

 



2

0
)( nhRqBRd

 nhqBR  22

 nhqBR 2

又因为动能耐
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其中，
2
qM B  是玻尔磁子，这样，发现量子化的能量也是等间隔的，而且

BBME 

具体到本题，有
JJE 2324 10910910  

根据动能与温度的关系式

kTE
2
3



以及
JeVKk 223 106.1101  

可知，当温度 T=4K 时，
JJE 2222 106.9106.145.1  

当温度 T=100K 时，
JJE 2022 104.2106.11005.1  

显然，两种情况下的热运动所对应的能量要大于前面的量子化的能量的间隔。

1．5 两个光子在一定条件下可以转化为正负电子对，如果两光子的能量相等，问要实现
实种转化，光子的波长最大是多少？

解 关于两个光子转化为正负电子对的动力学过程，如两个光子以怎样的概率转化
为正负电子对的问题，严格来说，需要用到相对性量子场论的知识去计算，修正当涉及
到这个过程的运动学方面，如能量守恒，动量守恒等，我们不需要用那么高深的知识去
计算，具休到本题，两个光子能量相等，因此当对心碰撞时，转化为正风电子对反需的
能量最小，因而所对应的波长也就最长，而且，有

2chvE e

此外，还有
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于是，有
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尽管这是光子转化为电子的最大波长，但从数值上看，也是相当小的，我们知道，
电子是自然界中最轻的有质量的粒子，如果是光子转化为像正反质子对之类的更大质量
的粒子，那么所对应的光子的最大波长将会更小，这从某种意义上告诉我们，当涉及到
粒子的衰变，产生，转化等问题，一般所需的能量是很大的。能量越大，粒子间的转化
等现象就越丰富，这样，也许就能发现新粒子，这便是世界上在造越来越高能的加速器
的原因：期待发现新现象，新粒子，新物理。

第二章波 函数和薛定谔方程

2.1 证明在定态中，几率流与时间无关。
证：对于定态，可令
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可见 tJ与


无关。

2.2 由下列定态波函数计算几率流密度：
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1)2(          1)1( 21 

从所得结果说明 1 表示向外传播的球面波， 2 表示向内(即向原点) 传播的球面波。
解： 分量只有和 rJJ 21



在球坐标中
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与 同向。表示向外传播的球面波。
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可见， rJ 
与2 反向。表示向内(即向原点) 传播的球面波。

补充：设 ikxex )( ，粒子的位置几率分布如何？这个波函数能否归一化？

  
dxdx *∵

∴波函数不能按 1)( 2  dxx 方式归一化。

其相对位置几率分布函数为
12   表示粒子在空间各处出现的几率相同。

2.3 一粒子在一维势场
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中运动，求粒子的能级和对应的波函数。
解： txU 与)( 无关，是定态问题。其定态 S—方程
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由于(1)、(3)方程中，由于 )(xU ，要等式成立，必须
0)(1 x
0)(2 x

即粒子不能运动到势阱以外的地方去。

方程(2)可变为 0)(2)(
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其解为 kxBkxAx cossin)(2  ④
根据波函数的标准条件确定系数 A，B，由连续性条件，得
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对应于 nE 的归一化的定态波函数为
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2.4. 证明（2.6-14）式中的归一化常数是
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证：
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2.5 求一维谐振子处在激发态时几率最大的位置。
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由 )(1 x 的表达式可知，  xx   0， 时， 0)(1 x 。显然不是最大几率的位置。
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1x 是所求几率最大的位置。 #

2.6 在一维势场中运动的粒子，势能对原点对称： )()( xUxU  ，证明粒子的定态波函数
具有确定的宇称。
证：在一维势场中运动的粒子的定态 S-方程为
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将式中的 )( xx 以 代换，得
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比较①、③式可知， )()( xx  和 都是描写在同一势场作用下的粒子状态的波函数。
由于它们描写的是同一个状态，因此 )()( xx  和 之间只能相差一个常数c。方程①、③可
相互进行空间反演 )( xx  而得其对方，由①经 xx  反演，可得③，

)()(   xcx  

④
由③再经 xx 反演，可得①，反演步骤与上完全相同，即是完全等价的。

)()(   xcx   ⑤
④乘 ⑤，得

)x()x(c)x()x(  2  
可见， 12 c

1c
当 1c 时， )x()x(     ， )(x 具有偶宇称，
当 1c 时， )()(   xx   ， )(x 具有奇宇称，

当势场满足 )()(  xUxU  时，粒子的定态波函数具有确定的宇称。#

2.7 一粒子在一维势阱中
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运动，求束缚态( 00 UE  )的能级所满足的方程。
解法一：粒子所满足的 S-方程为
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由波函数的连续性，有
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整理(10)、(11)、(12)、(13)式，并合并成方程组，得
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解此方程即可得出 B、C、D、F，进而得出波函数的具体形式，要方程组有非零解，
必须
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即 022)( 212
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2  kkaktgkk 为所求束缚态能级所满足的方程。#

解法二：接（13）式

aksinD
k
k

akcosC
k
k

akcosDaksinC 2
1

2
2

1

2
22 

aksinD
k
k

akcosC
k
k

akcosDaksinC 2
1

2
2

1

2
22 

02cosk2 2sin)(  

02cos
2

 2sin) 1(    

0cossincossincossin   

0)cossin)(sincos(    

0)cossin)(sincos(

)cossin)(sincos(

0
)cossin(sincos

cossinsincos

2212
2
1

2
2

2
1

2
22

1

2
2

222
2

1

2
2

2

1

2
222

1

2
2

22
1

2
22

1

2

22
1

2
22

1

2

22
1

2
22

1

2

22
1

2
22

1

2

22
1

2
22

1

2


















akkakkk

ak
k
k

ak
k
k

akakak
k
k

ak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

akak
k
k

#
解法三：

(11)-(13) )(sin2 1
122 FBekakDk ak  

(10)+(12) )FB(eakcosD2 ak
2

1  

)a(                                       katgkk
)12()10(
)13()11(

122 



(11)+(13) aikeBFkakCk 1)(cos2 122
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(12)-(10) aik
2

1e)BF(aksinC2 

kactgkk
)10()12(
)13()11(

122





令 ，， akak 22   则

)d(                                     ctg 
)c(                                         tg                     






或

)f(                         
aU2

)kk( 2

2
02

2
2
1

22




 

合并 )b()a( 、 ：

2
1

2
2

21
2

2
2

kk
kk

aktg


 利用
aktg1

atgk2
ak2tg

2
2

2
2 



#

解法四：（最简方法-平移坐标轴法）

Ⅰ： 1101

2

2



EU 

 （χ≤0）

Ⅱ： 22

2

2



E

 （0＜χ＜2a）

Ⅲ： 3303

2

2



EU 

 （χ≥2a）





























0
)(2

02

0
)(2

32
0

3

222

12
0

1






















EU

E

EU















(3)     0k

E2k             (2)     0k

)EU(2k             (1)     0k

3
2
13

22
22

2
22

2
0

2
11

2
11











束缚态0＜E＜ 0U

xkxk

xkxk

FeEe

xkDxkC
BeAe

11

11

3

222

1

cossin















0         )(
0       )(

3

1





E
B

有限

有限




因此

xk

xk

Fe

Ae
1

1

3

1

    







由波函数的连续性，有

)7(               Feak2cosDak2sinC),a2()a2(

)6(         Fekak2sinDkak2cosCk),a2()a2(

)5(                                                           CkAk),0()0(
)4(                                                                  DA),0()0(

ak2
2232

ak2
1222232

2121

21

1

1



















(7)代入(6)
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akD
k
k

akC
k
k

akDakC 2
1

2
2

1

2
22 2sin2cos2cos2sin 

利用(4)、(5)，得

0ak2coskk2ak2sin)kk(

)kk(

0ak2cos2ak2sin)
k
k

k
k

(

0A

0]ak2cos2ak2sin)
k
k

k
k

[(A

ak2sinD
k
k

ak2cosAak2cosAak2sinA
k
k

2212
2
1

2
2

21

22
1

2

2

1

22
1

2

2

1

2
1

2
222

2

1













即得两边乘上

∵

#

2.8 分子间的范德瓦耳斯力所产生的势能可以近似表示为



















，

，

，

，

                ,0
     ,

0      ,
        0        ,

)(
1

0

xb
bxaU
axU

x

xU

求束缚态的能级所满足的方程。
解：势能曲线如图示，分成四个区域求解。

定态 S-方程为

)()()()(
2 2

22

xExxUx
dx
d 






对各区域的具体形式为

Ⅰ： )0(        )(
2 111

2

 xExU 



Ⅱ： )0(        
2 2202

2

axEU  



Ⅲ： )(        
2 3313

2

bxaEU  



Ⅳ： )(            0
2 44

2

xbE  



对于区域Ⅰ， )(xU ，粒子不可能到达此区域，故
0)(1 x

而 . 0
)( 2

22
0

2 


 





EU ①

0
)( 2

32
1

3 


 





EU ②

02
424  


E ③

对于束缚态来说，有 0 EU
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∴ 02
2

12   k 2
02

1
)( 2


EU

k



 ④

03
2
33   k 2

12
3

)( 2


EUk 


 ⑤

04
2
44   k 22

4 /2 Ek  ⑥
各方程的解分别为

xkxk

xkxk

FeEe

xkDxkC
BeAe

33

11

4

223

2

cossin














由波函数的有限性，得
0   )(4  E有限，

∴ xkFe 3
4


由波函数及其一阶导数的连续，得

AB      )0()0( 21 
∴ )( 33

2
xkxk eeA 

akDakCeeAaa xkxk
2232 cossin)()()( 33   ⑦
akDkakCkeeAkaa akak

2222133 sincos)()()( 33   ⑧
bkFebkDbkCbb 3

2243 cossin)()(  ⑨
bkeFkbkDkbkCkbb 3

3222243 cossin)()(   ⑩

由⑦、⑧，得
akDakC
akDakC

ee
ee

k
k

akak

akak

22

22

2

1

cossin
coscos

11

11












(11)

由 ⑨、⑩得 DbkkCbkkDbkkCbkk )cos()sin()sin()cos( 23232222 

0)sincos()sincos( 22
3

2
22

3

2  Dbkbk
k
k

Cbkbk
k
k (12)

令
2

1
11

11

k
k

ee
ee

akak

akak





 



 ，则①式变为

0)sincos()cossin( 2222  DakakCakak 
联立(12)、(13)得，要此方程组有非零解，必须

0
)sincos()cossin(

)cossin()sincos(

2222

22
3

2
22

3

2






akakakak

bkbk
k
k

bkbk
k
k
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)()1()(             

0)1)(((cos))((sin             

0coscossincos       

)cossinsinsinsinsin        

cossinsinsincoscos      

0)cossin(        

)cossin()sincos)(sincos(   

3

2

3

2
2

3

2
2

3

2
2

2222

22
3

2
22

3

2
22

2222
3

2
22

3

2

22
3

2

2222
3

2
22



























k
k

k
k

abtgk

k
k

abk
k
k

abk

akbkakbk

akbk
k
k

akbk
k
k

akbk

akbkakbk
k
k

akbk
k
k

bkbk
k
k

akakbkbk
k
k

akak即

把  代入即得

)()1()( 
11

11

11

11

2

1

3

2

3

2
2 akak

akak

akak

akak

ee
ee

k
k

k
k

ee
ee

k
k

abtgk 
















此 即 为 所 要 求 的 束 缚 态 能 级 所 满 足 的 方 程 。
#

附：从方程⑩之后也可以直接用行列式求解。见附页。

））

（

）

（

bkakekbkakekbk

akekbkakekkeek

bkakekbkakekkbk

akekbkakekkee

ekbkkbkk
ebkbk

akak
eek

ekbkkbkk
ebkbk

akkakk
ee

ekbkkbkk
ebkbk

akkakkkee
akakee

bkbk

bkbkbkbk

akak

akakakak

ak

akakak

ak

akakak

ak

ak

akak

akak

2222232

2222321

22
2
222322

2
2
22232

32222

22

22

1

32222

22

2222

32222

22

22222

22

sinsinsincoscos           

coscossin)(           

sincossinsincos         

sincoscos)(   

sincos
cossin

0cossin
)(        

sincos
cossin

0sincos
)(0

0

sincos0
cossin0

0sincos)(
0cossin)(

33

3311

33

3311

3

311

3

311

3

3

11

11























































0
)](sin)()(cos)[(        

)](sin)()(cos)([

)](cos)(sin)[(          

)](sin)(cos)[(

31

31

311

311

231
2
22231

231
2
22231

221231

2
2
2232



















bkak

bkak

bkakak

bkakak

eabkkkkabkkkke

eabkkkkabkkkke

eabkkkabkkkee

eabkkabkkkee
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0)(         
)()()]()[(       

0)]()()[(          

)]()()([   

231

2
231231

2
2

2
31

2
2

231
2
2231

231
2
2231

11

3

3












kkk
ekkkabtgkkkkekkk

eabtgkkkkkkk

eabtgkkkkkkk

akak

bk

bk

此即为所求方程。 #

补充练习题一

1、设 )()(
22

2
1

为常数
 x

Aex


 ，求 A = ？
解：由归一化条件，有










  )x (de1A)x (deA1
2222 x2x2 






1Adye1A 2y2 2

 




 利用 




 dye
2y

∴



A #

2、求基态微观线性谐振子在经典界限外被发现的几率。

解：基态能量为 
2
1

0 E

设基态的经典界限的位置为 a，则有

 
2
1

2
1 22

0  aE

∴ 0a1a 




在界限外发现振子的几率为

)( 22

0

220 22

0
x

a

x
a

x edxedxe 








 








  

)t
2

1y       ]dte
2
1

2
2[2

]dyedye[2

dye2

)x (de2

)(            dxe2

2 2/t

1 yy

1

y

a

)x(

a

x

2

22

2

0

2

0

22

































 

 

 

（令

偶函数性质




















式中  


2

2/2

2
1 dte t


为正态分布函数  


x

t dtex 2/2

2
1)(




当 )2(2 时的值x 。查表得 92.0)2( 

∴ ]92.0[ 


 


  16.0)92.01(2 

∴在经典极限外发现振子的几率为 0.16。 #
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3、试证明 )x3x2(e
3

)x( 33x
2
1 22










是线性谐振子的波函数，并求此波函数对应的能

量。
证：线性谐振子的 S-方程为

)()(
2
1)(

2
22

22

xExxx
dx
d 




 ①

把 )(x 代入上式，有

)3x9x2(e
3

e)]3x6()x3x2(x[
3

)]x3x2(e
3

[
dx
d)x(

dx
d

2345x
2
1

x
2
1

23332

33x
2
1

22

22

22













































)3x9x2(e

3dx
d

dx
)x(d 2345x

2
1

2

2 22




 












)x18x8(e)3x9x2(xe

3
335x

2
1

2345x
2
1

2
2222




 

)x()7x(

)x3x2(e
3

)7x(

224

33x
2
1

224
22














把 )(2

2

x
dx
d  代入①式左边，得

)(

)(
2
7      

)(
2
1)(

2
1)(

2
7       

)(
2
1)(

2
)(

2
7        

)(
2
1)(

2
)(

2
7        

)(
2
1)(

2

2222

2224
22

2224
22

2

22
2

22

xE

x

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xx
dx

xd






































右边

）（

左边














当 
2
7

E 时，左边 = 右边。 n = 3

)32(
3

)( 332
1 22

xxe
dx
dx

x









，是线性谐振子的波函数，其对应的能量为 

2
7 。

第三章 量子力学中的力学量
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3.1 一维谐振子处在基态
tix

ex



 22

22

)(


 ，求：

(1)势能的平均值 22

2
1 xU  ；

(2)动能的平均值
2

2pT  ；

(3)动量的几率分布函数。

解：(1) 




 dxexxU x222222

2
1

2
1 
















 

 2
2

2
22

2

4
1

2
1

2
1

2
12

2
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4
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0 1
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2
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(2) 



 dxxpxpT )(ˆ)(

2
1

2
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 dxe

dx
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xx 2222

2
1

2
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1

)(
2
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 dxex x22
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2
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][
2

2222 222
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  dxexdxe xx  


 

]
2

[
2 3
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4422

2
2

2
2

2


4
1



或  
4
1

4
1

2
1

 UET

(3)  dxxxpc p )()()( * 

  
2
1 22

2
1







 dxee

Px
i

x

















 dxee

Pxix




22

2
1

 
2
1 












 dxe

pip
x 22

2
2

2
2

2
)(

2
1

 
2
1 

















 dxee
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x

p 2
2

2
22

2
)(

2
1

2  
2
1 


















 2
2
1 22

2

2 



p

e


 22

2

21 






p

e




动量几率分布函数为
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22

2

1)()( 2 







p

epcp




#
3.2.氢原子处在基态 0/

3
0

1),,( are
a

r 


 ，求：

(1)r 的平均值；

(2)势能
r
e2

 的平均值；

(3)最可几半径；
(4)动能的平均值；
(5)动量的几率分布函数。

解：(1) 



 

drddrre
a

drrr ar   sin1),,(
0

22

0 0

/2
3
0

2
0  

 


 

0

/23
3
0

0
4 drar
a
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a
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0

3
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2
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3
0
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2
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 4
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  sin1)()2(

0

0
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a
e

a

a
e
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a
e

ddrdre
a
e
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e
r
eU
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(3)电子出现在 r+dr 球壳内出现的几率为

 
 


0

2

0

22   sin)],,([)( ddrdrrdrr drre
a

ar 2/2
3
0

0
4 
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3
0

0
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a

r ar
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0
3
0

)22(4)( arrer
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rd 


令 0321       ,      ,0    0)( arrr
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 ，


当 0)(   ,0 21  rrr 时， 为几率最小位置

0/22
2
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3
0

2

2

)482(4)( arer
a

r
aadr

rd 
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08)( 2
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e
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∴ 0ar  是最可几半径。

(4) 2
2

2

2
ˆ

2
1ˆ 
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0 0
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3
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a
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(5)  drrpc p ),,()()( * 
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3
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0
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动量几率分布函数
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0

2
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)(
8

)()(
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a
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#
3.3 证明氢原子中电子运动所产生的电流密度在球极坐标中的分量是

0 eer JJ
2

sin 
 

mne r
meJ 

 
 

证：电子的电流密度为
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2
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2

sin
1)(sin

sin
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)(
2

**
mnmnmnmne
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在球极坐标中为

  











sin
11

r
ee

rr
er



式中  eeer


、、 为单位矢量

])
sin
11(                           

)
sin
11([

2

*

*

mnrmn

mnrmne

r
ee
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e
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ee
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eieJeJ


















































)]
sin
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2
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***
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rr
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mn∵ 中的 r和 部分是实数。

∴ 


eimim
r
ieJ mnmne


 )(

sin2
22  


e

r
me

mn



2

sin


可见， 0 eer JJ
2

sin mne r
meJ 

 
 

#
3.4 由上题可知，氢原子中的电流可以看作是由许多圆周电流组成的。

(1)求一圆周电流的磁矩。
(2)证明氢原子磁矩为















)(     
2

)(     
2

CGS
c

me

SIme

MM z








原子磁矩与角动量之比为
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2

)(     
2

CGS
c
e

SIe

L
M

z

z





这个比值称为回转磁比率。
解：(1) 一圆周电流的磁矩为

AdSJiAdM e   （ i为圆周电流， A为圆周所围面积）
22 )sin(

sin



rdS

r
me

mn  



dSrme
mn

2sin 

 







drdrme
mn

22 sin 


 )( rdrddS 

(2)氢原子的磁矩为

  






0 0

22  sin drdrmedMM mn
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 0 0

22  sin2
2
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mn
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mn  



2

0 0 0

22  sin
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2
me

 )(SI

在CGS单位制中
c
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原子磁矩与角动量之比为
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L
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3.5 一刚性转子转动惯量为 I，它的能量的经典表示式是
I
LH
2

2

 ，L 为角动量，求与此

对应的量子体系在下列情况下的定态能量及波函数：
(1) 转子绕一固定轴转动：
(2) 转子绕一固定点转动：
解：(1)设该固定轴沿 Z 轴方向，则有

22
ZLL 

哈米顿算符 2

22
2

2
ˆ

2
1ˆ

d
d

I
L

I
H Z




其本征方程为 ( tH与ˆ 无关，属定态问题)

)(2)(           

)()(
2

22

2

2

22












IE
d

d

E
d
d

I





令 2
2 2


IEm  ，则

0)()(  2
2

2

 

 m

d
d

取其解为  imAe)( (m可正可负可为零)
由波函数的单值性，应有

 imim ee   )2()()2(
即 12 mie
∴m= 0，±1，±2，…

转子的定态能量为
I

mEm 2

22
 (m= 0，±1，±2，…)

可见能量只能取一系列分立值，构成分立谱。 定态波函数为
 im

m Ae

A 为归一化常数，由归一化条件






2
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∴ 转子的归一化波函数为
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 im
m e

2
1



综上所述，除 m=0 外，能级是二重简并的。

(2)取固定点为坐标原点，则转子的哈米顿算符为
2ˆ

2
1ˆ L
I

H 

tH与ˆ 无关，属定态问题，其本征方程为

),(),(ˆ
2
1 2  EYYL
I



(式中 ),( Y 设为 Ĥ的本征函数，E为其本征值)
),(2),(ˆ2  IEYYL 

令 22 IE ，则有
),(),(ˆ 22  YYL 

此即为角动量 2L̂ 的本征方程，其本征值为
) ,2 ,1  ,0(      )1( 222   L

其波函数为球谐函数  imm
mm ePNY )(cos),(  

∴ 转子的定态能量为

 
2

)1( 2

I
E 





可见，能量是分立的，且是 )12(  重简并的。
#
3.6 设 t=0 时，粒子的状态为

]cos[sin)( 2
12 kxkxAx 

求此时粒子的平均动量和平均动能。
解： ]cos)2cos1([]cos[sin)( 2

1
2
1

2
12 kxkxAkxkxAx 

]cos2cos1[
2

kxkxA


)]()(1[
2 2
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2
1 ikxikxkxikxi eeeeA  








2
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2
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2
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2
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2
10   ikxikxkxikxixi eeeeeA

可见，动量 np 的可能值为  kkkk                          2             2         0

动能
2

2
np 的可能值为

 2
        

2
       2        2      0

22222222  kkkk

对应的几率 n 应为 2)
16

          
16

           
16

          
16

         
4

(
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8
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8
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8
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8
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2
1( A

上述的 A 为归一化常数，可由归一化条件，得
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∴ 动量 p的平均值为
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3.7 一维运动粒子的状态是
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其中 0 ，求：
(1)粒子动量的几率分布函数；
(2)粒子的平均动量。
解：(1)先求归一化常数，由
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动量几率分布函数为
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3.8.在一维无限深势阱中运动的粒子，势阱的宽度为a，如果粒子的状态由波函数
)()( xaAxx 

描写，A 为归一化常数，求粒子的几率分布和能量的平均值。
解：由波函数 )(x 的形式可知一维无限深势阱的分布如图示。粒子能量的本征函

数和本征值为
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动量的几率分布函数为 2)( nCE 
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先把 )(x 归一化，由归一化条件，
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3.9.设氢原子处于状态

),()(
2
3),()(

2
1),,( 11211021   YrRYrRr

求氢原子能量、角动量平方及角动量 Z 分量的可能值，这些可能值出现的几率和这些力
学量的平均值。

解：在此能量中，氢原子能量有确定值

2

2

22

2

2 82 
ss e

n
e

E


 )2( n

角动量平方有确定值为
222 2)1(  L )1( 

角动量 Z 分量的可能值为
01 ZL 2ZL

其相应的几率分别为

4
1 ，

4
3

其平均值为


4
3

4
30

4
1

ZL

3.10 一粒子在硬壁球形空腔中运动，势能为









ar
ar

rU
     ,0
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)(

求粒子的能级和定态函数。
解：据题意，在 ar  的区域， )(rU ，所以粒子不可能运动到这一区域，即在这

区域粒子的波函数
0 ( ar  )

由于在 ar  的区域内， 0)( rU 。只求角动量为零的情况，即 0 ，这时在各个方向发
现粒子的几率是相同的。即粒子的几率分布与角度 、 无关，是各向同性的，因此，粒
子的波函数只与 r有关，而与 、 无关。设为 )(r ，则粒子的能量的本征方程为
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  ，得
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其通解为
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r
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sincos)(

sincos)(     
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波函数的有限性条件知， )0( 有限，则
A = 0

∴ kr
r
Br sin)( 

由波函数的连续性条件，有

0sin      0)(  ka
a
Ba

∵ 0B ∴ ),2,1(         nnka 

      
a
nk 



∴ 2
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r
Br 

 sin)( 

其中 B 为归一化，由归一化条件得
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∴ 归一化的波函数

r

r
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a
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3.11. 求第 3.6 题中粒子位置和动量的测不准关系 ?)()( 22  px
解： 0p

222

4
5 2 kTp  

0]cos
2
1[sin 222  




dxkxkxxAx

 



dxkxkxxAx 22222 ]cos

2
1[sin

 )()()()(
222222 ppxxpx

3.12 粒子处于状态
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0
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xxpix 


式中为常量。当粒子的动量平均值，并计算测不准关系 ?)()( 22  px 
解：①先把 )(x 归一化，由归一化条件，得
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∴ 是归一化的
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0 xxpix 

 


② 动量平均值为
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3.13 利用测不准关系估计氢原子的基态能量。
解：设氢原子基态的最概然半径为 R，则原子半径的不确定范围可近似取为

Rr 
由测不准关系

4
)()(

2
22 
 pr

得 2

2
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4
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R
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对于氢原子，基态波函数为偶宇称，而动量算符 p为奇宇称，所以
0p

又有 222)( ppp 

所以 2

2
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4
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R
pp 
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可近似取 2

2
2

R
p 



能量平均值为
r
ePE s
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作为数量级估算可近似取
R
e

r
e ss
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则有
R
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R
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基态能量应取E的极小值，由
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R
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E s
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代入E，得到基态能量为 2

4

min 2
seE




补充练习题二

1．试以基态氢原子为例证明： UT ˆˆ或不是 的本征函数，而是 UT ˆˆ  的本征函数。
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的本征函数不是T̂100
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可见， 的本征函数不是Û100
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 而

可见， 100 是 )ˆˆ( UT  的本征函数。
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2．证明：   LL ，6 的氢原子中的电子，在  135 45 和 的方向上被发现的几率最大。
解：  dYdW mm

2),( ∵ 

∴ 2),( mm YW  

  LL ，6 的电子，其 1   ,2  m
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 2sin
32
15cossin

8
15),( 2222

12  mYW 

当  135 45 和 时

32
15

12 W 为最大值。即在  13545  ， 方向发现电子的几率最大。

在其它方向发现电子的几率密度均在0～
32

15 之间。

3．试证明：处于 1s，2p 和 3d 态的氢原子的电子在离原子核的距离分别为 000 94 aaa 和、 的球
壳内被发现的几率最大( 0a 为第一玻尔轨道半径 )。

证：①对 1s 态， 0/2/3
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易见 ，当 0  ,0 1021  Wrr 时， 不是最大值。
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aW 为最大值，所以处于 1s 态的电子在 0 ar  处被发现的几率最大。
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易见 ，当 0  ,0 2121  Wrr 时， 为最小值。
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∴ 04ar  为几率最大位置，即在 04ar  的球壳内发现球态的电子的几率最大。

③对于 3d 态的电子 03/2
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易见 ，当 0  ,0 3221  Wrr 时， 为几率最小位置。
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∴ 09ar  为几率最大位置，即在 09ar  的球壳内发现球态的电子的几率最大。

4. 当无磁场时，在金属中的电子的势能可近似视为
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0 在金属外部

在金属内部
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其中 00 U ，求电子在均匀场外电场作用下穿过金属表面的透射系数。
解：设电场强度为 ，方向沿χ轴负向，则总势能为

)0(       )(  xxexV  ，
 0            V 0 ）（）（  xxeUx 

势能曲线如图所示。则透射系数为
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5．指出下列算符哪个是线性的，说明其理由。

① 2

2
24
dx
dx ； ②   2 ； ③ 



n

K 1

解：① 2

2
24
dx
dx 是线性算符
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②   2 不是线性算符
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6．指出下列算符哪个是厄米算符，说明其理由。

2

2
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d
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，，

不是厄米算符

，，当
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7、下列函数哪些是算符 2

2

dx
d 的本征函数，其本征值是什么？

① 2x ， ② xe ， ③ xsin ， ④ xcos3 ， ⑤ xx cossin 
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解：① 2)( 2
2

2

x
dx
d

∴ 2x 不是 2

2

dx
d 的本征函数。

② xx ee
dx
d

2

2

∴ xe 不是 2

2

dx
d 的本征函数，其对应的本征值为 1。

③ xx
dx
dx

dx
d sin)(cos)(sin2

2



∴ 可见， xsin 是 2

2

dx
d 的本征函数，其对应的本征值为－1。

④ )cos3(cos3)sin3()cos3(2

2

xxx
dx
dx

dx
d



∴ xcos3 是 2

2

dx
d 的本征函数，其对应的本征值为－1。

⑤
)cos(sin

cossinsin(cos)cos(sin2

2

xx

xxxx
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 ）

∴ xx cossin  是 2

2

dx
d 的本征函数，其对应的本征值为－1。

8、试求算符
dx
dieF ixˆ 的本征函数。

解： F̂的本征方程为
 FF ˆ

c
dx
dFe

dx
dFed

dx
dFeddxiFed

F
dx
die

ix

ixixix

ix

lnln

)()(

       












即

ixFece
 （ FF是ˆ 的本征值）

9、如果把坐标原点取在一维无限深势阱的中心，求阱中粒子的波函数和能级的表达式。

解：















2
     ,

2
      ,0

)(
ax

ax
xU

方程（分区域）：

Ⅰ： )(xU ∴ 0)( xI )
2

( ax 

Ⅲ： )(xU ∴ 0)( xIII )
2

( ax 

Ⅱ： II
II E

dx
d





 2

22

2
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02
22

2

 II
II E

dx
d





令 2
2 2


Ek 



02
2

2

 II
II k

dx
d




)sin(   kxAII

标准条件：












)
2

()
2

(

)
2

()
2

(

aa

aa

IIIII

III





∴ 0)sin(  kxA
∵ 0A
∴ 0)sin(  kx

取 0
2


ak ， 即
2
ak

∴ )
2

(sin)( axkAxII 

0sin kaA
0sin   ka

∴ nka  )  ,2 ,1( n

n
a

k 


∴ 粒子的波函数为















2
                            ,0

2
    ),

2
(sin

)(
ax

axax
a
nA

x





粒子的能级为
a
knkE




 22

222
2

2


 ) ,3 ,2 ,1( n

由归一化条件，得

 






2/

2/

222 )
2

(sin)(1
a

a
dxax

a
nAdx 



 
2/

2/

2 )]
2

(2cos1[
2
1a

a
dxax

a
nA 

 
2/

2/

22 )
2

(2cos
2

a

a
dxax

a
nAaA 

2

2

22 )
2

(2sin
22

a

a

ax
a
n

n
aAAa








2

2
Aa

∴
a

A 2


∴ 粒子的归一化波函数为
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2
                            ,0

2
    ),

2
(sin2

)(
ax

axax
a
n

ax





10、证明：处于1s、2p和3d态的氢原子中的电子，当它处于距原子核的距离分别为 000 94 aaa 、、

的球壳处的几率最（ 0a 为第一玻尔轨道半径）。

证： drrRdrrs 22
1010)(    :1 

drre
a

ar 2/23

0

04)1(  

0/223

0
10 4)1()( arer

a
r 

0/22

0

3

0

10 )22()1(4 arer
a

r
adr

d 


0/2

0

3

0

)11()1(8 arrer
aa



令 010 
dr
d ，则得

011 r 011 ar 

])1()21[()1(8 0/2

000

3

0
2
10

2
are

a
r

a
rr

aadr
d 






])241()1(8 0/2
2
0

2

0

3

0

are
a
r

a
r

a


0
0

2
10

2

11


r

dr
d  ∴ 011 r 为几率最小处。

0
011

2
10

2


ar

dr
d  ∴ 011 ar  为几率最大处。

drrRdrrp 22
2121 )(    :2 

drre
a
r

a
ar 2/

2
0

2
3

0

0

3
)

2
1(  

0/
2
0

2
3

0
21 3

)
2
1()( are

a
r

a
r 

0/3

0
5
0

21 )14(
24

1 arerr
aadr

d 


]81(
24

1
0/2

2
0

2

0
5
0

2
21

2
arer

a
rr

aadr
d  ）


令 021 
dr
d ，则得

021 r 022 4ar 

0
022 4

2
21

2


 ar

dr
d  ∴ 022 4ar  为最大几率位置。

当 040 ar  时，
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02
10

2


dr
d  ∴ 0r 为几率最小位置。

03
2

6
7
0

2
3232 98415

8)(   :3 a
r

er
a

Rrd




03
2

5

0
7
0

32 )
3
25(

98415
8 a

r

er
a
r

adr
d 




令 032 
dr
d ，得

,031 r 032 9ar 

同理可知 031 r 为几率最小处。

032 9ar  为几率最大处。

11、求一维谐振子处在第一激发态时几率最大的位置。

解：
22

2
1

1 2
2

)(
x

xex











222
3

2
11

2)()( xexxx 




 

22

)(4 32
3

1 xexx
dx
d 


 

22

)1(4 22
3

xxex 

 

22

)251(4 4422
3

2
1

2
xexx

dx
d 


 

令 01 
dx
d ，得

01 x ， 0
0

2 2
1 xx 




0
0

2
1

2

1


x

dx
d  ， ∴ 01 x 为几率最小处。

0

2
1

2
1

2

2


x

dx
d  ， ∴ 02 2

1 xx  为几率最大处。

6．设氢原子处在 0

3
0

1),,( a
r

e
a

r





 的态（ 0a 为第一玻尔轨道半径），求

① r的平均值；

②势能
r
e 2

 的平均值。

解：① 
 






2

000

2
3

3
0

 sin1
0 dddrer

a
r a

r




4)
2

()
2

(1231 030
3
0


aa

a

02
3 a
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② 
 


0

2

3
0

2
2

041 drre
a

e
r
e a

r
s 



)
2

()
2

(4 00
3
0

2 aa
a
e s 

0

2

a
e s

12、粒子在势能为

















axU
ax

xU
U

当

当

当

   ,
0     ,0

0    ,

2

1

的场中运动。证明对于能量 21 UUE  的状态，其能量由下式决定：

21

1

22
sin

U
k

U
knka





 

（其中 2

2

Ek 

 ）

证：方程

Ⅰ： )0(          
2 12

22

 xEU
dx
d

III
I 





Ⅱ： )0(          0
2  2

22

AxE
dx
d

IIII
II  





Ⅲ： )0(          
2  22

22

 xEU
dx

d
IIIIII

III 





令 ,
)(2

       ,2     ,
)(2

2
2

22
1


EUEk

EU 











则得

Ⅰ： 02
2

2

 I
I

dx
d




Ⅱ： 02
2

2

 II
II k

dx
d




Ⅲ： 02
2

2

 III
III

dx
d




其通解为
xx

I eDeC   11

)sin(   kxAII
xx

III eDeC   22

利用标准条件，由有限性知
00,      ,  1  Dx I —— 
00,    ,  2  Cx III

∴ x
I eC  1

)sin(   kxAII
x

III eD   2
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由连续性知
 sin)0()0( 1 ACIII  ①

 cos)0()0( 1 kACIII  ②
x

IIIII eDkxAaa   2)sin()()( ③
x

IIIII eDkxkAaa   2)cos()()( ④
由①、②，得




ktg 

⑤
由③、④，得




kkatg  )(

⑥

而




tgtgka
tgtgkakatg





1
)(

把⑤、⑥代入，得


 k
tgtgka
tgtgka





1

整理，得







tgk

tgk

tgka





1








tgk

tgk

kantg





1
)(

令



ktg 

)(
1

)( 







 



 tg

tgk

tgk

kantg

∴   kan
  nka

由
xtg

tgxx
21

sin


 ，得

2
22

2 2)(1
sin

U
k

k

k
k

k

















1
22

2 2)(1
sin

U
k

k

k
k

k
















2

1

1

1

2
sin

2
sin

U
k

U
knka




   ###
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13、设波函数 xx sin)(  ，求 ?][])[( 2 
dx
dxx

dx
d



解：  ]][[])][()[(
dx
dx

dx
dxx

dx
dx

dx
d

原式

 ]cos][[]cos][sin)[( xx
dx
dxxxxx

dx
d



)()cos(cos)(sin xxxxxxxxxx 
xxx cos2sin 

14、说明：如果算符 Â和 B̂都是厄米的，那么
( Â+ B̂ )也是厄米的

证：    dBdAdBA 2
*
12

*
12

*
1

ˆˆ)ˆˆ(

   dBdA *)ˆ(*)ˆ( 1212

   dBA *])ˆˆ[( 12

∴ Â+ B̂也是厄米的。

15、问下列算符是否是厄米算符：

① xpxˆˆ ② )ˆˆˆˆ(
2
1 xppx xx 

解：①    dpxdpx xx )ˆ(ˆ)ˆˆ( 2
*
12

*
1

   dxpdpx xx 2121 *)ˆˆ(ˆ*)ˆ（

因为 xx pxp ˆˆˆ 

∴ xpxˆˆ 不是厄米算符。

②    dxpdpxdxppx xxxx 2
*
12

*
12

*
1 )ˆˆ(

2
1)ˆˆ(

2
1)]ˆˆˆˆ(

2
1[

   dpxdxp xx 2
*

12
*

1 )ˆˆ(
2
1)ˆˆ(

2
1

   dxppx xx 2
*

1 ]))ˆˆˆˆ(
2
1[

   dpxxp xx 2
*

1 ])ˆˆˆˆ(
2
1[

∴ )ˆˆˆˆ(
2
1 xppx xx  是厄米算符。 ##

16、如果算符  ˆˆ、 满足关系式 1ˆˆˆˆ   ，求证
①  ˆ2ˆˆˆˆ 22 

② 233 ˆ3ˆˆˆˆ  

证： ①  ˆˆ)ˆˆ1(ˆˆˆˆ 2222 

 ˆˆˆˆˆˆ 22 

 ˆˆ)ˆˆ1(ˆˆ 22 

̂2

②  ˆˆˆ)ˆˆˆ2(ˆˆˆˆ 3233 

 ˆˆˆˆˆˆ2 322 

 ˆˆ)ˆˆ1(ˆˆ2 322 
2ˆ3
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17、求 ?ˆˆˆˆ  xxxx LPPL

?ˆˆˆˆ  yxxy LPPL

?ˆˆˆˆ  zxxz LPPL

解： )ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ
yzxxyzxxxx PzPyPPPzPyLPPL 

)ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ yxzxxyxz PzPPyPPPzPPy 

)ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ xyxzxyxz PPzPPyPPzPPy 

= 0
)ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ

zxxxzxyxxy PxPzPPPxPzLPPL 

)ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 2
zxzxxzx PxPPzPPPxPz 

)ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22
zxxxzx PxPPzPPxPz 

zxx PxPPx ˆ)ˆˆˆˆ( 

zPi ˆ

)ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ
xyxxxyzxxz PyPxPPPyPxLPPL 

xxyxxxy PyPPxPPyPPx ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 2 
22 ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ xyxxyx PyPxPPyPPx 

yxx PxPPx ˆ)ˆˆˆˆ( 

yPi ˆ

18、 ?ˆˆˆˆ  xx LxxL

?ˆˆˆˆ  yy LxxL

?ˆˆˆˆ  zz LxxL

解： )ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ
yzyzxx PzPyxxPzPyLxxL 

yzyz PzxPyxxPzxPy ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 

xPzxPyxPzxPy yzyz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 

= 0
)ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ

zxzxyy PxPzxxPxPzLxxL 

zxzx PxPzxxPxxPz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 2

)ˆˆˆˆ(ˆ xx PxxPz 
zi ˆ

)ˆˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ
xyxyzz PyPxxxPyPxLxxL 

xyxy PxyPxxPyPx ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 

)ˆˆˆˆ(ˆ xPPxy xx 
yi ˆ

第四章 态和力学量的表象

4.1.求在动量表象中角动量 xL 的矩阵元和 2
xL 的矩阵元。

解： 


  


depzpyeL
rpi

yz
rpi

ppx








)ˆˆ()

2
1()( 3
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dezpype
rpi

yz
rpi 







)()

2
1( 3











 


de
p

p
p

pie
rpi

z
y

y
z

rpi 



 


))(()

2
1( 3











 


de
p

p
p

pi
rppi

z
y

y
z







）（3)
2

1)()((

)()( pp
p

p
p

pi
y

z
z

y 










 

    dLxL pxpppx


 2*2 )()(




 


depzpye
rpi

yz
rpi 







23 )ˆˆ()
2

1(




 


depzpypzpye
rpi

yzyz

rpi 






)ˆˆ)(ˆˆ()

2
1( 3











 


de
p

p
p

pipzpye
rpi

y
z

z
yyz

rpi 



 


))()(ˆˆ()

2
1( 3












 


depzpye
p

p
p

pi
rpi

yz

rpi

y
z

z
y








 )ˆˆ()

2
1)()(( 3











 


de
p

p
p

p
rppi

y
z

z
y







）（322 )
2
1()(

)()( 22 pp
p

p
p

p
y

z
z

y 










 

#
4.2 求能量表象中，一维无限深势阱的坐标与动量的矩阵元。

解：基矢： x
a
n

a
xun

sin2)( 

能量： 2

222

2 a
nEn 

 


对角元：
2

sin2
0

2 axdx
a
mx

a
x

a

mm  


  cnu
n
unu

n
nuduu sincos1cos 2

当时， nm   
a

mn dx
a
nxx

a
m

a
x

0
)(sin)(sin2 

 

 1)1(
)(

4
)(

1
)(

11)1(

])(sin
)(

)(cos
)(

[   

])(sin
)(

)(cos
)(

[1

)(cos)(cos1

2222

222

0
22

2

0
22

2

0






































 












 












nm

nm

a

a

a

nm
mna

nmnm
a

x
a
nm

nm
axx

a
nm

nm
a

x
a
nm

nm
axx

a
nm

nm
a

a

dxx
a
nmx

a
nmx

a
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anm

mni
nmnm

a
a
ni

x
a
nm

nm
ax

a
nm

nm
a

a
ni

dxx
a
nmx

a
nm

a
ni

xdx
a
nx

a
m

a
ni

xdx
a
n

dx
dx

a
m

a
idxxupxup

nm

nm

a

a

a

a

nmmn

)(
21)1(

]1)1(
)(

1
)(

1

 )(cos
)(

)(cos
)(

)(sin)(sin

cossin2

sinsin2)(ˆ)(

22

2

0
2

02

02

0

*


























 












 

















































C
nm
unm

nm
unmnudumu 








 )(2
)cos(

)(2
)cos(cossin

#

4.3 求在动量表象中线性谐振子的能量本征函数。
解：定态薛定谔方程为

),(),(
2

),(
2
1 2

2

2
22 tpECtpCptpC
dp
d




 

即 0),()
2

(),(
2
1 2

2

2
22  tpCpEtpC
dp
d


 

两边乘以

2 ，得

0),()2(),(
1
1 2

2

2

 tpCpEtpC
dp
d







令
 




 1    , 1
 pp





E2



0),()(),( 2
2

2

 tpCtpC
d
d 


跟课本 P.39(2.7-4)式比较可知，线性谐振子的能量本征值和本征函数为

tEi

n

p

n

n

nepHeNtpC

nE










)(),(

)(
22

2
1

2
1







式中 nN 为归一化因子，即
2/1

2/1 )
!2

(
n

N nn 




#
4.4.求线性谐振子哈密顿量在动量表象中的矩阵元。

解： 22
2

22
222

2
1

22
1ˆ

2
1ˆ x

x
xpH 
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 dxxHxH pppp )(ˆ)(* 








 dxex
x

e
xpipxi

 


)
2
1

2
(

2
1 22

2

22














 dxexdxepi

xppixppi
)(22)(2

2

2
1

2
1

2
1)(

2























 dxe
pi

ppp xppi
)(

2

2
22

2

)(
2
1

2
1)(

2




















 dxe
pi

ppp xppi
)(

2

2
22

2 1)(
2
1)(

2










)(
2
1)(

2 2

2
22

2

pp
p

ppp





 




)(
2
1)(

2 2

2
22

2

pp
p

ppp





 




#

4.5 设已知在 ZLL ˆˆ2和 的共同表象中，算符 yx LL ˆˆ 和 的矩阵分别为


















010
101
010

2


xL




















00
0

00

2
2

i
ii

i
Ly



求它们的本征值和归一化的本征函数。最后将矩阵 yx LL 和 对角化。
解： xL 的久期方程为

00

2
0

22

0
2

23 























  321 0  ，，

∴ xL̂ 的本征值为  ，，0

xL̂ 的本征方程


















































3

2

1

3

2

1

010
101
010

2 a
a
a

a
a
a




其中

















3

2

1

a
a
a

 设为 xL̂ 的本征函数 ZLL ˆˆ2和 共同表象中的矩阵

当 01  时，有


















































0
0
0

010
101
010

2
3

2

1

a
a
a





量子力学习题及解答

45

0  
0
0
0

2 213

2

31

2


































 aaa

a
aa

a
，



∴



















1

1

0 0
a

a


由归一化条件

2
1

1

1
*
1

*
100 20),0,(1 a

a

a
aa 


















 

取
2

1
1 a



























2
1

0
2

1

0 对应于 xL̂ 的本征值 0 。

当 2 时，有


















































3

2

1

3

2

1

010
101
010

2 a
a
a

a
a
a































































13

32

12

3

2

1

2

31

2

2

2

2
1

)(
2

1
2

1

aa
aa

aa

a
a
a

a

aa

a

∴


















1

1

1

2
a
a

a



由归一化条件

2
1

1

1

1

*
1

*
1

*
1 42),2,(1 a

a
a

a

aaa 


















取
2
1

1 a

∴归一化的



























2
1

2
1

2
1

 对应于 xL̂ 的本征值

当 2 时，有
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3

2

1

3

2

1

010
101
010

2 a
a
a

a
a
a






































































13

32

12

3

2

1

2

31

1

2

2

2
1

)(
2

1
2

1

aa
aa

aa

a
a
a

a

aa

a

∴


















1

1

1

2
a

a

a



由归一化条件

2
1

1

1

1

*
1

*
1

*
1 42),2,(1 a

a
a

a

aaa 


















取
2
1

1 a

∴归一化的



























2
1

2
1

2
1

 对应于 xL̂ 的本征值 

由以上结果可知，从 ZLL ˆˆ2和 的共同表象变到 xL̂ 表象的变换矩阵为





























2
1

2
1

2
1

2
1

2
10

2
1

2
1

2
1

S

∴对角化的矩阵为 SLSL xx











































































2
1

2
1

2
1

2
1

2
10

2
1

2
1

2
1

010
101
010

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
10

2
1

2


xL

























































2
1

2
1

2
1

2
1

2
10

2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
11

2
1

000

2




量子力学习题及解答

47












































00
00
000

200
020
000

2

按照与上同样的方法可得

yL̂ 的本征值为  ，，0

yL̂ 的归一化的本征函数为
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从 ZLL ˆˆ2和 的共同表象变到 yL̂ 表象的变换矩阵为
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利用 S 可使 yL̂ 对角化
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4.6 求连续性方程的矩阵表示
解：连续性方程为

J
t







∴ )**(
2





 iJ

而 )**(
2





 iJ

)**(
2

22 



i

)ˆ**ˆ(1  TT
i




∴ *)ˆˆ*(  TT
t

i 




*)ˆˆ*()( *

 TT
t

i 





写成矩阵形式为
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第五章 微扰理论

5.1 如果类氢原子的核不是点电荷，而是半径为 0r 、电荷均匀分布的小球，计算这种效应
对类氢原子基态能量的一级修正。

解：这种分布只对 0rr  的区域有影响，对 0rr  的区域无影响。据题意知
)()(ˆ

0 rUrUH 

其中 )(0 rU 是不考虑这种效应的势能分布，即

r
zerU

0

2

4
）（

)(rU 为考虑这种效应后的势能分布，在 0rr  区域，

r
ZerU

0

2

4
)(




在 0rr  区域， )(rU 可由下式得出，





r
EdrerU )(















)(                                         

4
        

)(    ,
43

4
4

1

02
0

03
00

3
3

03
42

0

rr
r

Ze

rrr
r

Zer
r
Ze

r
E












0

0)(
r

r

r
EdreEdrerU





0

0

2
0

2

3
00

2 1
44 r

r

r
dr

r
Zerdr

r
Ze



)3(
84

)(
8

22
03

00

2

00

2
22

03
00

2

rr
r

Ze
r

Zerr
r

Ze



)( 0rr 














)(                                        0        

)(    
4

)3(
8)()(ˆ

0

0
0

2
22

03
00

2

0

rr

rr
r

Zerr
r

Ze
rUrUH 

由于 0r 很小，所以 )(
2

ˆˆ
0

2
2

)0( rUHH 

 ，可视为一种微扰，由它引起的一级修正为

（基态
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a
Z

e
a
Z

02/1
3
0

3
)0(

1 )(





 ）




  dHE )0(
1

*)0(
1

)1(
1

ˆ





0

0

0

2
2

0

2
22

03
00

2

3
0

3

4]
4

)3(
8

[
r r

a
Z

drre
r

Zerr
r

Ze
a
Z 





量子力学习题及解答

49

∴ 0ar  ，故 10
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(
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r
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a
eZ




2
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5
2

r
a
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5.2 转动惯量为 I、电偶极矩为D


的空间转子处在均匀电场在

中，如果电场较小，用微
扰法求转子基态能量的二级修正。

解：取
的正方向为 Z 轴正方向建立坐标系，则转子的哈米顿算符为

 cosˆ
2
1

2

ˆˆ 2
2

DL
I

D
I
LH 



取  cosˆ        ,ˆ
2
1ˆ 2)0( DHL
I

H  ，则

HHH  ˆˆˆ )0(

由于电场较小，又把H ˆ 视为微扰，用微扰法求得此问题。
)0(Ĥ 的本征值为 2(()) )1(

2
1

 
I

E

本征函数为 ),()0(  mY 
)0(Ĥ 的基态能量为 00

0 ）（E ，为非简并情况。根据定态非简并微扰论可知

 




 


)0()0(

0

2
0)2(

0

H
 

EE
E

   ddYDYdHH m   sin)cos(ˆ
00

*)0(
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)0*(
0 

  ddYYD m   sin) (cos 00
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 ddYYD m   sin
4
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3
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3 10

*
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D



IDID
EE
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2

2
12

22
'

)0()0(
0

2
0')2(

0 3
1

)1(3
2 

H
 

 
 

 







 

#
5.3 设一体系未受微扰作用时有两个能级： 0201 EE 及 ，现在受到微扰H ˆ 的作用，微扰矩阵
元为 bHHaHH  22112112 ， ； ba、 都是实数。用微扰公式求能量至二级修正值。

解：由微扰公式得
nnn HE )1(

 




m mn

mn
n EE

H
E )0()0(

2
')2(
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得 bHEbHE  22
)1(

0211
)1(

01           

0201

2
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2
1')2(

01 EE
a

EE
H

E
m m

m









0102
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2
1')2(

02 EE
a

EE
H

E
m m

m









∴ 能量的二级修正值为

0201

2

011 EE
abEE




0102

2

022 EE
abEE




#
5.4 设在 0t 时，氢原子处于基态，以后受到单色光的照射而电离。设单色光的电场可以
近似地表示为 t sin ，及   均为零；电离电子的波函数近似地以平面波表示。求这单色
光的最小频率和在时刻 t跃迁到电离态的几率。

解：①当电离后的电子动能为零时，这时对应的单色光的频率最小，其值为

2

4

1minmin 2
 seEEhv


  

h
e

v s
2

4

min 2


 34

19

1062.6
106.16.13







 Hz15103.3 

② 0t 时，氢原子处于基态，其波函数为
0/

3
0

1 ar
k e

a





在 t时刻，
rpi

m e







 2/3)

2
1(




微扰 )(
2

sin)(ˆ   titi ee
i
retretH  







)(ˆ   titi eeF  

其中
i
reF

2
ˆ







在 t时刻跃迁到电离态的几率为
2)(taW mmk 

  t ti
mkm tdeH

i
ta mk

0

1)( 



  t titimk tdee
i
F
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)()( )( 



]11[
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ti
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mkmk eeF


对于吸收跃迁情况，上式起主要作用的第二项，故不考虑第一项，
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m

mkeFta 1)(
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其中   
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a
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(1)
2
1(ˆ








取电子电离后的动量方向为 Z 方向，
取
、 p所在平面为 xoz面，则有

zyxr zyx  


)cos)(cos()cossin)(sin(  rr 
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)(sin4
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#
5.5 基态氢原子处于平行板电场中，若电场是均匀的且随时间按指数下降，即










 )(0    ,
0              ,0

/
0 为大于零的参数当

当




 te
t

t

求经过长时间后氢原子处在 2p 态的几率。
解：对于 2p 态， 1 ，m可取 1  ,0  三值，其相应的状态为

121211210                    

氢原子处在 2p 态的几率也就是从 100 跃迁到 121211210     、、 的几率之和。

由   t ti
mkm tdeH

i
ta mk

0

1)( 



O

θ
α

x

y




r
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   dHH 100
*
210100,210

ˆ )cos)(ˆ(  rteH 

  dYRrteYR 0010
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1021  cos)( (取
方向为 Z 轴方向)

 



 


2

0 0 00
*

100 10
3
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由上述结果可知， 0211100 W ， 0121100 W
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5.6 计算氢原子由第一激发态到基态的自发发射几率。

解： 2

3

32

3
4

mk
mks

mk r
c

e
A 






由选择定则 1 ，知 ss 12  是禁戒的
故只需计算 sp 12  的几率
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8
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4
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而 2
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2
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2
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2p 有三个状态，即 121211210     ,   , 

(1)先计算 z 的矩阵元 cosrz 
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(3)计算 y的矩阵元 )(sin
2
1sinsin  ii eer
i

ry 



量子力学习题及解答

54

  
dYeeYdrrrRrR

i
y ii

mm 00
*

10

3
10

*
21100,21  )(sin)()(

2
1)( 

)(
3
2

2
1

11  mmf
i



)(
6

1
11  mmf

i


0)( 100,210  y

fiy
6

)( 100,211 

fiy
6

)( 100,121 

22
222

12 )
3
1

6
2

6
2( ffffr sp  



(4)计算 f

00

3
10

*
21 681

256)()( adrrrRrRf  



 


0

2
3

42/3

00

2/3

0

0)1(
3
2)

2
1( drer

aaa

r
a

3
2

3
2

681
256

3
241

6
1

4

7

00
5
05

5

4
0

aaa
a





！

2
09

15
2

3
2 af 

2
213

3
21

2

12 3
4

r
c

e
A s

sp







2
09

15
3

3

4

3

2

3
2)

8
3(

3
4

a
e

c
e ss 




2
2

2

310

143

7

8

)
 

(
3
2

s

s

ec
e


 




19
36

10

7

8

1091.1
3
2  s

c
es



ss
A

910

21

1052.01023.51   #

5.7 计算氢原子由 2p 态跃迁到 1s 态时所发出的光谱线强度。
解： 2112212   sppsp ANJ

2
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若 9
2 10pN ，则 WJ 1.321  #

5.8 求线性谐振子偶极跃迁的选择定则
解： 22

mkmkmk xrA 
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由 ]
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1
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1 km 时， 0mkx

即选择定则为 1 kmm #

补充练习三

1、 一维无限深势阱 )0( ax  中的粒子受到微扰















)
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作用，试求基态能级的一级修正。
解：基态波函数（零级近似）为

)0(      sin2)0(
1 axx
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)  ,0(                    0)0(
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∴能量一级修正为
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2、具有电荷为q的离子，在其平衡位置附近作一维简谐振动，在光的照射下发生跃迁。
设入射光的能量为 )(I 。其波长较长，求：

① 原来处于基态的离子，单位时间内跃迁到第一激发态的几率。
②讨论跃迁的选择定则。
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（提示：利用积分关系
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②仅当 01  xmkm 时， ，所以谐振子的偶极跃迁的选择定则是
1m ）
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 (对于一维线性谐振子 nr

 ～ ix
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一维线性谐振子的波函数为
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② 跃迁几率 2      mkx ，当 0mkx 时的跃迁为禁戒跃迁。





 dxxx kmmk  *
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kkm )
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.)1(     1     ,0
)1(     1     ,0
时即

时；即
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可见，所讨论的选择定则为 1m 。
#

3、电荷 e 的谐振子，在 0t 时处于基态， 0t 时处于弱电场  /
0

te  之中( 为常数)，试
求谐振子处于第一激发态的几率。

解：取电场方向为 x轴正方向，则有
 /  ˆ txeexeH 
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当经过很长时间以后，即当 t 时， 0/  te 。
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实际上在 5t 以后即可用上述结果。
#

第七章 自旋与全同粒子

7.1.证明： izyx  ˆˆˆ

证：由对易关系 zxyyx i ˆ2ˆˆˆˆ  及
反对易关系 0ˆˆˆˆ  xyyx  ， 得

zyx i ˆˆˆ 

上式两边乘 ẑ ，得
2ˆˆˆˆ zzyx i  ∵ 1ˆ 2 z

∴ izyx  ˆˆˆ
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7.2 求在自旋态 )(
2
1 zS 中， xŜ 和 yŜ 的测不准关系：

?)()( 22 yx SS 

解：在 zŜ 表象中 )(
2
1 zS 、 xŜ 、 yŜ 的矩阵表示分别为
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 yx SS

讨论：由 xŜ 、 yŜ 的对易关系

[ xŜ ， yŜ ] zSi ˆ

要求
4

)()(
22

22 z
yx

S
SS




16
)()(

4
22 
 yx SS ①

在 )(
2
1 zS 态中，

2


zS

∴
16

)()(
4

22 
yx SS 

可见①式符合上式的要求。

7.3.求 
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及 的本征值和所属的本征函数。

解： xŜ 的久期方程为

0

2
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2
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2
( 22 

 

∴ xŜ 的本征值为
2


 。

设对应于本征值
2
的本征函数为 
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1
2/1 b
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由本征方程 2/12/1 2
ˆ  

xS ，得
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由归一化条件 12/12/1   ，得
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即 12 2
1 a ∴

2
1        

2
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11  ba

对应于本征值
2
的本征函数为 










1
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设对应于本征值
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 的本征函数为 
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对应于本征值
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 的本征函数为 
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2
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同理可求得 yŜ 的本征值为
2


 。其相应的本征函数分别为
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7.4 求自旋角动量 )cos,cos,(cos  方向的投影
 cosˆcosˆcosˆˆ

zyxn SSSS 

本征值和所属的本征函数。
在这些本征态中，测量 zŜ 有哪些可能值？这些可能值各以多大的几率出现？ zŜ 的平

均值是多少？

解：在 zŜ 表象， nŜ 的矩阵元为

 cos
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其相应的久期方程为

0
cos

2
)cos(cos

2

)cos(cos
2

cos
2 













i

i
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 )1coscoscos( 222  利用
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所以 nŜ 的本征值为
2


 。

设对应于
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nS 的本征函数的矩阵表示为 
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2
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可见， zŜ 的可能值为
2

            
2




相应的几率为
2
cos1 

2
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coscos 22 
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同理可求得 对应于
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nS 的本征函数为
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在此态中， zŜ 的可能值为
2

            
2




相应的几率为
2
cos1 

2
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zS

7.5 设氢的状态是
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①求轨道角动量 z 分量 zL̂ 和自旋角动量 z 分量 zŜ 的平均值；

②求总磁矩 SeLeM ˆˆ
2

ˆ 




的 z 分量的平均值（用玻尔磁矩子表示）。

解：ψ可改写成
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从ψ的表达式中可看出 zL̂ 的可能值为  0

相应的几率为
4
1

4
3

4


 zL

zŜ 的可能值为
2


2




相应的几率 2
iC 为

4
1

4
3

44
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 ziiz SCS
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eeSeLeM zzz
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4
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7.6 一体系由三个全同的玻色子组成，玻色子之间无相互作用。玻色子只有两个可能的
单粒子态。问体系可能的状态有几个？它们的波函数怎样用单粒子波函数构成？
解：体系可能的状态有 4 个。设两个单粒子态为 i ， j ，则体系可能的状态为

)()()( 3211 qqq iii 
)()()( 3212 qqq jjj 

)]()()(

)()()()()()([
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qqqqqq
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7.7 证明 )3()2()1( ,, SSS  和 A 组成的正交归一系。
解： )]()([)]()([ 22/112/122/112/1

)1()1(
zzzzSS SSSS   

)()()()( 22/112/112/122/1 zzzz SSSS  

1
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zz SS 
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zz SS 

同理可证其它的正交归一关系。
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7.8 设两电子在弹性辏力场中运动，每个电子的势能是 22

2
1)( rrU  。如果电子之间的

库仑能和 )(rU 相比可以忽略，求当一个电子处在基态，另一电子处于沿 x 方向运动的第一
激发态时，两电子组成体系的波函数。
解：电子波函数的空间部分满足定态S-方程
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考虑到 2222 zyxr  ，令
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两电子的空间波函数能够组成一个对称波函数和一个反对称波函数，其形式为
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而两电子的自旋波函数可组成三个对称态和一个反对称态，即
)3(

S
)2(

S
)1(

S  、、 和 A

综合两方面，两电子组成体系的波函数应是反对称波函数，即
独态： AS rr  ),( 211 

三重态：
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