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本note的几乎所有内容来源[1]和[2]，仅用于快速科普，不可替代严肃的线性代数学习，请

同学们根据自己的情况，选择合适的参考材料进一步学习。

2 线线线线线线线线线性性性性性性性性性空空空空空空空空空间间间间间间间间间

在线性代数中，向量的概念迎来了一次变革。向量并不是有大小又有方向的量，也不单纯

是一堆数，而是线性空间的元素。因此要定义向量，就是要去定义线性空间。

定定定定定定定定定义义义义义义义义义 1. 假设V是一个集合，其中任意两个元素进行线性叠加的结果仍为这个向量空间的元素。1

例例例例例例例例例 2. 考虑线性微分方程

y 00+ y=0

假设y1; y2是它的解，那么

�y1+ �y2; �; � 2R

仍然是它的解，请大家自行验证。

例例例例例例例例例 3. 只要你适当地去定义加法和数乘就能得到线性空间，而向量空间的元素本身"是什么

"，这对于线性代数而言不重要。比如你可以写

�苹果+ �梨

这就是水果线性空间中的元素啦(我们姑且假定世界上只有这两种水果)，把所有这样的元素

放在一起，可以写为spanf苹果，梨g。比如你还可以写

1

1919810
p 蛤蟆+

114514
1919810

p 猫

这就是动物线性空间中的元素2。

1. 原则上可以定义复数域上的线性空间，这里先考虑实数域。 (事实上复数域从代数角度更为简单，理由是代数基本定理

)

2. 当然，我这里实际上没仔细定义这里的加法，你可以把它视为形式上的。在代数学中，这叫free construction，这里

的苹果和梨可以称为水果线性空间的生成元.
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定定定定定定定定定义义义义义义义义义 4. 设U ; V是两个线性空间，定义

U +V = f�u+ �v ju2U ; v 2V g

如果

U \V = f0g

则记

U +V =U �V

称为直和.（我们这里考虑的也叫外直和，不过不必细究。)

例例例例例例例例例 5. 考虑

�小猪+ �苹果

小猪3是动物空间中的元素，而苹果是水果空间中的元素，故上式为0当且仅当�= �=0。

所以我们说上面这种加和定义了

动物�水果

这样一个线性空间。

例例例例例例例例例 6. 考虑由

f1; x; x2; x3g

张成的线性空间，其元素形如

a3x3+ a2x2+ a1x+ a0

是所有次数不大于3的多项式构成的的线性空间。

例例例例例例例例例 7. 子空间。所谓线性空间U的子空间就是U的子集V，V自身在加法和数乘下封闭。举

例来说，考虑水果线性空间，其元素形如

�苹果+ �梨

那么


(梨+苹果); 
 2R

就构成了一个子空间，请自行验证。

3. 你可以换成你喜欢的任何动物。
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子空间的例子非常多，比如欧氏平面上过原点的直线。

3 线线线线线线线线线性性性性性性性性性映映映映映映映映映射射射射射射射射射

线性空间是线性代数最基本的积木，但只有积木本身未免过于无趣，所以为了我们更好地

去玩这些积木，我们需要把它们组织起来。 也就是说，去研究不同线性空间之间的关系。

所谓线性映射，就是与线性结构的相容的映射。

定定定定定定定定定义义义义义义义义义 8. 线性映射T :U!V称为线性映射，如果

T (�u1+ �u2)=�T (u1)+ �T (u2); 8u1; u2 (1)

线性映射也叫线性同态。

例例例例例例例例例 9. 考虑

T =
d2

dx2
+x2

是从x的光滑函数到x的光滑函数的映射。我们来验证这是个线性映射，任取y1; y2为光滑函

数，有

T (�y1+ �y2)=

�
d2

dx2
(�y1+ �y2)+ x2(�y1+ �y2)

�
=�T (y1)+ �T (y2)

定定定定定定定定定义义义义义义义义义 10. 定义线性映射T :U!V的kernel为 4

kerT = fT (u)=0ju2U g

其像集（image）为

imT = fv jv=T (u);对某个u2U g

以上两个概念类似于零点和值域。

例例例例例例例例例 11. T (0)=T (0+ 0)= 2T (0))T (0)=0

例例例例例例例例例 12. 单射与满射。T :U!V为单射就是说

T (u)=T (u0))u= u0

4. ker有些地方写为null，im有的地方记作range。
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满射就是说8v 2V，9u2U

T (u)= v

我们可以用新瓶装旧酒，对于线性映射

T (u)=T (u0))T (u¡u0)=0

因此T为单射等价于

kerT = f0g,dimkerT =0

T为满射等价于

imT =V

定定定定定定定定定理理理理理理理理理 13. ker T和im T分别构成U ; V的子空间

证证证证证证证证证明明明明明明明明明. 任取u1; u22 kerT

T (�u1+ �u2)=�T (u1)+ �T (u2)

由ker T的定义知右边两项均为0，故(�u1+ �u2)2 kerT . imT的讨论留作习题5。 �

例例例例例例例例例 14. 考虑线性变换

T =
d2

dx2
+x2

其kernel为

kerT =
�
d2

dx2
y+ x2y=0jy是光滑函数

�
也就是说，其kernel就是上述常微分方程的解。

定定定定定定定定定义义义义义义义义义 15. 线性同构就是指一一对应的线性变换，如果两个线性空间之间存在线性同构，我们说它们同

构，记为

U =�V

定定定定定定定定定理理理理理理理理理 16. 同构映射把一组基映成一组基

证证证证证证证证证明明明明明明明明明. 假设fuig; i=1; 2::: dimU为U的一组基，那么假设

fT (ui)g

5. 说是习题，也不必提交，你只需要提交到你自己心里:D
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这组向量线性相关，则 X
i

�iT (ui)=0

其中�i不全为0，则

T

�X
i

�iui

�
=0

因为T是一一映射，故 X
i

�iui=0

与线性无关矛盾，故fT (ui)g线性无关。因为线性空间中一组线性无关的向量的个数必然不

大于其维数，

dimU 6dimV

对T的逆映射T¡1 6有

dimV 6dimU

所以二者的维数必然相等

dimU =dimV

于是T把U的基底映射为一组V的基底。 �

推推推推推推推推推论论论论论论论论论 17. 同构的线性空间具有相同的维数。

例例例例例例例例例 18. 任意线性映射由它在基底上的作用确定.取T :U!V

T (u)=T (�iui)=�iT (ui)

其中fuig; i= 1; 2; :::; dimU为U的基底。取fvjg; j = 1; 2:::; dim V为V的基底，那么可以

展开

T (ui)=T j
i vj

所以

T (u)=�iT j
i vj

可见，只要决定了T j
i，一个线性映射就完全决定了。我们定义[T ]为第i行，第j列为T j

i的

矩阵，这就是线性映射的矩阵表示。本质就是找了一组基，写分量。

6. 请自行验证一一对应的线性映射其逆也是线性映射。
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例例例例例例例例例 19. 线性映射的复合对应矩阵的乘法。设T：U!V ,S:V !W，则复合映射

S �T :U!W

很容易验证也是线性映射:任取u1; u2

S(T (�u1+ �u2))=S(�T (u1)+ �T (u2))=�S(T (u1))+ �S(T (u2))

我们取定fuig; fvjg; fwkg，按上一问，一个线性映射由其在基底上的作用决定，我们写

T (ui)=T j
i vj

S(vj)=Sk jwk

故

S(T (ui))=Sk jT
j
iwk

如果用矩阵记号

([S] � [T ]) = [S �T ]

即线性映射的复合是矩阵乘法。

例例例例例例例例例 20. 希望大家记得，如果对于线性变换T : V ! V，换成另一组基底，那么这个表示矩阵

进行相似变换。这个事情可以说成是线性映射是(1,1)型张量(请看张量变换律)。当然，我

们这里还没定义什么是张量，不过这暂时不重要。

假设

T (vi)=T j
i vj

换一组基底

vi=J j i vj
0

T (J j i vj
0)=T j

i J
k
j vk
0)T (vj)= (J¡1)i jT

l
iJ

k
l vk
0

因为不同基底下，矩阵元的定义形式是不变的

T (vj
0)=T 0i

j vi
0

对比得

[T ]0=J¡1 [T ] J

6



例例例例例例例例例 21. 我们定义线性映射之间的加法和数乘。设T ; S:U!V，定义

(T +S)(u) :=T (u)+S(u); 8u2U

(�T )(u)=�T (u);8u2U

在这个定义下，U ! V的线性映射全体，常记作L(U ; V )或Hom(U ; V )，也构成一个线性

空间。

练练练练练练练练练习习习习习习习习习 1. 请大家计算这个线性空间的维数，并试着为之找到一组基底。

4 商商商商商商商商商空空空空空空空空空间间间间间间间间间与与与与与与与与与线线线线线线线线线性性性性性性性性性映映映映映映映映映射射射射射射射射射基基基基基基基基基本本本本本本本本本定定定定定定定定定理理理理理理理理理(同同同同同同同同同态态态态态态态态态基基基基基基基基基本本本本本本本本本定定定定定定定定定理理理理理理理理理)

在以前，我们就知道，非齐次方程的解等于齐次方程的通解加上非齐次方程的特解。 这里

的方程当然既指线性方程组，也指线性微分方程（组）。 这似乎看上去是很一般的原理，

我们来用线性代数把它说清楚。

例例例例例例例例例 22. 考虑

y 00+ y=x

其对应齐次方程的通解为

y0=C1cosx+C2 sinx

这族解当然构成一个线性空间。

原方程特解

y1= x

y= y0+ y1

对于非齐次方程，其解的线性叠加一般不再是解。因此它的解本身不构成线性空间。

这启发我们做如下定义

定定定定定定定定定义义义义义义义义义 23. 假设U为线性空间，V为其子空间，那么

u+V := fu+ v jv 2V g
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称为u的仿射子集。

注意仿射子集一般不是子空间，正如我们之前说的，非齐次方程的解一般不能直接叠加来

获得新解。

例例例例例例例例例 24. 考虑欧氏空间R3中一组平行于xOy平面(记为V )的平面族。 7其中任意一个平面都

构成一个欧氏空间的一个仿射子集。设

u=(0; 0; 1)

则u+V表示过(0; 0; 1)的平面。但我们注意到，

u0=(1; 1; 1); u00=(1; 2; 1)

对应u0+V ; u00+V都表示同一平面。

于是我们写

u+V =u0+V (2)

如果

u¡u02V

我们实际上可以定义仿射子集之间的加减了，定义是非常直接的

(u+V )+ (u0+V )= (u+ u0)+V

�(u+V )=�u+V ; �2R

我们来验证这个定义是个良定义，任取v1; v22V

(u+ v1)+ (u0+ v2)= (u+ u0)+ (v1+ v2)

v1+ v22V

故第一个式子是自洽的。，类似地可以证明第二个式子是自洽的。根据这个定义，U关于其

子空间V的所有仿射子集构成一个线性空间，称为其商空间，记作U /V .

通过如下构造可以求出U /V的维数:先取V上的一组基fvig; i= 1; 2:::; dim V，再向其中加

入fujg; j=dimV +1; dimV +2; :::; dimU。那么容易看出

fuj+V g

7. 请自行验证，xOy平面是一个R3的子空间。
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构成商空间U /V的基，所以dim(U /V )=dimU ¡dimV .

注注注注注注注注注意意意意意意意意意 25. 我们之前强调了，仿射子集本身不是U的线性子空间。 那这里我们是在说什么

呢？我们这里定义的是不同仿射子集之间的加法,而不是一个仿射子集中不同元素的加法。

值得提醒的是，商空间并不是原来空间的子空间，虽然它们之间有些关系(见后文)。

我承认商空间的概念有些抽象，不过我们可以理解提出这个概念的动机。 回到我们的平面

族的例子，这族平面完全是由一个沿着z轴的向量标记的，也就是说，任何平行于这族平面

的分量都不包含我们关心的信息，构造商空间就是丢弃掉那些我们不关心的细节的过程。

再比如微分方程的例子里，齐次方程的解显然比非齐次的情况简单太多，所以某种意义上

也不是我们求解的重点，因此构造商空间可以把它们的信息抹去。

写了这么多，同学们可能还是认为我只是在玩弄术语罢了。 某种意义上，是的。 但下面的

定理告诉了我们这一切都是值得的。

定定定定定定定定定理理理理理理理理理 26. 同态基本定理：设T :U!V为任一线性映射，有

U /KerT =� imT

证证证证证证证证证明明明明明明明明明. 我们来具体构造它们之间的同构映射。 注意T是定义在U上的，而U / ker T并不

是U的子空间，因此T不能直接应用在该空间。但我们可以定义如下映射，任取u2U

T~(u+ kerT )=T (u)

这个定义是自洽的，因为按定义T (ker T ) ! 0，ker T不包含像空间的信息。 我们来证

明T~就是U /ker T ! im T的线性同构。容易验证T~确实是个线性映射，留作练习。先证明

一个它是单射

T~(u+ kerT )=T~(u0+ kerT ))T (u)=T (u0)

按定义

T (u¡u0)=0) u¡u02 kerT

于是(见(2)式附近)

u+ kerT = u0+ kerT

所以这是个单射。为证明这是个满射，任取v 2 imT ,存在u2U ; T (u)= v，则

T~(u+ kerT )=T (u)= v

故这是个满射。

�
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上面这个定理的意义非常简单，那就是kernel本身并不包含线性映射的像的信息，因为它们

都被映射成了0.

例例例例例例例例例 27. 由高维空间到低维空间的映射不可能是单的，由低维空间到高维空间的映射不可能

是满的。

对于前者，T :U!V ; dimU > dimV，则

U /kerT =� imT

由于同构的空间维数相同。

dim(U /kerT )=dimU ¡dimkerT = imT

注意

imT 6dimV

故

dimkerT =dimU ¡ imT >dimU ¡dimV > 0

故T不是单射。后一论断留作练习。

推推推推推推推推推论论论论论论论论论 28. T :U!V为线性映射，则 8

dimU =dimkerT +dim imT

例例例例例例例例例 29. 考虑T : V ! V，这样的线性映射称为线性变换或者线性算子，线性算符。对有限维

情况

dimV =dimkerT +dim imT

考虑单射

dimV =dim imT) imT =V

故它实际上是个满射。反之，假设这是满射，你也能证明它是单射。

总之，对于有限维算子而言，单性等价于满性。

例例例例例例例例例 30. 假设q(x)为任一多项式，证明存在一个多项式p(x)，使得

d2

dx2
((x2+5x+7)p(x))= q

8. 注意，这里的结论仅仅对有限维线性空间适用，对于无穷维来说一般不对，因为其维数涉及无穷，无法直接定义。
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注意，本例不能直接套用上面的结论，因为函数空间是无穷维的。 为了应用上述结论，我

们注意限制

T (p)=
d2

dx2
((x2+5x+7)p(x))

在次数不大于q(x)的次数的多项式构成的线性空间V上，这个空间是有限维的，且乘以

(x2+5x+7)

次数增加2，求两次导，次数降低2，因此我们考虑的映射在这个空间上是封闭的，这个限

制合法。

我们注意到，求导两次为0的多项式只能是一次多项式或者常数，所以只有p(x) = 0才能让

它为0.于是

kerT = f0g

根据上一个例子，T是满射，结论证毕。

例例例例例例例例例 31. 证明下列两个命题等价

(a) 8>>><>>>:
P

k=1

n
A1;kxk=0P

k=1

n
A2;kxk=0

:::P
k=1

n
An;kxk=0

有唯一解。

(b) 8>>><>>>:
P

k=1

n
A1;kxk= c1P

k=1

n
A2;kxk= c2

:::P
k=1

n
An;kxk= cn

对于任何一组c1; :::; cn都有解。

证明很简单，把两个方程看成线性变换A:Rn!Rn

Ax=0

和

Ax= c

(a)是说A是单射，而(b)是说A是满射，我们之前已经证明这两个等价了。
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例例例例例例例例例 32. 在所谓线性代数中，大家已经学过，矩阵有个很重要的概念是它的秩，即rank，简

写rk.如果把一个矩阵看成一个线性映射，那么有

rk(A)= dim imA

请同学们结合上例理解这个说法。

5 对对对对对对对对对偶偶偶偶偶偶偶偶偶空空空空空空空空空间间间间间间间间间

5.1 对对对对对对对对对偶偶偶偶偶偶偶偶偶基基基基基基基基基及及及及及及及及及其其其其其其其其其变变变变变变变变变换换换换换换换换换

对偶空间是线性代数中十分重要的概念，我们之后也会反复用到，所以我在这里做一些补

充。

考虑一个线性空间V，我们定义线性函数(有些地方叫线性泛函，我这里不区分)': V !
R，当然可以把R换成C，不过我们不需要。它满足

'
�X

i

�ivi

�
=

X
i

�i'(vi)

其中�i 2 R，而vi 2 V为任意向量。 乍一想，这样的线性函数构成的空间似乎是很大的，

不容易认识。 但实际上并不是，正如我们下面要证明的，它的结构其实并不复杂。 注意线

性空间的任何元素可用基底叠加出来，所以一个线性函数完全由它在基底feig上的作用决

定。并且假设'; �为两个线性函数9，我们定义

(�'+ ��)(v)=�'(v)+ ��(v)

利用这个定义可以验证，所有的线性函数实际上构成一个线性空间。 既然如此，我们的问

题自然是，这个线性空间是否是有限维的？维数是多少？能不能给出一组基？

我们令ei; i= 1; 2:::; dim V为V的一组基，我们令'i; i= 1; 2; :::dim V的一组线性函数，满

足

'i(ej)= �i j

这个定义显然是自洽的。

我们称其为一个对偶基。假设'是任意一个线性函数

'(v)=
X
i

vi'(ei)=
X
ij

vj�i j'(ei)=
X
i

'(ei)'i(ej)vj=
X
i

'(ei)'i(v)

由于v的任意性，可知

'=
X
i

'(ei)'i

9. 线性函数当然是线性映射的特殊情况。
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因此对偶基确实是一组基，所有线性函数都可以用它叠加出来。

对于向量空间V，它上的所有线性函数构成的向量空间叫做它的对偶空间，记为V �。 由于

它们基底的个数相同，所以二者维数相等，实际上是同构的线性空间。

那么有同学可能会开始问，为什么不研究V ��?我们来看看这个空间如何。假设v 2 V ,' 2
V �，定义F :V !V ��

F (v)(') := '(v)

这个映射显然是线性的，并且显然是单射(自证)，又dim V = dim V � = dim V ��，得到

它实际上是双射。并且这个双射不依赖于任何基底选取。我们称这样的构造是一个自然同

构。

注注注注注注注注注意意意意意意意意意 33. 鉴于国内很多学校把线性代数教成了矩阵代数，所以大家一想到线性空间就自动

给它配了一组标准正交基，然后把向量脑补成一列数。 这个的直接推论就是，维数是描述

线性空间的唯一一个量(因为维数相同的线性空间都是同构的)，所以研究线性代数不如研究

自然数。 这个想法实在是遗毒不浅，首先是线性空间不同于线性空间with一组基底，做个

类比，我是科大的一个学生和我是学生描述的并不完全是一件事，以后等我毕业或者退学

了，我就不是科大的学生了，但我可能还是学生，哪怕身份证号相同，上面两个命题也不

是一码事。和这里是类似的。

既然V和V �同构，我们为什么要研究对偶空间呢？这个问题是很有意义的问题。 因为虽然

是同构，但它却是基底依赖的，我们没法用一种canonical的办法认定这两个空间是相同的

（而要依赖于人为选择的基底），所以它们本质上讲不是同种东西。

实际上，当我们考虑V上的基底变换：

ej
0 =T (ej)=T i

j ei

那么对偶基

'i(ej)= �i j

'0i(ej
0)= �i j

即 X
k

'0i(ek)T k
j=�i j='i(ej)

为了让上式成立，我们必须令

'i0=(T¡1)i l'
l

容易验证 X
k

'0i(ek)T
k
j=

X
k;l

(T¡1)i l'
l(ek)T

k
j=

X
k;l

(T¡1)i l �
l
kT

k
j=�

i
j

13



可见，对偶基的变换和基底的变换是互逆的，并不一致。 这正是我们认为它们是不同的东

西的一个原因。

记记记记记记记记记法法法法法法法法法 34. 在物理学中，我们常常使用指标的记法。这是因为如果我们确认一个等式是不依赖于基底选

取的，我们就可以在任何一组基底下写出分量等式，其他坐标下的等式可以通过张量变换律直接得到。

并且指标的好处在于，谁和谁缩并是显然的。例如

'=�i'i

v= � j ej

其中'i为ej的对偶基

'(v)=�i� j'i(ej)=�i� j �i j=�i�i

所以在很多计算中，我们直接简单记

'��i

v� vi

他们的缩并就是

'(v)=�i vi

你也可以直接验证这个和基底选取无关。

5.2 对对对对对对对对对偶偶偶偶偶偶偶偶偶映映映映映映映映映射射射射射射射射射

假设T :U!V为线性映射，我们定义其对偶映射T 0:V �!U �如下：

任取'2V �，定义

T 0(') := '�T

写得更仔细一些，任意u2U，我们有

T 0(')(u)= '(T (u))2R)T 0(')2U �

我们可以验证这个映射是线性的：

任取'1; '22V �

T 0(�'1+ �'2)= (�'1+ �'2) �T =�'1 �T + �'2 �T =�T 0('1)+ �T 0('2)

所以线性映射的对偶映射也是线性的。
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限于篇幅，我不打算仔细讲对偶映射了，大家可以自己看Axler的书。不过有两个重要结论

我觉得应该提一下

定定定定定定定定定理理理理理理理理理 35. (a)一个映射在某组基底下的矩阵表示与该映射在对应对偶基下的表示互为转置。

(b)一个映射及其对偶映射的像是同构的。

dim imT =dim imT 0

回忆

dim imA= rk(A)

所以上式就从线性空间的角度解释了为什么行秩等于列秩.

6 张张张张张张张张张量量量量量量量量量积积积积积积积积积与与与与与与与与与双双双双双双双双双线线线线线线线线线性性性性性性性性性函函函函函函函函函数数数数数数数数数

我们之前研究了线性函数，是L(V ;R)的元素。有时我们需要研究所谓的双线性函数，即10

f :V �V !R

双线性就是说，如下性质

f(v1+ v1
0; v2)= f(v1; v2)+ f(v1

0; v2)

f(v1; v2+ v2
0)= f(v1; v2)+ f(v1; v2

0)

f(�v1; v2)=�f(v1; v2)

f(v1; �v2)= �f(v1; v2)

看上去很复杂，但其实实线性空间上的度规(或内积)就是这样的一个双线性函数。

例例例例例例例例例 36. 双线性函数的矩阵表示。设f : V � V ! R为双线性函数，取定一组基底fejg;
j=1; :::; n=dimV

任取11

v1=�iei2V

v2= � jej 2V

f(v1; v2)=�i� j f(ei; ej)

10. 我们常常研究的就是两个线性空间相同的情况，但是定义U �V !R并没什么困难的地方。
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如果定义

f(ei; ej)= fij

f(v1; v2)=�i� j fij

我们定义矩阵[f ]为第i行第j列为fij的矩阵，把v1; v2同样在这组基底下表示出来

v :=

0@ �1

:::
�n

1A

v 0 :=

0@ �1

:::
�n

1A
则

f(v1; v2)= v1
T [f ] v2

请大家自行验证.

例例例例例例例例例 37. 基底变换。考虑换一组基底

ei=(J)j i ej
0

�iei= v1=�0jej
0 =�i(J)j i ej

0

�0j=�i J j i

我们知道基底变换不应该改变线性函数的值，因为基底我们人为选定的

�i� j fij=�0k� 0l fkl
0 =Jk iJ l j fkl

0 �i � j

根据�i; � j的任意性，可知

fij=Jk iJ l j fkl
0

fkl
0 =(J¡1)i k (J¡1)j k fij

写成矩阵就是

[f ]0=(J¡1)T [f ]J¡1

11. 这里的下标1; 2只是用来标记不同向量罢了。
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上上上上上上上上上面面面面面面面面面的的的的的的的的的例例例例例例例例例子子子子子子子子子解解解解解解解解解释释释释释释释释释了了了了了了了了了在在在在在在在在在所所所所所所所所所谓谓谓谓谓谓谓谓谓线线线线线线线线线性性性性性性性性性代代代代代代代代代数数数数数数数数数中中中中中中中中中，，，，，，，，，为为为为为为为为为什什什什什什什什什么么么么么么么么么要要要要要要要要要研研研研研研研研研究究究究究究究究究相相相相相相相相相似似似似似似似似似变变变变变变变变变换换换换换换换换换以以以以以以以以以及及及及及及及及及合合合合合合合合合同同同同同同同同同变变变变变变变变变换换换换换换换换换，，，，，，，，，为为为为为为为为为什什什什什什什什什

么么么么么么么么么同同同同同同同同同样样样样样样样样样是是是是是是是是是换换换换换换换换换基基基基基基基基基底底底底底底底底底，，，，，，，，，表表表表表表表表表现现现现现现现现现出出出出出出出出出来来来来来来来来来却却却却却却却却却不不不不不不不不不一一一一一一一一一样样样样样样样样样，，，，，，，，，因因因因因因因因因为为为为为为为为为相相相相相相相相相似似似似似似似似似变变变变变变变变变换换换换换换换换换是是是是是是是是是针针针针针针针针针对对对对对对对对对线线线线线线线线线性性性性性性性性性变变变变变变变变变换换换换换换换换换而而而而而而而而而言言言言言言言言言的的的的的的的的的，，，，，，，，，而而而而而而而而而合合合合合合合合合

同同同同同同同同同变变变变变变变变变换换换换换换换换换是是是是是是是是是对对对对对对对对对双双双双双双双双双线线线线线线线线线性性性性性性性性性函函函函函函函函函数数数数数数数数数来来来来来来来来来说说说说说说说说说的的的的的的的的的。

表面上看上去，双线性函数和线性函数没什么关系。 但我们下面的构造却可以表明，V �
V上的双线性函数实际上是另一个空间上的线性函数。

假设U ; V是两个线性空间，可以相同，也可以不同。我们定义其张量积U 
V如下

U 
V = spanfu
 v ju2U ; v 2V g

我们这里也许该仔细解释下这个
运算，不过它性质实际上很少，主要是双线性

(u1+u2)
 v=u1
 v+ u2
 v

(�u)
 v=�(u
 v); �2R

对v类似，我不再写了。在这个定义下，我们定义V 
V上的线性函数f~

f~(v1
 v2): =f(v1; v2)

请验证这个定义是自洽的,即f~确实是线性函数。因此我们后面说到(v1; v2)的时候常常可以

换成v1
 v2.

例例例例例例例例例 38. 考虑R2
R2,记e1; e2为R2上的基底(这里不去区分两个R2了),R2
R2的基底可以

写为

e1
 e1; e1
 e2; e2
 e1; e2
 e2

因此其维数是4.一般的U 
V的维数为dimU �dimV。

例例例例例例例例例 39. 考虑R
V，请读者证明R
V =�V .

例例例例例例例例例 40. u= uiei2U

v= vjej
0 2V

其中ei为U的基,ej0为V的基。

u
 v= ui vj ei
 ej0

按我之前所说的，物理学上经常略去基底不写，上式记为

u
 v�ui vj
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例例例例例例例例例 41. 注意张量积是不可交换的，反映为

u
 v�uivj=/ uj vi

但仍有

ui vj= vjui

7 内内内内内内内内内积积积积积积积积积

内积，或者叫度规，是一个V上的对称，正定的双线性函数。对称的意思是

g(v1; v2)= g(v2; v1)

正定的意思是

g(v; v)> 0

其中等号当且仅当v = 0.如果一个线性空间上面定义了内积，那么它就叫内积空间。就像任

何双线性函数一样

gij := g(ei; ej)

设

v1=�iei2V

v2= � jej 2V

g(v1; v2)=�i� j gij

朱老师已经提到过，可以用度规来进行指标升降

�i := � jgij

则

g(v1; v2)=�i�i

这样看上去就像一个线性函数作用于一个向量一样。我们直观地看看g(�; �)有两个"槽"可以

用来放向量，最后吐出一个数。如果我们放一个进去会如何呢？

g(�; v)

这个是什么呢？如果我们给第一个位置再塞一个向量进去，那么输出就是一个数，所以这

变成一个线性函数了！也就是说，度规可以诱导一个由V ! V �的映射！我们接下来研究这

个映射的性质。
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定定定定定定定定定理理理理理理理理理 42. 里斯表示定理:g诱导的这个映射是个线性同构。换言之，对于任意' 2 V �,恰存在一个v 2
V，使得

'= g(�; v)

证证证证证证证证证明明明明明明明明明. 如果一个向量v0满足

g(v; v0)=0; 8v 2V

则必有v0=0，取v= v0结合g的正定性即可证明。因此记

'= g[(v)= g(�; v)

我们来证明这是个单射。取v1; v2

'1= g[(v1)

'2= g[(v2)

若

0= g[(v1¡ v2)) g(v; v1¡ v2)=0; 8v 2V

这暗示v1= v2，即g[是单射，由于dimV = dimV �，则g[也是满射，即为同构。

�

定定定定定定定定定义义义义义义义义义 43. 我们称V 
 V 
 ��� 
 V 
 V � 
 V � 
 ��� 
 V �，其中包括k个V，l个V �，中的元素

为 (k; l)型张量。

例例例例例例例例例 44. 我们定义:

g= gi j'i
 'j

它可以看成V 
V上的线性函数,按下式形式作用

g(u; v)= gi j'i
 'j(u; v)= (gi j'i
 'j)(u
 v)= gij('i(u))
 ('j(v))= gijui vj

注意R 
 R =� R，所以我最后略去了张量积符号。 我们由此可以确认，度规确实是个

(0,2)型张量。

例例例例例例例例例 45. 线性变换可以看成(1,1)型张量，例如取定一组基底feig; f'ig; i=1; 2; :::;dimV

I = 'i
 ei= �i j'j
 ei (3)
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如果你喜欢略去基底，那么记为

I� �i j

我们可以证明这个式子,任取v 2V，我们定义它的作用如下

('i
 ei)(v)= 'i(v)
 ei= viei= v= Iv

一般形式的线性变换可以写为

T =T i
j'j
 ei

(3)称为完备性关系。

例例例例例例例例例 46. 我们已经提到了度规给出了一个V ! V �的同构，我们姑且记为T。那么T¡1: V �!
V。在基底下看

T (v)= gij vi'j

其中'j为V �的基底，逆映射为

T¡1(�)= gij�i ej

ej ; 'i互为对偶基

为了让T �T¡1= I,那么

�= �k'k=T �T¡1(�)= gijgjk�i'k) gijgjk= �i k

即对应的矩阵互为逆矩阵，这其实是显然的.

8 一一一一一一一一一些些些些些些些些些解解解解解解解解解答答答答答答答答答

在欧氏空间，因为全局的标准，正交的坐标基矢是存在的，所以很多线性代数的基本问题

被掩盖起来了。比如在这组基底下，

vi= vi

注意这不是张量等式，仅仅在正交归一基底才成立。 所以问题并不显著。 但是任何超越正

交归一基底的试探都会导致对偶空间的出现。

我们来看一个问题，朱老师写过一个曲线坐标的完备性关系

g��e�
T e�= I

当然，他这里忽略了一个张量积符号，我建议大家一般不要忽略，不然很容易导致错误

g��e�
T 
e�= I
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根据我们之前的讨论，实际上

g��e�
T� '�

转置的原因见之前所说的，对偶向量或者对偶映射在一组(对偶)基下的表示和原来的向量及

映射互为转置。

故上式无非就是

'�
 e�= I

这就是我为什么不建议大家忽略这个张量积符号，实际上很多同学进行如下计算

'�
 e�================
?
'�e�= '�(e�)= dimV

这当然和原来不一样，原来的是个线性映射，现在这个却是个普通数。 一个好的预防的措

施就是把张量积符号写上。

再做一点翻译的活吧。在old fashioned张量记号中，有如下计算

v �T

其中v为矢量，我们姑且看作(1; 0)型张量，T这里是个(0,2)型张量，上述表达式就是在说

viTij

自由指标有一个，是j，是下标，所以结果是一个(0; 1)型张量。 在欧氏空间上，不需要区

分向量和对偶向量，所以你也可以把它看成一个向量。
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