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在 quantum09 课件中，自由电子在均匀外磁场中运动时其对应的哈密顿量是
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(xP̂y − yP̂x) +
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将电子的运动分解为两部分，z 轴方向和 x− y 平面。在处理 x− y 平面运动时我们建立了平
面极坐标系，得到相应本征值的 Landau 能级

Enρ,m = (2nρ +m+ |m|+ 1)h̄ωL (2)

而 z 方向电子不受磁场作用，其运动是自由运动，相应的能级为

Ez =
p2z
2M

(3)

因此系统总能级为

E = (2nρ +m+ |m|+ 1)h̄ωL +
p2z
2M

, nρ = 0, 1, 2, 3, . . . , m = 0,±1,±2, . . . (4)

其中，ωL =
eB

2Mc
我们同样可以采用直角坐标系来处理这一本征值问题，先将哈密顿量分为三个部分如下
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(5)

其中，三个部分哈密顿量分别为

Ĥ ′ =
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z 方向电子运动的哈密顿量 Ĥ1 的本征值与 (3) 相同，因此只需关注 Ĥ ′ 与 Ĥ0 对于 Ĥ0，可
以看作是 x 和 y 方向的两个无耦合的一维简谐振子的哈密顿量之和，即
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因此，Ĥ0 对应的能量本征值为：

E0 = (nx +
1

2
)h̄ωL + (ny +

1

2
)h̄ωL

= (nx + ny + 1)h̄ωL, (nx, ny = 0, 1, 2, . . . )

(8)

这里我们要注意的是，在选取了笛卡尔直角坐标系后

L̂z ̸= −ih̄∂φ (9)

对于 Ĥ ′，我们参考杨老师在 quantum08 课件中 27-30 页的内容
引入 4 个新的线性算符：
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1√
2
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(10)

存在对易关系：
[∂xa

, xb] = δab (11)

位置算符和偏导数可用这 4 个新的线性算符表达为：

x =
1√
2
(q̂1 + q̂2), y = − 1√

2
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2h̄

(q̂1 − q̂2)
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Ĥ ′ 在位置表象下的等效算符为：

Ĥ ′ = −ih̄ωL(x∂y − y∂x) (13)

用 (9) 式定义的线性算符可将 Ĥ ′ 重新表达为：

Ĥ ′ =
1

2
ωL [(q̂1 + q̂2)(q̂1 − q̂2) + (p̂1 − p̂2)(p̂1 + p̂2)]
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1 − Ĥ ′
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(14)

可以诠释为两个相互独立的简谐振子的哈密顿算符，所涉及的谐振子质量均为
1

ωL

，角频率均

为 ωL 而一维简谐振子 Ĥa =
1

2
ωL(q̂

2
a + p̂2a) 的能量本征值为

Ena
= (na +

1

2
)h̄ωL, a = 1, 2 na = 0, 1, 2, . . . (15)
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因此，Ĥ ′ 的能量本征值为：

E′ =

(
n1 +

1

2

)
h̄ωL −

(
n2 +

1

2

)
h̄ωL = (n1 − n2) h̄ωL (16)

分析知，量子数取值间存在关系 nx = n1, ny = n2

结合以上所有结果，我们可以写出系统在直角坐标系下的总能量表达式是

Enx,ny
= (2nx + 1) h̄ωL, nx = 0, 1, 2, . . . (17)

与 quantum09 的结果 (2) 比较

Enρ,m = (2nρ +m+ |m|+ 1)h̄ωL, nρ = 0, 1, 2, . . . m = 0,±1,±2, . . . (18)

所得到的分立能级是相同的。
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