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一. 简答题（20 分，每题 2 分）： 

1. 从测量的角度看，力学量算符本征值的物理意义是什么？  

答：   对该力学量进行测量时某次具体测量可能得到的测量值.                                        

 

2. 氢原子中电子与原子核之间的相互作用势能表为 ，其中 为

电子的电荷量， 为经典力学意义下电子与原子核的距离. 若以 表示电子的

折合质量，请问此量子力学体系的薛定谔方程是否可以在动量表象中写成： 

   

答： 否.     

 

3. 设 与 是某量子力学体系的两个力学量算符，满足对易关系

. 请问对于任意指定的正整数 ，   

答：  

 



4. 考虑质量为 的两个全同玻色子构成的体系. 若二粒子之间的相互作用有

效势能仅仅依赖于粒子之间的距离 ，即 ，

则通过引入约化质量 、相对位矢 、质心位矢 、相对动量 和体系的

总动量 等概念， 

  

可以把体系的波函数写为： 

  

其中 服从定态薛定谔方程， 

  

它描写体系内部二粒子之间的相对运动， 称为体系的内能. 若利用球坐

标把 表为， 

  

则 . 球谐函数 的奇偶性反映的正是 关于

两个粒子位置矢量的交换对称性. 请问对于满足全同性原理的 而

言，角量子数 如何取值？ 

答：  只能取偶数值，形如 .   

 

5. 某量子力学体系的哈密顿算符的本征值方程是： 

  

式中 为一具有能量量纲的正常数. 现设 时刻体系处在叠加态： 

  

若在此态下测量体系的能量，请问其期望值是多少？ 



答：   

 

6. 假设二电子构成的全同费米子体系处于自旋单态： 

  

在此态下若测得一电子自旋角动量 的取值为 ，请问另一电子自旋角动

量 可能的测量值有哪些？ 

答： 的测量值只能是  

 

7. 设一维量子力学体系的 Hamilton 算符 属于本征值 的

归一化本征态为 ，请写出 态下体系动能的平均值 与 之间的关系.  

答： 按照 Virial 定理，  

8. 设 是由泡利自旋算符构造的矢量算符， ，请问

  

答：   

 

9. 一个带电的旋量粒子形成一个磁偶极子，它的磁偶极矩 正比于其自旋角

动量 ， 

  

倘若这样一个荷电粒子进入到沿 方向极化的静磁场 

 



中运动，式中 为静磁场磁感应强度的大小， 与 分别是笛卡尔直角坐

标系三个坐标轴方向的单位矢量. 请问描写粒子与外磁场之间相互作用的哈

密顿算符在泡利表象中用哪一个厄米矩阵表示？ 

答：  

 

10. 考虑一维方势垒问题. 若势垒的势场为， 

  

且粒子从势垒的左侧（ ）入射，则势垒外部空间的波函数分布常写为： 

  

式中 ， 与 分别为入射粒子的质量与能量. 请问此方势垒问

题中概率流守恒定律的成立意味着什么？ 

答：  

 

二. 单项选择题（20 分，每题 4 分）： 

1. 在中心力场 中运动的零自旋粒子的能量本征函数可表为： 

  

其中 是球谐函数， 是粒子的径向波函数，满足方程： 

  

这里的 表示粒子的质量， 是粒子的能量本征值. 倘若中心势场具有性质

，请问当 描写束缚态时粒子的能量本征值 如何取值 ？ 



        A.  

B.  

C.  

D. 不能取实数值  

答： A   

 

2. 质量为 、电荷量为 且自旋为 的带电粒子若处在磁感应强度为 的外磁

场中，其 Hamilton 算符可表为： 

  

式中 ， 是泡利矢量算符， ， 是外磁场的矢

势， . 请问 Hamilton 算符又可等价地写为如下候选表达式中的哪一

个？ 

                 A.  

                 B.  

                 C.  

                 D.  

答： D  

 

3. 设一维简谐振子受到了一个含时微扰的作用，其 Hamilton 算符可表

为， 



  

式中 与 均为正的常参数， 为 Heaviside 阶梯函数， 

  

若初始时刻（ ）谐振子处在 的基态 ， 请问它在极限 下跃

迁到 的第 个本征态 上的概率是多少？ 

A.  

B.  

C.  

D.  

答： B   

 

4. 力学量算符在自身表象中用什么矩阵表示？ 

A.  对角矩阵 

B.  实对角矩阵 

C. 有限维的实对角矩阵 

D. 行列式非零的实对角矩阵 

答：  B  

 



5. 考虑由二电子构成的全同费米子体系，二电子的自旋角动量分别为

和 . 若体系处在自旋单态， 

  

则力学量算符 具有确定的测量值 . 若体系处在自旋三重态，

也有确定的测量值. 请问这个测量值是多少？ 

A.  

B.  

C.  

D.  

答：  C  

 

 

三. 计算题（60 分，每题 20 分）： 

1. 假设自由空间中有两个质量为 、自旋为 的全同粒子，粒子之间的

相互作用可由如下有效的 Hamilton 算符描述 

  

其中 为折合质量， 为二粒子的相对位置矢径，

为两粒子之间的距离， 为耦合常量 ，而 为第 个粒子

自旋的 Pauli 算符. 

(1) 请写出该两粒子体系的一组对易力学量算符完备集(CSCO)； 

(2) 请给出该体系各束缚定态的能级和相应的简并度； 



(3) 请写出该体系基态，并请注明相应的量子数； 

(4) 倘若耦合常量 ，重新求解上面(2)与(3). 

解： 

(1)  体系的 CSCO 可以选择为 ，其中 

  (1) 

是体系的总自旋角动量算符.  

(2)  注意到： 

  (2) 

的共同本征态也是算符 的本征态. 在自旋单态 与三重态

下， 的本征值分别为 与 ，体系的 Hamilton 算符分别表示为： 

  (3) 

和 

  (4) 

显然，在 情形下只有自旋单态才能形成束缚态. 把(3)式与氢原子的哈密

顿算符比较，知体系的能级为： 

  (5) 

由于束缚态自旋只能是单态，能级 的简并度完全取决于轨道角动量角量子数

及轨道角动量磁量子数的可能取值. 按照全同性原理，体系的空间波函数必须

具有交换对称性，即 必须取偶数. 如此， 的简并度计算如下. 注意到

，若 ， 

  (6) 



若 ， 

  (7) 

(3) 情形下体系的基态能量为： 

  (8) 

按照(7)式， ，即基态是不简并的. 位置表象中体系归一化的基态波函数

可表为： 

  (9) 

式中， 为“玻尔”半径， 

  (10) 

而 为体系的自旋态波函数， 

  (11) 

 

（4）若 则只有自旋三重态才能形成束缚态. 把(4)式与氢原子的哈密顿算

符比较，知体系的能级为： 

  (12) 

的简并度仍取决于轨道角量子数 与轨道磁量子数的可能取值. 因为自旋处于

具有交换对称的三重态，全同性原理要求空间波函数必须具有交换反对称性，

即 必须取奇数. 如此， 的简并度计算如下. 若 ， 

  (13) 



若 ， 

  (14) 

基态对应于 ，从而 . 所以， 情形下的基态能量为： 

  (15) 

按照(13)式知， ，归一化的基态波函数可表为： 

  (16) 

式中 ， 

  (17) 

 

2. 在热核聚变等实验中，带电粒子被强磁场束缚于空间的一定区域内. 让我们

考虑一个简单情况：一个质量为 、电荷量为 的无自旋微观粒子被沿 轴方向

分布的均匀恒定强磁场 束缚于 平面内(不需考虑 方向的运动).  

(1) 写出该粒子的哈密顿算符. 论证 方向的运动与 平面上的运动是分离的，

从而可以不考虑粒子在 轴方向的运动.  

(2) 假设该粒子处在 属于零本征值的某些本征态. 在这些量子态中，请找出

正电子能量最低的本征态并求出正电子的最低能量. 

(3) 如果再引入一个静电场 ，其静电标势在 平面内极坐标中的表示式为

，试利用微扰论求出该电场对于粒子最低能量的一阶修正. 

解： 

(1)  粒子的 Hamilton 算符可写为： 



  (18) 

外磁场 的矢势可取作 . 因此，(18)式又

可等价地表为： 

  (19) 

式中 ， . 注意到在求坐标系里， ， 是

标量算符， ，我们有： 

  

另外，我们还有 和 ，所以， . 综合起

来，对易力学量算符的完全集合可取为 .  

(2)  设 是对易力学量算符完全集合 的共同本征态，且属于 的

零本征值， ，则能量本征值方程可表为： 

  (20) 

通过分离变量， ，可以把(20)变为三个常微分方程： 

  (21) 

而 . 根据(21)式中的第三个方程知，粒子在 轴方向是自由运

动， . 所以，能量最低的量子态必有 . 另外，(21)式表明粒子在

轴与 轴方向的运动相当于角频率为 的两个相互独立的简谐振子，所

以， 



  (22) 

所以，在 属于零本征值的所有本征态中，最低的能量本征值为： 

  (23) 

它对应于 ，相应的归一化波函数是两个高斯波包的乘积： 

  (24) 

(3) 因为 无简并，可按非简并态微扰论处理. 带电粒子与外电场之间的

静电势能是： 

  (25) 

现求其在 态中的平均值. 首先把(24)式在极坐标系中写为： 

  

因此， 

  

即最低能级的一级近似为： 

  (26) 

 

 



3. 考虑半无限长直线上的一维类氢原子体系，设电子在势场 

  

中运动并形成束缚态(电子的电量与质量分别记作 和 ). 倘若体系基态的试探

波函数可以取为 ，这里 是变分参数， 

  

是 Heaviside 阶梯函数，请使用变分法估算体系的基态能量.  

解： 

体系的基态是束缚态，试探波函数 中的变分参数必须满足条件 . 

如此，由归一化条件 

  (27) 

可把归一化常数 取为： 

  (28) 

从而， 

  (29) 

按照(29)式， 

  

  



这里使用了数学恒等式 与 . 因此，体系哈密顿算符

在 态下的平均值为： 

(30) 

极值条件为： 

  (31) 

把(31)式确定的 值代回到(30)，就得到了变分法意义下一维氢原子体系的

基态能量的近似值： 

  (32) 

这个结果实际上与精确值完全相同.  
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