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上节课主要内容
边值问题：静电场的边值问题，可归结为在给定边
界条件下求解拉普拉斯方程或泊松方程。

唯一性定理：满足泊松方程或拉普拉斯方程及所给
的全部边界条件的解是唯一的。

电像法：是求解静电场的一种特殊方法，特别适用
于对称性的边界，如平面（或球面、圆柱面）导体
前面存在点电荷或线电荷情况下的静电场计算问题。

像电荷：由像电荷和真实电荷给出的电势满足边界
条件，像电荷的作用是代替导体表面感应电荷或介
质界面极化电荷(实际上并不存在)。
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像电荷位置选择原则

1、像电荷必须位于求解区域以
外的空间。

2、像电荷的引入不能改变原问
题的边界条件。

像电荷的作用：代替导体表面感
应电荷或介质分界面极化电荷对
空间电场/电势的贡献
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对一个带电系统而言，其
带电过程总是伴随着电荷
相对运动，在这个过程中
外力必须克服电荷间的相
互作用而做功。

外界做功所消耗的能量将
转换为带电系统的静电能。

因此，带电系统的静电能
由系统的电荷分布决定。
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§2-4 静电场的能量

点电荷组彼此之间的距离为无限大时(rij)，
电荷间库仑力(静电相互作用力)为零F=0，通
常取此时的相互作用能为零E=0。

当把这些点电荷由无限远离状态(零能态)移
到各自的指定位置时，外界必须克服静电力做
功，该功被定义为指定位置下点电荷之间的相
互作用能，简称为点电荷系统的静电能。

外界所做的功与各点电荷的移入次序和路径
无关，即静电能只与点电荷间相对位置有关。

§ 2.4.1  点电荷系统的静电相互作用能
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把 q1 和 q2 分别从无限远处移至 r1 和 r2 处。

(1)先把 q1 从无限远处移至 r1 处: 此过程中，空间没
有电场E=0，电荷不受电场作用(F=0)，不需要做功。

一、两个点电荷系统

(2)再把 q2 从无限远处移至 r2处: 

此过程中，q2 处于 q1 产生的电场
中，需要克服电场力做功。

6

所做的功将转化为两个电荷
系统的相互作用能W互。
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q1 在q2 (r2’ )处产生的电场为：

q2从无限远处
移至r2处，克
服q1的电场力
做功：
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U12:电荷q1产生的电场，在r12处的电势

Uij:  i源电荷，j 场位置

该过程顺序也可反过来：先
移动q2，后移动q1，同理有：
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U21: 电荷 q2 产生的电场，在 r21 处的电势
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若用 Ui 表示除自身(qi)外，另一个点电荷在
该处(qi处)所产生的势，则可写成：

相互作用能与电荷的移动次序无关
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写成对
称形式

把 2 个点电荷系统的相互作用能推广到 N个点电荷
系统，有：

Ui表示除自身(qi)外，所有其它点电荷在电荷 qi 处
所产生的电势，表达式为：
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二、 N个点电荷系统

求和中，任何一对点电
荷之间的相互作用能都
计算了两次，因此有1/2
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下标 i和 j对称，

表示外界做功与电
荷移入的次序无关。
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因此，N 个点电荷组成的点电荷组，其静电相
互作用能为：
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点电荷体系的静电能(点电荷体系的相互作用能)，
就是建立这种电荷分布需要外界提供的能量。

外界为建立这种电荷分布需要做功，这个功以静
电能的形式储存在电场中。
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【例57】在边长为a的正六边形各顶点有
固定的点电荷，它们的电量相间地为+Q和
-Q。求：(1)系统的静电能；(2)若外力将其

中相邻的两个点电荷缓慢地移到无限远处，
移动过程中始终保持两个电荷距离不变，
其余4个电荷位置不变，外力需做多少功？
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【解】任一电荷+Q处的电势为：

任一电荷-Q处的电势为： -U U 
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(2)移走两个相邻电荷，剩余四个点电荷，所在位置的电势为
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移到无限远处
的两个电荷
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外力所做的功等于系统静电能的改变
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【例58】一价正离子和负离子交错排列成一维无限
长阵列, 计算一个离子与其它离子的相互作用能。
设相邻离子间的间距为 a。
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一个正离子处，所有其它负离子产生的电势为：

【解】一个正离子处，所有其它正离子产生的电势为：
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故在一个正离子处，所有其它离子产生的电势为：

因此，一个正离子与所有其它离子产生的相互作用能
为：

这里算的是一个离子，
不是整个体系，没有
重复计算，故没有1/2。

由于能量与电荷平方有关,  故一个

负离子与其它离子的相互作用能
也为：
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为什么没有1/2?

【例59】两块无限大接地导体平面
相距 4x, 其间有2个点电荷(+Q,-Q), 
距离其中一个板分别为 x,3x. 求把这
两个电荷移到很远处(它们之间相距
亦很远), 需要做多大的功?

【解】其实是求体系的静电能。

用镜像法，导体板上感应电荷的贡献由
像电荷的贡献来代替。点电荷和像电荷
形成的系统相当于上题的正离子和负离
子交错排列的一维无限长阵列
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所做的功等于系统的能量增加:

末态:

初态:

U+： +Q 处、所有其它电荷(-Q 和像电荷，不包括
+Q 本身)产生的电势；

U-：-Q 处、所有其它电荷(+Q 和像电荷，不包括 –
Q本身 )产生的电势。
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把这两个电荷分别移到
很远处需要做的功为：
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体系的静电能为：
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把点电荷体系的相互作用能推广到连续分布的带电
体系，将体电荷无限分割，并把每个电荷元
dq=edV当作点电荷处理，有：

U1(r)表示除体电荷元 e(r)dV外，其它所有电荷在
r处所产生的电势。
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§ 2.4.2 带电体的静电能

一、单个带电体的静电能

1. 体分布电荷
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设dV为半径为 a的小球，电荷密度为 e，则由
电荷元 e(r)dV在球体内任一点引起的电势为：

即电荷元e(r)dV在 r 处产生的电势U’(r)随 V 
趋于零而趋于零。
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设U(r)表示所有电荷，包括电荷元e(r)dV，在 r
处所产生的电势，则 U(r) 和 U1(r) 的关系如何？
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 ' 0
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U r
作为电荷元，球
需要取得足够小

0a
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所以，静电能公式可以改写为：

这就是体电荷分布的静电能公式。

U(r)表示所有电荷在 r处所产生的电势。
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V  0 时， U(r)和 U1(r) 的差别可以忽略。
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2. 面分布电荷
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U(r)表示所有电荷在 r处所产生的电势

面电荷分布的
静电能公式
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[见1-4.pdf，例24]

设面电荷元为半径为 a 的圆

面电荷元在圆心
处产生的电势  ' 0U r

0a

线电荷元 e(l)dl 在自身处产生的电势U’(r) 不会随 r趋
于零而趋于零，反而会趋于无穷大！

U(r)和U1(r)的差别不可忽略！静电能不能用上式代替! 
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线电荷分布的静电能也可以由下式计算吗?

3. 线分布电荷
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线电荷的电场和电势为：
回答也是否定的!  实际上，U1(r)也会趋于无限
大（可严格证明，但已超出本书范围）。以至
于按上式计算的We将为无限大。

原因是：要把电荷从无限分散状态压缩到一条
几何线上，外界要做无穷大的功，这显然是办
不到的。
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进一步，线电荷分布的静电能可以由下式计
算吗?
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在计算静电能时，无论半径怎样小的带电柱体
都不能当作线电荷处理。
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事实上，用体电荷分布的静电能公式计算点
电荷的静电能时，也会出现发散问题。

因为要把电荷从极分散状态压缩到一个几何
点上，外界需要做无穷大的功，这也是不可
能的。

点电荷只是一种理想模型，它并非尺寸为零
的几何点，而是尺寸有限、但远小于考察距
离的带电体。

当考察距离与带电体尺寸相当时，这时的带
电体就不能看作点电荷了。
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在计算静电能时，无论怎样小的带电体都不
能当作点电荷处理。

【例60】设氢原子处于基态时，核外电荷分布为

式中 q 是电子的电荷量，a 是玻尔半径，r 是到核
心的距离，求静电能。
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【解】
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由高斯定理，球内电场为：
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体带电体的静电能为：
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2 4 / 4 / 2 /

5

64

r a r aq q
W e e r dr

a r ra

q

aa a a a

q

a


 






     

       
    

 
    

  





27

   
1

2 V

W r U r dV 

 
2 22

2 2 2
0 0

2
= 1 1

4 4 2

r
r
a a

Q q r r
E r e e

ar r a 

   
     

  

空间的总电势可以分为
两部分：

       +
i

iU r U r U r
  

Ui(r)表示除第 i个带电体外，所有其它带
电体在 r 处产生的电势；

U(i)(r)表示第 i个带电体在 r 处产生的电势

二、多个带电体的静电能

28

   

         

1

1 1

1

2

1 1

2 2

i

i i

N

e e
i V

N N
i

e e i
i iV V

W r U r dV

r U r dV r U r dV



 



 



 

 

  

总静电能

W W W  互静 自

1. 体带电体和体带电体间

即      
1

1

2
i

N
i

e
i V

W r U r dV


  自

   
1

1

2
i

N

e i
i V

W r U r dV


  互

29

W自 :带电体的自能

W互:带电体的互能

U(i)(r):第 i个带电体在 r 处产生的电势

Ui(r):除i外所有其它带电体在 r 处产生的电势

计算多个带电体组成得系统的静电能时，不仅要
计算带电体之间的相互作用能，还要计算每一个
带电体的自能。

30

W W W  互静 自

计算某个带电体的自能时，带电体不能用点电
荷或线电荷近似，因为这会导致发散困难，自
能将变为无穷大。

前面计算的点电荷体系的电场能量，实际上只
计算了点电荷间的相互作用能，而不包括其自
能(发散、无穷大、无法计算)。

互静电能(点电荷体系)
W W点电荷体系
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计算带电体的互能时，只要第 i个带电体(位于ri处)

的尺寸远小于它和其它带电体的距离，就可当成
点电荷处理。此时有：

     
1 1 1

2 2 2
i i

e i i e i i

V V

r U r dV U r dV qU   
  

   i i i iU r U r U 
  Ui表示除第 i个带电体外，

其它带电体在 ri处的电势；

31

与多个点电荷组成的体系一致

当所有带电体的自身尺寸都远小于它们间的距离时，
有：

   
1 1

1 1

2 2
i

N N

e i i i
i iV

W r U r dV qU
 

  互

       
1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1

2 2
V S

W r U r dV r U r dS   
   

互

       
1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1

2 2
V L

W r U r dV r U r dl   
   

互

2. 体带电体和面带电体间

3. 体带电体和线带电体间

Ui(r)表示除第 i个带电体外，所有其它带电体在 r 
处产生的电势；

32

33

4. 带电导体间

导体的特点：(1)电荷分布在导体表面(面电荷e)；
(2)整个导体是等势体(Ui)。

N 个带电导体组成的体系的总静电能为：

     
1 1 1

1 1 1

2 2 2
i i

N N N

e e i i i i i e i i i i
i i iS S

W r U r dS U r dS qU 
  

     
  

形式上与点电荷组
的相互作用能一样

1

1

2

N

e i i
i

W qU


 

qi、Ui第 i个导体的电量和电势

即

 
i

i e i

S

q r dS 


【例61】求体电荷密度为 、半
径为R 的均匀带电球体的自
能(静电能)。

R

【解】由高斯定理，得：

 

 

3

02

3

0

4

3

4
4

3
S

r
r R

E dS E r

R
r R

 




 









   
 









 

 

0

3

2
0

3

3

r r R

E
R
r r R

r













 
 








   2 2

0

3
6

R

r R

U r E dr E dr R r






      
  

34

若带电球的半径 R0，保持 Q不变，则 We ，
即点电荷具有无穷大的自能(自能发散)!

 
2

2 2 2

0 0

2 5 2

0 0

3 4
12

4 3

15 20

R

eW R r r dr

R Q

R








 

 

 



35

34

3
eQ R 

1
( ) ( )

2
eW r U r dV 

   2 2

0

3
6

U r R r



  【例62】孤立带电导体球，电量为 q，半径为 R，

求其静电能。

【解】孤立导体球的电容为： 04C R

04

q q
U

C R
 

2

0

1
     

2 4

q

R


带电量为 q 时的电势为

电荷分布在球表面(导体)比电荷均匀分布在整个

球体内的能量 小！
2

0

3

5 4

q

R
36

静电能与电
荷分布有关！

导体球静电能为 1

2
eW qU
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电子为最小的带电体，若把电子看作点电荷
则其自能将趋于无限大，在理论上造成发散
困难。

为了避免发散困难，必须假定电子的电荷分
布在一定区域中，例如分布在半径为 Re 的球
体内，此时，常把 Re 称为电子的经典半径。

假设电子的能量W=mc2全部来自于静电能We，
则

2
2

0

15

4

2.8 10






 

e

e

e

e
m c

R

R m

37

远小于原子半径10-10m

38

静电能
(静电场的能量)  

带电体的自能

带电体的相互作用能(互能)

+=

点电荷体系 (没有点电荷自能概念)

静电能=点电荷间的相互作用能

多个带电体

i
静电能=        带电体自能+带电体间的互能

电场中存在电介质时，除了一定分布的自由电荷
外，还存在极化电荷。

自由电荷是可以运动、转移的电荷；

极化电荷是在电场作用下诱导出来的束缚电荷，
其分布取决于介质的性质和形状。

从产生电场这一角度来看，宏观电磁理论认为自
由电荷与极化电荷是等价的。

但在真空中建立一定的自由电荷分布，与有介质
存在时、建立与该自由电荷分布相同的总电荷分
布，需作的功是不同的。

三、电介质中的静电能

39 40

1. 静电能
系统的静电能：在建立给定的自由电荷分布0(r)
的过程中，外力对系统所作的功A。

0

1
( ) ( )

2
eW r U r dV  eW A

然而，体系静电能并不仅与自由电荷0(r)有关，
与极化电荷’(r)也有关。

极化电荷的贡献体现在U(r)上，因为U(r)是 (r)
和’(r)的共同贡献。

式中1/2的出现是由于电场并非事先就有的，而
是随着电荷的移入，逐步建立的结果

宏观静电能We0可以理解为在建立宏观电荷分布
[0(r)和’(r)]过程中, 系统所储存的静电能。

     0 'r r r   
  

2. 宏观静电能

       
0

0 0

'

1 1
'

2 2
e

V V

W r U r dV r U r dV   
   

V0和V’分别为自由电荷和极化电荷所在的空间区域

41

自由电荷+极化电荷 外界所做的功可分为两部分：

(1)克服宏观电荷(和’)间的静电力作功，转
化为系统的宏观静电能We0；

(2)克服分子内部(位移极化)或分子之间(取向
极化)的相互作用作功(极化功)，使介质极化，
转化为系统中介质的极化能W极)。

eW A0e eW W宏观静电能We0

系统宏观静电能的增加
并不等于外界所做的功！

42

0eW A

静电能We
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0e eW W W 
极

内部极化电荷体密度 ’=0，虽然对宏观静电能We0

无贡献，但介质内部的分子取向发生了变化，要消
耗一部分能量，该部分能量为W极

系统的静电能We是系统
的宏观静电能We0与介质
的极化能W极之和。

外界做功等于系统静电
能的变化。

43

静态电荷分布 位移或取向极化

3. 极化能

负号表示系统(即电场)对极化电荷做正功，而
不是外界克服静电力做功。

极化能(功)不只是与 ’(r)有关，也与 (r)有关，
表现在U(r)上。

   0

1
= '

2
e e

V

W W W r U r dV   
 

极介质极化能

44

       
0

0 0

'

1 1
'

2 2
e

V V

W r U r dV r U r dV   
   

0

1
( ) ( )

2
eW r U r dV 系统的静电能We

系统的宏观静电能We0

已知空间某点，若外电场在此点形成的电势

为 U，则电荷 q 在外场中的电势能为：

W qU

这种电势能本质上是电荷 q 和外电场的相互

作用能(互能)。

45

(注意：没有1/2)!

三、电荷体系在外电场中的静电能
设考察的体系为电荷密度为1(r1)的体电荷，体

积为V1。外电场由电荷密度为2(r2)的体电荷(体

积为V2)产生。这两个电荷体系的互能为：

       
1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1

2 2V V

W r U r dV r U r dV   互

U1(r1)为体电荷2(r2)在r1处的电势，U2(r2)为体电
荷1(r1)在r2处的电势。

 
 

 
 

2 1

2 2 1 1

1 1 2 2 2 1

0 1 2 0 1 2

1 1
,

4 4V V

r r
U r dV U r dV

r r r r

 

 
 

     

       
   

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 2

0 1 2

1 1 1

2 2 8
V V V V

r r
r U r dV r U r dV dV dV

r r

 
 


 

     

46

       
1 2

1 1 2 2

V V

W r U r dV r U r dV    互

这里省略了r 和 dV的下标，因为积分区间已分别用V1、V2 限定。

   e

V

W W r U r dV  互
U(r)：外场
产生的电势

 电荷体系在外电场中的静电能(电势能)本质上
是一种相互作用能；

 它等于电荷体系各个部分在外电场中静电能的
叠加

作简记：1(r1)(r)，V1V, U1(r1) U(r)

47 48

电荷体系在外电场中的静电能属于相互作用能，
它不包括电荷体系本身的自能。

这一静电能由电荷体系与外场之间的相互作用
决定，与各自内部的相互作用无关。

对电荷分布固定的电荷体系，在给定外场中的
运动，这时电荷体系的自能不变，电荷体系的
整体运动只是改变它在外电场中的静电能。

U(ri)：外场在点电荷
qi 处的电势，不是其他
点电荷在该点的电势。

 
1

N

e i i
i

W qU r


 

点电荷体系在外场中的静电能：
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【解】

写成矢量形式，有：

没有1/2

W p E  


49

-E U 


U+q、U-q是外场E在
+q、-q处引起的电势

电偶极子 p在均匀外场E 中的静电能

【例63】求电偶极子p在均匀外场E中的静电能，
电偶极矩与外场场强间的夹角为。

 
1

N

e i i
i

W qU r


 

   
cos cos 

    

   

q qq U q U

qEl pE

q
dA Udq dq

C
 

2

0

1

2

Q
q Q

A dA dq
C C

   

充电过程中，电源将电荷dq从电容器正极板搬运到负极

板时，电源所做的功为

q: 0Q，电
源所做的功

2
21 1 1

2 2 2
   e

Q
W A CU QU

C

有、无介质时，C不相同

带相同电量的电容器的静
电能还与介质相关。

50

0rC C

电容器的静电能(储能)

§ 2.4.3 电容器的储能

1. 从外界做功计算电容器的静电能

51

2. 从两带电导体计算电容器的静电能

两极板上电量为+Q, 
-Q, 电势为U1、U2

   
1

2
e e

S

W r U r dS 
 

1 2 U U U

2
21 1 1

2 2 2
  e

Q
W QU CU

C

 

2

1

2

i 1

1 2

1

2

1
=

2

1 1
-

2 2








 

 



i

e e i i
i S

i i

W U dS

QU

QU Q U
令

电容器的静电能(储能)

【例64】计算两个电偶极子的相互作用能。设
两个电偶极子的电偶极矩分别为p1和p2，相对
位置由r21决定。

52

【解】设p1在p2处产生的电场为E21：

p2在电场E21(由p1产生)中的静电能为：

由于对称性，交换 p1 与 p2 结果不变，即与 p1 处
在 p2 产生的电场中的能量相等：

21 12W W
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W p E  


因此，两电偶极子的相互作用能为：

类似地，N个电偶极子的相互作用能为：

为什么有1/2?

Ei为除 pi外，其它电偶极子在 pi处产生的电场强度

   21 12 1 12 2 21

1 1

2 2
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两偶极子间的相互作用能不仅取决于两偶
极子间的相对距离 r21 ，还取决r21、p1、p2 

三者间的相对取向；

故两偶极子间的相互作用力不是有心力；

若不考虑偶极子自身的转动，只考虑偶极
子作为整体的运动，则在偶极子相互作用
下的运动，其角动量不守恒。
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讨论： 几个特例：(a) p1和p2沿它们的连线

W21<0，表明两电
偶极子相互吸引
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W21>0，表明两电
偶极子相互排斥

(b) p1和p2平行，但与连线r21垂直
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(c) p1和p2反平行，但与连线r21垂直。

W21<0，表明两电偶极子相互吸引
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两偶极子的相互作用(吸引、排斥)与偶极子的
取向、排列强烈相关！

21 2 21  


W p E

Thank you!
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作 业 2.29, 2.30, 2.32, 2.33


