
第31讲 变量选择

2020.6.10

1

过犹不及 -《论语·先进》

子贡问：“师与商也孰贤？”子曰：“师也过，商也
不及。”曰：“然则师愈与？”子曰：“过犹不及。”
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内容较多，除了Cp的推导之外，

其它基本都是介绍性的，主要介
绍基本思想（高亮）
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：平均残差平方和

修正的

其它准则（已不常用）

常数项。

常数项

方和；个自变量模型的残差平为

选择准则：线性模型中常用的变量
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变量选择则准则：折中RSS与模型复杂度(变量个数k)

Key:

惩罚模型
复杂度 k



。残差平方和，，子模型

残差平方和记为

，全模型：
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Cp 准则
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。预测误差新数据也是预测误差最小最小预测

至少对于完全的有最小的预测误差，但的子模型，并不一定具具有最小
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我们极小化为了极小化预测误差，因为无法极小化矩阵

对任何的预测误差说明了上节课推论
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我们极小化为了极小化

令的无偏估计才是因此
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估计代入得：在全模型下的含有未知参数，将

变量子模型知对于由上节课引理
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 ，即得到不依赖于子模型两边同除以

估计。的为全模型下的误差方差其中最小的子模型

得在所有子模型中选择使准则
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越大越小，越多，自变量个数

因为恰当的作为变量选择标准是不或注：以
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。选择准则基本与此类似处达到最小。其它变量可能在某个

的增函数，两者折中，而最后一项是中
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AIC、BIC准则

为参数个数。为似然函数极大值，其中

：，准则（
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最小的模型选择，对于不同的模型。参数的极大似然估计为

，似然函数为服从某个概率模型假设训练数据
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是参数个数是样本量，其中
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型。选择参数个数更少的模

，它倾向于或对于框架下得到的准则，相是在

距离度量预测误差。类似，但使用的推导与

类似。与在正态回归情况下，

适用于一般概率模型。准则包括变量选择是一般的模型选择，
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• AIC，BIC通常称为模型选择准则，有时未必用来选变量 (比如选择Weibull
分布、gamma、log-normal模型之一）。

• 为什么称作“信息”准则？与熵 Ef log(f ) 有关
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常数项。

常数项

对于正态回归模型
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附录：推导AIC准则
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尽量小。误差的距离与使得我们希望预测 )(*)(   )*;(ˆ *),(~* ygyffygy θ
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之间的距离

两个密度函数
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(1). 最优子集选择方法(best subset selection)

(2). 逐步回归法 (Stepwise regression): 

- 向前逐步回归(forward stepwise regression),

- 向后逐步回归(backward stepwise regression)

- 向前-向后逐步回归(forward-backward)

(3). 向前阶段回归（Forward stagewise regression）

变量选择算法

回归分析中，使用某种准则，通常是AIC(或BIC)选择变量，搜索具
有最小AIC的部分变量模型。常用算法有：
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最小的模型。，选出个最优子集的比较这

的模型最小最大或等价地（

最小自变量模型中找出个在所有对

为例个子集。以个自变量，共
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1. 最优子集选择方法



?,),2(

2,2

1

11

如何降低计算复杂度较大时不可行这在计算复杂度为

个子模型，需要搜索所有可能的算复杂度为最优子集选择方法的计
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很大的情况。仍是指数阶，不能处理

度子集选择方法，但复杂算法部分地加快了最优
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优子集。但得到的解不一定是最

），算复杂度为法是一种高效算法（计近似解法：逐步回归方 )()1( 2pO



例子：主成分选择

的最小值即可。求所以只需要对

。自变量模型的最小个显然所有
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次即可完成。添加变量，最多

从大到小逐次按投影长度
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不是。能是最优子集，也可能。逐步回归得到的解可数最多为

的子模型个搜索若干子模型。考察故称为跳跃最大的路径而是沿

个子模型不需要搜索所有心算法逐步回归方法是一种贪

pO

AIC

p−

增大，停止．如果则选择该变量进入模型变小准则

或其它加入后如果减少最多的哪个变量即使得程度的变量

加最能改进拟合逐步添加变量：每次添始个自变量的回归模型开从

向前法

AIC;,)
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 ,0

selection) (Forward
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2. 逐步回归方法

AIC

0 1 2 3 4 5 k

51=−p变量个数

没有单调性。

消。不正交，可能会互相抵

变量之间也是逐步添加变量，但

子集类似，和列正交情形下的最优

RSS
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否则，停止．则重复上述步骤；变小或其它准则该变量使得模型的

增加最少）。如果剔除后小的那个变量（即剔除每次剔除对拟合影响最

逐步剔除变量：从全模型模型开始

向后法

    ,)(

 ,

:n)eliminatio (backward

AIC

RSS

自变量是否需要删除．

考察已入选的量后后法，即在每步添加变基本是向前法，结合向

向后法向前

,

:−

>   step(full.model, method=“both”，k, scale=0，scope=..)

#method:  both, backward, forward

# AIC: k=2： BIC:  k=log(n);   Cp:  scale=sigma

。被剔除就不会再被选入向后法：一个变量一旦

。被选入就不会再被剔除向前法：一个变量一旦

，递增或递减套的步选取的变量子集是嵌注：向前或向后法的逐

        

        

,)(nested



变量。相关系数绝对值最大的与最小的变量等价于选择因此，选择使得

的残差平方和回归。简单线性回归其基本想法来源于简单

y
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阈值。关系数小于某个给定的最大的自变量，直到相

关系数绝对值依次添加与当前残差相类似于向前逐步回归，

： regression stagewise Forward
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附：向前阶段回归
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最终模型：事先指定的阈值若

残差回归：：相关系数最大的自变量求与

残差回归：，：相关系数最大的自变量求与

值：都已经标准化。残差初自变量假设响应

算法细节：

e
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。变量回归，可处理任意多自求逆，每一步都是简单领域应用广泛。它不要

号处理的一种，匹配追踪在信匹配追踪是注：
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pursuit) (matching  regression Stagewise
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已中心化假设 XX pnn ,,1 yεβy += 
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最优子集变量选择通常计算量很大，但设计阵列正交时容易实现。因此
我们可以将列向量做Schmidt正交化，然后选择变换后的正交变量。困难
在于如何正交化？一种策略是使用主成分，

各列称为主成分。

有奇异值分解假设

XVUDdiagD

IVVVVUUVDUXX

p

ppppppnpn

==

==== 

),,...,(

,,

1 

TTTT

TT

TTT

TTTT

T

UDVXUDXVBIUUUBD

DZVZVBBXVB

IVVVVdiagDVVDXX

VXXSn

p

pp

=====

===

====

=−

−

−

−−

因此则令

交，这是因为称为主成分，其各列正

列排列成正交矩阵的标准正交特征向量按记

,,

,

),,...,(,

,)1(

1

1

2

111

22 

主成分回归
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的行。重新表示了

的列重新表示了



可逆）一一对应（因为与：新的回归系数

。各列正交，：其中新的设计阵为
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。是单位化的，较易处理但第一个模型的设计阵

等价。叫做主成分回归，它们两个改写的模型都可以
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：估计的为投影坐标其中上的投影可以表示为在

，估计的

，则设

拟合结果有简单表示：列正交，设计阵下在模型表示



决定。差比例的取值由累计解释的方

方差分别为个方差最大的主成分前列用来预测的前取传统上，主成分回归选
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传统的主成分回归
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( ) ( ) 。逼近项，以的前即截取
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个主成分用于预测：最大的传统的主成分回归使用

)(,...,,..., ˆˆ  

Pˆ~~         

ˆ   ,)0,...0,ˆ...,ˆ~         

11

1

,...,

11

)pc(

1

1

XLLLk

U

k

pkj

p

j

j

j

k

j

jj

k

j

j

jjk

k

==

====

==





=

==

uuuuuy

yyuuuγy

yuγ

uu







T

TT

.

MSE~}1,{,...,

...

...MSE)~(  4MSE

)pc(222

1

1

1

1

22)pc(

面并没有优势易解释之外，在预测方归除了选取的主成分容所以，传统的主成分回

才最小。的个时，中最小的是只有当

有关。的列对应的效应那些无关，而是与被舍弃的或被舍弃的

其实与被选择的看出，公式由引理
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主成分选择(最优子集)
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。计算复杂度为

排序，不妨设将

最优主成分选择算法：

)(

2ˆ/ˆminarg  .2

|ˆ|....|ˆ||ˆ||||ˆ|  .1

2

2

1

2

,...,1,0

22

pO

nkk
p

kj

j
pk

pjj














−+=

=


+==



 yu
T

快速完成：的和，最优子集算法可可分拆为，如前所述

准则

2)(

222)(

ˆRSS)15(

.2ˆ/ˆ2ˆ/RSS

j

S

Sj

j

S

p

p

nknkC



 −+=−+= 


23

联起来的方法。分的选取与响应变量关）是另一种试图将主成：部分最小二乘（注

，

可逆）：（转换成任意的：事实上，将注
记为
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L2惩罚最小二乘： 岭回归
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。估计的方差过大的现象时，复共线性虑解决自变量岭估计的最初提出是考
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统一LS、岭回归、主成分回归



Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (Tibshirani,1996)

附录：L1惩罚最小二乘 - LASSO

对应。之间与模其中
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岭回归

二阶导最优解一阶导目标函数
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处无穷大。回归的二阶导数在

；的二阶导数大于岭回归的二阶导数
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LASSO方法把一些回归系数估计为0，被认为是一种变量选择方法。
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Lasso估计
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方向平移较大时，向当

较小时，把它压缩为当
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注1.  LASSO对回归系数的L1模进行约束，所以是压缩估计。

注2.  通常只对回归系数（不包括截距）进行约束，故X，y首先需要中心化；

注3. LASSO的常用解法： least-angle regression (LARS) , 坐标下降法，…
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的二次函数：则目标函数为，其它列为列为的第记设计阵
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坐标下降法求LASSO估计
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交叉验证(Cross-validation，CV)

Cp/AIC/BIC准则都是基于现有数据对预测误差或MSE的In-sample

估计。缺陷：有效性的前提是假设已知或可以估计真模型。

通行的而且更可靠的方法是使用新数据（out-of-sample）测试模型性
能、估计预测误差。模仿建模-预测的过程，将数据分为两部分：

训练
(training)

测试/验证
(testing/validation)

• 训练样本(training sample):  用来建立模型和预测方法

• 检验/测试样本(testing sample): 用来评价训练得到的预测或模型 。
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表示其预测。个样本点的响应变量；中第表示

其中

得到预测误差样本的响应变量应用该模型预测

之外的样本拟合模型，使用除了

）对（

，每组样本量组随机划分为）将数据点（

 Validation-Cross  fold-K

K
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总结

tFtFFt /,        /,      , 

             /                      

回归分析成对两因素方差分析单因素方差分析检验两样本

连续控制变量区组的多个总体分层多正态总体两正态总体

→→→

→→→

随机化 随机化 分组随机化 观察研究



• 关联与因果（相关与条件/偏相关）
– 考虑相关性的时候变量之间对称，但回归分析有响应与自变量之分

– 相关系数与简单线性模型：回归系数与相关系数成正比；t检验统计
量 t2 ≈nr2

– 偏相关系数与多重线性模型：控制变量

Simpson’s paradox:

控制干扰因素与不控制干扰因素时
相比，x与y的相关性可能不同。

y

x

38

工具变量法试图从观察数据推断因
多。

我们未提到的



• 回归函数E(y|x)=α+βTx
– 以x的线性函数逼近响应y, 从而产生”回归现象 (regress to the

mean)”。

– 所有的概率、期望计算都在给定自变量x的条件下进行。

xy    对称回归对称回归对称地对待y与x（单个自变量情形
极小化图示的距离平方和）；error-in-
variable模型考虑自变量的随机性。
优化方法为total least squares。

39

我们未提到的



• 最小二乘(LS)
– LS即正交投影，控制变量即Gram-Schmidt正交化；
– LS估计无偏，最优（Gauss-Markov定理）

• 拟合优度
– 拟合值/回归函数的方差在总方差中的百分比
– 响应变量与拟合值(自变量的最优线性组合) 的相关系数

• F检验
– 正态分布假设
– F检验比较原假设成立与不成立下的投影/拟合值差别 0
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• 方差分析
– 所有自变量为因子时的模型和检验

– F检验可从平方和分解简单地得到。

• 回归诊断：
残差分析和影响分析,  残差分析判断模型假设的合理性，影响分析检
测对回归影响大的数据点。

41

纵向数据/重复测量数据，每个个体重复测量，引入随机效应解

释重复测量之间的相关性。由此得到的线性模型是方差不齐的，
误差方差通常是分块对角阵𝐺 = diag 𝛴, … , 𝛴 = 𝐼 ⊗ 𝛴 (称作
Kronecker乘积）

我们未提到的



• 预测:    避免过度复杂的模型/过度拟合（over-fitting）

– 预测误差 = 均方误差 + 被预测变量的方差

– 均方误差 = 方差 + bias2

– 估计不必无偏，变量之间的关系不必是因果关系，关联即可预测

– Cp准则选变量，主成分回归选主成分
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考试内容以课件(1-31)、作业(1-9)为准，排除附录内容、虚线框内的
内容、以及如下内容：

带交互作用的两因素方差分析模型
Tukey同时置信区间，多重检验
GLS在非线性优化，GLM中的应用
James-Stein估计
AIC推导
LASSO

因为有些课件在课后有改动，建议重新下载所有课件。
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