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作业与考试的计划：

1 课程正式开始后，每周会布置若干习题 (习题数目 ď 3)，其中有些题
目对初学者而言有一定的挑战性.

2 作业将作为平时成绩的一部分评分. 建议助教在制定作业成绩评分
标准时既要考虑作业是否是独立完成、也要考虑作业的答案是否正
确与合理.

3 平时成绩也包括对课堂提问的参与.
4 考试分期中考试（闭卷）和期终考试 (开卷) 两次，期终考试或许会包
含电动力学教学组的统一试题.

5 平时成绩、期中成绩与期终考试卷面成绩在总评成绩中的比重暂定
为 20%、20%和 60%.

提示：

考题的难易程度与作业持平、但不会考平时作业中布置过的习题原题.



教学特点：

自我评价：
1 清晰性、准确性和启发性或许可以保证.
2 通俗性欠佳，做不到深入浅出.
3 语言能力一般，不会讲故事、不风趣.
4 普通话水平低下，许多汉字的发音不准确. 声音不够洪亮 (请大家尽
量集中注意力听讲).

本课程全程使用电子版课件进行教学. 教学课件的学生版会在课堂教学
完成后上传到学校教学网上供大家参考.

课件下载网址：

http://www.bb.ustc.edu.cn



为什么要学习电动力学？

电动力学就是加强版的电磁学.
同初等电磁学一样，经典电动力学仍是关于宏观物理世界中的一种基本
相互作用、即电磁相互作用的学问.

Q： 既然大家已学过了初等电磁学，为何还要再费时费力地学习经
典电动力学？

我的看法如下：

初等电磁学与经典电动力学的划分纯粹是人为的，二者的差异仅仅
在于侧重点不同.
经典电动力学提供了一个洞悉经典物理学理论体系严重缺陷的窗
口，使我们了解学习由狭义相对论与量子力学所支撑的现代物理学
理论的必要性.
体会并初步掌握理论物理学家分析问题、解决问题的思路和方法.



电磁学课程的基本内容：

在电磁学中，我们从学习 Coulomb 定律出发，依次学习或了解了

1 静止电荷分布在空间激发静电场的规律：静电高斯定律、环路定
理. 在电荷分布具有很强对称性的前提下能够使用场强叠加原理和
高斯定律求解静电场的分布.

2 稳恒电流在空间激发静磁场的规律：Ampere 环路定理、静磁 Gauss
定律. 在电流分布具有足够对称性的前提下能够用 Biot-Savart 定律
或 Ampere 环路定理求解静磁场的分布.

3 Faraday 电磁感应定律和Maxwell 位移电流假设，时变的电、磁场相
互激发产生电磁波的机制，电磁波的传播速度等于光速的结论.

4 Maxwell 方程组的积分形式和Lorentz 力公式.
5 介质在电磁场中极化、磁化现象.



电磁学课程的不足：

电磁学作为本科低年级的入门课程，主要是沿着历史发展的脉络，通过介
绍实验规律和使用矢量代数、微积分等初等数学工具展开的.

因此，
1 所学的求解静电场、静磁场的方法一方面对于电荷、电流分布的对称
性有很强的依赖性，另一方面却没有指出这种对称性的物理实质.

2 虽然学习了电荷守恒定律，但不了解电荷守恒定律的原因. 不了解电
磁场是一种规范场、电磁相互作用是一种规范相互作用.

3 对时变电磁场的基本属性和传播规律介绍的很浅，没有涉及电磁波
的波动方程及其推迟解.

4 没有涉及 Maxwell 方程组和 Lorentz 力公式的参考系问题，刻意回避
了时间和空间不可分割的时空基本属性.

5 没有以电磁场为依托介绍相对论性经典场论的现代描写方法、从而
不了解对称性在现代物理学前沿研究中至关重要的指导作用.



电动力学的特色：

电动力学针对上述电磁学课程设置的漏洞打了补丁.

一是强化了如下数学工具的使用：
1 矢量分析
2 数理方程
3 线性代数

从而强化了电磁现象基本规律的描写逻辑和解决问题的能力.
二是通过规范势的引入揭示了电磁场的规范场本性和电磁相互作用传播
速度的有限性. 建立起了电荷守恒定律与电磁相互作用具有的规范变换
不变性之间的联系.
三是直面 Maxwell 方程组的参考系问题，系统地论证了 Einstein 创立“狭
义相对论”的必要性、介绍了相对论的时空观.

学习电动力学难免要动用若干较高级的数学工具.



教学改革计划：

我的前 13 次电动力学教学活动都是采取归纳法组织的，若
干流行的经典电动力学教材，例如 Jackson, Griffiths, Zangwill 与郭书
大抵也都如此.
归纳法遵循电磁学发展的历史脉络：

1 静电、静磁现象的实验规律
2 法拉第电磁感应定律、Maxwell 方程组、时变电磁场及其规范场属性
3 电磁波的传播与辐射电磁场
4 电动力学基本定律的参考系问题，狭义相对论

其优点是反映了物理学是一门实验科学的本质，理论中每一新概念
的出现都伴有实验事实的支撑. 从真实的物理学史角度看，电磁相互
作用理论的重大进展都是通过归纳法取得的.

归纳法的缺点在于它与初等电磁学的讲法基本一致，容易引起审美
疲劳.



实际上也存在着采取演绎法组织经典电动力学教学的讲法，
代表作例如有 L.D. Landau, F. Scheck 与 K. Lechner 的著作（详见前
面推荐的参考书清单）.
演绎法的基本思路是：

1 假设电磁相互作用遵从若干对称性，如时间均匀性、空间均匀性和各
向同性、时间反演、电荷共轭以及空间反演变换下的不变性、特别是洛
伦兹变换下的不变性和规范对称性. 当然，这些对称性都得到了实验
的检验与支持.

2 从这些对称性出发构造体系的作用量，通过最小作用量原理确定体系
的动力学方程：Maxwell 方程组与洛伦兹力公式.

3 通过分析作用量的对称性，确定电磁相互作用体系具有的各种守恒定
律，并由此确定体系的能量、动量和角动量.

4 把静电、静磁现象当作时变电磁场的特殊情形处理.

本学期我决定接受班上多数同学的建议，尝试采取演绎法组织课堂教学、
为大家学习经典电动力学营造一个新环境. 让我们用陆游的著名诗句共
勉吧：

纸上得来终觉浅，绝知此事要躬行.



归纳法、演绎法点评：

归纳法与演绎法在英语中分别对应于 induction 与 deduction，但近年
来在物理文献中大家更习惯分别用复合词汇 bottom-up 与 top-down
指代它们.

物理学院的教师大多喜欢使用归纳法组织电动力学课堂教学. 这是
有原因的：

1 物理学本质上是实验科学，物理学史上绝大多数重大进步都是通过归
纳法获得的.

2 就历史发展的真实脉络而言，电动力学的理论体系是几代物理学家提
炼实验、不断试错，逐渐归纳完成的.

3 归纳法是普通人进行科研活动的不二方法.
4 演绎法的门槛很高，它要求使用者开了上帝视角. 具体到电动力学理
论，演绎法要求事先了解电磁相互作用所具有的全部对称性. 否则，
演绎法就会处于画虎不成反类犬的尴尬境地.



物理学史上演绎法取得的重大进展寥寥无几，但 20 世纪几个史诗级
的物理学理论是演绎法取得的：

1 广义相对论：

等效原理 ‘ 广义协变原理 ù 引力的相对论性理论

2 弱电统一理论：

洛伦兹不变性 ‘ SUp2q ˆ Up1qY 局域规范对称性 ù WS 模型

3 色动力学：

洛伦兹不变性 ‘ SUp3q 局域规范对称性 ù 色动力学

但是，

洛伦兹不变性 ‘ SUp5q 局域规范对称性 ù 大统一理论(失败)







教学互动方面的建议：

1 教学过程中将会不断出现一些思考题. 有些是我事先准备的，有些则
是即兴提出来的. 欢迎学有余力的同学就思考题所提出的问题撰写
学习心得或者学术论文. 学习心得和学术论文不是必须的作业，是
否参与全凭自愿.

2 同学们若愿意与我分享你们对电动力学学习过程中的心得体会，我
欢迎. 我反应较慢，有的问题可能需要反复思考才能说出符合我真
实想法的观点. 所以，请大家主要以电子版书面来信的方式与我讨
论. 来信请把你的见解写成 word 文件或者 latex 文件、请使用共享插
件 axMath 在 word 文件里写数学方程.

3 我们的总评成绩不调分. 但是，提交学习心得或者学术论文的同学
将按照见解的深浅获得适当的奖励分直接加到总评成绩中. 获奖名
单会事先公示以保持公正.



电动力学的奠基人：

J. C. Maxwell(1831-1879) 被誉为是牛顿之后世界上最伟大的数学物理学
家.

他依据库仑、高斯、欧姆、安培、毕奥、萨伐尔、法拉第等前人的一系列发现
和实验成果，建立了第一个完整的电磁理论体系，不仅科学地预言了电磁
波的存在，而且揭示了光、电、磁现象本质上的统一性，完成了物理学的
一次大综合. 这一自然科学的理论成果，奠定了现代的电力工业、电子工
业和无线电工业的基础.

描写电磁现象基本规律的 Maxwell 方程组入选改变了人类文明史的 17
个最伟大的方程之列1.

1I. Stewart, In Pursuit of the Unknown, Basic Books, 2012.



James Clerk Maxwell, 1831-1879



电动力学的理论基础是 Maxwell 方程组与洛伦兹力公式，它们适合于任
意的惯性参考系.

积分形式的 Maxwell 方程组几乎是对实验现象的归纳：
¿

S

E ¨ ds “ Q{ 0

¿

C

E ¨ dl ` d
dt

ż

S
B ¨ ds “ 0

¿

S

B ¨ ds “ 0

¿

C

B ¨ dl ´ 0 0
d
dt

ż

S
E ¨ ds “ 0 I

洛伦兹力公式
dp
dt “ qE ` qu ˆ B

脱胎于静电库仑定律与静磁安培力公式. 这里采取了国际单位制.

以上两组方程联合构成了研究经典电动力学问题的出发点.



借助于高等数学中的奥高散度定理与斯托克斯公式，

¿

S

A ¨ ds “
ż

V
d3x ¨ A

¿

C

A ¨ dl “
ż

S
ˆ A ¨ ds

我们可以把 Maxwell 方程组改写为如下微分形式：

¨ E “ { 0 ˆ E ` BB
Bt “ 0 ¨ B “ 0

ˆ B ´ 0 0
BE
Bt “ 0 j

让我们从如下问题开始经典电动力学的学习之旅：

1 怎么看出电动力学基本方程组适合于任意的惯性参考系？

2 基本方程组中蕴藏着哪些对称性？



经典电动力学
Chapter 1. 狭义相对论

杨焕雄

中国科学技术大学物理学院近代物理系

hyang@ustc.edu.cn

May 6, 2022



1 相对论的实验基础
电动力学的参考系问题
狭义相对论的实验基础

2 狭义相对论的基本原理
间隔不变性
洛伦兹变换

3 相对论的时空结构
因果律与相互作用的最大传播速度
同时性的相对性
运动时钟的延缓效应
运动尺度的缩短
速度、加速度合成法则

4 闵氏空间中的张量
欧氏空间中张量的数学定义
四维闵氏空间中的张量



参考系问题

电磁现象的基本规律是 Maxwell 方程组和外电磁场之洛伦兹力作
用下带电粒子的牛顿第二定律. 在真空中，它们分别表为：

E = 0 E+
B
t
= 0

B = 0 B 0 0
E
t
= 0 j

和
dp
dt = qE+ qu B

需要回答的物理问题是：
1 这些方程直接适用于什么参考系？
2 若观测者从一个惯性参考系变换到另一个惯性参考系，上述
方程组会不会发生改变？ 如何改变？

3 基本电磁场量 E与 B如何随参考系的不同选择而改变？



光速

Maxwell 方程组的参考系问题可以换一个角度提问. 从真空中远
离电荷电流分布区域的 Maxwell 方程组出发，可以证明电磁场的
基本存在形式是电磁波：

2E
1
c2

2E
t2

= 0 2B
1
c2

2B
t2

= 0

式中，

c =
1
0 0

3 108 米/秒

是真空中电磁波的传播速度.

Q:
1 令人迷惑的是，为什么 c是一个常数？
2 换言之，c = 1 0 0 是电磁波相对于哪一个参考系的传播
速度 ？



回眸机械波

考察绳子里传播的机械波. 设绳子的质量线密度为M，张力为
W，

sin 1 tan 1 =
x x x 2

则按牛顿第二定律有：

M x
2

t2 x0

= W
x x+ x 2 x x x 2



亦即，

M
2

t2
= W

2

x2

或者等价地，
2

x2
1
c2

2

t2
= 0

式中的 c

c =
W
M

就是此机械波的波速. 显然，这里的 c也是一个常数.

提醒：
机械波波速的常数性并不造成任何逻辑困难. 机械波的传播离
不开介质的存在1，上述波速即是与介质质心保持相对静止的观
测者测得的波速.

1此例情形下介质即为绳子.



狭义相对论的实验基础

牛顿时空观认为：真空中电磁波的传播速度
只有在某个特殊的参考系 (aether) 才等于 c.
若能够测定各个方向上光速的差异，就可以
确定地球相对于 aether 的运动.

数量级估计：

地球绕太阳公转的速率约为 30km/s，因此，
地球相对于 aether 参考系的运动速度至少
应与此具有同一数量级，

v
c

10 4

Michelson­Morley 实验 (1887) 是测量光速沿
不同方向的差异的典型实验.



地球绕太阳的公转速率：

天文学家 Lalande 通过对金星凌日现象的观测，估算出了地球与
太阳之间的距离：

R 1 5 108 km

所以，地球公转的线速度大小可估算如下2：

v =
2 R
T

2 3 14 1 5 108

360 24 60 60
30 km/s

相对于地球而言，太阳更有资格与绝对惯性系 (aether) 保持相对静
止. 所以，地球相对于以太 (aether) 参考系的速率具有下限：

v ! 30 km/s

2如此，地球人在地球公转轨道上每天走过的路程大约是：

S = vt 30 24 60 60 2 62 106 km



经典的速度合成法则

现在用经典速度合成法则计算 Michelson­Morley 实验中电磁波沿
两条光路M M1 M与M M2 M的传播时间. 如图示，

~c

~v

~u
✓

v为观测者相对于 aether 的运动速
度；

u为观测者参考系所测得的光速，设
其与牵连速度 v之间的夹角为 ；

c是 aether 参考系中的光速.

按照经典的速度合成法则，应有：c = u+ v 所以，

c2 = u2 + v2 + 2uv cos

由此求得观测者所测得的光速的大小为：

u = c2 v2 sin2 v cos



Michelson­Morley 实验

设观测者相对于 aether 参考系的运动速度沿着光路M M1.
这样，光线M M1 M的传播时间为：

t1 =
l

c v
+

l
c+ v

=
2cl

c2 v2
2l
c

1 +
v2

c2

而光线M M2 M的传播时间是：

t2 =
2l

c2 v2
2l
c

1 +
v2

2c2

两束光线的光程差为：

c(t1 t2) l
v2

c2

把仪器转动 90o，使两束光位置互换，理论上预计应该观测到干涉
条纹的移动个数是：

∆N =
2c(t1 t2) 2l v2

c2



否定的实验结果

Michelson­Morley 实验设定：
1 利用多次反射技术可以使有效臂长达到 l 10m;
2 假定地球相对于 aether 的速度大小与地球的公转速率具有同
一量级，使得：(v c)2 10 8;

3 取钠黄光做实验， 5 10 7m.
如此，经典理论预计的干涉条纹移动数目是：

∆N
2l
(v c)2

20 10 8

5 10 7 = 0 4

但是，实验结果是否定的：∆N " 0 01

Michelson­Morley 实验实际上表明光速不服从伽利略 (Galileo)
速度合成法则，光在不同惯性系中的传播速度具有相同的大
小.



光速不变假设的实验基础

迄今为止的所有实验，都指出光速的大小与观测者所处的参考系
无关，也与光源的运动速度无关：

Michelson­Morley 实验 (1887).

Cedarholm 微波激射实验 (1955), # v " 3 10 2km/s

Isaak 利用穆斯堡尔效应所做的实验 (1970),
# v " 5 10 5km/s

所以，光速的参考系选择无关性(俗称光速不变) 是电磁现象的一
条基本规律.

狭义相对论就是在光速不变性实验的基础上建立起来的.







狭义相对论的基本原理

Einstein(1905) 提出了两条相对论的基本假设：

1 相对性原理. 所有惯性系都是等价的，物理学规律对于所有
惯性系都可以表为相同形式.

2 光速不变原理. 真空中的光速相对于任何惯性系均为 c, 光
速与光源的运动无关.

相对论时空观：

光速不变性所导致的时空概念与经典时空观之间存在着
深刻的矛盾.

所有最基本的时空概念，如同时性、距离、时间、速度等概念都需
要在光速不变性的假设之上重新讨论.



Galileo 变换

牛顿时空观集中反映在惯性参考系的 Galileo 变换中.

设惯性系 Σ 相对于另一惯性系 Σ以
速度 v运动. 建立 Cartesian 直角坐标
系，并选 x和 x 轴沿运动方向，Galileo
变换可表为：

x = x vt
y = y
z = z
t = t

⌃
⌃0

~v

O

O
0

x

x
0

y y
0

z

z
0

牛顿时空观的基本特征是时间与空间的分离. 时间在宇宙中均
匀流逝着，而空间则好像是一个容器，二者之间没有联系，也不与
物质的运动发生关系.



事件

与牛顿时空观类似，相对论的时空观也集中反映在从一个惯性参
考系到另一个惯性参考系的时空坐标变换式里.

这个坐标变换称为 Lorentz 变换.

以下我们将从相对论的基本原理出发建立 Lorentz 变换. 为此，先
引入一个新概念：事件 (event). 物质运动可以看作一系列事件的
发展过程. 事件可以有各种不同的具体内容，但是它们总是在一
定地点于一定时刻发生的.

狭义相对论假定可以用四个 Cartesian 坐标 (t x1 x2 x3)表示一个
事件3. 或者，

x = (x ) = (x0 xi) = (x0 x1 x2 x3)

式中，x0 ct. x 为 Cartesian 坐标意味着：

x + = 0 1 2 3

3之所以能使用 Cartesian 坐标，是因为狭义相对论默认的物理时空是不存在
引力的四维闵氏 (Minkowski) 平坦空间.



同一个事件 P在惯性系 Σ上用 xP = (xP )表达，但在另一惯
性系 Σ 中就用 (xP )表达.
Lorentz 变换就是同一事件在不同惯性系的两组坐标 x 和
x 之间的联系.

狭义相对论默认的物理时空是内禀曲率为零的四维闵氏平坦空
间. 所以，在狭义相对论理论中，

1 时间是均匀的.
2 空间既是均匀的，也是各向同性的.

时空的均匀性意味着同一时空点在不同坐标系的两组笛卡尔坐标
之间的联系只能是线性变换. 证明如下：

考虑两个时空 P与 Q. 设 P在坐标系 Σ与 Σ 中的笛卡尔坐
标分别为 x 和 x ，Q在 Σ与 Σ 中的笛卡尔坐标分别为 y
和 y . 一般情形下，

x = f (x) y = f (y)



此二时空点的时间间隔与空间距离在坐标系 Σ中为 x y ，
在另一坐标系 Σ 中为：

x y = f (x) f (y)

时间与空间的均匀性假设意味着不存在有特权的时空点. 所
以，在坐标系 Σ中重新选取坐标原点，

x x + b y y + b

既不会改变 P、 Q两点在 Σ系中的时空坐标差 x y ，也不
会改变它们在 Σ 系中的时空坐标差：

x y = f (x) f (y) = f (x+ b) f (y+ b)

求此式对 x 的微商，

f (x)
x

=
f (x+ b)

x



鉴于平移量 b 的任意性，上式的成立意味着：

f (x)
x

= Λ

是一些独立于时空坐标 x的常数. 把上式看做一个偏微分方
程组，其通解是：

f (x) = Λ x + a

所以，时间与空间的均匀性意味着同一时空点在闵氏空间两
个不同坐标系之间的笛卡尔坐标只能通过线性变换相联系：

x = Λ x + a

惯性参考系是闵氏空间中一类特殊的坐标系，其中光速是一
个常数. 因此，期望中的 Lorentz 变换必须是上述线性变换的
一个特例.



事件的间隔：

为了计入光速不变原理对时空坐标变换的限制，再引入事件间
隔的概念. 设两事件 P与 Q在惯性系 Σ中的笛卡尔坐标分别为
xP 和 xQ， 则二者的间隔定义为：

(xP xQ)2 c2(tP tQ)2 + (x1
P x1

Q)
2 + (x2

P x2
Q)

2 + (x3
P x3

Q)
2

或者，
(xP xQ)2 = (xP xQ)(xP xQ)

称为闵氏空间度规张量 η 的笛卡尔分量：

( ) =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

上式常简记为：
diag ( ) = ( 1 1 1 1)



度规张量 存在逆张量 ：

:=
3

=0
=

式中，

00 = 00 = 1 ij = ij =
j
i

0j = 0j = 0

1 若两事件在同一地点相继发生，则：

(xP xQ)2 = c2(tP tQ)2 0

2 若两事件同时发生于不同地点，则：

(xP xQ)2 = (x1
P x1

Q)
2 + (x2

P x2
Q)

2 + (x3
P x3

Q)
2 0

3 设二事件在惯性系 Σ 上的坐标分别为 (xP )和 (xQ ). 如此，
Σ 系中观察者所测得的事件间隔将是：

(xP xQ)
2 = (xP xQ )(xP xQ )



间隔不变性

Q: (xP xQ)2 与 (xP xQ)2 之间有何关系？

倘若 P Q二事件是通过光讯号相联系，计及光速不变原理，
则有：

(xP xQ)2 = 0 (xP xQ)
2 = 0

因此，在一般情形下，

(xP xQ)
2 = f v (xP xQ)2 =

+

n=1
fn(v) (xP xQ)2

n

其中系数 fn(v)可以是牵连速度 v的函数，且 fn(0) = n1. 只
有这样才能保证光讯号的间隔在两个惯性系中均为零.

惯性系之间的笛卡尔坐标变换只能是线性变换. 所以，

fn(v) = (v) n1 # (xP xQ)
2 = (v)(xP xQ)2 # (0) = 1



二惯性系是平权的. 因此，交换 Σ与 Σ 后上式应修正为：

(xP xQ)2 = ( v)(xP xQ)
2 # ( v) (v) = 1

空间的各向同性假设意味着空间中不存在特定的方向. 因
此，比例因子 (v)只可能依赖于牵连速度的绝对值，

(v) = ( v) = (v)

所以：
(v) = 1

注意到 (0) = 1 并计及变换的连续性，我们有 (v) = 1.

1 两个事件的间隔不因惯性系选择的不同而不同，

(xP xQ)
2 = (xP xQ)2

这个结论称为间隔不变性.



洛伦兹群

1 闵氏空间中两个不同坐标系之间笛卡尔坐标的线性变换
(Λ a )

x = Λ x + a

倘若保持任意两个事件的间隔，

(xP xQ)
2 = (xP xQ)2

则称其为 Poincare 变换，或者非齐次的 Lorentz 变换.
2 a = 0 情形下的 Poincare 变换称为齐次 Lorentz 变换或简称
为 Lorentz 变换，记作 Λ .

因为，

(xP xQ ) = Λ (xP xQ) (xP xQ)2 = (xP xQ)(xP xQ)

(xP xQ)
2 = (xP xQ )(xP xQ )



Lorentz 变换矩阵 Λ 具有性质：

Λ Λ =

或者等价地，

Λ Λ = = # ΛT ηΛη 1 = I

赝正交矩阵 Λ = (Λ )的全体在矩阵乘法的意义下形成一个群
O(1 3)，称为 Lorentz 群：

Lorentz 变换条件显然存在特解

Λ = # x = Λ x = x = x

即单位元是存在的.
求 Lorentz 变换性质矩阵形式两端的行列式，我们有：

(detΛ)2 = 1 # detΛ = 1 = 0

所以逆 Lorentz 变换存在， Λ = (ηΛη 1)T = (η 1)TΛTηT.



计及度规矩阵及其逆矩阵均是对称矩阵的事实，我们有：

Λ = η 1ΛTη # ΛΛ = ΛΛ = I

其矩阵元是：

Λ = η 1ΛTη = ΛT = Λ

亦即，

Λ = Λ

请大家自行检验 Lorentz 变换满足封闭性和结合律.

现在分析 Lorentz 变换的物理内涵. Lorentz 变换满足的性质可以
重新表为：

1 = (Λ0
0)

2
ij Λ

i
0Λ

j
0 ij = Λ0

iΛ
0
j + kl Λ

k
iΛ

l
j

0 = Λ0
0Λ

0
j + ik Λ

i
0Λ

k
j

它有如下特解：

Λ0
0 = 1 Λ0

i = Λi
0 = 0 kl Λ

k
iΛ

l
j = ij # O(3)



Q: 除了空间转动外，是否还存在非平庸的 Lorentz 变换？

考虑 P、Q两个事件：Q在惯性系 Σ中的笛卡尔坐标为 (0 0 0 0)，
P在 Σ中的笛卡尔坐标为 (ct x1 x2 x3). 如此，Σ系中二事件之
间的间隔是：

s2 = (ct)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2

现考虑此二事件在另一惯性系 Σ 中
的间隔. 设 Σ 相对于 Σ 的运动速度
为 v，且在初始时刻 (t = t = 0) 二
惯性系重合. 这样，二事件在 Σ 系
中的笛卡尔坐标分别为 (0 0 0 0) 和
(ct x 1 x 2 x 3)， 相应的间隔是：

s 2 = (ct )2 + (x 1)2 + (x 2)2 + (x 3)2

⌃
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洛伦兹推动变换

为简单计，暂设两坐标系的 x1(x 1)轴都
沿 Σ 相对于 Σ的运动方向. 此情形下，
期待的 Lorentz 变换具有如下特殊线性
形式：

ct = Λ0
0 ct+ Λ0

1 x
1

x 1 = Λ1
0 ct+ Λ1

1 x
1

x 2 = x2

x 3 = x3

⌃
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1 习惯上常把同一时空点在两个惯性参考系之间的坐标变换称
为洛伦兹推动变换 (Boost).

2 由于 x1 轴与 x 1 轴正向相同，# Λ1
1 0

3 同理，通常取时间 t和 t 的演化箭头方向相同，# Λ0
0 0



将猜测的 Lorentz 推动变换代入到间隔不变性的表式 s2 = s 2 中，
则有：

(ct)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = s2

= s 2

= (ct )2 + (x 1)2 + (x 2)2 + (x 3)2

= (Λ0
0 ct+ Λ0

1 x
1)2 + (Λ1

0 ct+ Λ1
1 x

1)2 + (x2)2 + (x3)2

= (ct)2 (Λ0
0)

2 (Λ1
0)

2 + (Λ1
1)

2 (Λ0
1)

2 (x1)2

2ctx1(Λ0
0 Λ

0
1 Λ1

0 Λ
1

1) + (x2)2 + (x3)2

比较两端得知：

(Λ0
0)

2 (Λ1
0)

2 = 1 (Λ1
1)

2 (Λ0
1)

2 = 1
Λ0

0 Λ
0

1 Λ1
0 Λ

1
1 = 0

由前两个方程得知：

Λ0
0 = 1 + (Λ1

0)
2 Λ1

1 = 1 + (Λ0
1)

2



第三个方程改写为：

Λ0
1 1 + (Λ1

0)
2 = Λ1

0 1 + (Λ0
1)

2 # Λ0
1 = Λ1

0

这些系数可以用牵连速度、即 Σ 与 Σ之间的相对速度表出. 考虑
惯性系 Σ 的原点 O . 在 Σ上观测，质点 O 以速度 v沿 x1 轴正
方向移动，因此其坐标为 x1 = vt. 但 O 在 Σ 中的坐标始终是
x 1 = 0. 所以由 Lorentz 推动变换知：

0 = Λ1
1 vt+ Λ1

0 ct # Λ1
0

Λ1
1
= v c =

这里 v c是无量纲的牵连速度. 从而：

Λ1
1 = Λ0

0 = 1 1 2 Λ1
0 = Λ0

1 = 1 2

所求得的特殊 Lorentz 变换即为：

x 1 =
x1 vt
1 (v c)2

x 2 = x2 x 3 = x3 t =
t vx1 c2

1 (v c)2



Lorentz 推动变换常表达为矩阵形式

x 0

x 1

x 2

x 3

=

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

x0

x1

x2

x3

# X = ΛX

式中出现的无量纲参数为：

= v c =
1

1 2

习惯上常把

Λ =

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

称为沿 x1 方向的 Lorentz 推动矩阵. 显然，detΛ = 1.



称为沿 x1 方向 Lorentz 推动矩阵的逆矩阵为：

Λ = η 1ΛTη =

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

# detΛ = 1

沿 x1 方向的逆 Lorentz 推动变换即为：

X = ΛX #
x0

x1

x2

x3

=

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

x 0

x 1

x 2

x 3

或者等价地，

x1 =
x 1 + vt
1 (v c)2

x2 = x 2 x3 = x 3 t =
t + vx 1 c2

1 (v c)2

逆变换也可以直接使用相对性原理、从二惯性系的平权性获得.



点评：

若两个惯性系之间的相对速度远小于光速，v c，精确到无
量纲牵连速度 = v c的一次幂，Lorentz 推动变换近似为：

t = t
vx1

c2
x 1 = x1 vt x 2 = x2 x 3 = x3

此式称为 Lorentz 推动的低速近似. 也可以称之为无穷小的
Lorentz 推动.

若取 c ，则 Lorentz 推动退化为 Galileo 变换：

t = t x 1 = x1 vt x 2 = x2 x 3 = x3

所以，Galileo 变换也可以称为是 Lorentz 推动变换的非相对论
极限.

无穷小的 Lorentz 推动仍是 Lorentz 变换，它与 Galileo 变换在
物理上是有本质差别的.



普适的 Lorentz 推动变换

现在讨论与坐标系4选择无关的 Lorentz 变换.

如图示，事件 (t x1 x2 x3)的位置矢量可
以在 Cartesian 直角坐标系里表达为：

r = x1i+ x2j+ x3k

以二参考系相对运动速度 v 为参考，可
以将 r改写为：r = r + r , 这里 r = x1i
而 r = x2j+ x3k. 前面求得的 Lorentz推
动可重新表为：

ct = (ct β r)
r = (r βct)

r = r
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式中 β = v c, 且 = 1 1 2. # 2 = ( 2 1) 2.
4而非参考系.



因为，

r =
(r β)

2 β =
2

2 1
(r β) r = r r

我们有：

r = r + r = (r βct) + r

= r+ ( 1)
2

2 1
(r β)β βct

= r+
2

+ 1
(r β)β βct

从而，普适的、与坐标系选择无关的 Lorentz 推动变换是：

ct = (ct β r) r = r+
2

+ 1
(r β)β βct



逆 Lorentz 推动变换的普适形式为：

ct = (ct + β r ) r = r +
2

+ 1
(r β)β + βct

有了上述与坐标系选择无关的 Lorentz 推动变换及其逆变换，我们
可以随意选择两个坐标系将其分量化. 例如在二惯性系 Σ、Σ 上
均选择 Cartesian 直角坐标系， 则可把正反 Lorentz 推动分别表达
为：

x = Λ x x = Λ x # Λ = Λ

Lorentz 推动中的变换系数为：

Λ0
0 = Λ0

j = j Λi
0 = i Λi

j =
i
j +

2

+ 1
i

j

逆 Lorentz 推动中的变换系数则为：

Λ0
0 = Λ0

j = j Λi
0 = i Λi

j =
i
j +

2

+ 1
i

j



Q： 检验赝正交条件 Λ Λ = .

情形 = = 0：

Λ0 Λ 0 = Λ0
0 Λ

0
0 + Λ0

i Λ
i

0 = 2 2
i

i = 2(1 2) = 1

情形 = 0 = j：

Λ0 Λ j = Λ0
0 Λ

0
j + Λ0

i Λ
i
j =

2
j i

i
j +

2

+ 1
i

j

= ( 1) j
3

i
i

+ 1 j

= ( 1) j
( 2 1)

+ 1 j = 0

同理知 Λi Λ 0 = 0.



以上验算中我们使用了数学恒等式：

i
i =

2 2 2 = 2 1 = ( + 1)( 1)

情形 = i = j：

Λi Λ j = Λi
0 Λ

0
j + Λi

k Λ
k
j

= 2 i
j +

i
k +

2

+ 1
i

k
k
j +

2

+ 1
k

j

= 2 i
j +

i
j

2 2

+ 1
i

j +
4 2

( + 1)2
i

j

= i
j +

2 1 +
2
+ 1

+
1

+ 1
i

j

= i
j

至此，Lorentz 满足一般 Lorentz 变换赝正交条件的论断完全证实.
换言之，Lorentz 推动的确属于洛伦兹变换（群）.



Q: 怎样正确解读与洛伦兹变换矩阵相关的矩阵元？

鉴于我们把闵氏空间时空点的位置坐标写成了 x 且约定 x
构成了列矩阵

X =

x0

x1

x2

x3

第 行的矩阵元，洛伦兹变换 x # x = Λ x 可以理解
为矩阵方程：

X # X = Λ X

式中 Λ是洛伦兹变换矩阵：

Λ = (Λ ) # Λ = (Λ)

换言之，应该把 Λ 解读为洛伦兹变换矩阵 Λ第 行、第
列的矩阵元.



注意到列矩阵的转置是行矩阵，

X =

x0

x1

x2

x3

# XT = x0 x1 x2 x3

洛伦兹变换可以等价地表为 XT # X T = XT ΛT. 写成矩
阵元形式，即为：

x # x = x ΛT = Λ x # ΛT = Λ

所以，转置洛伦兹变换矩阵 ΛT 的矩阵元结构是：

ΛT = ΛT

换言之，也可以把 Λ 按照 Λ = ΛT 解读为 ΛT 第

行、第 列的矩阵元.



或许你有机会遭遇到“矩阵元”

Λ

如何解读它呢？ 它的确可以诠释为某个矩阵第 行、第 列
的矩阵元，但这个矩阵不是洛伦兹变换矩阵 Λ. 如前述，Λ
第 行、第 列的矩阵元是 Λ . 为了找到这个矩阵，我们使
用闵氏空间的度规矩阵和逆矩阵对 Λ 的指标进行升降：

Λ Λ = η Λ η 1

即把 Λ 定义成为复合矩阵 η Λ η 1 第 行、第 列的矩阵
元.
注意到逆洛伦兹矩阵

Λ = η 1 ΛT η # ΛT = η Λ η 1

换言之，
Λ ΛT

即应该把 Λ 解读为逆洛伦兹变换矩阵之转置矩阵 ΛT 第
行、第 列的矩阵元.



Λ 本来并没有定义，它也并没有出现在洛伦兹变换中. 这个
事实值得特别强调. 前页我们通过

Λ Λ

给它补充了一个定义. 但实际上是不必要的. 以下我们选择
不定义符号 Λ 以避免出现歧义. 因此，ΛT 的矩阵元应准
确地表达为：

ΛT = Λ

根据逆洛伦兹变换矩阵 Λ的表达式

Λ = η 1 ΛT η

我们很容易弄明白 Λ的矩阵元结构. 很显然，Λ第 行、第
列的矩阵元是：

Λ Λ = Λ = ΛT



相对论的时空结构

设时空中存在着两个事件. 以第一事件 O为时空原点 (0 0 0 0)
建立直角坐标系，使得第二事件 P的时空坐标为 (t x1 x2 x3)，则
此 O P二事件的间隔是：

s2 = c2t2 + r2

这里 r = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 为二事件的空间距离.

事件的间隔可以有如下三种类型：
1 类光间隔：若二事件可以用光波联系，则 r = ct # s2 = 0
2 类时间隔：若二事件可用速度为 u （u c）的作用联系，则

r = ut ct # s2 0
3 类空间隔：若二事件的空间距离超过了光波在时间 t内所能
传播的距离，则 r ct # s2 0

事件的间隔不因参考系的变换而改变. 因此，上述三种间隔的分
类是绝对的，与参考系的选择无关.



光锥 (Lightcone):

若事件 P与事件 O的间隔类光，s2 = 0，则 r = ct, 即 P点位于一个
以 O点为顶点的锥面上, 这个锥面称为光锥.



因果律与相互作用的最大传播速度

二事件之间存在因果联系的前提条件是二者的间隔类时或类
光.

若事件 O P的间隔类时 (类光)、且在某惯性系中事件 P处于 O的
上半光锥内 (包括锥面)，则对任意选择的其他惯性系而言，P也保
持在 O的上半光锥内：

事件 P是事件 O的绝对未来.
事件 O P之间可用光波或者其传播速度低于光速的作用相
联系. 所以，事件 O是因，事件 P为果.

因此，如果不存在超光速的相互作用，则两事件 O P发生因果联
系的必要条件是 P处于 O的光锥内. 这样，二事件发生的先后次
序在各个参考系中相同，因而因果关系是绝对的.

1 相互作用的最大传播速度是真空中的光速.



现在从 Lorentz 变换出发定量地研究二事件之间的因果律.

在惯性系 Σ上，以 (t1 x1
1)表示作为原因的第一事件，(t2 x1

2)表示
作为结果的第二事件. # t2 t1.

若这两个事件在另一惯性系 Σ 上用 (t1 x 1
1 )和 (t2 x 2

2 )表示，则
由 Lorentz 变换知：

t2 t1 =
(t2 t1) v(x1

2 x1
1) c2

1 (v c)2

若二事件之间的因果联系是绝对的、不因参考系的选择而改变，
应有: t2 t1. 从而应有条件：

x1
2 x1

1
t2 t1

c2 v

用 u表示 Σ系中测得的作用传播速度， u = (x1
2 x1

1) (t2 t1)，
则上述条件可改写为：uv c2.



固定于参考系 Σ 上的观测者也可以用来传递作用，即牵连速度 v
也可以看做一种作用传递速度，从而在不等式 uv c2 中 u v的角
色是平权的.

所以，uv c2 的解是：

u c v c

结论：
若相互作用的传播速度不大于光速 (u c) 且二事件的间隔类时
或类光，则此二事件之间可以存在因果联系.



同时性的相对性

考虑具有类空间隔的二事件.

1 若二事件的间隔类空，则 r ct. 因为相互作用的传播速度
不超过光速，间隔类空的二事件之间不可能用任何方式相互
联系，它们之间没有因果联系，其发生的先后次序也就失去
了绝对性.

现在从 Lorentz 推动出发研究类空间隔. 设参考系 Σ上二事件的
时空坐标为 (t1 x1

1)和 (t2 x1
2). 若二事件间隔类空且 Σ系上的观

测者测得第一事件先于第二事件发生， 则：

c t2 t1 x1
2 x1

1 t1 t2

变换到另一惯性系 Σ 上，由 Lorentz 推动变换知：

t2 t1 =
(t2 t1) (x1

2 x1
1)v c2

1 (v c)2



若 Σ 相对于 Σ的速度 v足够大，则我们的约定 t2 t1 和类空间
隔不等式 c t2 t1 x1

2 x1
1 仍允许存在如下不等式：

0 t2 t1
v
c

x1
2 x1

1
c

x1
2 x1

1
c

回忆所涉及的 Lorentz 推动，

t2 t1 =
(t2 t1) (x1

2 x1
1)v c2

1 (v c)2

我们看到，若上列不等式成立则必有：

t2 t1

即对于 Σ 系中的观测者而言，第二事件是先于 (或同时于) 第一
事件发生的.

这样的两个事件自然不会有因果联系. 其时间次序的先后或同
时，都没有绝对的意义，因参考系的选择而不同.



运动时钟的延缓

现在聚焦狭义相对论所预言的典型运动学效应. 第一个要考虑的
问题是：

Q： 若在不同惯性系中观测同一物理过程，观测者测得的过
程持续时间之间有何联系？

设某物理体系内部相继发生两事件. 惯性系 Σ 是此体系的自身参
考系，即体系相对于 Σ 始终保持静止状态：

1 在 Σ 中，两事件发生在同一地点，即 r1 = r2.
2 在 Σ 中观测到两事件发生的时刻分别为 t1 和 t2，相应的时
间为 ∆ = t2 t1.

3 体系的自身参考系只有一个, 对任一物理过程而言，∆ 是
唯一的. 通常称 ∆ 为该物理过程的固有时 .

所以，两事件的间隔是：

s2 = c2(∆ )2



现在实验室参考系 Σ 中观测. 设体系以
速度 v相对于 Σ做匀速直线运动，则在 Σ
看来，上述二事件既发生于不同时刻 t1 和
t2，也发生于不同的地点.

⌃
⌃0

~v

O

O
0

x

x
0

y y
0

z

z
0

按照逆 Lorentz 推动 ct = (ct + β r )：

∆t := (t2 t1) = (t2 t1) +
β

c
(r2 r1) = ∆

即：

∆t =
∆

1 (v c)2

显然，∆t ∆ . 运动物体上发生的物理过程比起静止物体的同
一过程而言，时间延缓了. 这就是相对论的时间延缓效应.



运动尺度的缩短

狭义相对论的另一典型运动学效应涉及比较不同惯性系中对同一
物体长度的测量.

如图示，设一把直尺相对于惯性系
Σ以速度 v沿 x1 轴正向运动. 在 Σ
系中，若直尺后端经过A点 (第一事
件) 与其前端经过 B 点 (第二事件)
同时发生，则 A B两点在 x1 轴上坐
标差的绝对值就定义为 Σ 系中测
得的直尺长度：L = x1

2(t) x1
1(t).

⌃ ⌃0

~v

x
x 0

A B
以 Σ 表示直尺自身参考系. 直尺前后两端在 x 1 轴上坐标差的绝
对值对这把直尺而言是唯一的，

L0 := x 1
2 x 1

1

L0 称为直尺的固有长度.



由 Lorentz 推动变换知：

L0 = x 1
2 x 1

1 = x1
2 vt2 x1

1 vt1 = x1
2(t) x1

1(t) = L

即运动直尺的长度与其固有长度相比缩短了：

L =
L0 = L0 1 (v c)2

提醒：
1 时间延迟效应与尺度缩短效应是相关的.
2 二者都是运动着的物体相互之间时空关系的客观反映，并不
是观测者的主观臆测.

作为时间延缓与尺度缩短效应相关性的一个验证，以下我们尝试
从前者出发导出后者.



如前述，在实验室参考系 Σ中，直尺以速
度 v沿 x1 轴正向运动. 考虑如下两个事
件：

1 直尺右端在 t1 时刻到达坐标为 x1
1

的 A点.
2 直尺左端在 t1 +∆t时刻到达 A点.

⌃ ⌃0

~v

x
x 0

A B
从 Σ系观测，直尺左端到达 A点的同时，其右端到达坐标为 x1

2 的
B点. 于是，Σ系观测者测得的直尺长度为：

L = x1
2(t1 +∆t) x1

1(t1 +∆t) = v∆t # ∆t =
L
v

Q： 怎样理解 ∆t ?

上述二事件发生于同一个空间点 (A点). 所以，
∆t是联系它们的物理过程的固有时.



Σ 系观点：

对于直尺自身系 Σ 中的观测者而言，固定在 Σ系上的质点 A沿
x 轴负方向以速度 v做匀速直线运动. 前述二事件应该重新表达
为：

1 第一事件是质点 A在 t1 时刻到达直尺右端.
2 第二事件是质点 A在 t1 +∆t 时刻到达直尺左端.

所以，

∆t =
L0
v

根据运动时钟的延迟效应，∆t = ∆t. 即：

L0 v =
L v

1 (v c)2

# L = L0 1 (v c)2



相对论的速度合成法则

设某质点在两惯性系 Σ 和 Σ 中的时
空坐标分别为 (t r)和 (t r )，则其相
对于 Σ与 Σ 的速度分别是：

u =
dr
dt u =

dr
dt
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Q： u 与 u如何联系？

回忆普适的 Lorentz 推动变换：

r = r+
2

+ 1
(r β)β βct

t = (t β r c)

求此二式对 t的导数，并注意到牵连速度β = v c是常矢量，得：



dr
dt = u+

2

+ 1
(u β)β βc

dt
dt = (1 β u c)

Σ 系中观测者测得的质点速度是：

u =
dr
dt

显然，它可以通过以上二式相除获得：

u =
u+

2

+1(u β)β βc
(1 β u c)

这就是相对论的速度合成法则.



注意到：

u =
2

2 1
(u β)β # (u β)β =

2 1
2 u u = u + u

速度合成法则还可以更直观地写为：

u =
u βc

1 β u c
u =

u
(1 β u c)

其逆变换式如下：

u =
u + βc

1 + β u c
u =

u
(1 + β u c)

1 倘若 1 且 u c，精确到 β = v c的一次幂，速度合成
公式近似为：

u u v u u

这正是经典力学中的 Galileo 速度合成法则.



Q： 验证真空中的光速不因惯性系的不同选择而改变其大小.

设在 Σ系中测得的光波传播方向的单位矢量是 n，使得：
u = cn 这样，按照相对论的速度合成法则，另一惯性系 Σ 中测
得的光速应为 u = cn ，

n =
1

(1 β n)
n β +

2

+ 1
(β n)β

现计算 n 的大小：

n n =
1

2(1 β n)2
1 + 2 2 +

4 2

( + 1)2
(β n)2 2 (β n)

+
2 2

+ 1
(β n)2 2

3 2

+ 1
(β n)

注意到 2 2 = 2 1, 化简上式知 n n = 1，即 n 也是一个单
位矢量. 故惯性系 Σ 测得的光速仍为 c.



相对论的加速度合成法则

与牛顿力学相同，相对论力学中质点的加速度仍然定义为其速度
的时间导数. 所以，质点相对于惯性系 Σ和 Σ 的加速度分别是：

w =
du
dt w =

du
dt

通过计算速度合成法则求 u

u =
u+

2

+1(u β)β βc
(1 β u c)

对 Σ系中时间参数 t的导数，可得：

du
dt =

w+
2

+1(w β)β

(1 β u c)
u+

2

+1(u β)β βc
(1 β u c)2

( β w c)

=
1

2(1 β u c)2
w

2

+ 1
β (β w) +

c
β (u w)



注意到

u =
du
dt =

du
dt

dt
dt

dt
dt

= (1 β u c)

我们有：

w =
1

3(1 β u c)3
w

2

+ 1
β (β w) +

c
β (u w)

这就是相对论的加速度合成法则. 它的反变换式如下：

w =
1

3(1 + β u c)3
w

2

+ 1
β (β w )

c
β (u w )

1 低速近似下， 1, u c，质点的加速度将不依赖于惯性
系的选择：

w w

这正是牛顿力学中的情形.



瞬时自身系：

1 倘若取 Σ 为粒子的瞬时自身参考系，则有 u = 0， 但
w = 0.

倘若粒子以速度 u相对于实验室参考系 Σ运动，β = u c. 如此，
实验室系中测得的粒子加速度 w与粒子瞬时自身系中的加速度
w 之间的关系为：

w =
1
3 w

2

+ 1
β (β w )

若 w β,

w =
w

3 = 1 (u c)2
3
2 w # w u

即粒子相对于 Σ系做加速直线运动.



若 w β，

w =
1
3 w

2

+ 1
β (β w )

=
1
3 w

2

+ 1
β(β w ) +

2 2

+ 1
w

=
1
3 w +

2 2

+ 1
w =

w
2

亦即：
w = 1 (u c)2 w # w u

若设 u = uû，此处用单位矢量 û表示速度 u的方向，我们有：

w = u̇û+ u ˙̂u

w u意味着 u̇ = 0，即 Σ系中的观测者认识到粒子的速率
不随时间改变，粒子作匀速曲线运动. 若 w进一步赋值非零
常矢量，则 Σ系中的观测者将观测到粒子作匀速圆周运动.



物理量的显示协变性

我们已经学习了 Lorentz 变换：

x # x = Λ x Λ Λ =

特别是惯性参考系之间的 Lorentz 推动变换：

t = (t β r c)

r = r+
2

+ 1
(r β)β βct

现在我们有条件贯彻狭义相对论的第二条假设了，即考察候选的
“物理学规律”是否具有惯性参考系选择的无关性.

1 当务之急的事情是了解各个具体的物理量在 Lorentz 变换下
如何变换.

2 Lorentz 变换表现为四维闵氏空间中的赝转动：

X # X = Λ X Λ = η 1ΛTη

Λ是 Lorentz 变换矩阵 Λ的逆矩阵，Λ = ΛT



三维欧氏空间中的转动

鉴于 Lorentz 变换非常类似于欧氏空间中的转动，我们首先对三维
欧氏空间中的转动做一简单复习、并讨论一下物理量按照其在转
动变换下的性质所进行的分类.

先看二维平面上的转动, 设坐标系
S 相对于 S转了一个角 ，平面上的
点 P 在新旧坐标系中的坐标分别为
(x y ) 与 (x y). 转动前后 P 点位
置坐标之间的关系是：

x = x cos + y sin
y = x cos + y cos

O

P

✓ X

X
0

Y
Y
0

1 显见，转动变换的特点是保持 OP矢量的长度不变：

OP
2
= x2 + y2 = (x )2 + (y )2



现在考虑三维欧氏空间的转动.

设 P为三维欧氏空间 E3 中的一点, 其在笛卡尔直角坐标系 S中
的坐标为 (x1 x2 x3). P点相对于原点 O(0 0 0)的位置矢量为：

r = xiei

若在 E3 中建立另一笛卡尔直角坐标系 S ，使得 P点在其中
的位置坐标为 (x 1 x 2 x 3)且 r = x iei ，则这两组坐标之间
一般是通过线性变换相联系：

x i = ai j x
j + bi

倘若此变换保持新旧坐标系具有同一坐标原点 ( # bi = 0)
且保持 P点相对于原点的位置矢量的长度不变：

x ixi = xixi ijxixj

则称此线性变换为转动 (Rotation).



1 倘若采取笛卡尔坐标，欧氏空间 E3 中两点之间的距离 (平方)
表达为：

rP rQ
2
= x1

P x1
Q

2
+ x2

P x2
Q

2
+ x3

P x3
Q

2

换言之，

rP rQ
2
= ij xiP xiQ xjP xjQ

由此知 E3 的度规矩阵为单位矩阵，g = ij . E3 的逆度规矩
阵实际上也是单位矩阵

g 1 = ij # g g 1 = g 1g = I $ I = i
j

或者写成矩阵元形式：

ij
jk = kj

ji =
k
i

2 可以在 E3 中引入下指标的笛卡尔坐标：

xi ij xj # xi = ij xj



按照保持位置矢量长度不变的要求，转动变换 x i = ai j xj 的系数
ai j 须满足如下条件：

xixi = x ixi = ij ai k a
j
l x

kxl # ij ai k a
j
l = kl

或者等价地，

a l
i a

i
k =

l
k $ a l

i ij a
j
k

kl

若将线性变换 x i = ai j xj 写成矩阵方程 X = A X， 这里，

X =
x 1

x 2

x 3
A =

a1
1 a1

2 a1
3

a2
1 a2

2 a2
3

a3
1 a3

2 a3
3

X =
x1

x2

x3

我们看到：

ai j = (A)i j # a l
i = (g)ij (A)

j
k g 1 kl

= gAg 1 l

i



换言之，

al i = A
l

i
= A T l

i
$ A g 1ATg

进而可以把转动变换条件 a l
i ai k =

l
k 表为矩阵方程：

A A = I # A 1 = A = g 1ATg AT

1 满足这个条件的矩阵 A称为正交矩阵，相应的变换称为正交
变换. 显见，detA = 1.

2 对于真实的空间转动而言，detA = 1.
3 可以把空间转动 X # X = A X等价地重新表达为

gX # gX = gA X = gAg 1 gX

亦即：
gX T = (gX )T g 1ATg = (gX )T A



注意到：
(gX )T = x1 x2 x3

上式所示的转动变换可以显示地写为：

x1 x2 x3 # x1 x2 x3 = x1 x2 x3 A

其矩阵元形式是：

xi # xi = xl A
l

i
= xl a l

i

值得强调的是：

虽然 xi = ij xj 在取值上等同于 xi，但二者在空间转动下的变
换性质完全不同.
鉴于 a l

i 的定义，

a l
i = ij a

j
k

kl

变换式 xi # xi = xl a l
i 和 xi # x i = ai j xj 在几何内涵上

完全一致.



物理量按空间转动性质的分类

物理量常常分类为标量、矢量和高阶张量等. 这种分类本质上是
根据物理量在三维欧氏空间转动

xi # x i = ai j x
j a l

i a
i
k =

l
k det ai j = det a i

j = 1

下的变换性质规定的 (a l
i = ij a

j
k

kl)：
若某物理量，例如 u，它仅有 1 个分量，在坐标系转动时此分
量保持不变，

u# u = u

则称其为标量.
若某物理量，例如 V, 它具有 3 个独立分量 (v1 v2 v3)，在坐标
系转动时其分量 vi 与位置矢径的分量 xi 具有相同的变换法
则：

vi # v i = ai j v
j

则称 V为 E3 中的矢量、vi 为矢量 V的逆变分量.



考虑矢量 V, 倘若它的 3 个独立分量 (v1 v2 v3)，在坐标系转
动时的变换法则为：

vi # vi = vj a
j
i

则称 vi 为矢量 V的协变分量.
1 矢量 V的协变分量与逆变分量之间的关系是：

vi = ij vj vi = ij vj

根据 v i = ai j vj 并注意到 ij 是转动变换下的不变张量，我们
有：

vi # vi = ij v
j = ij a

j
k v

k = ij a
j
k

kl vl = vl a l
i

2 xi 与 xi 分别称为位置矢量 r的逆变分量和协变分量. 二者的
关系是 xi = ij xj 或者 xi = ij xj.

3 两个矢量 a与 b的点乘运算定义为：

a b aibi = aibi = ij aibj

点乘服从交换律，a b = b a， 其结果是标量.



在欧氏空间 E3 中建立笛卡尔直角坐标系，引入坐标轴方向
的单位基矢 ei 使得

V = viei # ej
i = i

j $ ej = i
j ei = ej

i ei

我们看到两个单位基矢之间的标量积恰好给出了 E3 度规矩
阵的矩阵元：

ei ej = kl (ei)k ej
l = kl

k
i

l
j = ij

由此推论：

V ei = vm em ei = vm im = vi # vi = V ei

也可以在 E3 中定义两个矢量的矢量积、特别是笛卡尔坐标
系中基矢之间的矢量积：

ei ej ijk ek # a b = ijk ekaibj

式中 ei 是与基矢 ei 相关联的所谓余基矢：

ei imem # V = viei = viei



ijk 称为 Levi­Civita 全反对称符号，

ijk =
1 (ijk)形成 (123)的偶排列；
1 (ijk)形成 (123)的奇排列；

0 其他情形.

或者等价地，

ijk =

1
i

2
i

3
i

1
j

2
j

3
j

1
k

2
k

3
k

=

1
i

1
j

1
k

2
i

2
j

2
k

3
i

3
j

3
k

所以 ijk = jki = kij = jik， 但 ijk
ij = 0.

若某物理量 T，它具有 3n+m 个独立分量 Ti1i2 im
j1j2 jn . 在坐标系转

动时其分量的每一个上指标都与位置矢径逆变分量 xi 有相
同的变换法则，每一个下指标都与位置矢径协变分量 xi 有相
同的变换法则：

Ti1i2 im
j1j2 jn # T i1i2 im

j1j2 jn = ai1k1
aimkm Tk1k2 km

l1l2 ln a l1
j1 a ln

jn

则称 T为 E3 中的一个 (m n)型张量，m+ n称为此张量的阶.



以 (0 2)型张量 T为例5，它具有 9 个独立分量 Tij. 在坐标系转动
时 Tij 中的变换法则是：

Tij # Tij = Tkl a k
i a

l
j

Tij 可以进一步分解为：

Tij = Sij + Aij +
1
3
T k

k ij

其中，
1 Sij = 1

2(Tij + Tji)
1
3T

k
k ij 是对称无迹的二阶张量，Sij = Sji，

Sij ji = 0.
2 Aij =

1
2(Tij Tji)是反对称二阶张量，Aij = Aji. 反对称张

量天然无迹，Aij
ji = 0.

3 T k
k Tij

ji 称为张量 Tij 的迹，它本身是一个标量.
4 ij 是 E3 的度规张量，它在空间转动变换下保持不变.

5也可以称它为 2 阶协变张量.



疑难解析:
1 张量的对称性质不因空间转动而改变. 设 Sij 在转动前的坐
标系中是对称张量，Sij = Sji. 空间转动后，

Sij # Sij = Skl a k
i a

l
j = Slk a l

j a
k
i = Sji

2 张量之迹确为标量：

T k
k # T k

k = ak i T
i
j a

j
k = T i

j a j
k a

k
i =

j
i T i

j = T i
i

3 度规 ij 是欧氏空间 E3 中的不变张量：

ij # ij = kl a k
i a

l
j = kl im amn

nk a l
j = im aml a

l
j

所以，

ij = im
m
j = ij



Q： 欧氏空间 E3 中独立的不变张量共有两个. 除二阶对称
的度规张量 ij 之外，另一个不变张量是三阶 Levi­Civita 全反对称
张量 ijk.

现在检验 ijk 在空间转动下的不变性. 首先约定 ijk 是 E3 中的三
阶协变张量，则在进行了空间转动变换 xi # x i = ai j xj 之后， ijk

变为：
ijk # ijk = mnl a m

i a
n
j a

l
k = ijk

上式最后一步基于对称性的分析. 为了确定比例系数 ，注意到
真实空间转动矩阵的行列式是 +1，

1 = detA = mnl a m
1 a

n
2 a

l
3

所以：

= 123 = 123 = mnl a m
1 a

n
2 a

l
3 = 1 # ijk = ijk



点评：

虽然 E3 中独立的不变张量只有 ij 与 ijk，但与它们相关的 ij， i
j

与 ijk 也都是空间转动下的不变张量. 例如在空间转动变换下，
i
j #

i
j = ai k

k
l a

l
j = ai k a

k
j =

i
j

i
i = 3

全反对称的逆变 Levi­Civita 张量 ijk 定义为：

ijk im jn kl
mnl =

im jn kl
1
m

1
n

1
l

2
m

2
n

2
l

3
m

3
n

3
l

=

i
1

i
2

i
3

j
1

j
2

j
3

k
1

k
2

k
3

不难证明（Optional）：

ijk
mnl =

i
m

i
n

i
l

j
m

j
n

j
l

k
m

k
n

k
l

从而，

ijk
mnk =

i
m

j
n

i
n

j
m # ijk

mjk = 2 i
m

ijk
ijk = 6



作为 E3 中张量的物理量举例

标量：质量 m，电荷 Q，静电标势 ，电荷分布的体密度 (r)
等. 特别是处在空间点 r0 处的点电荷 Q的电荷体密度：

(r) = Q (3)(r r0)

显然， ˆ
V

(r) d3x = Q
ˆ
V

(3)(r r0) d3x = Q

Q： 为什么说狄拉克戴尔塔函数 (3)(r r0)是标量？

戴尔塔函数的定义是：

(3)(r r0) =
倘若 r = r0；

0 倘若 r = r0.

ˆ
V

(3)(r r0) d3x = 1



E3 的体积元在笛卡尔坐标系中定义为：

d3x dx1 dx2 dx3

式中 表示坐标微分 dxi 之间的外积6，具有性质：

dxi dxj = dxj dxi # dx1 dx1 = dx2 dx2 = dx3 dx3 = 0

所以，
dxi dxj dxk = ijk dx1 dx2 dx3 = ijk d3x

在空间转动变换下，xi # x i = ai j xj， 我们看到：

dxi # dx i = ai j dxj

d3x # d3x = dx 1 dx 2 dx 3 = a1
i a

2
j a

3
k dxi dxj dxk

6外积就是反对称化的直积. 例如：

dxi dxj = 1
2

dxi dxj dxj dxi



亦即：

d3x = a1
i a

2
j a

3
k

ijk dx1 dx2 dx3 = detA d3x = d3x

换言之，体积元 d3x在空间转动变换下保持不变，它是 E3 中的标
量.

鉴于此以及戴尔塔函数的积分定义式，ˆ
V

(3)(r r0) d3x = 1

我们确信 (3)(r r0)也是 E3 中的标量， 其量纲为：

(3)(r r0) = L 3

矢量：带电粒子的速度 u，静电力 F，电场强度 E，磁感应强度
B等. 特别地，点电荷 Q以速度 u运动时它的电流密度矢量：

j(r) (r)u = Qu (3)(r r0)



梯度算符∇也具有矢量性质. 在笛卡尔直角坐标系中，

∇ = ei
xi

其分量算符在空间转动下的变换法则是：

xi
#

x i =
xj

x i xj

在空间转动下，

xi # x i = ai j x
j # xj = a j

i x i

由此我们知：

xj

x i = a j
i #

x i = xj
a j

i

即 xi 形成了矢量算符∇的协变分量.



4­张量

1 物理量可以按照其在空间转动变换下的变换性质分类为欧氏
空间 E3 中的标量、矢量和高阶张量等.

2 为了方便地表达狭义相对论的相对性原理，我们需要把物理
量按照其在洛伦兹变换下的变换性质重新进行分类.

洛伦兹变换

x # x = Λ x Λ Λ =

可以重新诠释为四维闵氏空间（Minkowski）中的赝转动：

XT η X = X T η X X = Λ X Λ Λ = Λ Λ = I

式中，

Λ = η 1 ΛT η ΛT = (Λ) = Λ # Λ = Λ

且：
detΛ = detΛ = 1

物理量新分类的结果常常称之为 4­张量或者四维协变量.



假设在闵氏空间M4 中建立起了笛卡尔直角坐标系，沿各坐标轴
延伸方向的单位基矢为 e （ = 0 1 2 3）使得

e e =

仅有一个分量且其在洛伦兹变换下保持不变的物理量 A

A # A = A

称为 4­标量.

具有四个分量的物理量 V, 设其在笛卡尔坐标系中表达为：

V = V e

倘若 V 在洛伦兹变换下与位置坐标 x 有相同的变换法则，

V # V = Λ V

则称 V形成了一个 4­矢量. V 称为 4­矢 V的逆变分量.



Q： 怎么定义时间轴方向的单位基矢 e0 ?

通过度规矩阵 与 V 的缩并，我们也可以定义 4­矢量 V
的协变分量：

V V # V = V

在洛伦兹变换下，

V # V = V = Λ V = Λ V

亦即：

V # V = V Λ



具有 4m+n 个笛卡尔分量的物理量 T，倘若在洛伦茨变换下它
的分量

T 1 2 m
1 2 n

中每一个上指标 i (1 i m) 都与逆变位置坐标 x 有相同
的变换法则、每一个下指标 j (1 j n) 都与协变位置坐标
x 有相同的变换法则：

T 1 m
1 n # T 1 m

1 n = Λ 1
1 Λ m

m T 1 m
1 n Λ

1
1 Λ n

n

则称 T为 (m n)型 4­张量，m+ n为此张量的阶.

1 通常把 (m 0)型的 4­张量称为逆变的 m阶 4­张量，把 (0 n)
型的 4­张量称为协变的 n阶 4­张量.

2 m与 n皆取非零值时的 (m n)型 4­张量称为混合张量.
3 4­张量的逆变、协变分量可以通过度规矩阵 或者其逆
相互转换. 例如：

T # T = T



4­标量举例：

事件的间隔
ds2 = dx dx

不受洛伦兹变换的影响，因此是一个 4­标量.

物理过程持续的固有时 d = ds c.

电磁波的相位因子 . 相位只是计数问题，不应随参考系的
改变而发生变化.

粒子的质量 m.

闵氏空间M4 的体积元 d4x = dx0 dx1 dx2 dx3.

带电粒子的电荷 Q及其在M4 中的电荷体密度：

(x) = Q (4)(x x0)
Q
c

(t t0) (3)(r r0)



4­矢量举例：

粒子的时空坐标本身形成了一个四维矢量，

X = (x ) = (x0 r)

常称之为 4­位置矢量，此处 x0 ct.

对 x 的微商算符形成了一个 4­矢量微商，

=
x

=
1
c t

常称之为 4­梯度算符. 洛伦兹变换x = Λ x 的逆变换可
写为：

x = Λ x

因此在洛伦兹变换下，

# :=
x

=
x
x x

= Λ

即 形成了 4­梯度矢量的协变分量.



对 X = (x )的微分形成了一个四维矢量：

dX = (dx ) = dx0 dr

常称之为 4­位移矢量.

将 4­位移 dX与固有时 d 相除，可以构造出一个 4­矢量 U，
其逆变分量为：

U =
dx
d

常称 U为粒子的 4­速度. 按此构造，U 与 x 显然具有完全
相同的在洛伦兹变换规律：

U # U = Λ U

注意到粒子的物理速度为 u = dr dt， 而运动时钟延缓效应
又暗示着：

dt = ud u =
1

1 (u c)2
# U = (U ) = u (c u)

这就是粒子的 4­速度 U与其物理速度 u之间的联系.



粒子的 4­速度 U

粒子 4­速度 U 与其自身求缩并，可以构造出一个四维标量：

U U = c2

此式是 U = (U )最重要的性质.
可以把闵氏空间M4 时间轴方向的单位基矢选择为：

e0 =
U
c

# e0 e0 = 1 = 00

利用 4­速度可以高效地推导出相对论的速度合成法则.

回忆洛伦兹推动矩阵的矩阵元

Λ0
0 = Λ0

i = i Λi
0 = i Λi

j =
i
j +

2

+ 1
i

j

式中 = 1 1 2, 而 β = v c是无量纲化的牵连速度. 惯性系
Σ和 Σ 中粒子 4­速度的逆变分量分别是：

U = u(c ui) U = u (c u i) # U = Λ U



我们有：

u u i = U i = Λi U = Λi
0U

0 + Λi
jU

j = Λi
0 uc+ Λi

j uuj

= i
uc+ i

j +
2

+ 1
i

j uuj

= u ui +
2

+ 1
(u β) i ic

u c = U 0 = Λ0 U = Λ0
0U

0 + Λ0
jU

j = uc j uuj

= u c (1 u β c)

整理此二式，我们看到：

u i = u

u
ui +

2

+ 1
(u β) i ic u

u
= (1 u β c)



把第二式代入到第一式，即得：

u i =
ui +

2

+1(u β) i ic
(1 u β c)

或等价地，

u =
u+

2

+1(u β)β βc
(1 u β c)

这正是相对论的速度合成法则.

通过求粒子 4­速度 U对固有时 的时间导数，可以构造出一
个新的四维矢量 A ：

A
dU
d = (A ) = A 0 a # A =

dU
d

常称 A = (A )为粒子的 4­加速度.



现在研究粒子 4­加速度 A 与其物理加速度 w之间的联系. 注意
到：

U = u(c ui) u =
1

1 (u c)2
dt = ud

我们有 u̇i = wi且 u̇ = 3
u u w c2 . 进而，

A 0 =
dU 0

d =
dt
d

d( u c)
dt = 4

u
u w
c

A i =
dU i

d =
dt
d

d( u ui)
dt = u( u wi + u̇ ui)

= 4
u (1 u2 c2)wi +

u w
c2

ui

= 4
uw

i +
4
u
c2

[u (u w)]i

亦即：

A = (A 0 A i) = 4
u

u w
c

wi +
1
c2

[u (u w)]i



粒子 4­加速度 A 的空间分矢量 a与其物理加速度 w之间的联系
是：

a = A i = 4
u w+

1
c2
u (u w)

1 倘若粒子做加速直线运动，u w， # a = 4
u w.

2 倘若粒子做加速圆周运动，u w， # a = 2
u w.

3 倘若粒子的运动速率远小于光速， u c，精确到无量纲参
数 u c的一次幂，我们看到：

a w

4 在粒子瞬时自身参考系中（u = 0 u = 1），

a = w

故可以把 a诠释为粒子在其瞬时自身系中的物理加速度.



关联于粒子的 4­加速度 A ，存在着如下两个 4­标量：

A U A A

由于 U U = c2, 我们确定粒子的 4­速度 U为类时 4­矢
量. 求此式对于固有时 的导数，我们有：

0 = 2U
dU
d # A U = 0

所以，粒子的 4­加速度 A 是类空 4­矢量. 总可以找到一个
惯性系，使得在其中 A 0 = 0. 因为

A 0 = 4
u
u w
c

这样一个惯性系实际上是粒子的瞬时自身系.



另一个 4­标量常常记为：

A A = a2

在相对论力学中，粒子加速度的量值定义为：

a = A A

1 鉴于 A 的类空性，A A 0. 所以 a 0.
2 a是 4­标量，它的量值不依赖于惯性系的选择.
3 不难证明：

a = 3
u [1 (u c)2]w w+ (u w)2 c2

所以，a就是瞬时自身系中 (u = 0) 该粒子的物理加速度的大
小.



电磁波的相位因子 ei 是一个 4­标量，

= k r t

这是因为某个波峰通过某一时空点是一个物理事件，而相位
只是计数问题，不应随参考系而变.

引入数组 k = ( c k)和 x = (ct r)，可以把 4­标量 重
新写为：

= k x = k x

然而 (x ) = X是一个 4­矢量，即粒子在闵氏空间M4 中的位
置矢量. 所以，

k = ( c k)

必须也是一个 4­矢量， 常称之为 4­波矢. k 的洛伦兹变换
法则为：

k # k = Λ k



倘若考虑洛伦兹推动变换，则有：

k = k+
2

+ 1
(k β)β β c

= ( cβ k)

1 相对论的多普勒效应. 考虑在真空中传播的平面电磁波. 假
设 Σ系中的物理波矢 k与牵连速度 βc之间的夹角为 ，

β k = k cos =
c

cos $ k =
c

我们有：

= ( cβ k) = (1 cos )

若 Σ 系为光源静止参考系， = 0. 这里用 0 标记静止光
源的辐射角频率. 于是，相对论的多普勒效应由下式描写：

= 0 1 2

1 cos
光行差效应# tan =

sin 1 2

cos +



在垂直于光源运动方向观测辐射时，经典力学多普勒效应的
结论是 = 0.

与经典力学结论不同，狭义相对论预言存在横向的多普勒效
应 ( = 2)：

= 0 1 2 0

横向多普勒效应为 Ives­Stilwell 实验 (1938) 所证实.

答疑：

现在解释一下如何理解“可以选择粒子的无量纲 4­速度 U c作为
某惯性系中时间轴方向的单位基矢”.

设 Σ为实验室参考系，有质量粒子 A以速度 u在其中作匀速
直线运动. 倘若在 Σ中建立笛卡尔直角坐标系，可以把坐标
系的基矢取为：

e0 = (1 0 0 0); e1 = (0 1 0 0); e2 = (0 0 1 0);
e3 = (0 0 0 1)



粒子 A相对于 Σ系的 4­速度为：

U = U e = uce0 + uuiei # U
c
= u 1

ui

c

设 Σ 为粒子 A的自身参考系. 倘若也在 Σ 系中建立笛卡
尔直角坐标系，则 A会朴素地认为坐标系的基矢是：

e0 = (1 0 0 0); e1 = (0 1 0 0); e2 = (0 0 1 0);
e3 = (0 0 0 1)

换言之，

e = e = e # e =

特别地，e0 作为一个 4­矢量，其在粒子自身系 Σ 中的笛卡尔
分量为：

e0 = 0



借助于 Σ Σ的逆洛伦兹推动变换 Λ (u)，我们推知类时
4­矢量 e0 在实验室参考系 Σ中的笛卡尔分量为：

e0 = Λ (u) e0 = Λ (u) 0 = Λ 0(u)

所以，

e0
0 = Λ0

0(u) = u e0
i = Λi

0(u) = uui c

亦即：

e0 = u 1
ui

c
=

U
c

同理知类空 4­矢量 ej (j = 1 2 3) 在实验室参考系 Σ中的笛
卡尔分量为：

ej = u
uj
c

i
j +

2
u

u + 1
uiuj
c2



闵氏空间M4 中的不变张量

M4 中存在着三个独立的不变张量： ， 和 .

与 是M4 中不变张量. 假设 和 在洛伦兹变换

x # x = Λ x 下形成二阶张量， 我们有：

# ( ) = Λ Λ

= Λ Λ

= Λ Λ

=

=

# ( ) = Λ Λ

= Λ Λ

=

同理知M4 的逆度规张量 也是不变张量.



称为四阶 Levi­Civita 全反对称张量. 其文字定义式是：

=
1 若 ( )是 (0123)的偶置换

1 若 ( )是 (0123)的奇置换
0 其他情况

从而，

=
1 若 ( )是 (0123)的偶置换

1 若 ( )是 (0123)的奇置换
0 其他情况

若将上述文字重新写成标准的数学表达式，即为：

=

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

=

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3



满足的基本运算公式是：

=

此式可以通过前页给出的 Levi­Civita 符号行列式表达式证实
（Optional Exercise）. 由此可知 具有的几个重要恒等式：

1

=

2

= 2 = 2

3

= 6 = 24



C ： 是M4 中的不变张量.

下面证明此立论. 假设 是洛伦兹变换 x # x = Λ x
下的四阶张量，则有：

# = Λ Λ Λ Λ

最后一步的成立源自于对称性分析. 暂设：

=

我们看到：

= 0123 = 0123 = Λ0 Λ1 Λ2 Λ3 = det(Λ) = 1

换言之， 在洛伦兹变换下保持不变：

=



物理规律的洛伦兹协变性

Q: 4­张量为什么重要？

相对性原理声称：所有惯性参考系都是等价的、物理规律对于
所有惯性系都可以表达为相同形式.

倘若一个物理学方程中的每一项都属于相同类型的 4­张量，例如：

F + H = 0

式中 F 与 H 都是 4­矢量. 或者，

T + U + W = 0

式中 T , U 及 W 都是二阶 4­张量， 则在洛伦兹变换下，方
程的每一项都按相同的方式变换，保证方程的形式与惯性参考系
的选择无关， 从而使得该物理学方程获得作为相对论所接受的
物理规律的资格.



以
F + H = 0

为例. 假设这是惯性系 Σ中的观测者通过实验所建立的一个物理
量之间的关系式，其中的 F 与 H 已被确认形成两个 4­矢
量. 这样，若在惯性系 Σ和 Σ 之间进行洛伦兹变换

x # x = Λ x

则在惯性系 Σ 里我们有：

F = F Λ = H Λ = H

亦即：
F + H = 0

此方程在两个惯性系中采取了相同的数学形式， 因此有资格作
为一条被狭义相对论所承认的物理学规律.



Q： 如下方程
A B + C = 0

是否有资格作为一条狭义相对论承认的物理规律？

正确答案是：
不知道 (unkown)

1 不能自欺欺人地脑补、想当然地把 A ，B 与 C 等认作是
4­ 矢量与二阶 4­张量. 切记！ 尚未明确其在洛伦兹变换下的
变换性质之前，它们不过是一些多分量数组而已.



Q： 怎么建立狭义相对论承认的物理规律？
1 一种可能的方案是从非相对论性的候选实验规律出发，设法
将其中的物理量更换为相应的 4­张量. 通过不断试错，最终
归纳出既符合实验事实、又满足相对性原理要求的物理规律.

例如，(真空中) 静电现象的实验规律是：

E =
0

E = 0

静电场强分布的无旋性允许我们引入静电势替代场强描写静电
场，E = . 所以，

2 = 0

严格地说，此静电泊松方程仅仅在电荷分布 的自身参考系
中才成立.



若想将其过渡到任意惯性系，必须把其中出现的物理量更换
为相应的 4­张量. 特别地，

2 # =
1
c2

2

t2
+ 2

进而：
= 0

接下来必须把 与 替换为相应的 4­张量. 最简单的选择是
假设它们均为 4­标量，如此上述方程自然符合相对论原理的
要求. 次简单的选择是假设它们构成了 4­矢量的时间分量

A = ( A) J = ( j)

符合相对性原理的方程变成了：

A = J 0 # A = j 0

相比于 的方程，现在多出了 A满足的波动方程. 当然还可
以有更复杂的选择. 我们应该如何抉择呢？
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1 ϋுІ݅ၩ࢏ࢭ˓ቦ (Formalism) ሄᡷ
༸Ɇ႐ފᛖॲɆȝၩ˚࿘᤹൤υ
ᐌ࿟ቁܴ
ᐌ࿟௵᤹؃

2 ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ၩኢΆ؃ᛖ
᛾࿘ʃɅኢΆ؃઀Η࿢ᄲ؃Ჽࡣ
ᚚᒔѳྐ
ʏފᆅऌς҆஽ᢔ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ਁ೼᤹
Maxwell ଔᆍኗ
ȯȳᤷᚕၩ 4­௵᤹
ਈ޸Ჸ࿢ᄲ؃ਁ೼࡮ݺȶ୆Ӏ᪩ᚕЊ͹ Chern­Simions ᫩Ჽ
࿢ᄲ׹࡮ࢡ؃ආʿ·੭ЎҊ੐ȝၩҊ੐ൡϖ
ᡫኽފᆅऌȠᜒ༑ྐݟ
ରᆦࡐᆇފᆅऌȠᎾЎ᤹ݕज
ᆦᨭᠠЎފᆅऌȠᚧЎ᤹ݕज
࿢ᄲ؃ၩԚݺ᫯࢏ࢭ˓ቦ



˚࿘᤹൤υ

1 ধʢᢄਘৡ࠻࿢ቁܴȠ࿢ᄲ؃኉͹ϡϋுІ݅ၩ࢏ࢭ˓ቦᲪ
ᢏᡞݟɆආʿ·ȟҊၩ˚࿘᤹൤υࢄᇀᇟҫ႐ފऌѳྐၩ
࿢ЎІْ݅ஔଔᆍኗ.

Ԛݺ᫯ѳྐ (ஃޔ˚࿘᤹ѳྐ)Ჸ

Ȗȳ̓ݕІ݅˓ቦᲪ׹႐ҮၩରᨭΎ
ၩʩ˔ႝݣၩЎІ݅ᡞᆍ P QᲪࣘ
࿘᤹൤υ˚ុืݟ

S =
ˆ Q

P
L(qi q̇i) dt

҈஼̸ᲪѠᲸ

S = 0

Q

P

qi

t

�qi

˚࿘᤹൤υ Sၩఈ L(qi q̇i)ᆅȽ˓ቦၩਁ೼υૼᲪ΄ȶ qi ȽࡘɆ
؎௵Ცq̇i ȽࡘɆᢓ࡮. ༷ᇀ qi ၩૼႋᆅȽ˓ቦၩᐌ࿟ૼ࡮.



ਁ೼ଔᆍ

І˓ቦኢΆ༌ྐॲɆȝၩЎІ݅ଔᆍᲪѠݕ̓ S = 0ᲪҚʞᢏᡞ
ਁ೼υૼᙊȽᲸ

L
qi

d
dt

L
q̇i

= 0

ೄ࢏ᆅȽਁ೼ (Lagrangian) ଔᆍ.

ᛜହڿȝ.

ᒉࡘɆ؎௵ qi ҆࿖ɟȖȳҊϋ qiᲪޑݑᜉਁލ೼υૼ҆࿖ڿȝ
ҊϋᲸ

L =
L
qi

qi +
L
q̇i

q̇i

ɳ੐ചରᨭૼލӶചҊϋၩಲ࡟ᲪѠʝ q̇i = d
dtᲪҚৡȜ࢏ᤷଓΗ

ȽᲸ

L =
L
qi

d
dt

L
q̇i

qi +
d
dt

L
q̇i

qi



Ԛݺ᫯ѳྐ S = 0 ᙊᡷȽᲸ

0 = S =

ˆ Q

P
L dt

=

ˆ Q

P
dt L

qi
d
dt

L
q̇i

qi +
L
q̇i

qi
Q

P

൫ॲϡࡘɆ؎௵׹៘ࢾၩȯȳᇊມڊၩҊϋ؈Ƚ᪥Ც qi P = 0,
qi Q = 0, Ȝ࢏ஃҰȖ᫩Ƚ᪥. ঽʞᲸ

0 =

ˆ Q

P
dt L

qi
d
dt

L
q̇i

qi

࿟ɥ qi ၩʩॲऌᲪȜ࢏ၩদᇀॲөႫᲸ

L
qi

d
dt

L
q̇i

= 0

ᡧೃ୆ஏࢿၩਁ೼ଔᆍ.



ᙊȽࡁІ˓ቦၩਁ೼υૼݕᛖऌၩ༅᫯І݅ȶᲪ̓ފ႐᫃׹
˓ቦЎᎾȠИᎾɇࠟᲸ

L =
N

i=1

1
2
mq̇2

i V(qi)

ʜ͹ϡਁ೼ଔᆍȶᲪѠݕ̓ࣉІॐࢭȝၩ༅᫯ᇣɣࣄݟᲸ

mq̈i =
V
qi

ਁ೼υૼ L΅அᎾ᤹ၩ᤹ኈ. Ƚס

S =
ˆ Q

P
L(qi q̇i) dt

˚࿘᤹൤υ S΅அᎾ᤹Ƞରᨭɑᆄၩ᤹ኈᲸ

[S ] = ML2T 1 ! S
! dimensionless

Sၩ᤹ኈݣᩤȜɖ୆ᚧЎ᤹ၩ᤹ኈ.



᫯ೃϖᆍݺቦၩ઀ᡷɖҚʞᤳ҈Ԛ˓ኢΆІ݅পፇኢΆ؃ފ
࢏ (Formalism). ௵؎ቦၩ༣ࣶ࿟ೃϖ˓ݟ̻ qi ӶȠɇ΀ᠡၩ
ೃϖЎ᤹ pi

pi(t)
L
q̇i

઀Η. ˓ቦၩЎІ݅ΤݟɥԚݺ᫯᤹ (ȟୌӄରᨭѿૼରᲪԚ
᫯᤹Қ᛹ᤵȽ˓ቦၩओᎾ᤹)Ჸݺ

H(qi pi)
N

i=1
piq̇i L(qi q̇i)

ЎІ݅ଔᆍ୆ঽᜪԚݺ᫯ೃϖଔᆍኗᲸ

dqi
dt =

H
pi

dpi
dt =

H
qi

.ᩤȜȠਁ೼ଔᆍᇭʨݣݑ



ᤳ҈ɟԚݺ᫯ೃϖᆍ࢏ҰᲪҚʞݟɆʩॲȯȳ༌ྐ᤹ A B
ɇᨭၩ൜஺ਙҡᲸ

A B
N

i=1

A
qi

B

pi
B

qi
A

pi

༑Ϟ؀Ც
qi pj = ij qi qj = qi qj = 0

൜஺ਙҡ΅அऌᝮᲸ

A B = B A

A BC = B A C + A B C

A B C + B C A + C A B = 0

ϝ࿘൜஺ਙҡҚʞৡԚݺ᫯ೃϖଔᆍኗᤷଓᙊᡙȽᲸ

dqi
dt = qi H

dpi
dt = pi H



႐ފऌѳྐފ˚࿘᤹൤υၩᩬϣ

F : Ƚɟืុ႐ފऌѳྐᲪࣘ᫫ৡ˓ቦၩ˚࿘᤹൤υ஽ᢔȽ
ᨮ೼ᆦᨭM4 ȶၩ 4­௵᤹.

ᙊᡙȽᲸࡁᛖऌኢΆІ݅ȶᲪᝮມၩ˚࿘᤹൤υފ႐׹

S =
ˆ

(x ẋ ) d " ẋ
dx
d

ȶ࢏ Ƚᝮມๅаၩ׬அର. ˓ቦਁ೼υૼ = (x ẋ )
ၩᢄਘஅڗࣁၩʩॲऌᲪ႐ފऌѳྐʈᚕചݑ୆Ȗȳ΅அᎾ
᤹᤹ኈၩ 4­௵᤹.

஼̸஭ʧ S = 0 ᙊᡙȽਁ೼ଔᆍᲸ

x
d

d ẋ
= 0

᤼ɥ Ƞ Ƚ؈ 4­௵᤹ፊ x Ӷ ẋ Ƚ؈ 4­კ᤹Ცڿೄਁ೼ଔ
ᆍȶҩ᫩ᣯ୆႐Үሼثၩ !᤹ࢗ­4 ೄਁ೼ଔᆍ΅அହୌၩ
ආʿ·Ҋ੐ȝၩȟҊऌ.



ৡ x ( )႙˚ቁܴၩೃϖ؎௵, ͹Ƞɇ΀ᠡၩೃϖЎ᤹࢒

ẋ

᫯υૼᲸݺɆ˓ቦၩԚݟᢏᡞОᛇ࣓Ҋ੐ࡒ

= ẋ ! = (x )

ধʢɖҚʞৡފቁܴၩ઀Η኉͹ϡԚݺ᫯ᆍ࢏. ೄॐࢭȝ˚
࿘᤹൤υၩ஼̸஭ʧᤷଓᙊᡙȽԚݺ᫯ೃϖଔᆍኗᲸ

dx
d =

d
d =

x

Ԛݺ᫯ೃϖଔᆍኗȠਁ೼ଔᆍ୆ᇭʨၩ.

᤼ɥ Ƞ Ƚ؈ 4­௵᤹ፊ x Ӷ Ƚ؈ 4­კ᤹, Ԛݺ᫯ೃϖ
ଔᆍኗɖ΅அହୌၩආʿ·Ҋ੐ȟҊऌ.



ፅᖜϡ˓ቦਁ೼υૼȠԚݺ᫯᤹ݟɆၩʩॲऌᲪ Ƞ ஔ᠕
.அႏ੫ၩ༌ྐॲɆ1ൄࡒ ˓ቦၩ༌ྐ᤹ᲦᎾ᤹ƁЎ᤹ᇭᲧᲪࣘ
᫫ʏފᆅऌȠݕजࣄݟၩ΁ቦς҆́ςݟɆ.

ၩᜒ༑ࣄݟजݕᆅऌȠފሄᡷൃᢏІ݅˓ቦ׹ཷ (Noether)
.ྐݟ ᛙ x ( ) ! x ( ) = x ( ) + x ( )୆І݅˓ቦၩȖ
ᅷފᆅऌᲪѠ x ( ᐐ˚࿘᤹൤υၩ૧ҊᲸލȟࡒ(

0 = S =
ˆ

d
x

x +
ẋ

ẋ

=

ˆ
d

x
x +

ẋ
d x
d

=

ˆ
d d

d ẋ
x +

ˆ
d

x
d

d ẋ
x

=

ˆ
d d

d ẋ
x

ஃҰȖ೅˭࿘ɟਁ೼ଔᆍᲦ˓ቦ൘ႫႝݣၩኢΆ៘ࢾᡡЎᲧ.
1༑Ϟ؀ᲪȟᎾ൘࿘᫃႐ފᛖऌኢΆІ݅ၩɗ।Ცৡ ᜇᚬȽ˓ቦЎᎾȠИ

ᎾɇࠟƁৡ ᜇᚬȽ˓ቦၩओᎾ᤹.



ঽʞᲪ

x : S = 0 ! d
d ẋ

x = 0

ᡧޢ୆႐ފᛖІ݅˓ቦॐࢭȝၩᜒ༑ྐݟ.

1 x = ࡁ) 4­კ) ᙊᅇଣᆣޔၩରᆦࡐᆇҊ੐. ̩ᒉ˓ቦ΅
அରᆦࡐᆇҊ੐ȝၩȟҊऌᲪᣆɅ႐ࡣၩݕजࣄݟ

d
d ẋ

= 0 ! d
d ẋ

= 0

Ჸࣄݟजݕ᛹ᤵȽ˓ቦၩᎾ᤹ƁЎ᤹ޢ

dp
d = 0 " p

ẋ

4­კ᤹ p ᆅȽІ݅˓ቦၩ 4­Ў᤹Ც΄ରᨭϋ᤹Ƞᆦᨭϋ᤹ϋ
Ϟ᛹ᤵȽ˓ቦၩᎾ᤹Ƞ༌ྐЎ᤹Ჸ

p =
E
c

p



ᛖऌኢΆ؃ᛖȶᲪ؃ފ႐׹ Ψ(x)ၩ˚࿘᤹൤υࡁᙊᡙȽᲸ

S =
ˆ

L (Ψ Ψ) d4x

L = L (x)ᆅȽኢΆ؃˓ቦၩਁ೼υૼ࡮ݺ (Lagrangian)Ცݑ
ࣘ᫫୆Ȗȳ 4­௵᤹. ਁ೼࡮ݺၩ᤹ኈȽ [L (x)] = M L 2T 1.

஼̸஭ʧ S = 0 Қᇭʨ؀ᙊᡙȽڿȝਁ೼ଔᆍᲸ

L
Ψ

L
( Ψ)

= 0

̩ᒉ ΨȽ ᲪϖೄኢΆ؃ၩਁ೼ଔᆍହୌ؀୆ආʿ·ȟ᤹ࢗ­4
ҊၩᲪʏፊืុɟ႐ފऌѳྐފɥ̪ᢄ༌ྐᚚࣄၩដఊݥ௩.

ধʢཷ׹ʞ௵᤹؃Ƚ˲ᲪᛆᛖȖȝኢΆ؃ॐࢭȝၩᜒ༑ྐݟ. ᛙ
Ψ = Ψ(x)ȽM4 ᆦᨭȶၩȖȳ 4­௵᤹؃. ̩ᒉ ΨסȽ௜ᅷѳס
҆࿖ɟȖȳଣᆣޔ૧ҊᲸ

Ψ(x) ! Ψ (x) = Ψ(x) + Ψ(x)



ឰၩ؃࢒ݑ Ψ(x)ਁ೼࡮ݺၩ૧ҊȽᲸ

L (x) ! L (x) = L (x) + L (x)

΄ȶᲪ

L (x) =
L
Ψ(x)

Ψ(x) +
L

( Ψ(x))
Ψ(x)

=
L

( Ψ(x))
Ψ(x) +

L
Ψ(x)

L
( Ψ(x))

Ψ(x)

= j (x) +
L
Ψ(x)

L
( Ψ(x))

Ψ(x)

ҞᇊᇣȖ᫩ȶςཷၩ

j (x) =
L

( Ψ(x))
Ψ(x)

୆Ȗȳ 4­კ᤹Ცፊᇣɣ᫩ೃ೪ɥኢΆ؃˚࿘᤹൤υ؃᤹ފ Ψ(x)
ၩ൤υૼލ.



ஃْஔၩ൤υૼލ୆Ჸ

Ψ(y)
Ψ(x)

= (4)(x y)

ȽᲪס

S =
ˆ

L (y) d4y =
ˆ

L (Ψ(y) Ψ(y)) d4y

˚࿘᤹൤υ؃᤹ފ Ψ(x)ၩ൤υૼލᚿሊڿȝᲸ

S
Ψ(x)

=

ˆ
d4y

L (y)
Ψ(y)

Ψ(y)
Ψ(x)

+
L (y)

( Ψ(y))
( Ψ(y))
Ψ(x)

=

ˆ
d4y

L (y)
Ψ(y)

(4)(x y) +
L (y)

( Ψ(y))

(4)(x y)
y

=
L
Ψ(x)

L
( Ψ(x))



ঽʞᲪҚʞৡ؃᤹ၩଣᆣޔ૧Ҋ Ψ(x)ঽ࢒ឰၩኢΆ؃ਁ೼࡮ݺ
ၩ૧ҊᙊᡙȽᲸ

L (x) = j (x) +
S

Ψ(x)
Ψ(x)

ፅᖜϡ Ψ(x)ၩႝݣๅаᢵʏਁ೼ଔᆍᲪ

S
Ψ(x)

=
L
Ψ(x)

L
( Ψ(x))

= 0

ধʢஅᲸ
j (x) = L (x)

̩ᒉ Ψ(x) ! L (x) = 0Ცϖᆅ Ψ(x)ȽኢΆ؃˓ቦၩȖᅷ
.ᆅऌފ Ƞ΄႐ˆၩݕजࣄݟȽᲸ

j (x) = 0

4­კ᤹ j (x)ޢᆅȽೄኢΆ؃႐ࡣɥᡧȳފᆅऌၩݕजඖ.



̩ᒉ Ψ(x)୆࿟ରᆦ؎௵ၩࡐᆇҊ੐ x = ឰၩᲪ࢒

Ψ(x) =
Ψ

x
! L (x) =

L

x
= (L )

ᖩ່ L = 0Ცˍڿೄ Ψ(x)ʎȽኢΆ؃˓ቦၩȖᅷފᆅऌ
ᲦରᆦࡐᆇފᆅऌᲧ. Ƞ΄႐ˆၩݕजࣄݟ

T (x) = 0

ᆅȽ˓ቦၩᎾ᤹ƁЎ᤹ݕजࣄݟ. ɣᩜ ᤹ࢗ­4 T (x)

T (x) =
L

( Ψ(x))
Ψ(x) L (x)

᛹ᤵȽೄኢΆ؃ၩᎾ᤹Ў᤹2᤹ࢗ.

2T00 Ƞ T0i ϋϞ᛹ᤵȽኢΆ׹؃ E3 ȶၩᎾ᤹˓࡮ݺȠЎ᤹˓࡮ݺᲪፊ Tij ᛹
ᤵȽ؃ၩЎ᤹ඖ᤹ࢗ࡮ݺ.



ᐌ࿟ቁܴ

ধʢͮ႙႙႐ފᛖІ݅ފᐌ࿟ቁܴၩ઀Η. ᛙቁܴᝮ᤹Ƚ mᲪ΄
M4׹ ȶၩᡡЎ᠝᡻ᲦȦ࿬ኒᲧҚʞϨаȽᲸ

x = x ( ) i f



ቁܴၩȦ࿬ኒᲦworld­lineᲧȜᲪ႐ᣕȯມɇᨭၩᨭ᪅ҚᙊȽᲸ

ds2 = dx dx =
dx
d

dx
d (d )2 = U U (d )2 = c2 (d )2 0

ᇀុɥM4 ၩζ˔ᲪҚʞৡ ds2 ྐᚬȽቁܴȦ࿬ኒȜ႐ᣕ
ȯມɇᨭၩ࣑࢚ͪᨡᲪݑ୆Ȗȳ 4­௵᤹.
ɥᡫ੫ފ xi = x ( i)Ƞ xf = x ( f)ၩ΄ʔ៘3ࢾᲪ

dx
d

dx
d = c2

ᡧɮ̪ᢄ៘ࢾȜ႐ᣕȯມɇᨭၩ࣑࢚ͪᨡȽᲸ

ds2 =
dx
d

dx
d d

ds2 ʎ୆Ȗȳ 4­௵᤹Ც ds2 = L.

ೄᲪUס3 U = c2 .஭ʧچᆅ˚୆ቁܴၩᝮࡁ



ᐌ࿟ቁܴၩਁ೼υૼҚʞݟɆȽᲸ

= mc
dx
d

dx
d = mc ẋ ẋ " ẋ

dx
d

Ɇၩݟೄڿ ତ୆Ȗȳ 4­௵᤹ᲪҀ΅அᎾ᤹ၩ᤹ኈ4Ც୆႐ފᛖІ
݅ॲɆȝᐌ࿟ቁܴҫఊၩਁ೼υૼ.

ȟ᪑႙ςᲸ

x
= 0

ẋ
= mc

ẋ
ẋ2

ᡧᤶችݟ ẋ2 ẋ ẋ . ঽʞᲪᐌ࿟ቁܴॐࢭȝၩਁ೼ଔᆍ (ɵ
Ѡᐌ࿟ቁܴȦ࿬ኒଔᆍ)

x
d

d ẋ
= 0

ᙊᡙȽᲸ

0 =
d

d
ẋ
ẋ2

! d2x
d 2 = 0

4ʏፊ̓ᛜɟ˚࿘᤹൤υ΅அᚧЎ᤹᤹ኈ.



Ȝ᫆ၩᚿሊȶஃҰȖ೅˭࿘ɟቁܴၩᝮچ஭ʧ ẋ2 = c2.

̩ᒉৡފᐌ࿟ቁܴၩ઀ᡷ኉͹ϡԚݺ᫯ᆍ࢏Ცϖ᪩ᚕ࢒͹Ƞ
ቁܴೃϖ؎௵ x ( )΀ᠡၩೃϖЎ᤹

ẋ
= mc

ẋ
ẋ2

! = m2c2

ȠԚݺ᫯᤹Ჸ

ẋ = mc
ẋ ẋ

ẋ2
+ mc ẋ2

ȟᡞࣁୌ່Ც
= 0

ঽʞᲪ˹ো = mc ẋ2 ၩОᛇ࣓Ҋ੐ࡒȟᎾࢄᇀឰᐌ࿟
ቁܴஅॲɆၩԚݺ᫯ᙊᡷ5.

׹ᇀࢄᲪ່ࢦ5 = mc ẋ2 ْᄈȜၩᐌ࿟ቁܴਁ೼ᙊᡷʎ୆ҫྐၩ.



ধʢɖҚʞৡᐌ࿟ቁܴၩਁ೼υૼᤷଓᢄਘȽᲸ

=
m
2

dx
d

dx
d =

m
2

ẋ ẋ =
1
2
mẋ2

ೄڿ ତ୆Ȗȳ 4­௵᤹ᲪҀ΅அᎾ᤹ၩ᤹ኈᲪʏፊɖ୆႐ފᛖІ
݅ॲɆȝᐌ࿟ቁܴҫఊၩਁ೼υૼ6.

ȟ᪑႙ςᲸ

x
= 0

ẋ
= mẋ

ਪ໑ଓݟɆၩਁ೼υૼ Ც઀Ηᐌ࿟ቁܴЎІ݅ๅаၩਁ೼ଔᆍ

x
d

d ẋ
= 0

ᙊᡙȽᲸ

0
d

d (mẋ ) = 0 ! d2x
d 2 = 0

ᡧೃ୆ধʢஏ஍ၩኦெᲪɖȠ = mc ẋ2 ืុၩਁ೼ଔᆍኦ
ᛖȖᐐ.

6όࣛৡ ୻ᚬȽᐌ࿟ቁܴၩЎᎾ. ᜏॼॲЎᏇᇮၩҮ݅००΄ȶၩᢪྐ.



˹োଓਁ೼υૼ ၩОᛇ࣓Ҋ੐Қʞࢄᇀឰᐌ࿟ቁܴஅॲɆၩ
Ԛݺ᫯ᙊᡷ.

᚜ x ( )Ƚቁܴၩೃϖ؎௵Ც΀ᠡၩೃϖЎ᤹ݟɆȽᲸ

=
ẋ

= mẋ = mU

ਪ໑Оᛇ࣓Ҋ੐Ცᐌ࿟ቁܴၩԚݺ᫯᤹ݟɆȽ7Ჸ

= ẋ =
1

2m
=

1
2m

2 0

᫯ೃϖᡡЎଔᆍኗȽᲸݺೄᲪᐌ࿟ቁܴၩԚס

dx
d = =

d
d =

x
= 0 ! d2x

d 2 = 0

7ɖȟᎾৡ ୻ᚬȽᐌ࿟ቁܴၩЎᎾ.



Ƚס
d
d = 0

= mU ΄ޑࡁज᤹ᲪᢏݕᩤȜ઀Ηɟᐌ࿟ቁܴၩȖኗݣ
௵ᛍȽ 4­Ў᤹Ჸ

p = mU = m u ( c ui)

ᡧȳݕज᤹ 4­კ᤹ၩରᨭϋ᤹Ƞᆦᨭϋ᤹ϋϞࡣފɥᐌ࿟ቁ
ܴ˚࿘᤹൤υ׹ରᨭࡐᆇȠᆦᨭࡐᆇҊ੐ȝၩȟҊऌᲪסೄ
Қʞ᛹ᤵȽቁܴၩᎾ᤹ EȠЎ᤹ pᲸ

p =
E
c

p ! p =
E
c

p

ᝮچ஭ʧ ẋ2 = c2 Қ࿘ቁܴၩ 4­Ў᤹ᇭʨ؀ᙊᡙȽᲸ

p p = m2c2 ! p2 = m2c2

࢏ᛖॲɆȝᐌ࿟ቁܴၩᎾ᤹ƁЎ᤹΁ቦފ୆႐ޢᩤȜݣݑ
E2 = m2c4 + p2c2.



ఉ੕ 4­Ў᤹ၩݟɆ p = mU ʞ҂ 4­ᢓ࡮ U Ӷቁܴ༌ྐᢓ
࡮ uɇᨭၩ΁ቦᲪ႐ފᛖॲɆȝቁܴᎾ᤹ƁЎ᤹ᙊᡙȽᲸ

E = cp0 =
mc2

1 (u c)2
p =

mu
1 (u c)2

Ѡ˭ቁܴ᫁ೂȟЎᲪݑɖ΅அ᫃᪥ၩᎾ᤹Ჸ

E0 = mc2

அᝮ᤹ቁܴ᫁ೂᎾ᤹ၩઊᅇ୆༸Ɇ႐ފᛖஃᤷᚕၩদெɇ
ȖᲪݑȽѳܴᎾၩ҆ࢇȠϝ࿘ݟڵɟྐᛖْᄈ.

ቁܴסȽᡡЎፊ΅அၩᎾ᤹ᆅȽЎᎾ. ᛖІ݅ȶފೄᲪ႐ס
ቁܴЎᎾၩݟɆ୆Ჸ

K = mc2
1

1 (u c)2
1

ȟ᪑ᛜହ׹ u cၩˏᢓᡢˊȝᲪKၩȜᡷᙊᡙࢥןޑ࢏༅
᫯І݅ȶᝮມЎᎾၩᙊᡙ࢏Ჸ

K
1
2
mu2



ᐌ࿟௵᤹؃

ᛙ Φ(x)ȽM4 ȶၩ௵᤹؃Ც΄ਁ೼࡮ݺҚݟɆȽᲸ

L (x) =
1
2

Φ Φ
1
2

mc
!

2
Φ2 ! [Φ] = M

1
2T

1
2

ȶ࢏ mᆅȽ௵᤹؃ Φ(x)ၩᝮ᤹ѿૼᲪ[m] = M. ধʢᱍᛂ mȽ
4­௵᤹Ცڿೄ L ହୌ୆ 4­௵᤹ᲪʏፊʏธڟȜ̓ᛜɟೄ௵᤹؃
ྐᛖၩѿፅቦᢄਘଣ΁ऌ.

Ƚס L ȶஒЩӄ႐ɨ˚࿘᫩Ცೄਁ೼࡮ݺ઀ΗၩݣᩤȜ୆Ȗȳ
ᐌ࿟௵᤹؃ၩๅа. ਁ೼ଔᆍȽᲸ

Φ
mc
!

2
Φ = 0

ᡧ୆Ȗȳආʿ·ȟҊၩ൨Ўଔᆍ. m = 0 ॲөႫೄ௵᤹؃൨Ўၩ
ʻ૆ᢓޔ࡮ɥͯᢓ c.



.࢏᫯ᆍݺ؃ၩ઀Η኉͹ϡԚ᤹௵ৡ׹ཷ ʞ Φ(x)˚Ƚ႐ᆦᨭȶ
؃ၩೃϖ؎௵ᲪȠɇ΀ᠡၩೃϖЎ᤹ݟɆȽᲸ

(x) =
L

( 0Φ(x))
= 0Φ(x) = 0Φ(x)

ΤݟኢΆ؃ЎІ݅ๅаၩԚݺ᫯࡮ݺఉ੕ਁ೼࡮ݺ L ၩОᛇ࣓
Ҋ੐ݟɆᲸ

H (x) = (x) 0Φ(x) L (x)

=
1
2 0Φ(x) 0Φ(x) +

1
2 iΦ(x) iΦ(x) +

1
2

mc
!

2
Φ2

=
1
2

2(x) +
1
2

Φ(x) Φ(x) +
1
2

mc
!

2
Φ2

Ȝ࢏Ҟᇊၩᙊᡙൄ࢏அହୠၩආʿ·Ҋ੐ऌᝮ. ȟᡞᲪࣙן௵᤹
؃Ꮎ᤹Ў᤹᤹ࢗၩݟɆ࢏Ც

T (x) =
L

( Φ(x))
Φ(x) L (x)

ধʢᡑᛂς H (x) = T00(x)



1 ௵᤹؃ၩԚݺ᫯࡮ݺ H ஽দɣᩜ ၩ᤹ࢗ­4 00 ϋ᤹Ც׹ݑආ
ʿ·Ҋ੐ȝᢵʏɣᩜ᤹ࢗၩҊ੐ൡϖ.

2 H (x) = T00(x)ॲөႫҚʞ׹༌ྐȜৡ H ᛹ᤵȽ௵᤹؃
Φ(x)׹ E3 ȶၩᎾ᤹˓࡮ݺ. ੐ᚲɇᲪҚʞৡ Φ(x)؃ၩओᎾ
ɆȽᲸݟ᤹

H =

ˆ
Ω

H (t r) d3x

=

ˆ
Ω

d3x
1
2

2 +
1
2

Φ Φ+
1
2

mc
!

2
Φ2

ஃҰᛇধʢᙉȜᐌ࿟௵᤹؃ Φ(x)ၩԚݺ᫯ೃϖଔᆍኗᲸ

0Φ(t r) =
H
(t r)

= (t r)

0 (t r) =
H

Φ(t r)
= 2Φ(t r)

mc
!

2
Φ(t r)



Q: ᛾࿘ʃɅኢΆ؃઀Η࿢ᄲ؃ࡣ Ჽ
ᭊͮ႙႙᫁࿢݅ၩӈᡳ.

᫁࿢И (r)୆ืុ൜஺ଔᆍၩࣶ᫁ϋࠪᲸ

2 = 0

́ʜ੐ 2 ! Ც ᚕചธȠИҮର˹រɥରᨭѿૼࡒ tӶᆦᨭ
ˎკ rᲪধʢҚʞৡᡧȳଔᆍઁуȽᲸ

(x) = J(x)

ʞϙ೅ืុ႐ފऌѳྐၩᚕചᲪ࢏ȶችݟ = 1 Ƞ = 1 ୆༷
ᇀ҈̸ၩଣ᤹ኈݣѿૼ. ಷႝೃᢏᡞ႐ފऌѳྐ̪ފᢄ༌ྐᚚࣄ
ၩដఊݥ௩Ცᡦ᫫ފИ (x)Ӷธ J(x)׹ආʿ·Ҋ੐ȝၩऌᝮ́ς
ହᄗᚚݟ.

ஃሄьၩᢄਘ୆̻ݟИ (x)Ƞธ J(x)؈୆ 4­௵᤹؃.



̻ᛙ௜༌ྐ؃Қʞ࿘Иϋࠪ (x)઀ΗᲪ΄ЎІ݅ๅаଔᆍ୆Ჸ

(x) = J(x)

΄ȶ J(x)୆ (x)ၩธ. Ƚᇟҫ႐ފऌѳྐၩᚕചᲪধʢ̻ᛙ (x)
Ӷ J(x)؈ȽM4 ȶၩ௵᤹؃ᲪѠ 4­௵᤹؃. ȟ᪑႙ςᲪȜᡷЎІ݅
ଔᆍҚʞ႙́୆ਁ೼υૼ࡮ݺ

L (x) =
2

+ J(x) (x)

Τݟၩਁ೼ଔᆍ.
1 ਁ೼࡮ݺȶஒ࢒͹௵᤹؃ (x)ၩᝮ᤹᫩Ც႐ࢦɥ̻ᛙೄ௵᤹
؃઀Ηၩ൨Ў΄႐ᢓ࡮ᇭɥͯᢓ.

2 ธ J(x)Қʞ୆ҒȖȳ௵᤹؃পፇζȳ௵᤹؃ၩፘҫ. ধʢᡧ
ᤶȟ΁ࣖ J(x)ஔ᠕ၩЎІ݅Ცʈৡݑ႙˚୆Ȗȳ๮҆ɟ (x)
ၩ 4­௵᤹؃.

3 (x)ၩЎІ݅ଔᆍࣶ᫁׹ᡢˊȝ᡽аȽ൜஺ଔᆍᲸ

2 (r) = J(r) ! (r) =
4

ˆ
d3x

J(r )

r r



௵᤹؃ (x)ၩओᎾ᤹୆Ჸ

H =

ˆ
Ω

d3x
2

2 +
2

J " = 0

Hᆄϋఈȶၩ 2 ᫩ᆅȽ (x)؃ၩЎᎾ᫩ (kinetic term). Ƚ
ɟ̓ᛜଣธၩᐌ࿟௵᤹؃Ꮎ᤹அȝ࿬ᲪЎᎾ᫩ࣘ᫫᫃ᝦ.
! = 1.
˭࿘კ᤹ϋுजᇭ࢏

= ( ) 2

Ƞ؃ଔᆍᲪݟ̻ࡒ

(x)
r

0

ধʢҚʞৡ؃ (x)ၩᎾ᤹૧ΗȽᲸ

H =
1
2

ˆ
Ω

d3x ( 0 )2 2
0 J

ೄڊ୦ର̓࿰ɟѿૼ ҈̸ၩȟᄗݟ.



ɥ᫁ೂၩธঽ๮҆ၩ᫁؃Ცފ

J(x) = J(r) (x) = (r) ! 0 = 2
0 = 0

؃ၩᎾ᤹ᙊᡙȽᲸ

H =
2

ˆ
Ω

d3x J(r) (r)

ɵѠᲸ

H =
2

8

ˆ
d3x
ˆ

d3x
J(r )J(r)
r r

̩ᒉ๮҆᫁؃ϋࠪ (r)ၩธ୆ȯȳມ༣ᓒᲪ

J(r) = Q1
(3)(r r1) + Q2

(3)(r r2)

؃᤹௵ʢʞݑ (r)Ƚܔʍ҆࿖႐ɨ˚࿘ၩ႐ɨ˚࿘Ꮎ᤹ȽᲸ

12 =
2

4
Q1Q2
r1 r2



᚛ݥ

12 =
2

4
Q1Q2
r1 r2

ধʢ႙ϡᲸ

1 ȯȳҮҡၩມ؃ธɇᨭၩ႐ɨ˚࿘ᆢᇄ୆଍Іᡦ୆࢒ІȠѿ
ૼ ၩ҈̸ଣ΁Ცˍࢡຩ؀˹រɥѿૼ ၩ҈̸.

2 ̩ᒉҚʞ҈ = 1Ცϖ Q1 Ӷ Q2 Үҡର 12 0Ცᙊହɣມ
؃ธɇᨭܺ׹ၩ୆଍І. ȟࡓၩ୆Ცᡧ୆Ȗȳᖞ̻ၩҚᎾऌ.

3 ௵᤹؃ (x)ၩ႐ފᛖऌྐᛖᚕച = 1. Q1 Ӷ Q2 Үҡର
12 0. ੐ᚲɇᲪɣȳҮҡၩມ؃ธɇᨭᢏᡞ௵᤹؃˚Ƚܔ

ʍʻᢋၩ႐ɨ˚࿘І୆࢒І.

4 ঽʞᲪ׹༸Ɇ႐ފᛖॲɆȝᲪ࿢ᄲ؃ၩИȟᎾ࿘௵᤹؃઀Η8.

ତ່௵᤹؃ȟᎾᎧʩᲪধʢҕڽ੩ቩ࿘კ᤹؃઀Η࿢ᄲ؃ၩҚᎾऌ.
8ᣆɅᲪ႐ފᛖॲɆȝșஅ࢒ІၩИҚӀ࿘௵᤹؃઀ΗӣᲽ



ᛖऌઁуଔᆍᲸފϡ᫁࿢И൜஺ଔᆍၩ႐ן

(x) = J(x)

ତ່ȟᎾৡИ (x)Ӷธ J(x)႙́ 4­௵᤹؃ᲪᣆɅ੫ȝமஃሄьၩ
Ꮎืុ႐ފऌѳྐᚕചၩଔఔ୆̻ᛙݑʢࢭদ 4­კ᤹؃ၩରᨭϋ
᤹Ჸ

A (x) = ( (x) A(x)) J (x) = (J(x) J(x))

ʏፊৡ᫁࿢И൜஺ଔᆍ׹႐ފᛖॲɆȝᤷଓઁуȽᲸ

A (x) = J (x)

଻᭭ᛜᲪAݳ (x)ஈʏၩᡧȳ൨Ўଔᆍबڽ୆ආʿ·ȟҊၩਁ೼
࡮ݺ

L (x) =
2

A A + J A

ঽΤݟၩਁ೼ଔᆍ.



1 Ƚҋɢଔ̆ឰᚘᲪধʢ୦ରৡ 4­კ᤹؃ A (x)ᆅȽ̪ᢄ࿢ᄲ
И.

2 ਁ೼࡮ݺȶஒςཷ A (x)ၩᝮ᤹᫩Ც

1
2

2A A

႐ࢦɥঢ়ᛂ̪ᢄ࿢ᄲИ઀Ηၩ൨Ў΄႐ᢓ࡮ᇭɥͯᢓ.
3 ধʢმᢪ࿢ᄲ؃ၩธ୆࿢ᓒ࿢ඖϋࠪ. ೄᲪҚʞৡס J (x)ᆅ
Ƚ࿢ඖ࡮ݺ 4­კ᤹. ᡧᤶȟ΁ࣖ J (x)ஔ᠕ၩЎІ݅Ცʈৡݑ
႙˚୆Ȗȳ๮҆ɟ A (x)ၩ 4­კ᤹؃.

4 კ᤹؃ A (x)ၩЎІ݅ଔᆍࣶ᫁׹ᡢˊȝ᡽аȽĀ൜஺āଔ
ᆍᲸ

2A (r) = J (r)

ଣ࿬ᆦᨭၩᚬȽᲸ׹΄

A (r) =
4

ˆ
d3x

J (r )

r r



კ᤹؃ A (x)ၩᎾ᤹Ў᤹᤹ࢗ୆Ჸ

T =
L

( A )
A L ! T = 0

= A A +
2

A A J A

࿟ೄმ΄׹ E3 ȶၩᎾ᤹˓࡮ݺȽᲸ

H = T00

= 0A 0A +
2

A A J A

=
2

( + A A ) J A

ȶ࢏

=
L

( 0A )
= 0A

୆႐ᆦᨭȶȠೃϖ؎௵ A (x)΀ᠡၩೃϖЎ᤹.



კ᤹؃ A (x)ၩओᎾ᤹ȽᲸ

H =

ˆ
d3xH =

ˆ
d3x

2
+

2
A A J A

ݟ̻

A (x)
r

0

ধʢҚʞৡ؃ၩओᎾ᤹૧ΗȽᲸ

H =

ˆ
d3x

2
( 0A ) ( 0A )

2
A 2

0A 2
J A

ɥ᫁ೂၩธފ J (r)ঽ๮҆ၩ᫁؃ A (r)Ც

H =
2

ˆ
d3x J (r)A (r) =

8

¨
d3x d3x

J (r) J (r )

r r



̩ᒉ๮҆᫁؃ϋࠪ A (r)ၩธ୆ȯȳມĀ࿢ᓒāᲪ

J (r) = 0 Q1
(3)(r r1) + Q2

(3)(r r2)

ʢʞკ᤹؃ݑ A (r)Ƚܔʍ҆࿖႐ɨ˚࿘ၩ႐ɨ˚࿘Ꮎ᤹Ƚ9Ჸ

12 =
2

4
Q1Q2
r1 r2

1 Ƞ௵᤹؃ॐࢭሼˊᲪȯȳҮҡၩມ؃ธɇᨭၩ႐ɨ˚࿘ᆢᇄ
୆଍Іᡦ୆࢒ІȠѿૼ ၩ҈̸ଣ΁Ცˍࢡຩ؀˹រɥѿૼ
ၩ҈̸.

2 ̩ᒉҚʞ҈ = 1Ცϖ Q1 Ӷ Q2 Үҡର 12 0Ცᙊହɣມ
Ā࿢ᓒāɇᨭܺ׹ၩ୆଍І. ᡧೃ୆ধʢঽ᪩ᚕၩኦெ.

3 ȟࡓၩ୆ধʢࡒଣᡞᄕၩྐ࿟Ꮎ҈ࢡ = 1. ᡧ୆סȽკ᤹
؃ A (x)Ꮎ᤹࡮ݺᙊᡙ࢏ȶၩЎᎾ᫩୆Ჸ

1
2

=
1
2

( 0)
2 + Σ3

i=1( i)
2 ! Failure !

9Чࣣᛍ J0(r) = J 0(r).



ကມᤷᤷၩѿፅə



ϱ᫆ၩϋு˭ধʢुϡᲸ
̩ᒉ࿢ᄲИҚʞࢭদȖ
ȳ 4­კ᤹؃ A (x)Ცϖ΄
ରᨭϋ᤹ A0(x)Ƞᆦᨭ
ϋ᤹ Ai(x)ȟᎾࢺೄ༷
ᇀ.

ɟᡧȳᛙ०ၩཷݣ˓΅
ଔఔ୆ޖڐ (H. Weyl)
ઁςၩᚚᒔѳྐ.

ᚚᒔѳྐɇঽʞᎾү৓
দȽ༌ྐ޸ȝƁஃҰ҆ژ
݅ȶΤْݟஔ႐ɨ˚࿘
ІၩȖ஭ᦀࣄᲪࢥЉɥ
1954 ࡑ Yang­Mills ᩠᫃
ᝤޖᚚᒔྐᛖၩᛷ࿖.



ய਼ݐȠሺޖ଒ᲦMillsᲧᲸ



ᓬᜒڱରၩயࠫԭ (1957)Ჸ



чʀ༌ྐ݅ݱၩܴ҄ୀᲸ

ধʢɖȟᎾࣣᛍӶய਼ͮݐ࿖ȖឰȽчʀɡͯၩண૪ᢪͮ࿖. ண
யסೃᄗ؀᫴ᚲɟ࢟˚࿘ᡞᆍȶݔᆅȟݕजፊϋɹɟ 1957 ࡮ࡑ
ၩᜒᝤޖ༌ྐ݅᤺ڱ.



ॵЎȶ׭ʀ༌ɇၧ߆༌ྐ݅ݱய਼ݐ (2021)Ჸ

᫱ڱᛧ:

ᇂ׹ᅸ݅Ӷʻ኱ၩɳҁມȜᲪ॒ʀᑄᑄ. ˞ᝧམካȦ࿬ၩڿೄ෦
.ೄኅႝᲪধʢᣯହၦڿၩ׭མካᅑڪ˞ᲹڒᲪঔၩʀȟڷ ஁ኢᲪ
˞ᇂ׹Ȧ࿬ϱ੥Ჹཷ׹Ც˞Ƞݱ׭Ȗឰҳஒம.



ІȠ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ၩ኱࢒ςᚚᒔѳྐஃϙၩႋၩ୆०஽ᢔઁޖڐ
Ȗྐᛖ (1918). ᪃ႫࡘɆ႐ފᛖ (GR) ၩᛷ࿖ (1916)ᲪধʢஅɟȖ
ȳ઀Η࢒Іၩ႐ފᛖऌྐᛖ. GR ȶܺ׹Ⴋȯȳ઀Ηରᆦऌᝮၩ
ЎІ݅Ҋ᤹

g (x) Γ (x)

Γ (x)ᆅȽʫސ፮ኮᲪݑ࿘ɥݟɆ Ჸڿ˲.؃ၩшҊ࣑՗᤹ࢗ­4

A =
A
x

+ Γ A B =
B
x

Γ B Γ B

GR ᢏᡞ̻ᛙ g = 0Ც˭ࣉ Γ (x)Ƞ g (x)ȟ༷ᇀ. ᡧ୆
Ȗȳኅቑၩ࢒Іྐᛖ.

ᢏᡞৡ஭ʧ׮ᛮޖڐ g = 0 ஂ੐Ƚ

( + A ) g = 0

ࣉ˭ Γ (x)Ცg (x)Ӷଓ࢒͹ၩ 4­კ᤹؃ A (x)țፇɇᨭࢺ
ೄ˹រ. ΄ᡦභ҂ϡɟڐІɇ࢒׹ᩤȜݣၩྐᛖࢄೄ஽ڿ
ʔၩ႐ɨ˚࿘І.



ᆅऌᲸފႫȖᅷଓၩ׹ᛖၩ˚࿘᤹൤υܺྐޖڐ

g (x) ! g (x) = 2(x)g (x)

A (x) ! A (x) = A (x) ln 2(x)

ᡧȳފᆅҊ੐Ƞରᆦ؎௵ x ၩҊ੐ଣ΁Ცኅቑ୆؃ၩҊ੐.
ɥފ g (x)ፊᚲᲪݣݑᩤȜ୆ަ࡮ˈድҊ੐ (Conformal).

4­კ᤹؃ A (x)ၩҊ੐ଔ࢏बڽ୆࿢ᄲИၩᚚᒔҊ੐Ცסೄ
ৡޖڐ A (x)᛹ᤵদɟ࿢ᄲИ.

໵ס଒ؚޖڐފၩ࿢ᄲ࢒І኱Ȗྐᛖਦ҅࡮ࣶފ. ޖڐெڿ
ၩྐᛖ୆ೃᄗၩᲪᣆɅ࢒І؃ȶѳܴ҆ͯၩ᫿ཪȟʈ˹រɥ
ѳܴႋϱၩˎጕƁɖ˹រɥݑၩๅаѪҝ. ᡧȳ੭ᛖȠ᭭ݣ
႐ऽ. .ᛮޜᝫၩڞ଩ஏ΁ɥᚚᒔҊ੐ၩАІ୆Ȗಲޖڐ

ܴ᤹І݅Ღ1925ᲧƁ༑Ϟ୆൨ЎІ݅Ღ1926ᲧᨧȦҰᲪ഻ݷɟڗችр
.ᤷଓჰᆢɟᚚᒔҊ੐ޖڐၩࡑ ᡧȖಲʔ҈ࣉɟᤷڗদЉᲟ



20 ȦኁϙҠᲪˆ᪃Ⴋѳܴͯᝇ݅ၩ҆޸Ც༌ྐ݅ݱʢᢉ෱ᛂᛡϡ
ͯȠݣ༌ቁܴᣯ΅அ൨ЎƁቁܴɣᤷऌ. ೃᄗ؀઀Ηɟ࿢ܴᇭݣ
༌ቁܴ൨ቁɣ᝕ऌၩྐᛖ୆ঽᜪ᫃႐ފᛖऌܴ᤹І݅Ჸ

༌ቁܴၩ༣ࣶ࿟൨υૼݣ Ψ(x)઀Η. Ψ(x)ஔ᠕ȟ୆Қᚙඝ
᤹Ɓൄஅ༌ྐॲɆᲪˍ Ψ(x) 2 ୆҆ཷቁܴၩ౯ཪ˓࡮ݺ.

൨υૼ Ψ(x)᪃ରᨭၩๅаᢵʏᕼݟᜫଔᆍ.ᐌ࿟ቁܴၩᕼݟ
ᜫଔᆍȽᲸ

i! Ψ

t
=

!2

2m
2Ψ

̩ᒉȟᚿቁܴၩᐌଜᲪϖᐌ࿟ቁܴᕼݟᜫଔᆍၩ႐ފᛖऌފ
୆ঽᜪၩࡣ Klein­Gordon ଔᆍᲸ

Ψ(x) 2Ψ(x) = 0

ೄڊĀ൨υૼāΨ(x)୆Ȗȳ 4­௵᤹؃Ც΄அ૬ၩᝮ᤹ѿૼȽ
= mc !.



ఉ੕൨υૼၩ౯ཪ᛹ᤵᲦᚘȜ᫥ᲧᲪΨ(x)Ƞ Ψ(x) exp(i ઀׹(
Ηݣ༌ቁܴܴࣶ᤹ଔ᫆୆ݘͺᇭʨၩᲸ

Ψ(x) Ψ (x) = Ψ(x) exp(i ) R
ၩᄗᲪ Ψ(x) 2 = Ψ (x) 2ᲪȤࢦ ରૼࡁݣ҈ Ψ(x)Ƞ Ψ (x)
ஈʏҮȖȳ൨Ўଔᆍ.

Q: ̩ᒉ = (x)Ცᇭʨऌ Ψ(x) Ψ (x) = Ψ(x) exp(i )୆Ӏ
ᡦܺ׹?

஘ቨ؀႙Ცᖩ່ Ψ(x)Ƞ Ψ (x) = Ψ(x)ei (x) ʎ΅அ႐Үၩኯފ
̸10Ც

Ψ(x) 2 = Ψ (x) 2

Ƚסˍ

Ψ (x) = Ψ(x)ei (x) = ei (x) [ Ψ(x) + iΨ(x) (x)]

Ψ(x)Ƞ Ψ (x) = Ψ(x)ei (x) ȟืុ႐Үၩ൨Ўଔᆍ !ȟΒᇭʨ.
10ᱍᛂ (x) R.



ၩᚚᒔѳྐޖڐ

ၩ०ൡޖڐ (1929) ȠʴȟҮᲪʔᛂȽᲸ

൨υૼၩ౯ཪ᛹ᤵ୆ܴ᤹І݅ȶࣘ᫫ؑݕၩْஔѳϖ. ੐ᚲ
ɇᲪΨ(x)Ƞ Ψ (x) = Ψ(x)ei ׹ = (x)ॐࢭȝɖ୆ᇭʨၩ.

Ψ(x)Ƞ Ψ (x) = Ψ(x)ei (x) ȟᎾืុᐌ࿟ቁܴ൨υૼၩ൨Ў
ଔᆍᲪᜌହᐌ່࿬ȟܺႝ׹ೃၩᐌ࿟ቁܴ. ༌ቁܴᣯᚕѿݣ
Ƞ௜ᅷ࿟ 4­კ᤹؃ A (x)ʻᢋၩ႐ɨ˚࿘.

Ƚɟ௵ᛍݣ༌ቁܴѿȠၩ႐ɨ˚࿘Ც̻ޖڐᛙݣ༌ቁܴથ࠻
௜ᅷᓒ q. Ƚɟᛇ Ψ(x)Ƞ Ψ (x)ืុ႐Үၩ൨ЎଔᆍᲪޖڐ
̻ᛙࣘ᫫׹൨Ўଔᆍȶৡ ஂ੐ȽшҊૼލሊᇟ

= iqA (x)

ࢊયࡣೄڿ Klein­Gordon ଔᆍᲪፊ૧࿘ڿȝ൨Ўଔᆍ

Ψ(x) 2Ψ(x) = 0

઀Ηݣ༌ቁܴ൨Ўऌ.



༌ቁܴ൨υૼ҆࿖ˎ႐Ҋ੐ݣࢦ

Ψ(x) ! Ψ (x) = Ψ(x)eiq (x)

ରᲪ˚Ƚ႐ɨ˚࿘ܔʍၩ 4­კ᤹؃ A (x)ᚕ҆࿖Ȗȳˆ᪃ၩ
ᚚᒔҊ੐Ჸ

A (x) ! A (x) = A (x) + (x)

ೄᲪڿ

Ψ(x) ! Ψ (x) = iqA (x) Ψ(x)eiq (x)

= eiq (x) + iq (x) iqA (x) Ψ(x)

= eiq (x) [ iqA (x)]Ψ(x)
= eiq (x) Ψ(x)

ҮྐஅᲸ

Ψ(x) ! Ψ (x) = eiq (x) Ψ(x)



ᡧఇᲪݣ༌ቁܴ൨υૼืុၩ൨Ўଔᆍ

Ψ(x) 2Ψ(x) = 0

፮ҫҊ੐׹

Ψ(x) ! Ψ (x) = Ψ(x)eiq (x) A (x) ! A (x) = A (x) + (x)

ȝݣᩤȜ୆ȟҊၩᲸ

Ψ (x) 2Ψ (x) = ei (x) Ψ(x) 2Ψ(x) = 0

Ҋ੐ܴס ei (x) ၩͺ˓ਪ୞ᢏɑൡࢭদ U(1)ጥ. ೄᲪȜᡷס
፮ҫҊ੐ᆅȽެيၩ U(1)ᚚᒔҊ੐. 4­კ᤹؃ A (x)ᆅȽ
U(1)ᚚᒔИᲪ΄઀Ηၩ႐ɨ˚࿘ʻᢋܔʍᆅȽ U(1)ᚚᒔ؃.

ᚚᒔҊ੐ၩܺ׹ॲөႫᚚᒔИ A (x)Ƞ

A (x) = A (x) + (x) ( = 0 1 2 3)

઀Η׹ U(1)ᚚᒔ؃ଔ᫆ݘͺᇭʨ. ೄᲪᚚᒔИס A (x)ၩϋ
.ȟᣯ୆༷ᇀၩЎІ݅Ҋ᤹ࡒ᤹ Қʞਪڿ˲ A0 (x) = 0 (x)
ᢄਘᚚᒔҊ੐υૼ (x)! A0(x) = 0.



ᚚᒔҊ੐υૼ (x)ʏ༌ྐȜᛎ୆ݘͺʩॲၩ. ெஅ᪩ᚕᲪڿ
(x)ҚʞʀȽ؀᪃ॲਨݟ. ਨݟ (x)ᡧʧɢᢏࡁᆅȽᢄਘ

Āᚚᒔā. Қʞᢏᡞചᚬ࣑ϋଔᆍڿ˲

A (x) = (x)

ਨݟ (x)Ც ɥ୆ᚕചᲸࢦ႐ݑ

A (x) = 0

ᡧఇᄗݟၩᚚᒔᆅȽආʿᒦ (Lorenz) ᚚᒔ. ආʿᒦᚚᒔஃᆩ
ςၩʵມ୆ݑ΅அѿፅቦᢄਘଣ΁ऌᲪסೄ୆࿢ЎІ݅ȶஃ
.࿘ၩᚚᒔᢄਘࡁ ࿢ЎІ݅ȶҒȖȳ˭࿘᫿ཪᠶᮓၩᚚᒔᢄ
ਘ୆ࡢʐᚚᒔᲸ

A(x) = iAi(x) = 0

.அѿፅቦᢄਘଣ΁ऌൄݑ ϱ᫥ઁϡၩ

A0(x) = 0

ɖ୆Ȗȳҫྐၩ (᫃ආʿ·шҊၩ) ᚚᒔᢄਘ.



ኦᲸޔᚚᒔѳྐޖڐ

1 ൨υૼ Ψ(x)Ƞ Ψ(x)eiq (x) ၩᇭʨऌᚕചݣ༌ቁܴࣘ᫫થ࠻
௜ᅷᓒ qᲪѿȠ࿟ᚚᒔИ A (x)ʻᢋၩ U(1)ᚚᒔ႐ɨ˚࿘Ც
ࣉ˭ Ψ(x)ืុ൨Ўଔᆍ11Ჸ

Ψ(x) 2Ψ(x) = 0

ȶ࢏ = iqA (x).
2 ༌ᝮ؃ Ψ(x)ȠᚚᒔИ 4­კ᤹؃ A (x)ၩҊ੐

Ψ(x) ! Ψ (x) = Ψ(x)eiq (x) A (x) ! A (x) = A (x)+ (x)

኱ᆅȽ .U(1)ᚚᒔҊ੐(ၩيެ)
3 ༌ᝮ؃ Ψ(x)ၩ൨Ўଔᆍ

Ψ(x) 2Ψ(x) = 0

.ᚚᒔҊ੐ȝ΅அȟҊऌيެ׹ ᡧޢ୆̏ᆅၩެيᚚᒔފ
ᆅऌ.

11ೄݟ̻ڊ Ψ(x)୆ 4­௵᤹؃Ც઀Ηଣᐌଜ௵᤹ቁܴၩ൨Ўऌ.



C : U(1)ᚚᒔޢ؃୆࿢ᄲ؃.

1 ᢏᡞɇϱၩᛆᛖধʢმᢪȖȳȟ҉ች஫ၩ 4­კ᤹؃ A (x)ࡒ
ȟᎾᢞᡃᐌඔ؀઀Η࿢ᄲИ. ெᡨȖ೅ᚕചڿˍ A (x)୆
U(1)ᚚᒔИᲪѠᚕച A (x)ၩਁ೼࡮ݺ΅அެيᚚᒔҊ੐

A (x) ! A (x) = A (x) + (x)

ȝၩȟҊऌᲪϖ A (x)ೃ୆࿢ᄲ؃ၩИ.

.ካς᛿ኙᚬᤵ׹ཷ

̩ᒉ࿢ᄲИҚʞ࿘Ȗȳ 4­კ᤹؃ A (x)઀ΗᲪᣆɅ࿘ɥ஽ᢔ࿢ᄲ
؃ਁ೼࡮ݺၩĀׇͪʧāҕᎾڿȝɪᅷ Ჸ᤹ࢗ­4

A (x) A (x) J (x)

ೄڊ J (x)୆࿢ඖ࡮ݺ 4­კ᤹. ȶ˭࿘࡮ݺ࿢ᄲ؃ਁ೼׹ J (x)୆
Ƚɟ҅ୁ࿢ᓒ࿢ඖ୆࿢ᄲ؃؃ธၩْஔ᭭ݣɢݣ.



ሼ೪ɥ௵᤹؃ Φ(x)ਁ೼࡮ݺȶၩЎᎾ᫩Ც

1
2

Φ(x) Φ(x)

ধʢ஘ቨ؀ཎඝ࿢ᄲ؃ A (x)ਁ೼࡮ݺȶၩЎᎾ᫩୆࿘Āࡘ
Ɇᢓ࡮ā A (x)஽ᢔςၩڿȝ 4­௵᤹Ჸ

1
2

A (x) A (x)

ᆅኗҫފᆅȠ҅ފāၩ࡮Ɇᢓࡘ͹Ā࢒

F (x) = A (x) A (x)
G (x) = A (x) + A (x)

ধʢ႙ϡᲸ

A (x) =
1
2

F (x) + G (x)



ཎඝၩ࿢ᄲИЎᎾ᫩Қʞ૧ΗȽᲸ

1
2

A (x) A (x) =
1
8

F (x)F (x) + G (x)G (x)

່ፊҕஅ F (x) ৅୆ᚚᒔȟҊၩࢡ؃ᲪG (x) ȟ΅அᚚᒔࡒ
Ҋ੐ȝၩȟҊऌ.

1 ࿢ᄲ؃ਁ೼࡮ݺၩЎᎾ᫩ҕᎾፅᖜᚚᒔȟҊၩ 4­௵᤹Ჸ

F (x)F (x)

ፊ G (x)G (x)᫩ࣘ᫫ᐛࢊ.

2 ̩ᒉᤳ҈׭ᩤьˎϣࡒᚿ҂࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ᡞᆍȶၩରᨭ
҅ๅފᆅऌӶݔᆅݕजࣄݟᲪȖᐩৡ࿢ᄲ؃ਁ೼࡮ݺȶ
ၩЎᎾ᫩҈ȽᲸ

LK(x) =
1

4 0
F (x)F (x)

ȶ࢏ 0 Ƚႝᆦၩᄲލཪ.



F (x)ᆅȽൡਁᇣ᤹ࢗᲪপᆅȽ࿢ᄲ᤹ࢗ؃. ࿢ᄲИ́ᚚࢦ
ᒔҊ੐ A (x)! A (x) = A (x) + (x)Ც࿢ᄲ᤹ࢗ؃

F (x) A (x) A (x)

ၩҊ੐ൡϖ୆Ჸ

F (x)! F (x) = A (x) A (x)

= A (x) + (x) A (x) + (x)

= A (x) A (x)
= F (x)

Ѡ F (x)୆ᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊ᤹.

ᢏᡞച F ȠM4 ȶͺ҅ފᆅȟҊ᤹ࢗ ၩድࡒᲪҚʞ
Ჸ᤹ࢗ࿢ᄲ؃ͅފɆঽᜪݟ

F (x)
1
2

F (x)

.ୌ່ɖ୆ᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊ᤹ݑ



F (x)Ƞ F (x)ၩድࡒҚʞࢭদڿȝᚚᒔȟҊၩ 4­௵᤹Ჸ

F (x)F (x)

ᡧȳ 4­௵᤹୆ A (x)ၩɣಲث. পᛔধʢҚʞፅᖜৡݑ˚
Ƚ࿢ᄲ؃ਁ೼࡮ݺЎᎾ᫩ၩȖȳ̪ᢄፇ. ່ፊ࿟ɥ ȟ
୆ରᨭ҅ๅҊ੐Ӷᆦᨭ҅ސҊ੐ȝၩȟҊ12᤹ࢗᲪᡧȳ 4 ௵
᤹ςཷਁ׹೼࡮ݺȶʷᄀ؍࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ᡞᆍȶၩݔᆅݕ
ज. ᚿ҂ᡧȖມᲪ࿢ᄲ؃ၩਁ೼࡮ݺȶȖᐩࡒȟЩਙᡧȳᚚ
ᒔȟҊၩ 4­௵᤹.

୞ᢏၩ 4­კ᤹؃ A (x)ၩਁ೼࡮ݺȶҚʞЩӄȖȳᝮ᤹᫩

mc
!

2
A (x)A (x)

ˍೄᝮ᤹᫩ɖȟ΅ڋᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊऌᲪסೄȟᎾςཷ׹
࿢ᄲ؃ၩਁ೼࡮ݺȶ.

12 .Ҋ੐ȝʷ૧Ҋᇟҡސରᨭ҅ๅҊ੐Ӷᆦᨭ҅׹



ᇴကᲸ

᜖Ұ (20220324) அҮ݅ᨧᲸ࿢ᄲ؃ਁ೼࡮ݺЎᎾ᫩ȶ୆ӀҚʞЩ
ӄڿȝĀࡘɆᢓ࡮āၩɣಲث

( A ) ( A ) = ( A )2

ᇴఔ୆ȟҚʞ.

A (x)ൄஅᚚᒔҊ੐ A (x)! A (x) = A (x) + (x)ȝၩȟҊ
ऌᲸ

A (x)! A (x) = A (x) + (x)

ᨧᬄȶၩɣಲ׹ثᚚᒔҊ੐ȝҊদɟᲸ

A 2 = ( A )2 + 2 ( A ) ( ) + ( )2

Ѡ˭ϋᅮςȖɮͺૼލ᫩ᲦȮ੟ᲧᲪɖଣൡਪ໑௜ȳҫྐၩྐ࿟ৡ
Ȝ࢏ȶභ҂ᚚᒔҊ੐υૼ (x)ၩ᫩ͺȮࢊ. ɣಲث ( A )2 ᖩ່
୆ 4­௵᤹Ცˍס΄ȟ΅ڋᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊऌᲪൄݑஅដఊςཷ
.ȶ࡮ݺ࿢ᄲ؃ၩਁ೼׹



পᛔஅҮ݅ᜓϡ௜ɮѿፅə13Ȝৡ࿢ᄲ؃ਁ೼࡮ݺၩЎᎾ᫩Ηদ
ɟ

L (x) =
1
2

A A +
1
2
( A )2

Ȝ࢏ၩኦெȠஔᛎɆϱ᫥ၩᇴကࡒଣΎ׹თ႓. Ȝ࢏Ҟᇊȯ᫩؈
ଣᚚᒔҊ੐ȝၩފᆅऌᲪˍɣፇɇӶ୆ᚚᒔȟҊၩ. ʞধɇᚘᲪȜ
მᢪ׹ҕȟᡞ୆ݑᲪ࡮ݺၩ́ൡȟ୆ʏᇣȖѳྐς҆஽ᢔਁ೼࢏
ɟਁ೼࡮ݺၩೃᄗ࢏ࢭҰγᇴఔፊࠢ. ȟ᪑႙ςᲸ

F F = ( A A ) ( A A )

= 2 A A 2 A A
= 2 A A 2 (A A ) + 2A ( A )

= 2 A A 2 (A A ) + 2 (A A ) 2 ( A )2

Ȯࢊɟଣ΁ቪᚕၩͺૼލ᫩ҰᲪধʢஅᲸ

1
4
F F =

1
2

A A +
1
2
( A )2

ጉቹᛎɆᲸDavidڿ˲13 Tong, Quantum Field Theory, Eq.(1.18), Page 16.



ఉ੕ A (x)Ƞ F (x)ᡦҚʞ஽ᢔςȯȳ 4­௵᤹Ჸ

A (x)A (x) F (x)
F (x) " F (x)

1
2

F (x)

۞Ȥȟᛖೄɣ ʢजᇭݑȽסᚚᒔҊ੐ȝ୆ӀȟҊᲪ׹᤹௵­4
ɥ᪥Ცݑʢᐌ່ȟʷςཷ׹࿢ᄲ؃ၩਁ೼࡮ݺȶ.

࿢ᄲ؃ਁ೼࡮ݺၩ႐ɨ˚࿘᫩அڿȝ̪ᢄ 4­௵᤹Ჸ

J (x)A (x)

ᚚᒔҊ੐ȝᲪJ׹ (x)A (x)ၩҊ੐ऌᝮ୆Ჸ

J (x)A (x) = J (x)A (x) + J (x) (x)

= J (x)A (x) + J (x) (x) J (x) (x)

Ȝ࢏Ҟᇊᇣɣ᫩ (J )୆ͺૼލ᫩Ცݑၩܺ׹ȠӀȟࢵԝ
˚࿘᤹൤υᲪҚʞ᚜ፊȟᚘ. ಷ˭ J (x)A (x)΅அᚚᒔҊ੐
ȝၩȟҊऌᲪࣘᚕ஭ʧ୆ܺ׹࿢ᓒݕजࣄݟ, J (x) = 0.



ᢏࡁৡ࿢ඖ࡮ݺ 4­კ᤹ J (x)ၩϋ᤹࢏ࢭᙊȽᲸ

J = (c j)

ȶ࢏ (x)Ƞ j(x)ϋϞ᛹ᤵȽ࿢ᓒ࿢ඖ˓ቦၩ࿢ᓒ˓࡮ݺȠ
࿢ඖ࡮ݺკ᤹. ೄᲪආʿ·ȟҊၩᡫኽऌଔᆍڿ

J = 0

Қʞ࿘ϋ᤹࢏ࢭᤷଓᙊᡙȽᲸ

(r t)
t

+ j(r t) = 0

΄ᆄϋ࢏ࢭ୆Ჸ

d
dt

ˆ
V

(r t) d3x =
˛
S
j ds

ᡧೃ୆ধʢஏ஍ၩ࿢ᓒݕजࣄݟ. ɇঽʞܺ׹࿢ᓒݕजࣄݟᲪ
୆סȽ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘΅அ U(1)ᚚᒔҊ੐ȝၩފᆅऌ.



࿢ᄲ؃ਁ೼࡮ݺၩ႐ɨ˚࿘᫩ˊɊᡦҚʞஅڿȝζȳ̪ᢄ
4­௵᤹Ჸ

J (x)J (x) F (x)
F (x) J (x)A (x) F (x)

F (x)

່ፊϱɣፇजȽ᪥ᲪҰɣፇȟ΅அᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊऌ. ס
ೄᲪݑʢᣯଣដఊςཷ׹࿢ᄲ؃ၩਁ೼࡮ݺᙊᡙ࢏ȶ.

ዋҫឰமᲪ̩ᒉধʢȟፅᖜ 4­࿢ඖ࡮ݺ J (x)ஔ᠕ၩЎІ݅Ცϖ࿢
ᄲ؃ၩЎІ݅ࡣΤݟɥڿȝਁ೼υૼ࡮ݺᲸ

L (x) =
1

4 0
F (x)F (x) + J (x)A (x)

ਁ೼࡮ݺȶᲪȯ᫩ၩቦૼѳϖȜᣯ୆ʩॲၩᲪފ΄́ς΅˓ᚚݟ
႐ࢦɥᢄਘɟ௜ᅷ༑೓ၩьˎϣ14. ਪೄਁ೼࡮ݺᲪধʢஅᲸ

L
A (x)

= J (x)
L

( A (x))
=

1
0
F (x)

14ধʢᤳ҈׭ᩤьˎϣᲪ 0 ୆ႝᆦၩᄲލཪᲪࡒਪɗ।҈ = 1.



ʜ͹ϡ࿢ᄲ؃ၩਁ೼ଔᆍ

L
( A (x))

L
A (x)

= 0

Қʞޑ΄ହᄗ؀ᙊȽᲸ

F (x) = 0 J (x)

ᡧޢ୆࿢ᄲ؃ၩЎІ݅ଔᆍ. ೄڐᲪఉ੕࿢ᄲ᤹ࢗ؃ၩݟɆ࢏

F (x) = A (x) A (x)

ȟ᪑႙ς F (x)ᡦ᫫ஈʏች஫஭ʧᲸ

F (x) + F (x) + F (x) = 0

̻ᒉ˞ॼॲᲪ˞Қʞৡೄች஫஭ʧᆅȽ࿢ᄲ᤹ࣘࢗ؃᫫ืុၩ೫
ྛݖ (Bianchi) जᇭ࢏. ਁ೼ଔᆍȠ೫ྛݖजᇭ࢏፮ҫઁ˸ɟ઀
Η࿢ᄲ؃ऌᝮၩྐᛖْᄈᲪݑʢޢ୆шҊ࢏ࢭၩ Maxwell ଔᆍኗ.



ᚿሊ Levi­Civita ͺ҅ފᆅ᤹ࢗ Ƞ࿢ᄲ؃೫ྛݖजᇭ࢏

F (x) + F (x) + F (x) = 0

ၩድࡒᲪধʢஅᲸ

0 = F (x) + F (x) + F (x)

= F (x) F (x) F (x)

= 3 F (x)

̭Џɥͅފ࿢ᄲ᤹ࢗ؃

F (x) =
1
2

F (x)

ধʢஃኛৡ࿢ᄲ؃ၩ೫ྛݖजᇭ࢏ሄർ؀ᙊᡙȽᲸ

F (x) = 0



࿢ᄲ᤹ࢗ؃ F (x)ၩ༌ྐΎාᲸ

࿢ᄲ᤹ࢗ؃
F (x) = A (x) A (x)

୆ᨮ೼ᆦᨭM4 ȶၩ 2 ᲪF᤹ࢗᆅފ҅ᩜ (x) = F (x)Ც΄༷ᇀ
ϋ᤹ၩૼႋȽ

d(d 1)
2

d 4

= 6

ধʢᚚݟᡧɮϋ᤹ၩ༌ྐΎාȽᲸ

F 0i =
1
c
E i F ij = ijkBk

পፇᇭʨ؀Ც

E i = c F 0i Bi =
1
2 ijkF jk

ೄڊ E = E iei Ƞ B = B iei ୆ಶ೼ᆦᨭ E3 ȶ࿢ᄲ؃ၩ࿢࡮ࢡ؃Ƞ
ᄲॵ࡮ࢡࡣ.



ᛆᛖ࿢ᄲ؃ْஔଔᆍኗ׹ཷ

1
0

F (x) = J (x) F (x) = 0

ၩ༌ྐΎාᲸ

ਁ೼ଔᆍ F = 0 J ׹ = 0 ରᙊᡙȽᲸ

0c = 0J 0 = F 0 = iF i0 =
1
c iE i =

1
c

E

ϙᇭ࿢ᄲ݅পፇ༌ྐͯ݅ᇭϱጕ᜖ᆍȶ݅ᡞၩͯᢓȠ࿢ࣙן
ᄲૼࡁၩ΁ቦᲪ

c =
1
0 0

Ȝ࢏Қ૧ΗȽᲸ
E = 0

ᡧೃ୆࿢ᮓ଒ࣄݟ.



ਁ೼ଔᆍ F = 0 J ׹ = iରᙊᡙȽᲸ

0j i = 0J i = F i = 0F 0i + kF ki

=
1
c2

E i

t
+ kij

kBj

= 0 0
E i

t
( B)i

ɵѠᲸ

B 0 0
E
t
= 0j

ᡧ୆ّݖ᱀Ͱ଒᫛ଔᆍᲪ΄ȶЩӄႫˎᆇ࿢ඖ̝ೃ᫩.

ಷɟᚬ೫ྛݖजᇭ࢏ၩ༌ྐΎාᲪ᫫ɢͮɟᚬͅފ࿢ᄲࢗ؃
᤹ F (x)ၩ༌ྐΎා (Optional)Ჸ

F 0i = B i F ij =
1
c

ijkEk

পፇᇭʨ؀Ც

B i = F 0i Ei =
c
2 ijkF

jk



೫ྛݖजᇭ࢏ F (x) = 0 ׹ = 0 ॐࢭȝᙊᡙȽᲸ

0 = F 0 = iF
i0 = iB i

ɵѠᲸ
B = 0

ᡧ୆ᄲᮓ଒ࣄݟ. ʏࢥ኉ൡၩ᚜ᚧ႙Ცᡧ୆࿢ᄲ؃Ꮎᓬࣉᚚ
ᒔ޺؃ऌၩْ᭭ݣᄈ. ኢΆ؃ᛖॲɆȝ੥ᩳɟມᄲᓒ׹ɖݑ
.ၩҚᎾऌ15׹ܺ

೫ྛݖजᇭ࢏ F (x) = 0 ׹ = iॐࢭȝᙊᡙȽᲸ

0 = F i = 0F
0i + kF

ki =
1
c

B i

t
1
c

kij
kEj

=
1
c

B
t
+ E

i

ɵѠᲸ

E+
B
t
= 0

ᡧ୆ൡਁᇣ࿢ᄲॵࣄݟࡣ.
15ˍᄲᮓ଒ࣄݟѳϖȜʎͩᛔᄲь஼ၩܺ׹.



ȯȳᤷᚕၩ 4­௵᤹

˭࿘࿢ᄲ᤹ࢗ؃Ƞ΄᤹ࢗͅފᲪҚʞ஽ᢔςڿȝȯȳࢺೄ༷ᇀၩ
ආʿ·௵᤹Ჸ

F (x)F (x) F (x)F (x)

ʢၩ༌ྐΎාϋϞ୆Ჸݑ

F F = F0 F 0 + Fi F i = F0jF 0j + Fi0F i0 + FijF ij

=
2
c2
EiE i + ijk

ijlB kBl

= 2 B2 E2

c2

F F = F0 F 0 + Fi F i = F0jF
0j + Fi0F i0 + FijF ij

=
2
c
EiBi

1
c ijk

ijlBkEl

=
4
c
E B



4­௵᤹

1
2
F F = B2 E2

c2
c
4
F F = E B

ၩܺ׹ॲөႫᲸ
1 ̩ᒉ࿢ᄲ׹؃௜Ȗ।ऌቦȶᙊཷȽኅቑၩ࿢؃ᲪϖȖݟড়ȟ
ϡҒȖ।ऌቦ˭ࣉ࿢ᄲ׹؃΄ȶᙊཷȽኅቑၩᄲ؃. ҅ɇɵ
່.

2 ̩ᒉ࿢ᄲ׹؃௜Ȗ।ऌቦȶᙊཷȽኅቑၩ࿢؃পፇኅቑၩᄲ
؃Ცϖ׹ʩ˔ȖȳϞၩ।ऌቦȶೄ࿢ᄲ؃ၩ࿢࡮ࢡ؃კ᤹ࣘ
່ೃɳɥ΄ᄲॵ࡮ࢡࡣ.

3 ϝ࿘೫ྛݖजᇭ࢏ȟ᪑႙ςᲸ

F F = ( A A )F = 2 ( A )F

= 2 (A F ) 2A ( F )

= 2 (A F )

ᡧ୆M4 ȶၩͺ૸࡮. ၩM4ࡵࡐɥਈেऌᝮފ ፊᚲᲪѠ˭
F F ᫩ςཷਁ׹೼࡮ݺȶᲪɖȟʷɶ࿖ݣᝮऌၩᝧམ.



᫪̆ਨςᲪᖩ່
F F

ɖ୆Ȗȳ 4­௵᤹ᲪˍݣݑᩤȜޢ୆ F F . ଣ᫫ᤷڌፅᖜ.

ɢݣȜᲪ

F F =
1
4

F F

=
1
2

F F

=
1
2

F F F

= F F

ႏ੫ፅᖜ΄༌ྐΎාᲪধʢஅᲸ

F F = 2Fi0F
i0 + FijF

ij

= 2BiB i +
1
c2

ijk
ijlE lEk

= 2
E2

c2
B2



ਈ޸Ჸ

ᚚᒔȟҊၩ 4­௵᤹
F F

̩ᒉςཷ׹ਈে᫃ࡵࡐରᆦȶ௜ȳ؃ᛖ˓ቦၩਁ೼࡮ݺȶᲪޢᆅ
΄Ƚ Chern­Simions (CS) ᫩.

Ƚס

F F = 2 (A F ) = ( A F )

= 2 ( A A )

= K

4­კ᤹
K = 2 A A

ᆅȽᲦ᩠ᝤޖᲧChern­Simions ඖ࡮ݺ.
CS ᫩ॲөႫରᨭ҅ๅފᆅऌၩᄀ؍ȠݔᆅȟΒݕज. ೄᲪס
׹ QCD ၩ᫃࣑ৗჰᆢȶࡁᚿ҂᩠᫃ᝤޖ CS ᫩ၩᝧམʞʬ
੩ቩ Ƞ ᡧȯȳϋᇀފᆅऌၩᄀ؍ᆍ࡮.



ᄲ؃ၩܺ׹ʷᄀ؍ରᨭ҅ๅފᆅऌ. ೄᲪCSס ᫩ࡁςཷ׹
(1 + 2)ዄରᆦၩ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ਁ೼࡮ݺ

L =
1

4 0
F F + A F J A

ȶᲪʏྐᛖȜᚬᤵȠྐᚬ (1 + 2)ዄରᆦȶ҆ཷၩϋૼ኱ᚿ
Ӷϋૼܴ᤹᪰ޖ૬16ࡣ.

ᲸDanielڿ˲16 Arovas, Lecture notes on quantum hall effect, 2020, in progress.







ᄲ؃ၩܺ׹ᄀ؍ରᨭ҅ๅފᆅऌ

~B

~v

�~v



M3 ȠM4 ȶ Chern­Simions ᫩ၩ೪ᠶᲸ

ɥފϱঽᡷᲪڿ (1 + 3)ዄରᆦM4 ȶၩ U(1)ᚚᒔ؃ፊᚲᲪ΄ਁ೼
ȶ̪ᢄၩ࡮ݺ Chern­Simions ᫩ȽᲸ

L
(4)
CS = F F =

2
F F

L
(4)
CS ୌ່؀୆ȖȳᚚᒔȟҊၩ 4­௵᤹. Ƚס

L
(4)
CS
A

= 0

L
(4)
CS

( A )
= F

F
( A )

= 2 F = 4F

L
(4)
CS ᚚᒔИފ A (x)ਁ೼ଔᆍၩᝧམ୆Ჸ

L
(4)
CS
A

L
(4)
CS

( A )
= 4 F

ፅᖜϡ೫ྛݖजᇭ࢏Ც F = 0ᲪᡧȳᝧམݣᩤȜȽ᪥.



ɥM4ފ ȶၩ U(1)ᚚᒔ؃ፊᚲᲪਁ೼࡮ݺȶᚿ҂ CS ᫩ȠӀ
ᣯȟࢵԝᚚᒔ؃ၩᡡЎଔᆍ.

(1 + 2)ରᆦM3 ȶၩॐࢭȠೄȟҮ. M3 ȶၩͺ҅ފᆅȟҊ᤹ࢗ
୆ 17. ೄᲪM3ס ȶᚚᒔ؃ၩ೫ྛݖजᇭ࢏ȽᲸ

F = 0

U(1)ᚚᒔ؃ਁ೼࡮ݺȶ̪ᢄၩ Chern­Simions ᫩ȽᲸ

L
(3)
CS = A F

଻႙ςᲪLݳ
(3)
CS ɖ୆ެيᚚᒔҊ੐ A (x) = (x)ȝၩȟҊ᤹Ჸ

L
(3)
CS = A F = (x) F = (x) F

ஃҰȖ೅˭࿘ɟ೫ྛݖजᇭ࢏.
17ধʢችݟ 012 = 1.



L
(3)
CS Ɇ؎௵āAࡘĀފ (x)ʞ҂ĀࡘɆᢓ࡮ā A (x)ၩ̿ૼލȽᲸ

L
(3)
CS
A

= F

L
(3)
CS

( A )
= A

F
( A )

= 2 A

ೄᲪLס
(3)
CS ᚚᒔ؃ਁ೼ଔᆍၩᝧམȽᲸފ

L
(3)
CS
A

L
(3)
CS

( A )
= F 2 A = 4 A

ᡧȳᝧམȟȽ᪥.

ɥM3ފ ȶၩ U(1)ᚚᒔ؃ፊᚲᲪਁ೼࡮ݺȶᚿ҂ CS ᫩ၩᝧ
མʷȰᤷࢵԝᚚᒔ؃ၩᡡЎଔᆍ.



࿢ᄲ࡮ࢡ؃ၩආʿ·੭ЎҊ੐

࿢࡮ࢡ؃ EȠᄲॵ࡮ࢡࡣ B፮ҫ஽দ࿢ᄲ᤹ࢗ؃ F (x)Ცݑʢ׹
ආʿ·Ҋ੐ x ! x = Λ x ȝၩҊ੐ൡϖᐌ່୆Ჸ

F (x) ! F (x ) = F (x) Λ Λ

Ƚ࡮ɥଣ᤹ኈ༐ᡫᢓފ β ၩආʿ·੭ЎҊ੐Ცᢃආʿ·Ҋ੐ოᩛ
Λ᫃᪥ၩოᩛͪȽᲸ

Λ0
0 = Λ0

i = i Λi
0 = i Λi

j =
i
j +

2

+ 1
i

j

ȶ࢏ = 1 1 2 ୆႐ފᛖ૥ድܴס.

ၩ༌ྐΎාᲪ᤹ࢗ०࿢ᄲ؃ן

Ei = cF0i Bi =
1
2

ijkFjk

ধʢ႙ϡᲸ

Ei = cF0i = cF Λ 0 Λ i = cF0 Λ0
0 Λ i cFk Λk

0 Λ i



ɵѠᲸ

Ei = cF0j Λ
0

0 Λ
j
i cFk0 Λk

0 Λ
0
i cFkj Λk

0 Λ
j
i

= cF0i +
2

+ 1 i
jcF0j c jFji

= Ei
2

+ 1 i
jEj + c j

ijkBk

੐ᚲɇᲪ

E = E
2

+ 1
(β E)β + c β B

ҮྐஅᲸ

B i =
1
2

ijkFjk =
1
2

ijkF Λ j Λ k

=
1
2

ijkF0l Λ
0
j Λ

l
k +

1
2

ijkFm0 Λ
m
j Λ

0
k +

1
2

ijkFml Λm
j Λ

l
k

= ijkF0l Λ
0
j Λ

l
k +

1
2

ijkFml Λm
j Λ

l
k



ɵѠᲸ

B i = ijk
jF0k +

1
2

ijkFjk +
2

+ 1
ijkFjl l

k

=
c

ijk
jEk + B i +

2

+ 1
ijk

jlmBm l
k

= B i
c
(β E) i +

2

+ 1
k
l

i
m

k
m

i
l Bm l

k

= B i
c
(β E)i +

2 2

+ 1
B i

2

+ 1
(β B) i

= B i
c
(β E)i

2

+ 1
(β B) i

੐ᚲɇᲪ

B = B
2

+ 1
(β B)β

c
β E



ঽʞᲪ࿢؃Ƞᄲ؃୆ҮȖȳ࿢ᄲ؃ၩȯȳ˾᫆. ѿፅቦȶᲪݟካ׹
࿢ᄲ؃ၩ࿢؃Ƞᄲ؃ᙊཷςȟҮऌᝮ. ˍ୆ࢦѿፅቦҊ੐ରᲪݑ
ʢҚʞɨ႐ᠠа.

࿢ᄲ׹࡮ࢡ؃ȯȳ।ऌቦɇᨭၩ҅Ҋ੐΁ቦ࢏୆Ჸ

E = E
2

+ 1
(β E )β c β B

B = B
2

+ 1
(β B )β +

c
β E

˲Ჸചςʞᢓ࡮ v = cβ ႐ފɥ।ऌ
ቦΣ˚ШᢓႏኒᡡЎၩມ࿢ᓒQঽ๮
҆ၩ࿢ᄲࢡ؃؃ϋࠪ.

⌃
⌃0

~v

O

O
0

x

x
0

y y
0

z

z
0



ᚬᲸ

ᢄਘ Σ ቦȽມ࿢ᓒᐌ᠕ቦ. ࿟ɥ׹ Σ ቦȶມ࿢ᓒۜኛ᫁׹ڊೂ
༣ࣶᲪ૫ Σ ቦȶҕܺ᫁׹࿢؃Ჸ

E =
Qr

4 0r 3 B = 0

ਪ໑ආʿ·੭ЎҊ੐ᲪQݨ᭭ݣ׹ቦ Σȶ๮҆ၩ࿢ᄲࢡ؃؃ȽᲸ

E = E
2

+ 1
β β E B =

c
β E

ചȜᡷᇣȖ࢏Ƞ༐ᡫᢓ࡮ β ၩკ᤹ᆄᲪҚმ β E = β E .
ঽʞݨ᭭ݣѿፅቦȶ࿢ᄲࢡ؃୆ࢺೄೃɳၩᲸ

B =
1
c
β E

ೄڐᲪȖଦചςɟݨ᭭ݣቦȶၩ࿢࡮ࢡ؃ϋࠪᲪȜ࢏Қʞ˭ধʢ
ᇀϨᓬࣉᄲॵ࡮ࢡࡣၩϋࠪ.



ʞȝȣࣖᚿሊ Σቦȶၩ࿢࡮ࢡ؃ϋࠪ. ؃ມˎጕკ᤹׹ɣ।ऌቦ
ΣӶ Σ ɇᨭၩආʿ·੭ЎҊ੐୆

r = r+
2

+ 1
β (β r) cβt

̻ᛙ Σቦȶၩᚙނፇ୆׹ t = 0 ରϨᡨᙀඝ᤹Ც ϖஅᲸ

r = r+
2

+ 1
β (β r)

Ȥ

r 2 = r r

= r2 +
2 2

+ 1
(β r)2 +

4 2

( + 1)2
(β r)2

= r2 + 2 (β r)2

! E =
Q

4 0 r2 + 2(β r)2 3 2 r+
2

+ 1
β(β r)



ɥ୆Ჸ

E = E
2

+ 1
β(β E )

=
Q

4 0 r2 + 2(β r)2 3 2 r+
3

+ 1
β(β r)

2

+ 1
β(β r)

4 2

( + 1)2
β(β r)

=
Q r

4 0 r2 + 2(β r)2 3 2

ᡡЎມ࿢ᓒ Q๮҆ၩ࿢ᄲݨ᭭ݣ׹؃ቦ Σȶၩᄲॵ࡮ࢡࡣȽᲸ

B =
1
c
β E = 0Q(v r)

4 r2 + 2(β r)2 3 2

ᒉມ࿢ᓒ˚஼ˏᢓᡡЎᲪv cᲪҚʞ࿴Ѽ 2 ቾ᫩Ȥ҈ 1Ც

! E
Qr

4 0r3
B 0Q (v r)

4 r3



؃᤹ၩᡫኽҊ੐

Ƚɟᛆᛖ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ஈʏၩݕजࣄݟᲪধʢ᪩ᚕჰᆢ࿢ᄲᚚᒔ
И A (x)ၩҊ੐ऌᝮ.

A (x)ၩҊ੐Қʞʈʈ୆؃ᆦᨭΎᣩၩҊаᲪ˲يެڿᚚᒔ
Ҋ੐

A (x) ! A (x) = A (x) + (x)

A (x)ၩҊ੐ɖҚʞ୆ରᆦມˎጕ؎௵ၩ૧Ҋ؃׹ᆦᨭᜉލ
ၩҊ੐. ආʿ·Ҋ੐ڿ˲

x ! x = Λ x Λ Λ =

Қʞᜉލς࿢ᄲИၩڿȝҊ੐Ჸ

A (x) ! A (x ) = A (x)Λ Λ = Λ



̩ᒉ؃᤹ A (x)ʞ҂ରᆦມˎጕ؎௵ၩ૧Ҋܺ׹ଣᆣࢭޔ
.ᆅȽᡫኽҊ੐ޢᲪᡧሼ૧Ҋ࢏

࿢ᄲИ؃׹ᆦᨭၩଣᆣޔҊ੐ᛍȽᲸ

0A (x) = A (x) A (x)

ধʢৡରᆦມˎጕ؎௵ၩଣᆣޔҊ੐ᛍȽ

x ! x = x + x

Ҋ੐୆Ჸޔၩ࿢ᄲИଣᆣލ؃ᆦᨭᜉ׹ݑ

A (x) = A (x ) A (x)

ୌ່Ც

A (x) = A (x+ x) A (x) A (x) + x A (x) A (x)

0A (x) + x A (x) + O ( x)2



ঽʞᲪቔᄗϡଣᆣޔҊ੐Ҋ੐ѿૼၩȖಲࡅᲪধʢஅᲸ

A (x) = 0A (x) + x A (x)

ଣᆣޔၩެيᚚᒔҊ੐Ჸ

x = 0 A (x) = 0A (x) = (x)

ᢏࡁᛂȽ࿢ᄲИᇭ׹؃᤹ରᆦມˎጕ؎௵ၩࡐᆇҊ੐ȝ
̓ਦȟҊ

x ! x = x + b A (x) ! A (x ) = A (x)

ঽʞᲪଣᆣޔၩରᆦࡐᆇҊ੐ᙊᡙȽᲸ

x = A (x) = 0 0A (x) = A (x)



ආʿ·Ҋ੐ოᩛ Λ ஈʏ஭ʧ Λ Λ = . ᛙ Λ ၩ
ଣᆣ࢏ࢭޔȽᲸ

Λ = +

୆ଣᆣޔၩආʿ·Ҋ੐ݣѿૼ18Ც ধʢ႙ϡᲸ

= Λ Λ = + ( + )

= + + + O( 2) ! =

୆Ჸ࢏ࢭޔೄᲪᢃආʿ·ოᩛၩଣᆣס

Λ = Λ =

࿢ᄲИ A (x)႐΁ၩଣᆣޔආʿ·Ҋ੐ஃኛᙊᡙȽᲸ

x = x A (x) = A (x)

0A (x) = A (x) + x A (x)

18ধʢችݟᲸ = .



ᚬᤵᲸ

࿢ᄲИ˚ȽȖȳшҊၩ 4­კ᤹Ცݑᢵ࣏ၩආʿ·Ҋ੐ȽᲸ

A (x) ! A (x ) = A (x) Λ

ආʿ·Ҋ੐Ცޔɥଣᆣފ

A (x ) = A (x) = A (x) + A (x)

ঽʞᲪ

A (x) = A (x)

=
1
2
( )A (x) =

1
2

A (x)

=
1
2

Σ A (x)

ȶ࢏

Σ =

୆ආʿ·ጥ O(1 .კ᤹ᙊᅇȶ࿖দͪၩოᩛͪ΄׹(3



ରᆦມˎጕ؎௵ x ၩଣᆣޔආʿ·Ҋ੐ȽᲸ

x = x

ȝኅቑၩ؃ᆦᨭڿආʿ·Ҋ੐ҚʞᙊᡙȽޔೄᲪ࿢ᄲИၩଣᆣס
ȶ A (x)ၩ૧ҊᲸ

0A (x) = A (x) x A (x)
= A (x) + x A (x)

=
1
2

Σ A (x) +
1
2

(x x )A (x)

ɵѠᲪ

0A (x) =
1
2

(x x ) + Σ A (x)

ȝ᫆ፅᖜ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ၩᜒ༑ྐݟ.



ᜒ༑ྐݟ

ᜒ༑ྐݟ଑ᚲᲸ႐ࡣɥ˓ቦ˚࿘᤹൤υ׹ʩॲȖᅷᡫኽҊ੐ȝၩ
ȟҊऌᲪ˓ቦܺ׹ႫȖȳݕजࣄݟ. ʞ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘Ƚ˲ᛆ׹ཷ
ᛖᜒ༑ྐݟ. ࿢ᄲ؃ၩ˚࿘᤹൤υ୆Ჸ

S [A ] =

ˆ
d4x L (x) =

ˆ
d4x L (A (x) A (x))

ȶᲪ࢏

L (x) =
1

4 0
F F + J A + Lm(x)

࿢ᄲИၩᚚᒔҊ੐ 0A (x) = (x)୆ኅቑၩ؃ᆦᨭȶ؃᤹ၩ૧
ҊᲪ

0L = J 0A = J (x) = J (x) (x) J

ঽʞᲪ˚࿘᤹൤υيެ׹ᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊऌॲөႫܺ׹࿢ᓒݕ
जࣄݟᲸ

0 = 0S [A ] =

ˆ
d4x (x) J ! J = 0



ରᆦມˎጕ؎௵ၩᡫኽҊ੐׹ፅᖜ˚࿘᤹൤υ׹ཷ

x ! x = x + x

ȝၩȟҊऌঽލᐐၩݕजࣄݟ. ൫ॲϡᲸ

S =
ˆ

d4x ( L ) +

ˆ
( d4x) L

Ҋ੐ޔȽ؃ᆦᨭ࿢ᄲИၩଣᆣס 0A (x)࢒ឰၩਁ೼࡮ݺ૧
ҊȽᲸ

0L =
L

A (x) 0A (x) +
L

( A (x)) 0( A (x))

=
L

A (x)
L

( A (x)) 0A (x)

+
L

( A (x)) 0A (x)

=
L

( A (x)) 0A (x)



ႏ੫סȽ x ၩଣᆣޔҊ੐࢒ឰၩਁ೼࡮ݺ૧ҊȽᲸ

1L =
L (x)
x

x = x L

ঽʞᲪ

L = 0L + 1L =
L

( A (x)) 0A (x) + x L

੫ȝமΒፅᖜ (d4x). Ƚס

x = x + x ! x
x

= + ( x )

΄ᙀϔ࢏ȽᲸ

det
x
x

=
3

a=0
[1 + a( xa)] = 1 + ( x )

࿟ೄმᲸ

d4x = d4x d4x = det
x
x

1 d4x = d4x ( x )



ঽʞᲪରᆦ؎௵ၩଣᆣޔҊа

x ! x = x + x

ҚᎾ࢒ឰၩ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘˓ቦ˚࿘᤹൤υၩ૧ҊȽᲸ

S =

ˆ
(d4x)L + d4x L

=

ˆ
d4x L ( x ) + x L +

L
( A (x)) 0A (x)

=

ˆ
d4x L x +

L

( A (x)) 0A (x)

=

ˆ
d4x J

ȶᲪ࢏

J = L x +
L

( A (x)) 0A (x)



̩ᒉରᆦ؎௵Ҋ੐ x ୆࿢ᄲ႐ɨ˚࿘˓ቦၩȖᅷފᆅऌᲸ

S = 0 ! J = 0

ೄᲪڿ

J = L x +
L

( A (x)) 0A (x)

जඖݕᆅऌ႐፮ቦၩފᆅȽȠೄޢ 4­კ᤹.
კ᤹؃ࣙן A (x)ၩᎾ᤹Ў᤹᤹ࢗ T ၩݟɆᲸ

T =
L

( A )
A L

Қʞৡݕजඖ 4­კ᤹૧ΗȽᲸ

J =
L

( A )
0A + x

L
( A )

A T

=
L

( A (x))
A (x) T (x) x



ରᆦࡐᆇފᆅऌ

ᆇҊ੐ȝᲪࡐၩରᆦޔଣᆣ׹

x = A (x) = 0

̩ᒉ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘˓ቦ΅அରᆦࡐᆇފᆅऌᲪ S = 0Ც ႐ࡣၩݕ
जඖ 4­კ᤹ȽᲸ

J (x) = 0 " J (x) = T (x)

ঽʞᲪ
Ƞରᆦࡐᆇފᆅऌ႐፮ቦၩݕजࣄݟஔᝮȜ୆࿢ᄲ႐ɨ˚࿘
˓ቦၩᎾ᤹Ў᤹ݕजࣄݟᲸ

T (x) = 0 ! T 0

t
= c iT i

Ɇݟ 4­კ᤹ M Ჸ

M
ˆ

d3x T 0 (x)



ज᤹Ჸݕȶςཷၩࣄݟजݕ୆˓ቦᎾ᤹Ў᤹ޢᩤȜݣݑ

dM

dt = c
ˆ

d3x iT i (x)

= c
˛

dsiT i (x)

= 0

࿢ᄲ႐ɨ˚࿘˓ቦၩᎾ᤹ȠЎ᤹ϋϞݟɆȽᲸ

E =

ˆ
d3x T 00(x)

P i =
1
c

ˆ
d3x T 0i(x)

੐ᚲɇᲪ
M = (E cP)



࿢ᄲ؃ၩᎾ᤹Ў᤹ ᤹ࢗ­4

ᐌ࿟࿢ᄲ؃ၩਁ೼࡮ݺȽ

Lem =
1

4 0
F F

ঽʞᲪ࿢ᄲފ؃ɥ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘˓ቦᎾ᤹Ў᤹᤹ࢗၩᝧམȽᲸ

Tem =
1
0
F A +

1
4 0

F F

Q: ᎾӀৡ Tem ᛹ᤵȽ࿢ᄲ؃ၩᎾ᤹Ў᤹ Ჽ᤹ࢗ­4

1 ହୌᲪTemࣁ ȟ୆ᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊ᤹.

2 ̩ᒉ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ၩྐᛖҚʞ˚ȽȖȳҚ᫄ၩ༌ྐྐᛖᲪᣆ
Ʌ Tem ȟ΅அᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊऌޢ୆Ȗ஭ȟҚ੫҉ၩጄ
ມ. ধʢၩኦᛖ୆ᲸTem ൄஅᓬࣉᎾᙡᚬᜓȽ࿢ᄲ؃Ꮎ᤹Ў
᤹ .ၩដఊ᤹ࢗ­4



Ƚס

A = A = (F + A ) = F + A

ধʢҚʞৡ Tem ૧ΗȽᲸ

Tem =
1
0

F F +
1
4

F F
1
0

F A

= Θ + TD

ȶᲪ࢏

Θ =
1
0

F F +
1
4

F F

ፊ

TD =
1
0

F A

˭࿘ᐌ࿟࿢ᄲ؃ၩ Maxwell ଔᆍ F = 0ᲪধʢҚʞৡ
TD ᙊᡙȽȖȳͺૼލᲸ



TD =
1
0

( F A )

1 TD ᐌЎืុݕजࣄݟᲸ

TD =
1
0

( F A ) = 0 ! Θ = Tem

2 T 0
D ׹ E3 Ȝၩ˓ᆄϋȽ᪥Ჸˆ

d3x T 0
D =

1
0

ˆ
d3x i F 0iA

=
1
0

˛
dsi F 0iA

= 0

ঽʞᲪ

Mem

ˆ
d3x T 0

em (x) =
ˆ

d3x Θ 0 (x)



ዋҫʞȜסቨᲪᢏࡁৡ࿢ᄲ؃ஔ᠕ၩᎾ᤹Ў᤹ݟ᤹ࢗɆȽᲸ

Θ =
1
0

F F +
1
4

F F

Θ ΅அڿȝ༑ມᲸ

୆ᚚᒔȟҊၩɣᩜݑ .᤹ࢗ­4
ᲪΘ᤹ࢗᆅފ୆ݑ = Θ .
Ც᤹ࢗ୆ଣ᡻ݑ

Θ = Θ = 0

Ჸࣄݟजݕஈʏݑ

(Θ + Tm ) = 0

ϋ᤹ Θ0 ׹ E3 Ȝၩ˓ᆄϋ᛹ᤵȽ࿢ᄲ؃ஔ᠕ၩᎾ᤹ȠЎ᤹Ჸ

(E cP) = M =

ˆ
d3x Θ 0 (x)



ᛆᛖ׹ཷ Θ ᜐϋ᤹ၩ༌ྐΎාᲸ

Θ00 =
1
0

0 F 0 F +
1
4

00F F

=
1
0
F 0iF0i

1
4 0

F F

=
1
0c2

E2 1
2 0

B2 E2

c2

=
1
2 0E2 +

B2

0

ୌ່Ც

u = Θ00 =
1
2 0E2 +

B2

0

ೃ୆ধʢஏ஍ၩ࿢ᄲ׹؃ E3 ȶၩᎾ᤹˓࡮ݺ.



Θ0i =
1
0

i F 0 F =
1
0

ikF 0jFjk

=
1
0c

ijkEjBk

=
1
0c

(E B)i

੐ᚲɇᲪ

S = c Θ0iei =
1
0
E B

ೃ୆ᢏࡁ઀Η࿢ᄲᎾ᤹ʻᡄऌᝮၩᎾඖ࡮ݺკ᤹.

1 ࿢ᄲ׹؃ E3 ȶၩЎ᤹࡮ݺკ᤹ݟɆȽᲸ

g =
1
c
Θ0iei = 0E B

ୌ່ᲪS = c2g.



Θij =
1
0

j F i F +
1
4

ijF F

=
1
0

F i F j +
1

4 0

ijF F

=
1
0
F 0iF 0j 1

0
klF ikF jl +

1
4 0

ijF F

=
1
0c2

E iE j 1
0

jl imk
lnkBmBn +

1
2 0

ij B2 E2

c2

= 0E iE j 1
0

ijB2 B iB j +
1

2 0

ij B2 E2

c2

= 0E iE j +
1
0
B iB j 1

2
ij

0E2 +
B2

0

ᢏࡁৡ

T ij = Θij = 0E iE j 1
0
B iB j +

1
2

ij
0E2 +

B2

0

ᆅȽ࿢ᄲ׹؃ E3 ȶၩЎ᤹ඖ᤹ࢗ࡮ݺ.



Ꮎ᤹Ў᤹ݕजࣄݟ

1 ̩ᒉঽፅᖜၩ˓ቦ୆ኅቑၩ࿢ᄲ؃

Lem =
1

4 0
F F

ൄஅ࿢ᓒ࿢ඖ˓ቦȠ΄҆࿖႐ɨ˚࿘Ც ϖ˓ቦၩᎾ᤹Ў᤹
ȽᲸࣄݟजݕ

Θ (x) = 0

2 Ꮎފڔ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘˓ቦઁ˸૾ݘ઀Ηၩਁ೼࡮ݺ୆Ჸ

L Full =
1

4 0
F F + J A + Lm

࿢ᄲࢦ؃ͬ࿢ᓒ࿢ඖϋࠪ (J Lm)҆࿖࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ၩܔ
ʍ. ˓ቦၩᎾ᤹Ў᤹ݕजࣄݟȽᲸ

Θ (x) + Tm (x) = 0



ȶ࢏

Tm =
Lm

( A )
A Lm

୆࿢ᓒ࿢ඖϋࠪஔ᠕ၩᎾ᤹Ў᤹ .᤹ࢗ­4

ধʢ୦ରȟ΁ࣖ࿢ᓒ࿢ඖϋࠪၩЎІ݅19Ცʈʈৡ J ႙˚୆࿢ᄲ
؃ၩธᲸ

L =
1

4 0
F F + J A

ӣᲽࣄݟजݕᙊᡷ˓ቦၩᎾ᤹Ў᤹˔ڿȝᲪࢭೄॐ׹

ᖩ່ȟ૾ݘၩਁ೼࡮ݺ L ᐛࢊɟފ˚Ƚ࿢ᄲ؃ธၩ࿢ᓒ࿢
ඖϋࠪၩЎІ݅઀ΗᲪˍݑʎઁ˸ɟފɥ࿢ᄲ؃ஔ᠕ЎІ݅
ၩ૾ݘ઀Η. ఉ੕ L Қʞ੭ލς Maxwell ଔᆍኗ

F = 0J

Ɇ࿢ᄲ؃ᚚᒔȟҊၩᎾ᤹Ў᤹ݟࡒ ᤹ࢗ­4 Θ (x).
19Ѡ୦ରȟᛆᛖ Lm Ƞ Tm .



࿢ᄲ؃ၩᎾ᤹Ў᤹ 4 ᤹ࢗ Θ (x)

Θ =
1
0

F F +
1
4

F F

΅அފᆅƁଣ᡻ӶᚚᒔҊ੐ȟҊऌᇭऌᝮᲪˍ׹࿢ᄲ؃ธܺ׹ၩ
ॐࢭȝ Θ (x) = 0 . ᡧ୆סȽ࿢ᄲ؃Ƞ΄ธɇᨭȟҚᢷͱၩ
ႫᎾ᤹ȠЎ᤹ၩɳ੐Ჸ׹ܺ

Θ =
1
0

F F +
1
4

F F

= J F +
1
0

F F +
1

2 0
F F

= J F +
1

2 0
F F + F + F

= J F

ɵѠᲸ
Θ = J F



পፇᲸ
Θ + J F = 0

ᡧޢ୆ᚿ͹ɟ࿢ᄲ؃ธᲦˍஒፅᖜ΄ЎІ݅Ყର࿢ᄲ႐ɨ˚࿘˓
ቦၩᎾ᤹Ў᤹ݕजࣄݟ. ࣙן

J = c j Θ00 = u Θ0i =
Si

c
F 0i =

Ei

c
F ij = ijkBk

= 0 ରȜ࢏ၩ༌ྐΎාȽᲸ

0 = Θ 0 + J F 0 =
1
c

Θ00

t
+ iΘ

i0 + jiF i0

=
1
c

u
t

1
c iS i ji

E i

c
=

1
c

u
t
+ S+ j E

ɵѠ,

S =
u
t
+ j E





ച΄׹ E3 Ȝ௜ȳмي VȜၩၩ˓ᆄϋᲪ
˛

V
ds S =

d
dt

ˆ
V
u d3x+

ˆ
V
j E d3x

࿟ɥȜ࢏Ҟᇊᇣɣ᫩बȽආʿ·І́ЉၩЉཪᲪȜ࢏ೃ୆ধʢஏ
஍ၩ࿢ᄲ؃ธܺ׹ॐࢭȝၩᎾ᤹ݕजࣄݟ.

̩ᒉ = iᲪধʢஅᲸ

Θ0i = cgi Θij = T ij

ೄᲪס

0 = Θ i + J F i =
1
c

Θ0i

t
+ kΘ

ki c F 0i + jkF ki

=
gi

t iT
ki E i + kiljkBl

=
g
t
+ T + E+ j B

i



ɵѠᲸ

T =
g
t
+ E+ j B

ച΄׹ E3 Ȝ௜ȳмي VȜၩၩ˓ᆄϋᲪ

˛
V

ds T =
d
dt

ˆ
V
g d3x+

ˆ
V

E+ j B d3x

ᡧबҚᚬᜓȽ࿢ᄲ؃ธܺ׹ॐࢭȝၩЎ᤹ݕजࣄݟ.

T ҚᚬᜓȽьˎରᨭΎئႏᢏᡞ࿬᫆ VȜьˎ᫆ͪʏмي
VඖςᲦϡڐᣩྲྀٱȶᲧၩЎ᤹.

ьˎରᨭΎᢏᡞ࿬᫆ Vඖςмي Vၩओ࿢ᄲЎ᤹ȽᲸ

F =

˛
V

ds T

ਪ໑༅᫯ᇣɣࣄݟᲪᡧޢ୆мي Vȶၩ࿢ᄲ؃ᢏᡞ࿬᫆ V
ଖЊካڐᣩྲྀٱၩҫІ.



ආʿ·Іॐࢭȝၩ༅᫯ᇣɣࣄݟᙊȽᲸ

d℘
dt = E+ j B

ȶ࢏ ℘୆࿢ᓒ࿢ඖϋࠪசహЎ᤹˓࡮ݺᲪ

P =

ˆ
V
℘ d3x =

i
pi

ҚᤷଓᙊȽᲸࣄݟजݕၩЎ᤹࢏ࢭೄᲪᆄϋס
˛

V
ds T =

d
dt

ˆ
V
g d3x+

i
pi

ঽʞᲪѠ˭мي VΎൄڐஅ࿢ᄲЎ᤹ɳ੐ᲪT ij = 0Ც˚Ƚ࿢
ᄲ؃ธၩ࿢ᓒ࿢ඖϋࠪஔ᠕ၩओசహЎ᤹ɖ୆ȟݕजၩ20Ჸ

dP
dt =

d
dt i

pi = 0

20੐ᚲɇᲪ༅᫯ᇣț׹ࣄݟ࿢ᄲ႐ɨ˚࿘ᡞᆍȶȟদᇀ.



ᆦᨭᠠЎފᆅऌ

ȽሄьឰᚘᲪஔޔᑋၩჰᆢފ᝕ʈᩬɥᐌ࿟࿢ᄲ؃Ჸ

L =
1

4 0
F F

ၩආʿ·Ҋ੐ȝᲪޔଣᆣ׹

x = x A (x) =
1
2

Σ A (x)

ᐌ࿟࿢ᄲ؀່ژ؃΅அආʿ·Ҋ੐ȝၩȟҊऌᲪ S = 0. ႐ࡣၩ
जඖݕ 4­კ᤹ȽᲸ

J (x) =
L

( A (x))
A (x) T (x) x

=
L

( A (x))
1
2

Σ A (x) T (x) x

=
1
0
F

1
2

Σ A (x) T (x) x



ɵѠᲸ

J =
1
2

M

ȶᲪ࢏

M =
1
0
F Σ A (x) + T (x) x T (x) x

Ƚס J ୆ᐌ࿟࿢ᄲ؃Ƞආʿ·ȟҊऌ႐፮ቦၩݕजඖ 4­კ᤹Ც
J = 0ᲪM ᐌ່ɖޢ୆࿢ᄲ؃Ƞආʿ·ȟҊऌ႐፮ቦၩ

जݕ 3 ᩜ Ჸ᤹ࢗ­4
M = 0

1 ආʿ·Ҋ੐ȶᲪѿૼ׹ ij ઀ΗଣᆣޔᆦᨭᠠЎ.ᐌ࿟࿢ᄲ؃
ȠᆦᨭᠠЎފᆅऌ႐፮ቦၩݕजࣄݟѠȽᲸ

M ij = 0

ȶςཷၩ࢏᛹ᤵȜ˔ڿ༌ྐȜ׹᛾ࡣၩᨧᬄ୆Ჸ׹ཷ 9 ȳݕ
ज 4­კ᤹ M ij Ჽ



୦Ȥןᢷݕज 4­კ᤹ M ij ၩ᛹ᤵᨧᬄᲪধʢͮᛙൡͰஈݕज
᤹ࢗ­4 M ᙊᡙ࢏ၩጄມ !M ȶςཷɟ T (x). ࿟ɥ
T (x)ȟᎾ᛹ᤵȽ࿢ᄲ؃ၩᎾ᤹Ў᤹ ၩςཷᩝᄝɟݑᲪ᤹ࢗ­4
ধʢҫྐྐᚬ M ၩ༌ྐΎා.

QᲸ ᣆɅᲪᎾӀ˭࿘

M =
1
0
F Σ A (x) + Θ (x) x Θ (x) x

ஂʜ M ˚Ƚᐌ࿟࿢ᄲ؃፮ቦɥආʿ·ȟҊऌၩݕज Ჽ᤹ࢗ­4

ϱᡷᲪTڿ (x)Ƞᐌ࿟࿢ᄲ؃Ꮎ᤹Ў᤹᤹ࢗ Θ (x)ɇᨭၩ΁ቦ
୆Ჸ

T = Θ + TD

TD ᐌЎืុݕजࣄݟ TD = 0 Ȥ΅அᙊᡙ࢏

TD =
1
0

(F A ) =
1
0
F A



ধʢ႙ϡᲸ

M M = TD (x) x TD (x) x

ᡨፊᲪ

M = M TD (x) x TD (x) x
= TD (x) x + TD (x) x
= TD (x) + TD (x)
= TD (x) TD (x)

ࣙן

TD =
1
0

F A

ϱ᫆ၩᙊᡙݣ࢏ᩤȜ୆ڿȝᡫኽऌଔᆍᲸ

M
1
0
F A F A = 0



ঽʞᲪᎾஂʜ M ˚Ƚᐌ࿟࿢ᄲ؃፮ቦɥආʿ·ȟҊऌၩݕज
ȟ୆ࡒ᤹ࢗ­4 M Ცፊ୆Ჸ21

M M
1
0
F A F A

ᡨȖ೅൫ॲϡᲸ

F A F A = F A = F Σ A

ধʢஅᲸ
M = Θ x Θ x

3 ᩜ M᤹ࢗ­4 ᙊᡙ࢏ȶȟςཷᙻ᪺ၩᚚᒔИܴסᲪסೄ
.அᚚᒔҊ੐ȝၩȟҊऌ΅ହୌ؀ݑ

M ΅அҰɣਨ௵ɳ੐ၩ҅ފᆅऌᲸ

M = M

21K. Bhattacharya ᇭʀၩଓᔢ Introduction to advanced electrodynamics Ȝၩ
(9.101) .ͺ᧑ɟݘ႙ឰம࢏



M जݕ୆ᐌ࿟࿢ᄲ؃፮ቦɥආʿ·ȟҊऌၩޢ Ჸ᤹ࢗ­4

M = 0

΄ȶϋ᤹M ij ᆅऌၩފদɟᐌ࿟࿢ᄲ؃፮ቦɥᆦᨭᠠЎࢭ
जᚧЎ᤹ݕ 4­კ᤹.

ചᡫኽऌଔᆍ M = 0 ׹ E3 ௜ȳмي Vȶၩ˓ᆄϋᲪ

0 =

ˆ
V

M d3x

=
1
c

d
dt

ˆ
V
M 0 d3x+

ˆ
V

iM i d3x

=
1
c

d
dt

ˆ
V
M 0 d3x+

˛
V

dsi M i =
1
c

d
dt

ˆ
V
M 0 d3x

ஃҰȖ೅˭࿘ɟ؃᤹ (ൡϋ᤹) ᡗ࿬᫆׹ VȜȽ᪥ၩ̻ᛙ.



ঽʞᲪᐌ࿟࿢ᄲ؃፮ቦɥආʿ·ȟҊऌၩݕजࣄݟ૧ΗȽᲸ

d
dtM = 0 " M =

ˆ
V
M 0 d3x

ज᤹Mݕ ၩᙡᆄυૼҚᙊȽᲸ

M 0 = Θ0 x Θ0 x

ࣙן

Θ00 = u u = 0
2
E2 +

B2

2 0

Θ0i = cgi =
Si

c
g =

S
c2

= 0E B

ধʢஅᲸ

M 00i = Θ00 xi Θ0i x0 = u xi + c2 git = ur c2gt i

M 0jk = Θ0j xk Θ0k xj = c gj xk + c gk xj = c jkl(r g)l



ধʢ႙ϡᲸ
M 0jk ၩ༌ྐஔᝮ୆ r gᲪ يм׹΄ Vȶၩ˓ᆄϋ

M
ˆ
V
r g d3x

ೃ୆ᐌ࿟࿢ᄲ؃፮ቦɥᆦᨭᠠЎފᆅऌၩݕज᤹. ধʢৡݑ
᛹ᤵȽмي Vȶ࿢ᄲ؃ၩᚧЎ᤹.

M 00i ၩ༌ྐΎා୆ ur c2tg. يм׹΄ Vȶၩ˓ᆄϋ୆ᐌ࿟
࿢ᄲ؃፮ቦɥආʿ·੭ЎȟҊऌၩݕज᤹Ჸ22

d
dt

ˆ
V

ur c2tg d3x = 0

ᐌ࿟࿢ᄲ؃፮ቦɥආʿ·੭ЎȟҊऌၩݕजࣄݟҚ૧ΗȽᲸ

0 =
d
dt

ˆ
V

ur d3x c2
ˆ
V
g d3x c2t

d
dt

ˆ
V
g d3x

22ᡨȖ೅ၩᛆᛖᜏѿᨽᲸH. Muller­Kirsten, Electrodynamics, an introduction
including quantum effects, World Scientific, 2004, Page 434.



̻ᛙмي Vȶൄஅ࿢ᓒ࿢ඖϋࠪᲪVΎڐɖଣ࿢ᄲᎾ᤹ƁЎ᤹ၩ
ɳ੐Ჸ

d
dt

ˆ
V
u d3x =

d
dt

ˆ
V
g d3x = 0

ȝᲪࢭೄॐ׹
d
dt

ˆ
V

ur d3x = c2
ˆ
V
g d3x

̩ᒉݟɆмي Vȶᐌ࿟࿢ᄲ؃ၩĀᎾ᤹ȶࣖāᲸ

rc

´
V ur d3x´
V u d3x

ೄᎾ᤹ȶࣖၩᡡЎᢓ࡮ȽᲸ

vc =
drc
dt =

d
dt
´
V ur d3x´
V u d3x

= c2
´
V g d3x´
V u d3x

=
G c2

U

ȶ࢏ UȠ GϋϞ୆мي Vȶ࿢ᄲ؃ၩओᎾ᤹ӶओЎ᤹Ჸ



U =

ˆ
V
u d3x G =

ˆ
V
g d3x

ঽʞᲪ࿢ᄲ؃˚࿘᤹൤υ΅அආʿ·੭ЎҊ੐ȝၩȟҊऌॲөႫ
΄Ꮎ᤹ȶࣖၩᡡЎሼˊɥȖȳᎾ᤹Ƚ UЎ᤹Ƚ Gၩ႐ފᛖऌᝮ
ມၩᡡЎ.

੫ȝமᛆᛖ࿢ᄲ؃ᚧЎ᤹ၩ༌ྐΎා. ধʢފ F ঽទɠၩ༌ྐ
ΎාॲөႫ

ijkBk = Fij = iAj jAi = ijk( A)k ! B = A

ᡨፊᲪ

g = 0 E B = 0E ( A) = 0ei ijk
mnkEj mAn

= 0eiEj( iAj jAi) = 0Ej Aj
0(E )A

ʞ҂Ჸ
1
0
r g = Ej(r )Aj E j(r jA)

= Ej(r )Aj
j[E j(r A)] + ( E)(r A) + E j[( jr) A]

= Ej(r )Aj
j[E j(r A)] + E A



ച΄׹ E3 ௜ȳмي Vȶၩ˓ᆄϋᲪ

M =

ˆ
V
r g d3x

= 0

ˆ
V
Ej(r )Aj d3x+ 0

ˆ
V
E A d3x

0

ˆ
V

j[E j(r A)] d3x

= 0

ˆ
V
Ej(r )Aj d3x+ 0

ˆ
V
E A d3x 0

˛
V

dsj E j(r A)

̻ᛙ࿢ᄲ؃ʈϋࠪɥмي VɇΎƁଣࢡ؃ൡϋ᤹ᢏᡞᡗ࿬᫆ V
ผςᲸ ˛

V
dsj E j(r A) = 0

ೄᲪڿ

M = 0

ˆ
V
Ej(r )A j d3x+ 0

ˆ
V
E A d3x



੐ᚲɇᲪ
M = l+ s

΄ȶᲪ

1 lᆅȽ࿢ᄲ؃ၩ᠝ᢪᚧЎ᤹Ჸ

l = 0

ˆ
V

d3x Ej(r )A j

ɇঽʞڿೄӰү୆סȽ΄ᙡᆄυૼȶӄஅڌҫሊᇟ (r )Ც
ፊܴ᤹І݅˓ቦၩ᠝ᢪᚧЎ᤹ሊᇟ୆ i!(r ).

2 sᆅȽ࿢ᄲ؃ၩᐌଜᚧЎ᤹Ჸ

s = 0

ˆ
V

d3x E A

ᐌଜᚧЎ᤹ၩ༑ມ୆΄ᙡᆄυૼȟୌӄ؃ມၩˎጕკࢾ r.



Ƚɟܴ᤹ފ༌ྐȶܴͯၩᐌଜஅȖມॵ᚟Ცཷ׹ፅᖜႝᆦȶȖϔ
΅அᄗݟ᫿ཪၩରᜧ࿢ᄲ൨Ȥ΅அײ஼а. ̻ᛙ᛾࿢ᄲ൨ၩ᫿ཪ
Ƚ Ცʻ૆ଔҳȽႏᚧ؎௵ቦၩ X 3 ᠨೃҳ23Ცϖೄରᜧ࿢ᄲ൨Қ
࿘კ᤹И

A = A(r) e1 cos( t) + e2 sin( t) k = c

઀Η. ৡᄲॵ࡮ࢡࡣၩݟɆ࢏ B = AȠൡਁᇣࣄݟኦҫឰமᲪ

0 = E+
B
t
= E+

A
t

༌ྐȜҚʞஅᲸ׹ೄᲪס

E =
A
t
= A(r) e1 sin( t) e2 cos( t) ! [A(r)]2 =

E2

2

ᡨȖ೅؀Ც

E A = [A(r)]2e3 =
E2

e3

23ႏᚧ؎௵ቦțȳ༷ᇀଔҳၩْკϋϞᛍȽ ei (i = 1 2 3).



ঽʞᲪ

s = 0

ˆ
V

d3x E A =
e3

0

ˆ
V

d3x E2

Ჸ࢏࿢ᄲ؃ओᎾ᤹ၩᙊᡙࣙן

U = 0
2

ˆ
V

d3x E2 +
1

2 0

ˆ
V

d3x B2

Ȥފɥႝᆦȶၩ᫆ࡐ࿢ᄲ൨ፊᚲ24Ც

1
0
B2 = 0E2 ! U = 0

ˆ
V

d3x E2

ধʢҀҚʞৡײ஼аၩ᫆ࡐ࿢ᄲ൨ᐌଜᚧЎ᤹ᙊᡙȽᲸ

s =
U
e3

24ᛜହᜏѿᚘஔ᜖ᆍҰኽ᜖ʧᲪপፇᣫᄏᰒͮ࿖ၩᔢ˚Ƈ࿢ЎІ݅ƈᇣț໿ᇣ
116 ᫥ɇ (1.30) .࢏



1 ̩ᒉ᫿ཪȽ ၩȖϔ᫆ࡐ࿢ᄲ൨बࡣފڽɥܴ᤹༌ྐȶၩ
ȖȳܴͯᲪݑၩᎾ᤹᫫ᙊȽᲸ

U = !

ȶၩ࢏ !ᆅȽ Planck ̸᭭ݣ΄அᚧЎ᤹ၩ᤹ኈƁ΅ݑᲪૼࡁ
୆Ჸ

! 1 054 10 34 Joul s

ɥ୆ᲪܴͯၩᐌଜᚧЎ᤹ΗȽᲸ

s = !e3

᤼ɥ sၩ̸᤹ҕ୆ !ၩȖ̥ᲪঽʞᆅܴͯၩᐌଜȽ 1.25

25s3 = 1, .࿢ᄲ൨அȯȳ༷ᇀၩ஼аଔҳ᫆ࡐɥࡣފ



࿢ᄲ؃ၩԚݺ᫯ᆍ࢏

࿢ᄲ؃ၩਁ೼࡮ݺ

L =
1

4 0
F F + J A

ᢏᡞࢡ؃ F ˹រɥ A , ΄ȶ 0A ୆؃ᆦᨭȶĀࡘɆ؎௵āA
ঽࡣފၩĀࡘɆᢓ࡮ā. ཷৡ A (x)ᤷଓᚬᜓȽ႐ᆦᨭȶ
ၩೃϖ؎௵ᲪȠ΄΀ᠡၩೃϖЎ᤹ݟɆȽᲸ

(x)
L

( 0A (x))
=

1
0
F 0 (x)

࿢ᄲ؃ၩЎІ݅ΤݟɥԚݺ᫯࡮ݺᲸ

H = 0A L

Ƞْஔၩᇭ࢏൜஺ਙҡᲸ

A (t x) (t y) = (3)(x y)



1 ȟࡓၩ୆Ჸ࿢ᄲ؃ȠĀೃϖ؎௵āA0(x)΀ᠡၩĀೃϖЎ᤹ā
0(x)जᇭɥ᪥Ც

0(x) =
1
0
F 00(x) = 0

ஔ൜஺ਙҡ26ْࣉ˭ݑ

A0(t x) 0(t y) = (3)(x y)

ଣൡᢞᡃᐌඔ؀দᇀ. ! 0(x)ȟ୆࿢ᄲ؃ၩЎІ݅Ҋ᤹Ცݑ
ʈ୆Ȗȳች஫.

QᲸ ቦᲽ˓࢏ࢭ᫯ݺᇀ࿢ᄲ؃ၩԚࢄ᛾ࣾɅࡣ

ኢΆ؃ᛖॲɆȝᲪʩॲȯȳ࿢ᄲ؃᤹׹26 F(t x)Ƞ G(t y)ၩᇭର൜஺ਙҡਪ
໑൤υૼލၩᆄϋݟɆᲸ

F(t x) G(t y) =

ˆ
d3z F(t x)

A (t z)
G(t y)
(t z)

G(t y)
A (t z)

F(t x)
(t z)



ӄஅች஫ၩԚݺ᫯ᆍ࢏

Ƚɟҫྐࢄ؀ᇀ࿢ᄲ؃ၩԚݺ᫯ᙊᡷᲪধʢ᫫ɢͮɟᚬ༪ਁͰၩ
ች஫ྐᛖ. Ƚଔ̆ᚿᲪ୦ରፅᖜᝮມኗ஽দၩІ݅˓ቦ.

1 ႐ᆦᨭȶᲪ࿟˓ቦၩೃϖ؎௵ȠೃϖЎ᤹஽দၩೃϖ΀ᠡ׹
Ҋ᤹Ƚ qa pa (a = 1 2 N ).

2 ˚Ƚ࠙˚̻ݟᲪ୦ȤᛂȽᡧɮೃϖҊ᤹ࢺೄ༷ᇀᲦȟȖݟȽ
ႝᲧᲪ

qa pb = ab qa qb = pa pb = 0

൜஺ਙҡၩݟɆȽᲸ

F G =
N

a=1

F
qa

G
pa

G
qa

F
pa

3 ЎІ݅ΤݟɥԚݺ᫯᤹ H(q p) = N
a=1 paq̇a L(q q̇)Ჸ

dqa
dt = qa H =

H
pa

dpa
dt = pa H =

H
qa



̩ᒉסȽਁ೼᤹ L(q q̇)ၩΎᣩኦ஽পፇʀȽଖЊၩ௜ɮڐ
ᣩ஭ʧᲪೃϖҊ᤹ɇᨭܺ׹υૼ΁ቦᲸ

m(q p) = 0 m = 1 2 M

ѠೃϖҊ᤹ࢺೄᨭܺ׹Ⴋ႐ɨ΁፮Ცʞᐐɥ௜ɮೃϖҊ᤹ȟ
༷ᇀ. ধʢᆅ m(q p) = 0 (1 m M)Ƚϙቾች஫.
ቦᡡЎରᲪধʢᚕചϙቾች஫ʎ່দᇀᲸ˓ࢦ

d m

dt = m H 0 ! n(q p) = 0 n = M+ 1 M+ N

ଓςཷၩᡧɮች஫ޢᆅȽಲቾች஫.27

ᡨȖ೅ᚕചಲቾች஫׹˓ቦᡡЎରদᇀᲪ

d n

dt = n H 0 ! l(q p) = 0 l = M+ N+ 1

ႏᐏড়ς˓ቦȶ᪄ᖈၩঽஅಲቾች஫.
27ᡧᤶςཷᡢˊᇭҡ ၩॲइ୆Ჸ׹භ҂ች஫ m ၩ൜஺ਙҡ m A ᚿሊ

দɇϱର୦ରȟᎾ˭࿘ች஫஭ʧݘ m = 0. ȝҮ.



ৡ˓ቦȶၩች஫мϋȽϙቾች஫Ӷঽஅಲቾች஫ᡧᅷϋሼᖩ
່୆ࣘᚕၩᲪˍࡒȟᤷᚕ.ʞȝৡݑʢᇩ኱؀ᛍȽ

r(q p) = 0 1 r S

ᚿሊ൜஺ਙҡᲸ

Crs(q p) r(q p) s(q p) 1 r s S

ၩݟɥਨފ rᲪ̩ᒉܺ׹ȟͺȽ᪥ၩቦૼ us ʜૼଔᆍࣉ˭
S
s=1 Crsus = 0 দᇀᲪϖᆅ r(q p) = 0 Ƚ˓ቦၩᇣȖሼች

஫. Ӏϖᆅ r(q p) = 0 Ƚ˓ቦၩᇣɣሼች஫.
.࡮ᇣȖሼች஫ॲөႫ˓ቦȶӄஅ᫃༌ྐᐌ࿟׹ܺ Қʞʀ
ȽଖЊଓၩڐமች஫஭ʧޑ΄ᠠаȽᇣɣሼች஫Ცʏፊබ
ᩳ੟˓ቦȶঽஅၩ᫃༌ྐᐌ࿟28࡮.
ᇣɣሼች஫ၩܺ׹ᜌହɇϱݟɆၩ൜஺ਙҡࡒȟᎾઁ˸ފ
˓ቦЎІ݅ၩबࢦ઀ΗᲪࡣ᛾࿟ঽᜪၩ Dirac ਙҡঽஂʜᲸ

28௜ɮ༑೓ॐࢭȝɖҚʞᢏᡞႏ੫ചᚬᇣȖሼች஫ၩଔൡබᩳ᫃༌ྐᐌ࿟࡮.



f g D = f g
r s

f r C 1
rs s g

ೄڊ C = (Crs)ᲪC 1 ୆ CၩᢃოᩛᲸ

s
CrsC 1

st = rt

ঽஅၩች஫ᣯ୆ᇣɣሼች஫ରᲪdetCࢦ = 0ᲪC 1 ୌ່୆ܺ׹ၩ.

ᇣɣሼች஫ r(q p) = 0 Ƞ΄ืុၩ Dirac ਙҡ႐ݳᲸ

r g D = r g
t s

r t C 1
ts s g

= r g
s t

Crt C 1
ts s g

= r g
s

rs s g

= 0

.ͺ؀ʏ˓ቦၩЎІ݅઀ΗȶᐛѼݖೄҚʞס



ʏ CოᩛɇოᩛͪၩݟɆ

Crs(q p) r(q p) s(q p)

ҚმᲸ
1 Cოᩛ୆҅ފᆅოᩛᲪCrs = Csr.
2 ̩ᒉ Cஅᢃ C 1ᲪC 1 ɖࣘȽ҅ފᆅოᩛ C 1

rs = C 1
sr .

3 ༌ྐ˓ቦȶᇣɣሼች஫ၩओૼࣘݟ୆ͅૼȳ.

ȟ᪑᭭ᛜᲪDirac ਙҡ΅அڿȝᤷᚕऌᝮᲸ
1 ҅ɳ੐ࣄᲸ

f g D = g f D

2 ϋᤀࣄᲸ
f gh D = f g D h+ g f h D

3 ᪕Қ೪जᇭ࢏Ჸ

f g h D D + g h f D D + h f g D D = 0



࿢ᄲ؃ၩԚݺ᫯ᙊᡷ

.ϡ࿢ᄲ؃ן

ϙቾች஫׹Ƚܺס 0 = 0Ც࿢ᄲ؃ၩਁ೼࡮ݺᙊᡙȽᲸ

H = 0A L

= i
0Ai +

1
4 0

F F J A

=
1
0
F 0iF0i

1
0
F 0i

iA0 +
1

4 0
F F J A

=
1
0

i F 0iA0
1

2 0
F 0iF0i +

1
4 0

F ijFij J iAi

+
1
0

iF 0i J 0 A0

˓ቦၩԚݺ᫯᤹୆ H ׹ E3 ȶၩ˓ᆄϋᲸ

H =

ˆ
d3x

1
2 0

F 0iF0i +
1

4 0
F ijFij J iAi A0

1
0

iF i0 + J 0



ɥ୆ܺڿ׹ȝಲቾች஫Ჸ

0 =
d
dt

0(t x) = 0(t x) Hˆ
d3y 0(t x) A0(t y)

1
0

iF i0(t y) + J 0(t y)

=

ˆ
d3y (3)(x y)

1
0

iF i0(t y) + J 0(t y)

=
1
0

iF i0(t x) + J 0(t x)

ᡧݣᩤȜ୆࿢ᮓ଒ࣄݟ E = 0. Ƚס = F 0
0Ცধʢཷ

ৡϱȯȳች஫ᙊᡙȽᲸ׹

1
0 = 0

2 i
i + J 0 = 0

˓ቦȶȟΒܺ׹୽ڒȳಲቾች஫. ᡧ୆סȽ ˙ 2 = 0 ᐌЎদᇀᲸ



0 =
d 2
dt c 0 i

i + J 0 = c
1
0

i 0F 0i + 0J 0

= c
1
0

i F i +
1
0

i jF ji + 0J 0

= c iJ i +
1
0

i jF ji + 0J 0

= J
= 0

଻႙ςᲸݳ
1 1 1 2 2 2 0

ঽʞ 1 Ӷ 2 ᣯ୆ᇣȖሼች஫.

ȽɟබᩳᇣȖሼች஫࠻மၩ᫃༌ྐᐌ࿟࡮Ც᪩ᚕʀȽ؀ଖЊଓၩ
ች஫஭ʧᲪѠ҈ᚚᒔ. ࿢ЎІ݅ȶኢࡁᤳ҈ၩȯᅷᚚᒔ୆Ჸ

1 Lorenz ᚚᒔ! A = 0.
2 !ʐᚚᒔࡢ iAi = 0.



ʞȝধʢᤳ҈ࡢʐᚚᒔᲪѠ׹˓ቦȶ࢒͹ᇣțȳች஫Ჸ

3
iAi = 0

ᤳ҈ɟࡢʐᚚᒔҰᲪ 2 = 0 ҚᤷଓᙊȽᲸ

c = J 0 =
1
0

iF i0 =
1
0

i
iA0 0Ai

=
1
0

i
iA0 + 0( iAi)

= c2 0
2A0 ! 2A0(t x) =

(t x)
c 0

ȳች஫Ჸם͹ᇣ࢒ᛔধʢᡨȖ೅ͩݑ

4 A0(t x)
1

4 c 0

ˆ
d3y

(t y)
x y

= 0

࿢ᄲ؃˓ቦȶܺ׹ႫȤʈܺ׹Ⴋᡧםȳች஫.



͹ች஫ოᩛ࢒ CᲪ΄ოᩛͪݟɆȽᲸ

Crx sy r(t x) s(t y) 1 r s 4

ধʢஅᲸ

C1x 4y = C4x 1y =
(3)(x y)

C2x 3y = C3x 2y =
2 (3)(x y)

ୌ່அ detC = 0Ცᙊହᡧםȳች஫ᣯࠢኢᠠ੐দɟᇣɣሼች஫.
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1 静电学基础
静电唯一性定理
格林函数法
几个典型的格林函数
静电势分布的多极展开

2 静电相互作用能与静电力
电荷分布与外电场相互作用能的多级展开
电荷分布与外电场的相互作用力

3 电介质
电介质的宏观描写
电介质分界面上的静电边界条件



静电基本方程

我们已经在相对性原理与规范原理的基础上建立起描写电磁现象
的基本方程组，即麦克斯韦方程组：

1
0

F = J F = 0

和洛伦兹力公式：
dp
d = qF U

这些方程可以用 E3 中的矢量等价地表为：

E = 0 E+
B
t
= 0

B = 0 B 0 0
E
t
= 0 j

与
dp
dt = qE+ qv B

dW
dt = qE v



接下来是事情自然是在各种典型情形下求解这组方程，用这
些解描写各种电磁现象，深化我们对于电磁相互作用的理解.

最简单的情形是所有场量均不随时间改变的静态：1

B
t
= 0

E
t
= 0

此时麦克斯韦方程组中的电场与磁场解耦，分别形成静电学：

E =
0

E = 0

与静磁学：
B = 0 B = 0j

本章讨论静电学.
1静态情形下所有场量均不随时间变化. 除了场强的时间导数为零之外，还

有：

t
=

j
t
= 0

t
=

A
t
= 0



根据电场强度的定义，

E i

c
= F 0i = 0Ai iA0

在静电场情形下2：

E i = c iA0 = i ! A0(r)
(r)
c

A(r) = A

习惯上称 (r)为静电场 E(r)的静电势：

E(r) = (r)

E(r) = (r)与毕安琪恒等式 E = 0 相容. 事实上，我
们常常使用前者取代后者.
规范变换 A (x)" A (x) = A (x) + (x)退化为：

(x) " (x) = (x) + C

即 (t x) = C t+ ixi ( i 为任意常数). 常数 C的不确定性称
为静电势零点选择的任意性.

2此处默认 A为 E3 中的常矢量.



把 E(r) = (r)与电高斯定律相结合，我们有：

(r)
0

= E(r) = (r)

即

2 (r) =
(r)
0

这个泊松方程就是静电学的基本方程.

Q： 哪些因素可以完全确定静电场的分布？

静电唯一性定理：

对于给定的电荷分布 (r) V，静电势的分布 (r)唯一地取决于
在区域边界面 V = S上所满足的 Dirichlet 边界条件 ( S 给定)

或者 Neumann 边界条件（ n S 给定）.



使用反证法证明. 假设在给定边界 S上电势 S 或者电势的法向
导数 n S 的前提下，区域 V内的电势仍不唯一. 即假设静电
泊松方程存在着 1(r)和 2(r)两个解，使得：

2
1 =

0

2
2 =

0

以及 1 S = 2 S，或者

1
n S

= 2
n S

构造新函数：
u(r) = 1(r) 2(r)

显然，u(r)服从拉普拉斯方程：

2u = 0

且满足的边界条件 u S = 0，或者 u
n S

= 0.



使用第一格林公式，
ˆ
V

d3x Φ 2Ψ+ Φ Ψ =

˛
S

ds Φ Ψ

n

且取 Φ = Ψ = u， 我们有：
ˆ
V

d3x u 2u+ u u =

˛
S
ds u u

n
= 0

亦即：
ˆ
V

d3x ( u)2 = 0 " u = 0 " u = C (常数)

所以，
1(r) = 2(r) + C

但静电势的附加常数对于静电场场强的分布没有影响. 这就证明
了静电唯一性定理.



导体表面的特殊性：

若区域 V的界面 S是导体表面，则因为静电平衡状态下导体表面
的等势面特点， 1 S 和 2 S 均为常数，u S = 1 S 2 S 自然亦为
常数. 所以，u满足的第一格林公式可进一步写为：ˆ

V
d3x u 2

=

˛
S
ds u u

n
= u S

˛
S
ds 1

n

˛
S
ds 2

n

= u S

˛
S
ds E1

˛
S
ds E2

显然，为了保证 u = 0，除了指定界面 S上的电势之外，也可以
指定导体表面 S上携带的电荷总量 Q

Q
0
=

˛
S
ds E1 =

˛
S
ds E2

这一特点是普通几何分界面不具备的. 施加静电边界条件时，无
须指定导体表面上的电荷面密度 = 0 n S，只需指定 S上
携带的总电荷量或者 S的静电势.



第二格林公式

虽然唯一性定理指明了静电泊松方程 2 = 0 的定解条件，
但它本身并未给出求解泊松方程边值问题的具体思路. 不过，唯
一性定理的数学基础（第一格林公式）ˆ

V
d3x Φ 2Ψ+ Φ Ψ =

˛
S

ds Φ Ψ

n

的一个派生公式 (第二格林公式)，提供了求解泊松方程的一种最
重要的方法：格林函数法.
在第一格林公式中交换两个标量场的地位，可得：ˆ

V
d3x Ψ 2Φ+ Ψ Φ =

˛
S

ds Ψ Φ

n

二式相减，有：
ˆ
V

d3x Φ 2Ψ =

ˆ
V

d3x Ψ 2Φ+

˛
S

ds Φ
Ψ

n
Ψ

Φ

n

此式就是第二格林公式.



格林函数法

格林函数：

位置矢量为 x 处的单位点电荷所激发的静电势分布 G (x x )
称为静电场的格林函数.
静电格林函数服从泊松方程：

2G (x x ) =
1
0

(3)(x x )

考虑包含源点 x 在内的空间区域 V，其边界面为 S. 倘若

G (x x )
S
= 0

称 G (x x )为第一类边值问题的格林函数.倘若

G (x x )
n S

=
1
0S

称 G (x x )为第二类边值问题的格林函数.



根据第二格林公式，
ˆ
V

d3x Φ 2Ψ =

ˆ
V

d3x Ψ 2Φ+

˛
S

ds Φ
Ψ

n
Ψ

Φ

n

区域 V中静电势的第一类边值问题

2 (r) = (r) 0 (r)
S
= (r)

的解是：

(r) =

ˆ
V

d3x (r ) (3)(r r )

= 0

ˆ
V

d3x (r ) 2G (r r)

= 0

ˆ
V

d3x G (r r) 2 (r ) 0

˛
S

ds G

n
G

n

=

ˆ
V

d3x G (r r) (r ) 0

˛
S

ds G
n



静电势的第二类边值问题

2 (r) = (r) 0
(r)
n S

= (r)

的解是：

(r) =

ˆ
V

d3x (r ) (3)(r r )

= 0

ˆ
V

d3x (r ) 2G (r r)

= 0

ˆ
V

d3x G (r r) 2 (r ) 0

˛
S

ds G

n
G

n

=

ˆ
V

d3x G (r r) (r ) +
1
S

˛
S

ds (r ) + 0

˛
S

ds G (r r) (r )

= S +

ˆ
V

d3x G (r r) (r ) + 0

˛
S

ds G (r r) (r )



典型区域的格林函数

1 很显然，格林函数法的核心在于使用格林函数. 格林函数从
何而来呢？

无界空间的静电格林函数：

位于地点 r 的单位点电荷在无界空间激发的静电势为

G (r r ) =
1

4 0 r r

按照数学恒等式 2 r r 1 = 4 (3)(r r )， 我们有：

2G (r r ) = (3)(r r ) 0

且：

G (r r )
r

= 0

故此 G (r r )正是无界空间第一类静电边值问题的格林函数.



球坐标系中 2 的表达式：

2 在笛卡尔直角坐标系中的表达式非常简单，

2 =
d2

dx2 +
d2

dy2 +
d2

dz2

但是在静电学中，倘若考虑到静电场分布区域的几何形状，上式
给出的 2 使用起来往往很笨拙. 我们常需要在其他曲线坐标
系中写出 2 的表达式.

以球坐标系为例. 的梯度表达
为：

= er r
+

e
r

+
e

r sin

现在的问题是：

2 = = ?



现在介绍球坐标系里矢量分析的独孤剑法3. 三个球坐标的梯度
分别是：

r = er =
e
r

=
e

r sin
因为梯度场无旋，我们有恒等式：

er = 0
e
r

= 0
e

r sin
= 0

使用矢量分析恒等式

(f g) = f g+ f g

我们有
e
r

= er
e
r
= r = (r ) r

即： e
r

= (r )

3It is only a joke.



同理有：

er
r2 sin

= ( )
e

r sin
= ( r)

因为旋度场无散，我们有恒等式：

er
r2 sin

= 0
e

r sin
= 0

e
r

= 0

再辅之以

(f g) = f g+ f g

( ) = +

这五个恒等式就构成了球坐标系中进行矢量分析的绝杀技.

现在我们使用这些恒等式在球坐标系中计算 2 ：



2 = er r
+

e
r

+
e

r sin

=
er

r2 sin
r2 sin

r
+

e
r sin

sin

+
e
r

1
sin

=
er

r2 sin
r2 sin

r
+

e
r sin

sin

+
e
r

1
sin

=
1

r2 sin r
r2 sin

r
+

1
r2 sin

sin

+
1

r2 sin
1

sin

=
1
r2 r

r2
r

+
1

r2 sin
sin +

1
r2 sin2

2

2



亦即：
2 =

1
r2 r

r2
r

+
1
r2

D̂2

式中出现的

D̂2 1
sin

sin +
1

sin2

2

2

是定义域在单位球面上的复平方可积函数构成的函数空间 中
的线性自伴算符，其本征值方程是：

D̂2Ylm( ) = l(l+ 1) Ylm( )

算符 D̂2 的本征值为 l(l+ 1)， l称为角量子数，其可能的取
值为非负整数 l = 0 1 2 .

D̂2 属于本征值 l(l+ 1)的本征函数 Ylm( )称为球谐函数：

Ylm( ) =
(2l+ 1)

4
(l m)!
(l+ m)!

P m
l (cos )eim l m l



P m
l (cos )称为缔合勒让德多项式：

P m
l (x)

( 1)m

2ll!
(1 x2)m 2 dl+m(x2 1)l

dxl+m

m = 0 情形下的 P 0
l (x)简记作 Pl(x)并称为勒让德多项式：

Pl(x)
1

2ll!
dl(x2 1)l

dxl

几个低阶的勒让德多项式的显示表达式为：

P0(x) = 1 P1(x) = x P2(x) =
1
2
(3x2 1)

球谐函数具有对称性 Yl m( ) = ( 1)mYlm( ). 几个低阶
球谐函数 Ylm( )的显示表达式是：

Y00 =
1
4

Y10 =
3
4

cos Y11 =
3
8

sin ei



球谐函数满足正交归一条件：ˆ 2

0
d
ˆ

0
d sin Ylm( )Yl m ( ) = ll mm

和完备性公式：

l=0

l

m= l
Ylm( )Ylm( ) =

1
sin

( ) ( )

其全体形成了复函数空间 的一组完备基. 单位球上的任意
函数可以表达为球谐函数的线性组合：

( ) =
l=0

l

m= l
almYlm( )

叠加系数为：

alm =

ˆ 2

0
d
ˆ

0
d sin Ylm( ) ( )



球壳空间的静电格林函数：

首先须把格林函数满足的微分方程 2G (r r ) = (3)(r r ) 0
在球坐标系中表出. 由于

1 =

ˆ
V

d3x (3)(r r )

=

ˆ
0

r2dr
ˆ

0
sin d

ˆ 2

0
d (3)(r r )

(3)(r r )在球坐标系中应表为：

(3)(r r ) =
1
r2

(r r )
1

sin
( ) ( )

=
1
r2

(r r )
lm

Ylm( )Ylm( )

所以，可以把格林函数 G (r r )的表达式在球坐标系中试设为：

G (r r ) =
lm

glm(r r )Ylm( )Ylm( )



注意到

2(glmYlm) = 2 glm Ylm + Ylm 2glm + glm 2Ylm

其中：

glm Ylm = glm(r r ) Ylm( ) = 0

2glm =
1
r2

d
dr r2

dglm(r r )
dr

2Ylm =
1
r2

D̂2Ylm( ) =
l(l+ 1)

r2
Ylm( )

可知 glm(r r )服从微分方程：

d
dr r2

dglm(r r )
dr l(l+ 1)glm(r r ) =

1
0

(r r )

这个方程表明 glm(r r )实际上与参数 m无关. 此后我们将其记为
gl(r r ).



倘若 r = r ，gl(r r )满足的方程退化为：

d
dr r2

dgl(r r )
dr l(l+ 1)gl(r r ) = 0

设

gl(r r ) =
hl(r r )

r
上式化为：

d2hl
dr2

l(l+ 1)
r2

hl = 0

取试探解 hl = rs，知 s(s 1) l(l+ 1) = 0. 参数 s有两个可
能取值，即 s = l和 s = l+ 1. hl(r r )的通解为：

hl(r r ) =
al(r )
rl

+ bl(r )rl+1 (r = r)

换言之，r = r情形下 gl(r r )的一般结构是：

gl(r r ) =
al(r )
rl+1 + bl(r )rl



求 gl(r r )所满足的微分方法在区间

r 0+ r r + 0+

的积分，并假设 gl(r r )在 r = r 处取值有限，不难看出 dgl
dr 在

r = r 处发生了跃变：

dgl
dr r r +0+

dgl
dr r r 0+

=
1
0r 2

假设静电场存在于半径分别为 r = a和 r = b的两个同心球
面界定的球壳之间 (a b). 对于第一类静电边值问题而言，
格林函数在区域的边界面上为零：

G (r r ) r=a = G (r r ) r=b = 0

因为当 r = r 时 gl(r r )的通解是

gl(r r ) =
al(r )
rl+1 + bl(r )rl

倘若 r r ，

gl(r r ) = bl(r ) rl
a2l+1

rl+1



倘若 r r ，

gl(r r ) = al(r )
1

rl+1
rl

b2l+1

综合以上两种情形，我们有：

gl(r r ) = cl(a b) rl
a2l+1

rl+1
1

rl+1
rl

b2l+1

式中 r (r )是 r与 r 中的较小者（较大者），常系数 cl(a b)待定.

现在使用 dgl
dr 的跃变条件确定 cl(a b). 倘若 r = r + 0+，

gl(r r ) = cl(a b) r l
a2l+1

r l+1
1

rl+1
rl

b2l+1

由此知：

dgl(r r )
dr r r +0+

=
cl(a b)
r 2 1

a
r

2l+1
(l+ 1) + l

r
b

2l+1



倘若 r = r 0+，

gl(r r ) = cl(a b) rl
a2l+1

rl+1
1

r l+1
r l

b2l+1

由此知：

dgl(r r )
dr r r 0+

=
cl(a b)
r 2 l+ (l+ 1)

a
r

2l+1
1

r
b

2l+1

带入到 dgl
dr 的跃变方程中，可得：

1
0r 2 =

dgl
dr r r +0+

dgl
dr r r 0+

=
cl(a b)
r 2 1

a
r

2l+1
(l+ 1) + l

r
b

2l+1

cl(a b)
r 2 l+ (l+ 1)

a
r

2l+1
1

r
b

2l+1



化简知：

cl(a b) =
1

(2l+ 1) 0 1 (a b)2l+1

所以，球壳空间中第一类静电边值问题的格林函数是：

G (r r ) =
lm

Ylm( )Ylm( )

(2l+ 1) 0 1 (a b)2l+1
rl

a2l+1

rl+1
1

rl+1
rl

b2l+1

球内空间 (a = 0)第一类静电格林函数：

G (r r ) =
lm

Ylm( )Ylm( )

(2l+ 1) 0

rl

rl+1
rl rl

b2l+1

球外空间 (b )第一类静电格林函数：

G (r r ) =
lm

Ylm( )Ylm( )

(2l+ 1) 0

rl

rl+1
a2l+1

rl+1rl+1



无界空间 (a = 0 b )第一类静电边值问题的格林函数：

G (r r ) =
1
0 lm

Ylm( )Ylm( )

(2l+ 1)
rl

rl+1

如前所述，

G (r r ) =
1

4 0 r r

所以：

1
r r

= 4
lm

Ylm( )Ylm( )

(2l+ 1)
rl

rl+1

此式是数学物理中最著名的级数展开之一.



静电势分布的多极展开

电荷分布 (r)在无界空间激发的静电势分布是：

(r) =
ˆ

d3x (r )G (r r ) =
1

4 0

ˆ
d3x

(r )
r r

上式中的积分是全空间.
倘若电荷分布仅仅存在于空间中一个小区域 Ω中4，则上面的静
电势分布可以等价地表为：

(r) =
1

4 0

ˆ
Ω

d3x
(r )

r r

进一步假设我们只关心远场区（r r R）的电势分布，

1
r r

= r2 + r 2 2r r
1
2 =

1
r

1 +
r 2 2r r

r2

1
2

1
r
+

er r
r2

+
3(er r )2 r 2

2r3
! er

r
r

4即假设仅仅当 r r # R时才有 (r ) = 0.



如此，远场区的静电势分布可以近似表达为：

(r)
1

4 0

1
r

ˆ
Ω

d3x (r ) +
er
r2

ˆ
Ω

d3x r (r )

+
1

2r3

ˆ
Ω

d3x 3(er r )2 r 2 (r )

在笛卡尔直角坐标系中，

3(er r )2 r 2 =
3
r2
(r r )2 r 2 =

3
r2
xixjxixj r 2 =

xixj

r2
3xixj ijr 2

所以：

(r)
1

4 0

Q
r
+

p r
r3

+
1

2r5 ij
Qijxixj

式中，

Q =

ˆ
Ω

d3x (r ) p =

ˆ
Ω

d3x r (r ) Qij =

ˆ
Ω

d3x (3xixj ijr 2) (r )

分别称为电荷分布的总电荷、电偶极矩矢量与电四极矩张量.



使用无界空间静电第一类边值问题格林函数的另一表达式

G (r r ) =
1
0 lm

Ylm( )Ylm( )

(2l+ 1)
rl

rl+1

我们可以把无界空间中静电势的分布重新表达为：

(r) =

ˆ
d3x (r )G (r r )

=
1
0 lm

Ylm( )

(2l+ 1)

ˆ
d3x (r )

rl

rl+1Ylm( )

倘若电荷仅分布于线度为 R的小区域 Ω5，则在 Ω内 r = r ，
r = r. 所以，

(r) =
1
0 lm

Ylm( )

(2l+ 1)
1

rl+1

ˆ
Ω

d3x (r )r lYlm( )

=
1
0 lm

1
2l+ 1

qlm
rl+1Ylm( )

5我们暂把 Ω看做是一个半径为 R的球体.



式中

qlm
ˆ
Ω

d3x (r )r lYlm( )

称为电荷分布的球多极矩. 容易看到：

q00 =
Q
4

q10 =
3
4

p3 q1 1 =
3
8

(p1 ip2)

q2m 本质上就是电四极矩张量诸分量的线性组合. 静电势球多极
展开的优点在于它简洁地给出了高阶项的贡献.

例：

1 接地导体内部存在着一个半径为 R的球形空腔，空腔中心放
置了一个偶极矩为 p的电偶极子. 求空腔内部的静电势分布.



解：

本问题显然属于第一类静电边值问题. 我们打算使用格林函数法
解之：

(r) =
ˆ
V

d3x G (r r) (r ) 0

˛
S

ds G
n

式中，

G (r r )是球内空间的格林函数，

G (r r ) =
lm

Ylm( )Ylm( )

(2l+ 1) 0

rl

rl+1
rl rl

R2l+1

因为导体接地， S = 0. 所以，

0

˛
S

ds G
n

= 0

(r )是电偶极子的电荷体密度.



电偶极矩 p可在笛卡尔直角坐标系中写为 p = piei = i
jeipj. 因为

电偶极子置于球心（坐标原点），我们有：

p = p
ˆ

d3x (3)(r ) = eipj
ˆ

d3x i
j

(3)(r )

= eipj
ˆ

d3x
x i

x j
(3)(r )

= eipj
ˆ

d3x
x j x i (3)(r ) eipj

ˆ
d3x x i

(3)(r )
x j

=

ˆ
d3x r p (3)(r )

比较此式与电偶极矩的定义式

p =

ˆ
Ω

d3x r (r )

可知电偶极子的电荷体密度是：

(r ) = p (3)(r )



现在求空腔内部的静电势分布：

(r) =
ˆ
Ω

d3x G (r r) (r )

=

ˆ
Ω

d3x G (r r)p (3)(r )

=

ˆ
Ω

d3x G (r r)p (3)(r ) +

ˆ
Ω

d3x G (r r)p (3)(r )

= G (r r)p
r =0

= p G (r r)
r =0

上式涉及的梯度运算完成后须取 r = 0. 因此，可在格林函数中
取 r = r 6：

G (r r ) =
lm

Ylm( )Ylm( )

(2l+ 1) 0
r l

1
rl+1

rl

R2l+1

6亦即取 r = r.



回忆

= er r
+

e
r

+
e

r sin

以及低阶球谐函数的表达式

Y00( ) =
1
4

Y10( ) =
3
4

cos

Y1 1( ) =
3
8

sin e i

我们看到格林函数中 l = 0 与 l 2 的项都不会对空腔内的静电
势产生影响：

(r) =
1

3 0

1
r2

r
R3 p r

1

m= 1
Y1m( )Y1m( )

r =0

=
1

4 0

1
r2

r
R3 p er + e +

e
sin

[cos cos + sin sin cos ]
= =0



化简得：

(r) =
1

4 0

1
r2

r
R3 p er cos + e sin cos

+ e sin sin
= =0

笛卡尔直角坐标系与球坐标系基矢的变换关系是：

er = e3 cos + e1 sin cos + e2 sin sin

e = e3 sin + e1 cos cos + e2 cos sin

e = e1 sin + e2 cos

因此有：

er = =0 = e3 e
= =0 = e1 e

= =0 = e2

导体空腔内的静电势分布最终表达为：

(r) =
1

4 0

1
r2

r
R3 p er =

1
4 0

1
r3

1
R3 p r



静电场的能量

电磁场的能量体密度为：

u =
1
2 0E 2 +

B 2

0

对于静电场，B = 0，其能量体密度退化为：

u =
1
2 0E 2

1 静电场不能脱离电荷分布独立存在， E = 0. 此外，它是
无旋的矢量场

E = 0 " E = " 2 = 0

静电场的总能量可表为：

W =

ˆ
d3x u =

1
2 0

ˆ
r R

d3x E 2

R



因为

E 2 = = ( ) 2 = ( ) +
0

且
ˆ
r R

d3x ( )
R

=

˛
r=R

ds ( )
R

= 0

我们可以把静电场的总能量重新表达为：

W =
1
2

ˆ
d3x

或者等价地，

W =
1
2

ˆ
Ω

d3x

式中 Ω是电荷分布 (r)占据的空间区域.



现在假设空间中的电荷分布为：

(r) = 1(r) + 2(r)

其中 i(r)仅在区域 Ωi 中不为零. 鉴于电动力学是一个线性理论，
静电势服从的泊松方程是线性微分方程，空间中的静电势分布可
表为：

(r) = 1(r) + 2(r)

这里 i(r)是电荷分布 i(r)激发的静电势， 2
i = i 0. 空间

中的总静电能是：

W =
1
2

ˆ
d3x ( 1 + 2)( 1 + 2)

=
1
2

ˆ
d3x 1 1 +

1
2

ˆ
d3x 2 2 +

1
2

ˆ
d3x ( 1 2 + 2 1)

最后一项显然在物理上应诠释为两个电荷分布之间的静电相互作
用能：

Wint =
1
2

ˆ
d3x ( 1 2 + 2 1)



静电相互作用能

静电相互作用能表达式中的两项实际上完全相等. 这是因为ˆ
d3x 1 2 = 0

ˆ
d3x ( E1) 2

= 0

ˆ
d3x ( 2E1) 0

ˆ
d3x 2 E1

= 0

˛
r=R

ds 2E1
R

+ 0

ˆ
d3x E2 E1

= 0

ˆ
d3x E2 E1

最后一步的结果关于指标 1 与 2 的交换对称，

"
ˆ

d3x 2 1 = 0

ˆ
d3x E2 E1

所以，两个电荷分布之间的静电相互作用能可以重新表达为：

Wint = 0

ˆ
d3x E1 E2



或者，

Wint =

ˆ
d3x 1 2 =

ˆ
d3x 2 1

最后这个表达式还可以等价地写为：

Wint =

ˆ
Ω1

d3x 1 2 =

ˆ
Ω2

d3x 2 1

电荷分布与外电场的相互作用能：

假设把占据了空间区域 Ω的电荷分布 (r)置于外静电场 Eext 中，

Eext = ext
2

ext(r) = 0 r Ω

外电场的静电势在 Ω内变化缓慢，

ext(r) ext(0)+r [ ext(r)]
r 0

+
1
2 ij

xixj
2

ext(r)
xi xj

r 0
+



或者，

ext(r) ext(0) + r [ ext(r)]
r 0

+
1
6 ij

3xixj ijr2
2

ext(r)
xi xj

r 0
+

将此式代回到相互作用静电能的表达式，知：

Wint =

ˆ
Ω

d3x (r) ext(r)

=

ˆ
Ω

d3x (r) ext(0) + r [ ext(r)]
r 0

+
1
6 ij

3xixj ijr2
2

ext(r)
xi xj

r 0
+

Q ext(0) + p [ ext(r)]
r 0

+
1
6 ij

Qij
2

ext(r)
xi xj

r 0



或者：

Wint Q ext(0) p Eext(0)
1
6 ij

Qij E ext
i
xj r 0

电荷分布与外电场的相互作用力：

电荷分布 在外静电场 Eext = ext 中受到的静电力为：

F =

ˆ
d3x f =

ˆ
Ω

d3x (r)E(r)

式中的 E(r)是位矢为 r的地点 P处的总电场强度：

E(r) = Eself(r) + Eext(r)

Eself(r)是电荷分布 自身在 P点激发的静电场强度：

Eself(r) = self(r) =
1

4 0

ˆ
Ω

d3x
(r )

r r



因为
1

r r
=

r r
r r 3

我们有：

Eself(r) =
1

4 0

ˆ
Ω

d3x (r )
(r r )
r r 3

电荷分布 (r)作用于自身的总静电力为7：

Fself =

ˆ
Ω

d3x (r)Eself(r)

=
1

4 0

¨
Ω

d3x d3x (r) (r )
(r r )
r r 3 = 0

Eext(r)是外电场在 P点激发的静电场强度：

Eext(r) Eext(0)+
i
xi

Eext(r)
xi r 0

+
1
2 ij

xixj
2Eext(r)
xi xj

r 0

7我们约定这里的电荷分布不包括点电荷组.



外电场的电势满足拉普拉斯方程，

2
ext = 0 " 2Eext = 0 ! Eext = ext

所以，外电场施加给电荷分布 (r)的总静电力为：

Fext =

ˆ
Ω

d3x (r)Eext(r)

QEext(0) + p Eext(r)
r 0

+
1
6 ij

Qij
2Eext(r)
xi xj

r 0

很显然，静电力属于保守力：

Fext = Wint

多极矩存在时，外电场对电荷分布也会施加力矩的作用：

τ =

ˆ
d3x r f =

ˆ
Ω

d3x r [ (r)Eext(r)] p Eext(0)



点电荷激发的静电场总能量是发散的：

W =

ˆ
d3x

1
2 0E 2 =

1
32 2 0

ˆ
d3x

q2

r4
"

或者，设点电荷 q处于位矢为 r 的地点， (r) = q (3)(r r )，
其在空间激发如下静电势分布

(r) =
q

4 0 r r

q的静电场总能量为：

W =
1
2

ˆ
d3x (r) (r)

=
q2

8 0

ˆ
d3x

(3)(r r )
r r

=
q2

8 0 r r
1
0

这个计算表明，经典电磁理论中的点电荷、点电荷组模型并
不总能提供数学上有意义的对电荷分布的描写.



不过，点电荷的概念在研究相互作用方面很胜任. 设空间中
存在着两个点电荷 q1 与 q2，它们占据地点的位置矢量分别
为 r1 和 r2. 如此，

i(r) = qi (3)(r ri) (i = 1 2)

q1 在空间激发的静电势分布为：

1(r) =
ˆ

d3x 1(r )
4 0 r r

=
q1

4 0 r r1

q2 与 q1 之间的静电相互作用能与力分别为：

W12 =

ˆ
d3x 2(r) 1(r) =

q1q2
4 0 r1 r2

与

F2 1 = r1W12 =
q1q2(r1 r2)
4 0 r1 r2 3

最后一式正是预期的库仑定律，但这里它没有以电动力学出
发点的面目出现.



电介质及其宏观描写

电介质是由原子、分子等微观组分8构成的导电性极差的绝缘材
料：

电介质分子具有、或者有能力具有非零的分子电偶极矩 pi.
电介质内部的静电势决定于泊松方程：

2 (r) =
1
0 i

i(r)

其中 pi 对 i(r)的贡献是 i(r) = p (3)(r ri).
通常我们仅关心电介质的宏观性质，需要对上述“微观”描写
在一个微观大、宏观小的区域内求平均. 请留意 3 种不同的
尺度： d 分子尺度，L 求平均值的尺度，R 电介质尺
度. 微观大、宏观小的确切涵义是：

d L R

8以下统称“分子”.



Q： 怎么对场点 r处的物理量 Ψ(r)求平均？

朴素地讲，我们可以以 r点为球心、以 L为半径在电介质内部指定
一个球体 BL(r)，然后把 Ψ(r)的平均值定义为

Ψ(r) =

´
BL(r) d3x Ψ(r )

4 L3 3

不过，此平均值强烈地依赖于物理量 Ψ(r)在 BL(r)球界面上的取
值 Ψ(r) r =L，从而强烈地依赖于参数 L的选择. 这是明显的缺点.

借鉴统计力学中定义宏观量的方法，我们可以在电介质内部引入
类配分函数 fL(r)：

fL(r)是一个光滑的、正定的、球对称函数.
fL(r)无量纲.
倘若 0 r L， fL(r) = C 0.
倘若 r 2L， fL(r) = 0.



倘若 L r 2L， fL(r)单调地插入在 0 和 C之间.´
d3x fL(r) = 1.

使用类配分函数 fL(r)，我们把电介质中的与微观物理量 Ψ(r)对
应的宏观物理量定义为：

Ψ (r)
ˆ

d3x Ψ(r ) fL(r r )



如此定义宏观量的一个优点是求平均运算与对空间坐标微商运算
对易：

Ψ

xi
(r) =

xi

ˆ
d3x Ψ(r ) fL(r r )

=

ˆ
d3x Ψ(r )

xi
fL(r r )

=

ˆ
d3x Ψ(r )

x i fL(r r )

=

ˆ
d3x

x i Ψ(r ) fL(r r ) +

ˆ
d3x

Ψ(r )
x i fL(r r )

=

ˆ
d3x

Ψ(r )
x i fL(r r )

=
Ψ

xi
(r)

求宏观平均值 与求微商 xi 这两种运算的次序无关性（即所谓
对易性）为我们研究电介质的宏观性质提供了极大的便利.



电介质中的宏观电荷分布 (r)：

从微观角度讲，电介质中的电荷体密度可表为：

(r) =
i

i(r)

其中 i(r)是身处地点 ri 的第 i个“分子”的电荷体密度，它非零
值集中在位矢 ri 处尺度为 d的小区域内 (d L). i(r)对电介质
中宏观电荷体密度的贡献是：

i (x) =
ˆ

d3x i(r ) fL(r r )

将类配分函数 fL(r r )在 r = ri 处做泰勒展开，

fL(r r ) = fL[(r ri) (r ri)]

= fL(r ri) (r ri) r fL(r r )
r =ri

+ O[(r ri)2]

fL(r ri) (r ri) rfL(r ri)



我们有：

i (x) =

ˆ
d3x i(r ) fL(r r )
ˆ

d3x i(r ) fL(r ri)ˆ
d3x i(r )(r ri) rfL(r ri)

qi fL(r ri) pi rfL(r ri)

此处 qi 与 pi 分别是电介质中第 i个分子的总电荷量和电偶极矩
矢量，

qi =
ˆ

d3x i(r ) pi =
ˆ

d3x i(r ) r

所以，电介质中的宏观电荷体密度是：

(r) =
i

i (x)
i
[qi fL(r ri) pi rfL(r ri)]



使用数学恒等式

fL(r ri) =
ˆ

d3x (3)(r ri) fL(r r )

又可把上式改写为：

(r) =

ˆ
d3x

i
qi (3)(r ri)

i
pi (3)(r ri) r fL(r r )

=

ˆ
d3x f(r ) P(r ) r fL(r r )

式中

f(r) =
i
qi (3)(r ri) P(r) =

i
pi (3)(r ri)

分别诠释为电介质内部自由电荷9体密度与总电偶极矩的体密度.
9“自由电荷”这个术语有误导嫌疑，因为这些电荷并不能在电介质内部自由

移动.



宏观电荷体密度 (r)表达式中的第一项是：
ˆ

d3x f(r ) fL(r r ) = f (r)

它诠释为电介质内部宏观的自由电荷体密度. 第二项是：ˆ
d3x P(r ) r fL(r r ) =

ˆ
d3x P(r ) fL(r r )

= P (r)

它诠释为电介质内部宏观的极化电荷体密度：

P (r) P (r)

此处出现的的宏观物理量

P (r)
ˆ

d3x P(r ) fL(r r )

称为电介质的极化强度矢量.



综合起来，我们有：

= f + P = f P

电介质内部宏观的静电学方程：

在电介质内部定义宏观的静电势分布：

(r)
ˆ

d3x (r ) fL(r r )

则 服从如下泊松方程：

2 =
0

=
f

0
+

1
0

P

这就是宏观的静电学基本方程. 很明显，上式使用起来并不方便.



根据 E = 定义电介质内部的宏观电场强度，我们有：

E = 0 E =
f

0

1
0

P

通常定义电介质的电位移矢量 D ：

D = 0 E + P

如此，描写电介质宏观电磁性质的静电学基本方程可以重新表达
为：

D = f E = 0

求解宏观静电学方程需要事先指定介质中的 f 和 P . 这
对于 f 的确是可能的. 我们通常认为电介质在整体上是电
中性的，除非通过外部因素把“自由电荷”安插进电介质从而
使得 f = 0.
遗憾的是，介质的极化强度 P 并不能事先确定， P 强烈
地依赖于介质中的总电场强度 E .



倘若 E 的量值不是特别的大，介质的极化强度 P 会线性
地依赖于介质中的总电场强度 E ：

Pi (r) = 0
k

k
i (r) Ek (r)

以系数 k
i (r)作为矩阵元构成的矩阵称为电介质的极化率张

量.
倘若电介质是均匀的线性介质，则 k

i (r) = k
i 不依赖于求

极化率的地点.
倘若电介质不但是均匀的，而且是各向同性的，则极化率张
量仅有一个独立分量 k

i (r) = k
i ，

P = 0 E

称为电介质的极化率. 此情形下，

D = E ! = 0(1 + )

寻常电介质均有 0. 所以通常有 0.



对于均匀且各向同性的线性电介质而言，

f = D = E = 2

换言之，电介质内部的宏观静电学方程可表为：

2 = f

电介质分界面上的静电边界条件：

设空间中存在着两种电介质，介电常数分别为 1 和 2. P为介质
分界面上的一点，在 P点附近局部范围内介质的分界面可视为
z = 0 的 xy平面，e3 为其单位法矢量，从介质 1 指向介质 2. 我们
可以把 P点处的宏观电场强度分布表达为：

E = E1 ( z) + E2 (z)

式中 (s)是 Heaviside 阶梯函数.



同理，P点处的宏观电位移分布与自由电荷体密度可分别表达为：

D = D1 ( z)+ D2 (z) f = f1 ( z)+ f2 (z)+ f (z)

这里 f 表示分界面上的自由电荷面密度.

根据宏观的电高斯定律，

f = D
= D1 ( z) + D2 (z) + ( z) D1

+ (z) D2

= f1 ( z) + f2 (z) + (z)e3 D2 D1

比较此式与之前列出的 f 表达式，我们看到：

n12 ( D2 D1 )
S
= f

这是静电边值条件之一，式中 n12 = e3 表示介质分界面上的单位
法矢量.



根据电介质中宏观的毕安琪恒等式，

0 = E
= E1 ( z) + E2 (z) + ( z) E1

+ (z) E2

= (z)e3 E2 E1

我们看到：

n12 ( E2 E1 )
S
= 0

这是另一个基本的静电边值条件，它表明电场强度的切分量在介
质分界面上是连续的.

1 也可以把电介质分界面上 P点处的宏观静电势分布表达为：

= 1 ( z) + 2 (z)

由此可推论：

E = E1 ( z) + E2 (z) + e3 (z)( 1 2 )

理论的自洽性要求静电势在分界面上连续： 1 S = 2 S.
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1 静磁学基本方程
无界空间中的静磁场
点磁荷与磁单极辨析

2 磁多极展开
磁偶极子
再论磁偶极子的磁场

3 静磁场的能量
电流与外磁场之间的相互作用磁能
相互作用静磁能的多极展开
磁偶极子与外磁场的相互作用能量
磁偶极子与外磁场之间的相互作用有效势能
W(1)

i 与 U之间的联系

4 磁介质
磁介质的宏观描写
磁介质内部的静磁学方程组
磁介质分界面上的静磁边界条件

5 静磁边值问题简介



静磁场

电磁场量不随时间变化的情形下，电磁场退化为静电场与静磁
场. 麦克斯韦方程组中描写静磁场的方程为：

B = 0 B = 0j

磁感应强度 B完全取决于矢势 A的分布：

Bi =
1
2

ijkFjk = ijk Ak

xj
! B = A

此定义式的理论基础是磁高斯定律 B = 0.
因为旋度场无散，静磁现象中的电流分布必然是稳恒电流：

j = 0 !
˛
S
ds j = 0

静磁边界条件为：

n12 (B2 B1)
S
= 0 n12 (B2 B1)

S
= 0α



式中 α是界面 S上面电流分布的线密度. 此外显然有：

n12 (j2 j1)
S
= 0

规范变换 A (x)! A (x) = A (x) + (x)在静磁问题中退
化为：

A(r) A (r) = A(r) + (r)
即 (x) = Ct+ (r). 可以人为地选择规范函数 (r)指定矢
势的散度. 静磁学中常取库仑规范：

A = 0

在库仑规范中，静磁学基本方程可重新表为矢势的诸笛卡尔直角
分量满足的泊松方程：

0j = B
= ( A) = ( A) 2A
= 2A



亦即：
2A = 0 j

无界空间中的静磁场：

矢势泊松方程可以通过格林函数法求解. 类似于静电学，我们约
定静磁第一类边值问题的格林函数的定解条件是：

2G (r r ) = 0
(3)(r r ) G (r r )

r S
= 0

因此，无界空间中的格林函数为：

G (r r ) = 0
4 r r

" 2 1
r r

= 4 (3)(r r )

无界空间的静磁矢势分布为：

A(r) =
ˆ

d3x j(r )G (r r ) = 0
4

ˆ
d3x

j(r )
r r



无界空间的静磁场的磁感应强度分布为：

B(r) = ∇× A(r) = ∇× 0
4

ˆ
d3x

j(r )
r r

= 0
4

ˆ
d3x ∇ 1

r r
j(r )

= 0
4

ˆ
d3x

(r r )
r r 3 j(r )

亦即：

B(r) = 0
4

ˆ
d3x

j(r ) (r r )
r r 3

这正是著名的比奥­萨法尔定律. 初等电磁学中通常仅研究线电
流分布激发的静磁场，此情形下比萨定律可表为：

B(r) = 0I
4

˛
dl (r r )

r r 3

式中 为存在稳恒电流分布的闭合曲线.



Q: 经典电磁学理论上允许存在点磁荷吗？

倘若经典电磁理论允许存在点磁荷 Q，则类比于点电荷，占据坐
标原点的点磁荷 Q应在空间激发一个球对称的静磁场，其磁感
应强度分布应为：

B(r) = 0
4

Q r
r3

采用球坐标系后，

B(r) = 0
4

Q er
r2

X

Y

Z

Q

P

~r✓

�



计及 er = ∇r， 我们有：

er
r2

=
1
r2
∇r = ∇ 1

r
! B(r) = ∇ 0Q

4 r
= ∇ [ (r)]

换言之，此点磁荷激发静磁场似乎可以用磁标势

(r) = 0
4 r

描写. 然而从物理上讲这个结论似是而非. 电磁场是 U(1)规范
场. 根据规范原理，磁场在本质上必须通过矢势描写.

由于球坐标系基矢满足关系式 er = e e ，我们也可以把点磁荷
的磁感应强度改写为：

B = 0
4

Q er
r2

= 0Q
4

e e
r2

= 0Q sin

4
e
r

e
r sin

= 0Q sin

4
∇ ∇ = 0Q

4
∇(cos ) ∇

= 0Q
4

∇× (cos ∇ )

最后一步使用了数学恒等式∇×∇ = 0.



此式似乎建议我们可以对点磁荷的磁场引入矢势描写：

B = ∇× A A = 0Q
4

cos ∇ = 0Qe
4 r

cot

不幸的是，这仅仅是一个错觉. 理由如下：

磁感应强度与候选矢势的定义域不同. 很显然，点磁荷磁感
应强度

B(r) = 0
4

Q er
r2

的定义域为 r 0. 但候选矢势

A(r) = 0Qe
4 r

cot

的定义域却是 r 0 = 0 . 换言之，空间中的一条直线
（即 x3 轴）被排除在候选矢势的定义域之外.



根据矢势的规范变换，可以把点磁荷的候选磁矢势选择为：

A (r) = A(r) ∇ = 0Q(1 cos )e
4 r sin

从而扩大它们的定义域. 具体地说，

A+(r) =
0Q(1 cos )e

4 r sin
(r 0 = )

而

A (r) = 0Q(1+ cos )e
4 r sin

(r 0 = 0)

但是，不可能通过规范变换把矢势的定义域扩大到与点磁荷
磁感应强度的定义域完全相同 (r 0 0 ).
从规范原理的视角看，球对称的矢量场分布

B = 0
4

Q r
r3

是不能诠释为一个静磁场的磁感应强度的，因为其散度为
∇ · B = 0Q (3)(r)，!动摇了电磁场的规范场本性的理
论基础.



可以考虑缩小磁感应强度的定义域，同时达到让 B = ∇× A
与 A具有完全相同的定义域和确保磁高斯定律∇ · B = 0成
立两个目的.例如，我们认为与矢势

A(r) = 0Q(1 cos )e
4 r sin

(r 0 = )

对应的磁感应强度分布不是具有球对称性的矢量场

0
4

Q r
r3

而是

B(r) = 0
4

Q r
r3

+ 0Qe3 ( x3) (x1) (x2)

显然，上述 A与 B的定义域是相同的，都是 r 0 = . 这
个 B(r)明显的不具有球对称性，但它满足磁高斯定律：

∇ · B = 0Q
4

∇ · r
r3

+ 0Q
( x3)
x3

(x1) (x2) = 0

因此，电磁场属于规范场的数学基础没有破坏.



Q: 现在的问题是：还能把没有球对称性的矢量场

B(r) = 0
4

Q r
r3

+ 0Qe3 ( x3) (x1) (x2)

诠释为点磁荷激发的磁感应强度分布吗？

显然不能. 我们把上述 B(r)诠释为占据了负 x3 轴的磁单极子激
发的磁感应强度分布1.此磁单极在物理图像上不是一个坐落在
坐标原点处的点磁荷，而是一个端点在坐标原点且沿负 x3 轴无
限延伸的、横截面趋于零的半无限长载流螺线管.

例：

1 半径为 a的导线圆环载有电流强度 I，求矢势和磁感应强度.

1通常把这里的负 x3 轴称为 Dirac弦.



解：

因电流分布于空间有限区域，其激发的静
磁场矢势可由下式计算：

A = 0
4

˛
C

Idl
r

式中 r = x x .

Z

X Y

P

~x

o
~x 0

I d~l

设场点 P的球坐标为 (R )，则：

x = ReR = R cos e3 + R sin cos e1 + R sin sin e2
载流圆环位于赤道面上. 任一源点的球坐标可写为 (a 2 )，
其相对于坐标原点的位置矢量可表为：

x = aeR = a cos e1 + a sin e2
可以把环形导线上的电流元表达为：

Idl = Idx = Ia( sin e1 + cos e2)d



的取值范围是 0 2 . 进一步注意到：

x x = Ra sin (cos cos + sin sin )

= Ra sin cos

场点、源点之间的距离可以表达为：

r = x x

= R2 + a2 2x x = R2 + a2 2Ra sin cos( )

把 Idl与 r的表式代回到矢势的计算公式中，并计及直角坐标系基
矢是常矢量这一常识，我们得到：

A = 0Ia
4

e1

2̂

0

sin d
R2 + a2 2Ra sin cos( )

+e2

2̂

0

cos d
R2 + a2 2Ra sin cos( )



做变量代换 = ， 并计及数学恒等式：
2̂

0

sin d
R2 + a2 2Ra sin cos

= 0

可以把矢势的表达式简化为：

A = 0Ia
4

( sin e1 + cos e2)
2̂

0

cos d
R2 + a2 2Ra sin cos

场点 P处的球坐标沿方位角 方向的单位基矢可以通过整体直
角坐标基矢表为，

e =
1

sin
eR = sin e1 + cos e2

所以，

A = e 0Ia
4

2̂

0

cos d
R2 + a2 2Ra sin cos



即 P点磁场的矢势只有 分量， 且此分量只依赖于两个球坐标 R
与 ，和方位角 的大小无关. 此表达式中涉及的积分是椭圆积
分，无解析表达式.

现在设场点 P的位置满足条件：

2Ra sin R2 + a2

这个条件描写
R a，远场
R sin a，近轴

两种近似情形. 此条件成立的情形中，

1
R2 + a2 2Ra sin cos

1
R2 + a2

1+
Ra sin cos

R2 + a2
+

3
2

Ra sin cos

R2 + a2
2

+
5
2

Ra sin cos

R2 + a2
3
+



利用此展开式，并注意到当 n为非负整数时，
2̂

0

cos2n d =
222n+1

(2n)! Γ(1 2 n) 2

2̂

0

cos2n+1 d = 0

可以求出矢势的近似表达式如下：

A = A (R )e

式中，

A (R ) 0Ia
4 R2 + a2

Ra sin
R2 + a2

1+
15
8
R2a2 sin2

(R2 + a2)2

下面求磁感应强度的分布：

B = ∇× A = ∇× (A e ) = ∇× (R sin A )
e

R sin

= ∇(R sin A )
e

R sin

= eR R(R sin A ) +
e
R

(R sin A )
e

R sin



亦即：

B =
eR

R2 sin
(R sin A )

e
R sin R(R sin A )

设场点 P位于远场区，R a，则：

A 0Ia2

4R2
sin 1+

15
8
a2 sin
R2

0Ia2

4R2
sin

通过简单的计算可知：

(R sin A ) 0Ia2

2R
sin cos R(R sin A ) 0Ia2

4R2
sin2

代入到 B的表达式中，有：

B = 0Ia2

4R3
2 cos eR + sin e

将来我们会看到，上式实际上是磁偶极子激发的磁感应强度. 所
以，闭合载流导线对于远处的场点而言相当于是一个磁偶极子.



z

x
y

P

o

✓

R

a
I

e3 eR
= e3 sin (cos e1 + sin e2)
= sin (cos e2 sin e1)
= sin e

按照本题的分析，半径 a! 0
但 m = I a2 保持有限的环形
载流导线在空间激发的静磁
矢势为：

A = 0Ia2

4R2
sin e

= 0
4

m R
R3

式中 m = m e3 是载流线圈
的磁偶极矩，R = R eR 是场
点 P 相对于载流线圈中心的
位置矢量. 采取柱坐标系，
R = ρ+ ze3，则有：

A = 0m
4 ( 2 + z2)3 2 e



例：

1 请计算半无限长的载流螺线管在空间激发的静磁场的矢势和
磁感应强度分布.

解：

如图示，设螺线管占据 z轴，单位长度的磁偶极矩为 ge3，



螺线管上纵向坐标为 z0 的载流圆环在场点 P处激发的静磁矢势
为：

dA = 0gdz0
4 [ 2 + (z z0)2]3 2 e

半无限长载流螺线管在场点 P处激发的静磁矢势为：

A =

ˆ
dA

= e 0g
4

ˆ 0 dz0
[ 2 + (z z0)2]3 2

= e 0g
4

1
2 1

z
2 + z2

引入 P点的球坐标 (r ). 由前页示意图知：

= r sin z = r cos

故半无限长载流螺线管在长点 P处激发的矢势可重新表为：

A = 0
4

g(1 cos )

r sin
e



显然，此矢势的定义域为 r 0 0 ，即矢势在排除了原点
及 z轴的空间中有效.

半无限长载流螺线管在场点 P处激发的磁感应强度分布为：

B = ∇× A = 0
4

∇× g(1 cos )

r sin
e

= 0g
4

∇(1 cos )
e

r sin

= 0g
4

sin

r
e

e
r sin

= 0g
4

er
r2

这正是期望中的平方反比律，但其定义域是 r 0 0 .

顿悟：

1 从经典电动力学的角度看，磁单极就是半无限长的载流螺线
管.



矢势的磁多极展开

给定电流分布在空间激发的静磁矢势是：

A(x) = 0
4

ˆ
V

d3x
j(x )
r

r = x x

写出此式时已经选择无穷远点为矢势零点. 如果电流分布于小区
域内，而场点距离该区域非常远，则可以将 1 r按照 (1 R)作泰勒
展开：

1
r
=

1
R

xi i
1
R
+

1
2!
xixj i j

1
R
+

式中，R = x .

将此展开式代入到矢势的表达式中，可得：

A(x) = 0
4

ˆ
V

d3x j(x )
1
R

xi i
1
R
+

1
2!
xixj i j

1
R
+

= 0
4 R

ˆ
V

d3x j(x ) + 0
4

xi
R3

ˆ
V

d3x xi j(x ) +



这里利用了数学恒等式2：

i
1
R
=

1
R2 iR =

1
R2 i xjxj =

1
2R2

2xj( ixj)
xkxk

=
xj ij

R3
=

xi
R3

矢势展开式的前两项分别是：

A(0)(x) = 0
4 R

ˆ
V

d3x j(x )

和

A(1)(x) = 0
4 R3

xi
ˆ
V

d3x xi j(x )

为了看清矢势多极展开各项的物理意义，现在构造一个静磁学恒
等式. 我们已经约定电流分布于小区域 V中，没有电流溢出 V的
边界面 S. 所以，若以 f g表示源点坐标的两个任意的标量函数，
则有： ˛

S
ds f(x ) g(x ) j(x ) = 0

2场点位置矢径的长度是 R = x = x2 + y2 + z2 = xixi.



利用奥高定理可以将此式左端改写为区域 V上的体积分：ˆ
V

d3x f(x ) g(x ) j(x )

注意到，
(f g j) = (f g+ g f ) j+ f g j

以及稳恒电流连续性方程 j(x ) = 0，我们有：
ˆ
V

d3x f(x ) j(x ) g(x ) + g(x ) j(x ) f(x ) = 0

取 f = 1 g = xi. 在直角坐标系中，

f = 0 g = ej j xi = ej ij = ei

上述恒等式退化为：

0 =

ˆ
V

d3x j(x ) ei =
ˆ
V

d3x ji(x )



鉴于直角坐标系基矢是常矢量， 上式的成立意味着：
ˆ
V

d3x j(x ) = 0

所以，矢势多极展开的首项等于零：

A(0)(x) = 0
4 R

ˆ
V

d3x j(x ) = 0

与静电标势情形不同，静磁矢势展开式不含“点磁荷”项，即不含
与点电荷静电势对应的项.

取 f = xi g = xk. 在直角坐标系中，

f = ej j xi = ej ij = ei g = ek

上述恒等式退化为：

0 =

ˆ
V

d3x xi j(x ) ek+xk j(x ) ei =

ˆ
V

d3x xi jk(x )+xk ji(x )



于是，矢势多极展开式的第二项所涉及的积分可进一步简化. 选
取直角坐标系使得 j(x ) = ek jk(x )，则：

xi
ˆ
V

d3x xi j(x ) = xi ek
ˆ
V

d3x xi jk(x )

=
1
2
xi ek
ˆ
V

d3x xi jk(x ) xk ji(x )

=
1
2
xi ek
ˆ
V

d3x ikl x j(x )
l

= x
1
2

ˆ
V
d3x x J(x )

= m x

式中

m =
1
2

ˆ
V

d3x x j(x )

诠释为电流分布具有的磁偶极矩.



1 倘若稳恒电流分布于闭合导线 ，则有 jd3x = Idl. 此载流线
圈表现为一个磁偶极子， 其磁偶极矩矢量表达为：

m =
1
2
I
˛

x dl = I S " S =
1
2

˛
x dl

此处的 S是闭合曲线 所包围曲面的面积矢量.

磁偶极子激发的磁矢势为：

A(1)(x) = 0
4

m x
R3

式中 R = x 是场点到磁偶极子的距离.

现在计算磁偶极子所激发磁场的磁感应强度矢量：

B(1)(x) = ∇× A(1)(x)

= 0
4

∇× m
x
R3

= 0
4

∇× m ∇ 1
R

这里使用了数学恒等式：

∇ 1
R

=
x
R3



进一步的化简需要计算∇× (m ∇ )，此处 = 1 R. 采用直
角坐标系，我们有：

∇× (m ∇ ) = ei ijk
j( klnml n )

= ei ijk
lnkml

j
n

= ei( i
l

j
n

i
n

j
l)m

l
j

n

= eimi
j

j eimj
j

i = m 2 (m ∇)∇

回忆
2 = 2 1

R
= 4 (3)(x)

对于远场区的场点（x = 0）， 2 = 0. 于是，磁偶极子 m在远场区
激发的磁场的磁感应强度分布是：

B(1)(x) = 0
4

(m ∇)∇ = 0
4

(m ∇)
x
R3



磁标势：

1 磁偶极子磁感应强度的上列表达式启发我们可以引入磁标势

(1)
m =

m x
4 R3

描写磁偶极子的磁场，B(1) = 0∇ (1)
m .

理由如下. 选择笛卡尔直角坐标系做计算，则∇ = ei i, x = xiei 且
R = xixi. 于是，

j
1
R
=

1
R2 jR =

1
R2 j xixi =

2xi( jxi)
2R3

=
xj
R3

由此可知：
x
R3

= ej
xj

R3
= ej j 1

R
= ∇1

R



凭借此恒等式，我们可以把磁偶极子的磁感应强度重新表达为：

B(1)(x) = 0
4

(m ∇)
x
R3

= 0
4

(m ∇)∇1
R

= 0
4

mj
j ei i 1

R

= 0
4

ei i mj
j

1
R

= 0
4

ei i mj xj
R3

= 0∇
m x
4 R3

= 0∇ (1)
m " (1)

m (x) =
m x
4 R3

当然，这一结论仅在 R = 0的场点成立.



设磁偶极矩矢量沿 x3 轴正向，m = me3. 对场
点 P的位置取球坐标 (R )，x = R eR， 这里
的 eR 是 P点 R增大方向的单位矢量：

eR = cos e3 + sin cos e1 + sin sin e2

根据定义 e = eR 和 e = eR sin , P 点
处另外两个球坐标系基矢是：

e = sin e3 + cos cos e1 + cos sin e2
e = sin e1 + cos e2

PZ

X Y

✓

�

~x

~m

所以，

m ∇ = me3 eR R +
e
R

+
e

R sin

= m cos R
sin

R



场点 P处的磁感应强度计算如下：

B = 0
4

(m ∇)
x
R3

= 0m
4

cos R
sin

R
eR
R2

= 0m
4 R3

( 2 cos eR sin eR) =
0m

4 R3
(2 cos eR + sin e )

1 对于一个由“载有电流强度为 I且半径为 a的圆环状导线”
形成的磁偶极子，m = a2I， 上式可等价地表达为：

B = 0Ia2

4R3
(2 cos eR + sin e )

这恰为之前例题的结果.
2 磁偶极子 m激发的磁场可以表达为与坐标系选择无关的形
式：

B(x) = 0
4

3(m x)x
R5

m
R3

此处约定 x = ReR，且R 0.



再论磁偶极子的磁场

Q：倘若计及磁偶极子 m占据的地点、即 R = 0处，m激发的
磁感应强度分布的表达式是什么？

我们在坚持磁高斯定律∇ · B = 0成立的前提下回答此问题.

前面的讨论中实际上已经默认磁高斯定律在 R 0情形下是
成立的. 倘若 R 0，我们可以把磁偶极子的磁感应强度表达
为矢势的旋度

B(x) = 0
4

3(m x)x
R5

m
R3

= ∇× 0
4

(m x)
R3

从而必然有：

∇ · B(x) = 0
4

∇ · 3(m x)x
R5

m
R3

= 0 R 0

现在的问题是： 怎么确保∇ · B = 0在 R 0情形下仍成立？



倘若计及 x = 0的场点，我们猜想

∇ · 3(m x)x
R5

m
R3

的值应与 (3)(x)有关. 为了检验这一猜想并使之精确化，我们考
虑如下数学恒等式：

2 1
x a

= 4 (3)(x a)

假设 R = x a ， 可以对上式两端分别进行泰勒级数处理. 精
确到 O(a2)，恒等式的右端表达为：

4 (3)(x a) = 4 (3)(x) ai
xi

(3)(x)

+
1
2
aiaj

2

xi xj
(3)(x) +

= 4 (3)(x) + 4 (a ∇) (3)(x) + O(a2)



而它的左端表达为：

2 1
x a

= 2 1
R

ai
xi
1
R
+ O(a2)

= 2 1
R
+ 2 a x

R3
+ O(a2)

= 4 (3)(x) +∇ ·∇ a x
R3

+ O(a2)

我们现在需要计算标量函数

Ψ(x)
a x
R3

的梯度. 首先考虑 x = 0的情形. x = 0意味着 R 0. 所以：

∇Ψ = (a x)∇ 1
R3

+
1
R3

∇(a x)

=
3(a x)x

R5
a
R3



为了计及∇Ψ在 x = 0处可能存在的发散，我们计算∇Ψ在全空
间的体积分. 不失一般性，我们取 a = ae3. 使用奥高散度定理的
推论 ˆ

d3x∇Ψ =

˛
ds Ψ

可得： ˆ
d3x∇Ψ =

˛
ds Ψ =

˛
a x
R3

eR R2dΩ

=

ˆ 2

0
d
ˆ
0

sin d (a eR) e3 cos

+e1 sin cos + e2 sin sin

= e3
ˆ 2

0
d
ˆ
0

sin d (a eR) cos

= 2 a e3
ˆ
0

cos2 sin d

=
4
3
a



但是，倘若挖掉原点处一个半径为 0+ 的球体，∇Ψ在剩余空
间 V 中的体积分却并不与上式一致，而是为零. 在 V 中，

∇Ψ =
3(a x)x

R5
a
R3

式中 x = R eR， R 0. 因为在所取的坐标系中，a = a e3， 我们可
以把上式进一步表为：

∇Ψ =
a
R3

(3 cos eR e3)

=
a
R3

(3 cos2 1)e3 + 3 cos sin (cos e1 + sin e2)

联合使用定积分公式，
ˆ 2

0
cos d =

ˆ 2

0
sin d = 0

以及 ˆ
0
(3 cos2 1) sin d = 0



可知：
ˆ
V

d3x∇Ψ = a e3
ˆ dR

R

ˆ 2

0
d
ˆ
0
(3 cos2 1) sin d

= 2 a ln(R )
R

ˆ
0
(3 cos2 1) sin d

= 0

以上计算表明：梯度∇Ψ在半径为 0+ 的球体内的积分值应
该为 4 a 3. 因为该球体的体积近似为零，∇Ψ作为被积函数，
它在原点处的值必然是发散的.

顿悟：

1 ∇Ψ的表达式中隐藏着正比于 (3)(x)的发散项：

∇ a x
R3

=
3(a x)x

R5
a
R3

+
4
3
a (3)(x)



进而，

2 a x
R3

= ∇ · 3(a x)x
R5

a
R3

+
4
3
(a ∇) (3)(x)

利用此式，我们有：

2 1
x a

= 4 (3)(x) ∇ · 3(a x)x
R5

a
R3

+
4
3
(a ∇) (3)(x) + O(a2)

如此，数学恒等式

2 1
x a

= 4 (3)(x a)

的成立意味着存在如下新的数学恒等式：

∇ · 3(a x)x
R5

a
R3

=
8
3
(a ∇) (3)(x)



我们现在可以使用这个新的数学恒等式研究磁偶极子的磁感应强
度分布. 假设计入了 x = 0点之后，磁偶极子 m在空间激发的磁
场修正为：

B(x) = 0
4

3(m x)x
R5

m
R3

+ B (x)

磁高斯定律∇ · B = 0的成立要求：

0 = 0
4

∇ · 3(m x)x
R5

m
R3

+∇ · B (x)

=
2 0
3

(m ∇) (3)(x) +∇ · B (x)

= ∇ · B (x)
2 0
3

m (3)(x)

此方程的具有一般解：

B (x) =
2 0
3

m (3)(x) + C



从物理上考虑，

B (x)
x=0

= 0

故应取积分常矢量 C = 0. 至此求出了磁偶极子 m所激发的磁感
应强度分布的完整表达式：

B(x) = 0
4

3(m x)x
R5

m
R3

+
2 0
3

m (3)(x)

引伸：

倘若坐标原点 O处存在着一个电偶极矩为 p的电偶极子， 其电
荷分布体密度为：

(x) = (p ∇) (3)(x)

p激发的静电场强度在远场区表为：

E(x) =
1

4 0

3(p x)x
R5

p
R3

R 0

式中 x = R eR 是场点相对于偶极子占据地点 O的位矢.



对于上述电偶极子激发的静电场而言，电高斯定律表为：

∇ · E(x) = 1
0
(p ∇) (3)(x)

据此可推知电偶极子电场强度分布的完整表达式应该是3：

E(x) =
1

4 0

3(p x)x
R5

p
R3

p
3 0

(3)(x)

例：
请检验磁偶极子的磁感应强度分布满足积分形式的磁高斯定
律.

解：

以磁偶极子 m占据的地点 O为球心构造一个半径为 R 0的球
面 S. 我们现在的任务是计算面积分：

3本周作业题.



ΦB =

˛
S
ds B

因为 R 0，在球面 S上我们有：

B(x) = 0
4

3(m x)x
R5

m
R3

计及 ds = R2eR dΩ与 x = R eR， 并取 m = me3， 知：

ds B = 0
2 R

(m eR) dΩ = 0m
2 R

cos sin d d

所以，

˛
S
ds B = 0m

2 R

ˆ 2

0
d
ˆ
0

cos sin d = 0m
R

ˆ 1

1
d = 0

此处 = cos . 至此验证了积分形式的磁高斯定律.



例：
请计算磁偶极子磁感应强度在全空间的体积分.

解：

以磁偶极子 m占据的地点 O为球心、以无穷小量 为半径构造一
个球面把空间划分为球内与球外二区域. 在球内区域 V1，

B(x) =
2
3 0m (3)(x)

我们有： ˆ
V1

B(x) d3x =
2
3 0m

在球外区域 V2，

B(x) = 0
4

3(m x)x
R5

m
R3



取 m = me3，可以把上式重新表为：

B = 0m
4 R3

[3 cos eR e3]

= 0m
4 R3

e3(3 cos2 1) + e1 cos sin cos + e2 cos sin sin

因为， ˆ 2

0
cos d =

ˆ 2

0
sin d = 0

磁感应强度在 V2 中的体积分为：

ˆ
V2

B(x) d3x = 0me3
4

ˆ dR
R

ˆ 2

0
d
ˆ
0
(3 cos2 1) sin d

亦即：
ˆ
V2

B(x) d3x =
1
2 0m [ln(R )]

R 0+

ˆ
0
(3 cos2 1) sin d



上式中对极角积分的因子等于零，

ˆ
0
(3 cos2 1) sin d =

ˆ 1

1
(3 2 1)d = 3

1

1
2 = 0

因此我们有： ˆ
V2

B(x) d3x = 0

综合以上分析，知磁偶极子 m激发的磁感应强度在全空间的体积
分为： ˆ

B(x) d3x =
2
3 0m



静磁场的能量

磁场的总能量表达为：

W =

ˆ
u d3x " u =

1
2 0

B2

上式中 u是磁能密度，总能量体积分遍及磁场分布的全部区域.
在静磁现象中，B = ∇× A, ∇× B = 0j. 注意到：

B2 = (∇× A) B = ijk( jAk)Bi = j(
ijkAkBi) ijkAk( jBi)

= ∇ · (A B) + A (∇× B) = ∇ · (A B) + 0 A j

静磁场的总能量可以重新表达为：

W =
1

2 0

ˆ
B2 d3x =

1
2 0

˛
S
(A B) ds+ 1

2

ˆ
A jd3x

假设无穷远处磁场的矢势为零，则上式右端第一项的面积分为
零. 所以，

W =
1
2

ˆ
V

d3xA j

式中的积分区域 V仅仅代表电流的分布区域.



电流与外磁场之间的相互作用磁能

现在计算某电流分布 j在给定外磁场中的相互作用能量. 以 Ae 表
示外磁场的矢势，je 表示产生此外磁场的电流分布. 以 A表示电
流分布 j本身所激发磁场的矢势. 如此，总的电流分布 (j+ je)所
激发的总的静磁场能量可写为：

W =
1
2

ˆ
(j+ je) (A+ Ae) d3x

=
1
2

ˆ
j Ad3x+

1
2

ˆ
je Ae d3x

+
1
2

ˆ
(j Ae + je A) d3x

所以，电流 j与外磁场 Be 的相互作用能量是：

Wint =
1
2

ˆ
(j Ae + je A) d3x



因为，

A = 0
4

ˆ
j(x ) d3x
x x

Ae =
0

4

ˆ
je(x ) d3x
x x

前页所得的相互作用能Wint 表达式中的两项相等. 所以，

Wint =

ˆ
V
j Ae d3x



小区域内的电流分布与外磁场的相互作用
设外磁场 Be 的矢势为 Ae，给定电流分布 j(x)
与此外磁场的相互作用能量是：

Wi =

ˆ
V

d3x j(x) Ae(x)

以电流分布区域中的适当点为原点建立直角
坐标系. 若电流分布于小区域 V内，V的线
度远小于外磁场矢势 Ae 发生显著变化的线
度，则可以把 Ae(x)在坐标原点邻域上作泰勒
展开，

Ae(x) = Ae(0) + xi iAe(0) +
oX

Y

Z

~J

P

~x

~Be

结合以上两式，并使用静磁学恒等式：ˆ
V

d3x ji(x) = 0
ˆ
V

d3x xi jk(x) + xk ji(x) = 0



我们有：

Wi =

ˆ
V

d3x jiAi
(e)(0) + jixk kAi

(e)(0) +

= Ai
(e)(0)

ˆ
V

d3x ji(x) + kAi
(e)(0)

ˆ
V

d3x ji(x)xk +

=
1
2

kAi
(e)(0)

ˆ
V

d3x xkji(x) xijk(x) +

=
1
2

kAi
(e)(0)

ˆ
V

d3x kij x j(x)
j
+

= kij
kAi

(e)(0)
1
2

ˆ
V

d3x x j(x)
j
+

= kij
kAi

(e)(0) mj +

= mj ∇× Ae(0) j +

= m Be(0) +



磁偶极子与外磁场的相互作用能量

以上结果表明，磁偶极子与外磁场之间的相互作用能量为：

W(1)
i = m Be

这里出现的问题是： 如何理解W(1)
i ？ 换言之，可否将W(1)

i 诠释
为磁偶极子与外磁场之间相互作用的有效“势能” ？

物理小贴士：

W(1)
i 当 m与 Be 反向时取极小值. 所以，倘若把W(1)

i 解
释为磁偶极子与外磁场体系的势能，则意味着磁偶极子
受外磁场作用时其磁矩 m将会倾向于与外磁场反向. 这
个结论显然是荒谬的.



所以，不能将磁偶极子与外磁场之间的相互作用能

W(1)
i = m Be

错误地诠释为磁偶极子与外磁场之间的相互作用势能. 事实上，
由于静磁场施加给电流分布的洛伦兹力

F = jd3x B ! ∇× F = 0

不是保守力场4， 原则上不存在“静磁势能”这个概念.

4这个论断与∇× B = 0j的右端是否为零无关. 因为磁力的受力对象仍然
是电荷（虽然是运动电荷）、而不是磁荷.



现在从力和力矩的角度研究电流分布与外磁场之间的相互作
用. 回忆洛伦兹力密度公式，f = j B. 所以，在外磁场 Be
中给定电流分布 j(x)将受到如下静磁力：

F =

ˆ
V

d3x j(x) Be(x)

和力矩：

τ =

ˆ
V

d3x x [ j(x) Be(x)]

仍然假设电流分布于小区域 V中，外磁场在 V内没有明显变
化. 在 V中选择适当地点作为原点建立直角坐标系，使得

Be(x) = eiBi(e)(x)

把 Be(x)在原点邻域上做泰勒展开：

Be(x) Be(0) + xi iBe(0)



代入到静磁力公式中，得：

F =

ˆ
V

d3x j(x) Be(0) + xi iBe(0) +

= ei ijk
ˆ
V

d3x jj(x) B(e)k (0) + xl lB
(e)
k (0) +

= ei ijkB(e)k (0)
ˆ
V

d3x jj(x) + ei ijk lB(e)k (0)
ˆ
V

d3x xl jj(x) +

=
1
2
ei ijk lB(e)k (0)

ˆ
V

d3x xl jj(x) xj jl(x) +

= ei ijk lB(e)k (0) ljn
1
2

ˆ
V

d3x x j(x)
n
+

= ei ( i
l

k
n

i
n

k
l )

lB(e)k (0) mn +

= ei i mkB(e)k (0) eimi kB(e)k (0) +
= ∇ m Be(0) m ∇ · Be(0) +



计入磁荷体密度恒为零的电磁学基本假设5，我们有：

∇ · Be(0) = 0

所以，外磁场 Be 中磁偶极子 m受到如下静磁力作用：

F = ∇ m Be(0)
1 只有在非均匀的外磁场中，磁偶极子才受到非零的静磁
力.

2 对于磁偶极子与外磁场相互作用体系，可以定义“等效
静磁势能”：

U = m Be(0)

从而把静磁力写为 U的负梯度F = ∇U.
3 U的极小值对应于 m与 Be 取向一致，这和介质磁化的
物理图像相符.

4 U = W(1)
i ，它表明 U只是磁偶极子与外磁场相互作用

总能量W(1)
i 中的一部分，不是全部.

5这是电磁场的规范场属性的基本前提，目前认知水平下它也是一个实验事
实.



进一步讨论电流分布在外磁场中所受到的力矩. 为简单计，假设
外磁场是均匀磁场，Be(x) Be(0). 以前述直角坐标系为依托，
我们有：

τ =

ˆ
V

d3x x j(x) Be(0)

= ei (ej ek)
ˆ
V

d3x xijj(x)B
(e)
k (0)

= ( ikej ijek)B(e)k (0)
1
2

ˆ
V

d3x xijj(x) xjji(x)

= ( ikej ijek)B(e)k (0) ijl ml

= ijlejmlBi(e)(0)

即：
τ = m Be(0)



W(1)
i 与 U之间的联系

让我们再仔细分析一下处于外磁场中的磁偶极子与外磁场的相互
作用能W(1)

i 与等效相互作用势能 U之间的联系.

q
~u

~B

~v

X

Y

Z

I

从考虑一段载流导线在外磁场中的运
动入手.

导线中某载流子 q参与两种运动. 一个
分运动是沿电流方向的漂移，速度为 u;

Idl qu

另一运动是随导线整体沿 Y 轴作机械
运动，速度为 v.

外磁场作用于此载流子上的洛伦兹力
是：

F = q(u+ v) B



外磁场提供的洛伦兹力在整体上对载流子并不作功. 但是：

0 = (u+ v) F = q(u+ v) (u+ v) B
= q (u+ v) (u+ v) B
= q(u v+ v u) B
= u qv B + v qu B

1 第一项是洛伦兹力在载流子漂移方向作功的功率. 我们假设
导线中的电流强度不随时间变化，如此，洛伦茨力在载流子
漂移方向所作的功率将转化为电源电能的时间增加率：

dWs

dt u qv B

2 第二项是洛伦兹力在载流子随导线整体机械运动方向作功的
功率. 显然，这部分功率若与机械运动的路径无关，就有可能
表现为载流导线与外磁场相互作用势能的时间增加率：

dU
dt v qu B



洛伦兹力整体上对载流子不作功意味着：

dWs

dt +
dU
dt = 0

解之，知：
Ws + U =常数

上式右端的常数意指其不随时间变化.我们假设在初始时刻载流
导线与外磁场相距无穷远，彼此并无相互作用. 如此，应取此常
数为零：

Ws + U = 0

因此，

对于处在外磁场中运动的载流导线而言，外磁场洛伦
兹力对导线中电源所作的电功与其对导线整体运动
所作的机械功完全抵消.

这就是此情形下洛伦兹力不作功的真相.



现在考虑磁偶极子与外磁场之间的相互作用能：

~m

~v

~Be

~J

~Je

为方便计，把磁偶极子设想
为一个圆形载流线圈.
假设外磁场由另一矩形载流
线圈产生.
二载流线圈作相向机械运
动，相对运动速度为 v.

于是，磁偶极子与外磁场之间总的相互作用能量应该是：

W(1)
i = Wdipole +Wcoil + U

1 Wdipole 是矩形载流线圈磁场的洛伦兹力对磁偶极子线圈中的
电源所作的电功.

2 Wcoil 是磁偶极子磁场的洛伦兹力对矩形载流线圈电路中电
源所作的电功.

3 U是二者因为相向机械运动而具有的相互作用势能.



因为磁场的洛伦兹力在整体上不作功，我们看到：

从矩形载流线圈的视角看：

Wdipole + U = 0

从磁偶极子的视角看：

Wcoil + U = 0

此二式相加，则有：

Wdipole +Wcoil + 2U = 0

所以，

W(1)
i = Wdipole +Wcoil + U

= Wdipole +Wcoil + 2U U

= U



即：
W(1)

i = U

这正是我们知道的结论. 磁偶极子与外磁场的相互作用总能量
是W(1)

i = m Be，但反映其在外磁场中因为作机械运动而具有
的相互作用势能是 U = m Be. 二者之差

W(1)
i U = 2U = 2m Be

其实是电源提供的以保持两个载流回路中电流强度均不随时间变
化所需的电功6.

6进一步的讨论请参考 Feynman等人的著作，THE FEyNMAN LEcTuRES ON
PHySIcS, Vol2, Chapter15 and Chapter16.



磁介质及其宏观描写

磁介质是由原子、分子等微观组分7构成的磁性材料：

磁介质分子具有、或者有能力具有非零的分子磁偶极矩 mi.
磁介质内部的静磁场分布决定于麦克斯韦方程组：

∇ · B(r) = 0 ∇× B(r) = 0
i
mi ∇ (3)(r)

其中 mi 对 ji(r)的贡献是 ji(r) = mi ∇ (3)(r ri).
通常我们仅关心磁介质的宏观性质，需要对上述“微观”描写
在一个微观大、宏观小的区域内求平均. 使用类配分函数
fL(r)，我们把磁介质中的与微观物理量 Ψ(r)对应的宏观物理
量 Ψ (r)定义为：

Ψ (r)
ˆ

d3x Ψ(r ) fL(r r )

7以下统称“分子”.



磁介质中的宏观电流分布 j (r)：

从微观角度讲，磁介质中的电流体密度矢量可表为：

j(r) = jf(r) +
i
ji(r)

其中 ji(r)是身处地点 ri 的第 i个“分子”的电流密度，它非零值集
中在位矢 ri 处尺度为 d的小区域内 (d L). ji(r)对介质中宏观
电流密度的贡献是：

ji (x) =
ˆ

d3x ji(r ) fL(r r )

将类配分函数 fL(r r )在 r = ri 处做泰勒展开，

fL(r r ) = fL[(r ri) (r ri)]

= fL(r ri) (r ri) r fL(r r )
r =ri

+ O[(r ri)2]

fL(r ri) (r ri) rfL(r ri)



我们有：

ji (x) =

ˆ
d3x ji(r ) fL(r r )

=

ˆ
d3x ji(r ) fL(r ri)ˆ

d3x ji(r ) (r ri) rfL(r ri)

=

ˆ
d3x ji(r ) r rfL(r ri)

= eb
ˆ

d3x jib(r )xa
fL(r ri)

xa

= eb
1
2

ˆ
d3x xa jib(r ) xb jia(r )

fL(r ri)
xa

= eb abcmc
i

fL(r ri)
xa

= mi rfL(r ri)



上式中 mi 是磁介质中第 i个分子的磁偶极矩矢量：

mi =
1
2

ˆ
d3x r ji(r )

所以，磁介质中的宏观电流密度矢量为：

j (r) = jf(r) +
i

ji (r) = jf(r)
i
mi rfL(r ri)

使用数学恒等式

fL(r ri) =
ˆ

d3x (3)(r ri) fL(r r )

又可把上式改写为：

j (r) = jf(r)
ˆ

d3x
i
mi

(3)(r ri) r fL(r r )

= jf(r)
ˆ

d3x M(r ) r fL(r r )



式中

M(r) =
i
mi

(3)(r ri)

诠释为磁介质内部总磁偶极矩的体密度.

宏观电流密度矢量 j (r)表达式中的第二项可重新表为：ˆ
d3x M(r ) r fL(r r ) = ∇×

ˆ
d3x M(r ) fL(r r )

= ∇× M (r)

它诠释为电介质内部宏观的磁化电流密度矢量：

jM (r) ∇× M (r)

式中出现的的宏观物理量

M (r)
ˆ

d3x M(r ) fL(r r )

称为磁介质的磁化强度矢量.



综合起来，我们有：

j = jf + jM = jf +∇× M

磁介质内部宏观的静磁学方程：

在磁介质内部定义宏观的磁感应强度分布：

B (r)
ˆ

d3x B(r ) fL(r r )

则因求宏观平均与对空间坐标求微商对易，磁介质内部的静磁学
方程组可表为：

∇ · B = 0 ∇× B = 0 j = 0jf + 0∇× M

很明显，上式使用起来并不方便.



通常在磁介质中定义静磁场的磁场强度 H ：

H =
B
0

M

如此，宏观静磁学基本方程组可以重新表达为：

∇ · B = 0 ∇× H = jf

求解宏观静电学方程需要事先指定介质中的 jf 和 M . 对于
jf 这的确是可能的.
遗憾的是，介质的磁化强度 M 并不能事先确定， M 强
烈地依赖于介质中的总磁感应强度分布 B .
倘若 B 的量值不是特别的大，介质的磁化强度 M 会线
性地依赖于介质中的总磁场强度 H ：

Mi (r) =
k

k
(m)i(r) Hk (r)

以无量纲系数 k
(m)i(r)作为矩阵元构成的矩阵称为磁介质的

磁化率张量.



倘若磁介质是均匀的线性介质，则 k
(m)i(r) =

k
(m)i 不依赖于

求极化率的地点.
倘若电介质不但是均匀的，而且是各向同性的，则极化率张
量仅有一个独立分量 k

(m)i(r) = m
k
i ，

M = m H

m 称为介质的磁化率. 此情形下，

B = H " = 0(1+ m)

对于均匀且各向同性的线性磁介质而言，

jf = ∇× H =
1∇× B =

1∇× (∇× A )

因此，在库仑规范中（∇ · A = 0），磁介质内部的宏观静磁学
方程可表为：

2 A = jf " ∇× A = B



磁介质分界面上的静磁边界条件：

设空间中存在着两种磁介质，磁导率分别为 1 和 2. P为介质分
界面上的一点，在 P点附近局部范围内介质的分界面可视为
z = 0的 xy平面，e3 为其单位法矢量，从介质 1指向介质 2. 我们
可以把 P点处的宏观磁感应强度分布表达为：

B = B1 ( z) + B2 (z)

式中 (s)是 Heaviside阶梯函数. 同理，P点处的宏观磁场强度分
布与传导电流密度矢量可分别表达为：

H = H1 ( z) + H2 (z) jf = j(1)f ( z) + j(2)f (z) +αf (z)

这里 αf 表示分界面上的传导电流线密度.

介质分界面附近矢势分布也可类似地表达为：

A = A1 ( z) + A2 (z)



根据宏观的磁高斯定律，

0 = ∇ · B
= ∇ · B1 ( z) + ∇ · B2 (z) +∇ ( z) B1

+∇ (z) B2

= (z)e3 B2 B1

我们看到：

n12 ( B2 B1 )
S
= 0

这是静磁边值条件之一，式中 n12 = e3 表示介质分界面上的单位
法矢量. 此边界条件断言：磁感应强度的法分量在介质分界面上
是连续的.



根据磁介质中宏观的安培环路定律，

jf = ∇× H
= ∇× H1 ( z) + ∇× H2 (z) +∇ ( z) H1

+∇ (z) H2

= j(1)f ( z) + j(2)f (z) + (z)e3 H2 H1

上式左端可表为：

jf = j(1)f ( z) + j(2)f (z) +αf (z)

比较以上二式，我们看到：

n12 ( H2 H1 )
S
= αf

这是另一个基本的静磁边值条件，它表明磁场强度的切分量在介
质分界面上有可能会跃变.



现在考虑矢势在介质分界面上服从的边界条件. 我们已经把磁介
质分界面上 P点处的宏观矢势表达为：

A = A1 ( z) + A2 (z)

库仑规范条件意味着：

0 = ∇ · A
= ∇ · A1 ( z) + ∇ · A2 (z) +∇ ( z) A1

+∇ (z) A2

= (z)e3 A2 A1

由此可推论：

n12 ( A2 A1 )
S
= 0



宏观磁感应强度的定义式意味着：

B = ∇× A
= ∇× A1 ( z) + ∇× A2 (z) +∇ ( z) A1

+∇ (z) A2

= B1 ( z) + B2 (z) + (z)e3 A2 A1

上式左端可表为：

B = B1 ( z) + B2 (z)

比较以上二式，我们看到：

n12 ( A2 A1 )
S
= 0

综合以上二结论可知：矢势的所有分量在两种介质分界面上均是
连续的，

A1
S
= A2

S



此边界条件的核心内容来自于磁高斯定律，因此它实际上等价于
分界面上磁感应强度法分量的连续性.

介质分界面上磁场强度切分量的跃变条件只能以直接的方式转化
为矢势边界条件. 对于线性、各向同性的均匀磁介质而言，

H =
1

B =
1∇× A

所以，静磁边界条件

n12 ( H2 H1 )
S
= αf

在线性、各向同性磁介质情形下转换为：

n12
1
2
∇× A2

1
1
∇× A1

S
= αf



静磁边值问题

小结：

库仑规范下求解静磁场分布的基本方法是求矢势微分方程

2 A = jf

满足边界条件

A1
S
= A2

S

n12
1
2
∇× A2

1
1
∇× A1

S
= αf

的解.



磁场轴对称分布情形下矢势的定解问题

若电流密度矢量沿 z轴分布，矢势满足的微分方程在库仑规范中
退化为：

2A = jf e3

1 这个方程的解的一种可能的形式是：

A = A(x y z) e3

2 库仑规范条件∇ · A = 0进一步要求：

0 =
A(x y z)

z
! A = A(x y)

由此求出的磁感应强度将与 z坐标无关，即磁场分布具有轴对称
性：

A = A(x y)e3



设所涉及的物理问题宜采取柱坐标系，二介质的分界面是半径为
= R的圆柱面. 这样，

A = A( ) e3

A( )满足的微分方程是：

1 A
+

1
2

2A
2 = jf

若 jf = 0，则此方程可以通过分离变量法求解. 通解的具体形式
是：

A( ) = (a0 + b0 ln )(c0 + d0 )

+
m 0

am m +
bm
m cm sin(m ) + dm cos(m )

通解中的积分常数应由矢势满足的边界条件确定.



矢势边界条件：

1 自然边界条件是 0和 两种情形下矢势的有限
性8.

2 = R边界上矢势的连续性可表为：

Ain( )
=R = Aout( )

=R

3 最后分析 = R边界上的边界条件

e
1
out

∇× Aout
1
in
∇× Ain

=R
= f e3

8此处默认电流是分布于空间有限区域. 倘若电流分布可以延伸到无穷远，则
Aout( ) ln .



注意到：

∇× A = ∇× A( ) e3
= ∇A( ) e3

= e A+
e

A e3

= e A +
e

A

我们有：

e
1∇× A = e3

1
A

所以，前述边界条件具体化为：

1
out

Aout( )

=R

1
in

Ain( )

=R
= f
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5 电磁波的散射



规范势的演化方程

电磁场是规范场，其动力学由电磁势 4­矢 A (x) = ( c A)描
写. A (x)的选择具有不唯一性1，

A (x) ! A (x) = A (x) + (x)

但涉及电磁场的可观测物理量则是具有上述规范变换下不变性的
4­张量，例如：

F = A A F =
1
2

F
˛

dx A

电磁场的基本规律，即麦克斯韦方程组，可以通过规范不变的电
磁场张量 F 表达为：

F = A A F = 0J

式中 J = (c j)为电荷电流分布的电流密度 4­矢.
1这正是“规范场”一词的物理内涵.



讨论：

电磁场张量 F 的定义式等价于毕安琪恒等式，

F = 0

所以，倘若强调电磁场的规范场属性，可以使用 F 的定义
取代毕安琪恒等式在麦克斯韦方程组中的地位2.
麦克斯韦方程组 F = 0J 的成立要求存在自洽性条
件：

J = 0

它正是电荷守恒定律.
规范不变量 ˛

dx A

虽然在经典电动力学中地位不显，但它对带电粒子的量子力
学描写举足轻重.

2R. Wald, Advanced Classical Electromagnetism, 2022, PUP, Page 70.



电磁场张量 F 具有指标交换下的反对称性，F = F ，因此
它的独立分量数目为 6. 我们规定这 6个独立分量的物理内涵为
电磁场的电场强度与磁感应强度：

F 0i =
E i

c
F ij = ijkBk

换言之，

Ei = c F0i =
Ai

t
+ c

A0
xi

=
xi

Ai

t

Bi =
1
2 ijkF jk = ijk

Ak

xj

亦即：

E = ∇ A
t

B = ∇× A

鉴于梯度场无旋、旋度场无散，此二式自动地保证了磁高斯定律
∇ · B = 0与法拉第电磁感应定律∇× E+ tB = 0.



因此，混合使用规范势与场强 E与 B，我们可以把麦克斯韦方程
组表达为：

E = ∇ A
t

B = ∇× A ∇ · E =
0

∇× B 0 0
E
t
= 0j

或者，我们可以使用前两个方程消除场强，把麦克斯韦方程组表
达为规范势服从的演化方程：

0
= ∇ · E = 2

t
∇ · A

与

0j = ∇× B 0 0
E
t

= ∇× (∇× A) + 0 0 t
∇ + 0 0

2A
t2

= ∇(∇ · A) 2A+ 0 0 t
∇ + 0 0

2A
t2



使用常识 0 0 = 1 c2，以上二方程可重新表达为：

2
t
∇ · A =

0
1
c2

2A
t2

2A+∇(∇ · A) + 1
c2 t

∇ = 0j

借助于规范势选择的不唯一性，我们可以人为地规定∇ · A的取
值、从而简化上述方程组. 例如可以取库仑规范：

∇ · A = 0

在库仑规范中麦克斯韦方程组通过规范势表达为：

2 =
0

1
c2

2A
t2

2A+
1
c2 t

∇ = 0j



库仑规范是物理学家喜欢选择的规范之一. 物理学家喜欢选择的
另一个规范是Lorenz规范：

∇ · A+
1
c2 t

= 0 ! A
x

= 0

在 Lorenz规范中麦克斯韦方程组通过规范势表达为：

1
c2

2

t2
+ 2 =

0

1
c2

2A
t2

+ 2A = 0j

上式中，
1
c2

2

t2
+ 2 =

2

x x
=

称为达朗贝尔算符，简记为 "：

" =
1
c2

2

t2
+ 2

它实际上是一个 4­标量算符. 所以，麦克斯韦方程组在 Lorenz规
范中表现为规范势服从的线性波动方程：



" =
0
" A = 0j

或者：
" A = 0 J

这个波动方程明显符合相对性原理的要求，它是狭义相对论承认
的一条物理学规律.

例：

1 在库仑规范中，电磁场矢势所满足的运动方程可以写为如下
非齐次的波动方程

" A = 0 jT

式中 jT 为电流密度矢量的横分量 (无散分量). 试证明之.



解：

借助于数学恒等式

4 (3)(x x ) = 2 1
x x

我们有：

j(t x) =

ˆ
d3x (3)(x x ) j(t x )

=

ˆ
d3x

1
4

2 1
x x

j(t x )

= 2 1
4

ˆ
d3x

j(t x )
x x

灵活使用矢量分析恒等式：

∇× (∇× u) = ∇(∇ · u) 2u



可以把上式改写为：

j(t x) =
1
4

∇ ∇ ·
ˆ

d3x
j(t x )
x x

+
1
4

∇× ∇×
ˆ

d3x
j(t x )
x x

上式右端第一项是梯度场 (无旋)，第二项是旋度场 (无散). 所以
它们分别是电流密度矢量的纵分量和横分量：

j = jL + jT

式中，

jL =
1
4

∇ ∇ ·
ˆ

d3x
j(t x )
x x

jT =
1
4

∇× ∇×
ˆ

d3x
j(t x )
x x

它们分别具有性质：

∇× jL = 0 ∇ · jT = 0

这个结论在矢量分析理论中称为亥姆赫兹定理. 上面的推导相当
于给亥姆赫兹定理提供了一个构造性的证明.



下面对 jL 的表达式作进一步的简化：

jL(t x) =
1
4

∇ ∇ ·
ˆ

d3x
j(t x )
x x

=
1
4

∇
ˆ

d3x ∇ 1
x x

j(t x )

= +
1
4

∇
ˆ

d3x
1

x x
j(t x )

=
1
4

∇
ˆ

d3x
j(t x )
x x

ˆ
d3x

j(t x )
x x

右端第一项体积分可以通过奥高定理化为无穷远边界上的面积
分，结果为零：

ˆ
d3x

j(t x )
x x

=

˛
ds j(t x )

x x
! 0



所以，

jL(t x) =
1
4

∇
ˆ

d3x
j(t x )

x x

另一方面，我们注意到在库仑规范中，规范势满足的运动方程组
如下：

2A
1
c2

2A
t2

1
c2 t

∇ = 0j

2 =
0

利用标势运动方程的解

(t x) =
1

4 0

ˆ
d3x

(t x )
x x

以及电荷守恒定律，即∇ · j+ t = 0，我们有：



1
c2 t

∇ =
1

4 0c2 t
∇
ˆ

d3x
(t x )
x x

= 0
4

∇
ˆ

d3x t (t x )
x x

= 0
4

∇
ˆ

d3x
j(t x )

x x
= 0jL(t x)

代回到矢势的运动方程中，并注意到 j(t x) = jL(t x) + jT(t x)，即
得：

2A
1
c2

2A
t2

= 0jT

或者，
" A = 0jT

此式表明库仑规范中矢势的波动完全是由横向电流密度矢量激发
的. 事实上，考虑到库仑规范条件∇ · A = 0，矢势 A在库仑规范
中只有横分量.



推迟势

现在求无界空间中规范势 ( A)的一般解. 在 Lorenz规范中，标
势、矢势满足的场方程形式相同，故以下我们专注于求解标势的
达朗贝尔方程

2 1
c2

2

t2
= 0

定义无界空间中的含时格林函数 G (t x; t x )：

2G (t x; t x )
1
c2

2G (t x; t x )
t2

=
1
0

(t t ) (3)(x x )

G (t x; t x )
x x

= 0

此格林函数在物理上可诠释为处于时空点 (t x )处的单位点电
荷在另一时空点 (t x)处激发的电磁标势.上述方程具有空间坐标
平移变换下的不变性. 所以，

G (t x; t x ) = G (t t ; x x )



设 r = x x ，其量值为 r = x x . 以 x 点为坐标原点建立球坐
标系.注意到无界空间中点电荷的规范势分布具有球对称性，我
们有：

G (t t ; x x ) = G (t t ; r)

所以，格林函数满足的方程可简化为：

1
r2 r

r2
G
r

1
c2

2G
t2

=
1
0

(t t ) (3)(r)

在除却坐标原点之外的任何场点处，r = 0，G (t t ; r)满足齐
次波动方程：

1
r2 r

r2
G
r

1
c2

2G
t2

= 0

考虑到标势随源点、场点之间距离的增加而减弱，令：

G (t t ; r) =
u(t t ; r)

r



不难证明，在 r = 0的场点，u(t t ; r)满足的方程在形式上可看做
一维空间的波动方程：

2u
r2

1
c2

2u
t2

= 0

其通解为3：

u(t t ; r) = f t
r
c

+ g t+
r
c

这里的解函数 f, g (暂时)是完全任意的.因此，当 r = 0时，

G (t t ; r) =
f(t r c)

r
+

g(t+ r c)
r

通解的第一项描写向外发散的球面波，第二项描写向内汇聚的球
面波. 研究辐射问题时，电磁场是由原点处的电荷产生并向外发
散的. 所以应取 g = 0,

G (t t ; r) =
f (t r c)

r

3若电磁场由运动电荷激发，则解可以通过距离 r = x x (t ) 依赖于 t . 切
记！



我们假设：若 f采取某个特殊的函数形式，上述齐次波动方
程的解

G (t t ; r) =
f(t r c)

r
也是非齐次方程

1
r2 r

r2
G
r

1
c2

2G
t2

=
1
0

(t t ) (3)(r)

的解.为了验证满足上述要求的函数 f的存在性和确定它的
具体形式，现计算上述非齐次方程在以原点为球心、半径为
R 0+ 的球面所包围的区域 V中的体积分. 显然，

(t t ) 0 =

ˆ
V

d3x
1
0

(t t ) (3)(r)

= 4
ˆ R

0
r2dr 1

r2 r
r2

G
r

1
c2

2G
t2

= 4
ˆ R

0
r2dr 2 1

c2
2

t2
f(t r c)

r



= 4
ˆ R

0
r2dr f(t r c) 2 1

r
2∇f(t r c)

r
r3

+
1
r

2f(t r c)
1
c2r

2f(t r c)
t2

显然，除第一项外，其余各项的积分在 R 0+ 极限下均趋于
零.而第一项在 R 0+ 下的积分计算如下：

4
ˆ R

0
r2dr f(t r c) 2 1

r R 0
=

ˆ
V

d3x f(t) 2 1
r

= f(t)
ˆ
V

d3x 4 (3)(r)

= 4 f(t)

所以，

f(t) =
(t t )
4 0

! f(t r c) =
1

4 0
t t r c



于是，无界空间中的含时格林函数求得为：

G (t t ; r) =
1

4 0r
t t r c

1 除过 (t t r c)因子之外，此格林函数在形式上恰为单位
点电荷的静电标势.

2 对于 r = 0的场点而言， (t t r c)因子取非零值的条件不
是 t = t， 而是：

t = t r c t

这表明 t时刻场点 x处的规范标势是由较早时刻 t 位于 x 的
单位点电荷激发的.

3 上述含时格林函数称为无界空间中的推迟 (Retarded)格林函
数，可改记为 GR(t t ; r).

4 推迟格林函数的发现表明电磁相互作用的传递需要一定的时
间，不是超距作用.



有了推迟格林函数 GR(t t ; r)之后，任意电荷分布 (t x)在空间中
所激发的规范标势可由下式计算：

(t x) =

ˆ
d3x dt GR(t t ; r) (t x )

=
1

4 0

ˆ
d3x dt (t x )

r
(t t r c)

亦即，

(t x) =
1

4 0

ˆ
V

d3x
(t r c x )

r

Lorenz规范中矢势与标势满足相同形式的波动方程. 所以，

A(t x) = 0
4

ˆ
V

d3x
j(t r c x )

r

规范势的上述表达式称为 Lorenz规范中的“推迟势”公式.



例：

验证上述推迟势公式满足 Lorenz规范条件.

解：

设 t = t r c，这里 r = x x . 如此可以将上述 Lorenz规范中的
推迟势公式写作：

(t x) =
1

4 0

ˆ
V

d3x
(t x )
r

A(t x) = 0
4

ˆ
V

d3x
j(t x )

r

切记此二式所涉及的被积函数的两个自变量，即 t 和 x ，并不是
相互独立的.

检验 Lorenz规范条件需要求矢势的散度∇ · A，为方便起见我们
先求

∇ · j(t x )
r

r = x x 的任意函数均有等价关系 = . 所以：



∇ · j(t x )
r

= ∇1
r

j(t x ) +
1
r
∇ · j(t x )

= ∇1
r

j(t x ) +
1
r

t
j(t x )

t

=
1
r

j(t x )
1
r

t
j(t x )

t

另一方面，我们有：

j(t x )
r

=
1
r

j(t x ) +
1
r

j(t x )

=
1
r

j(t x ) +
1
r

t
j(t x )

t
+

1
r

j(t x )
t 不变

比较知：

∇ · j(t x )
r

=
j(t x )

r
+

1
r

j(t x )
t 不变



于是，无界空间中推迟矢势的散度计算如下：

∇ · A(t x) = 0
4

ˆ
V

d3x ∇ · j(t x )
r

= 0
4

ˆ
V

d3x
j(t x )

r

+ 0
4

ˆ
V

d3x
1
r

j(t x )
t 不变

= 0
4

˛
ds j(t x )

r

+ 0
4

ˆ
V

d3x
1
r

j(t x )
t 不变

= 0
4

ˆ
V

d3x
1
r

j(t x )
t 不变



利用电荷守恒定律，

j(t x )
t 不变

+
t

(t x ) = 0

并回忆 t 的定义式 t = t r c， 可以进一步把上式改写为：

∇ · A(t x) = 0
4

ˆ
V

d3x
1
r

(t x )
t

= 0
4

ˆ
V

d3x
1
r

(t x )
t

= 0 0 t
1

4 0

ˆ
V

d3x
(t x )
r

=
1
c2

(t x)
t

亦即：

∇ · A(t x) + 1
c2 t

(t x) = 0

这正是 Lorenz规范条件.



Q：库仑规范中有无推迟势？

库仑规范中规范势满足的运动方程组为：

2 = 0
2A

1
c2

2A
t2

= 0jT

在无界空间，其解可表为：

(t x) =
1

4 0

ˆ
V

d3x
(t x )
r

A(t x) = 0
4

ˆ
V

d3x
jT(t r c x )

r

这里 r = x x . 所以，尽管库仑规范中的标势具有超距传播的
特点，矢势仍是推迟势.



电磁波的产生机制

电磁波是电磁场存在的基本形式. 麦克斯韦方程组告诉我们：

时变的电场、磁场相互激发，在空间中就形成了电磁波.

于是，产生电磁波的关键是产生随时间变化的电场和磁场.
1 从微观角度讲，产生电磁波的前提条件是荷电粒子做加速运
动.做加速运动的荷电粒子所产生的电场与磁场均是随时间
变化的.

2 从宏观角度讲，产生电磁波的前提条件是存在随时间变化的
电流分布， 例如频率为 的交变电流密度矢量：

j(x t) = j(x) cos( t)

电磁波由载有交变电流的天线发射出来.

以下讨论宏观电荷体系在其线度远小于电磁波波长情
形下的辐射电磁场的性质.



计算辐射场的一般公式

当交变电流分布给定时，通常采用 Lorenz规范中矢势的推迟势公
式作为计算辐射电磁场的物理基础：

A(t x) = 0
4

ˆ
V

d3x
j(x t r c)

r

此处 r = x x .

1 如果你愿意，你也可以选择库仑规范中矢势的推迟势公式

A(t x) = 0
4

ˆ
V

d3x
jT(x t r c)

r

作为计算辐射电磁场的出发点.

2 从库仑规范中电磁势表达式可知，辐射电磁场独立的动力学
自由度仅有两个 (可以选择为 A的两个横分量).



设交变电流分布随时间的周期性变化具有确定的频率 ,

j(t x) = j(x) e i t

则：

A(t x) = 0
4

ˆ
V

d3x
j(x ) exp i (t r c)

r

= 0
4

ˆ
V

d3x
j(x ) ei r c

r
e i t

= A(x)e i t

即电磁波的频率也将是 ，这里，

A(x) = 0
4

ˆ
V

d3x
j(x )
r

eikr

式中，
k = c

eikr 是“推迟作用因子”，表示电磁波从交变电流所在地点传播至
场点的过程中有位相滞后 kr.



对于频率确定的交变电流而言，由矢势 A的上述表达式出发可以
完全确定电磁场：

1 电磁场的磁感应强度 B可通过直接计算矢势的旋度求得：

B = ∇× A

2 求出 B后，电场强度 E可由麦克斯韦方程求得. 在电流分布
区域之外，j = 0，麦克斯韦方程写为：

∇× B = 0 0
E
t
=

i
c2
E =

ik
c
E

所以，

E =
ic
k
∇× B

式中 k = c.



矢势的展开式

Lorenz规范中，具有确定频率 的交变电流所激发的电磁场由推
迟矢势

A(x) = 0
4

ˆ
V

d3x
j(x )
r

eikr

描写. 这里有三个线度值得注意：
1 电流分布区域 V的线度：l 3 V.
2 电磁波的波长 = 2 k = 2 c .
3 场点到电流分布区域的距离 r = x x .

为简单起见，我们仅研究分布于一个“小区域”内的交变电流所产
生的辐射电磁场.

所谓“小区域”，指的就是其线度远小于电磁波的波长以及观测距
离 r :

l l r



至于 r与 的关系，又可以区别三种情况：
1 近场区：r
2 感应区：r
3 辐射区：r

三个区域中电磁场的特点是不同的：

在近场区，r ! kr 1，从而推迟因子 eikr 1,

A(x) 0
4

ˆ
V

d3x
j(x )
r

这是静磁场的矢势. 即电磁场近似表现为静磁场.

在远场区，r ! kr 1，从而推迟因子 eikr 的贡献不可忽
略. 通常是在远场区接收电磁波，需要计算远场才能确定辐
射功率和角分布. 这是我们的主要研究对象.

感应区是一个过渡区，是数值计算的用武之地.



建立坐标系，把坐标原点选择在电流的分布
区域 V内. 如此， x 的数量级为 l 3 V. 设
远处场点 P相对于原点的位置矢量为：

x = R eR R l

则 P点与电流元 j(x )d3x 之间的距离可表为：

r = x x = R eR x

= R2 2R eR x + x x

R 1
1
R
eR x

~J (~x 0)d 3
x
0

x
0

~x

P

O

~r

即：
r R eR x

从而，

A(x) 0
4

ˆ
V

d3x
j(x ) exp[ik(R eR x )]

R eR x



或者，

A(x) 0eikR

4 R

ˆ
V

d3x
j(x ) exp i 2 eR x

1 eR x R

式中出现了两个小参数，即 x 和 x R. 可以把推迟势对于这两
个小参数做 Taylor展开. 在计算远场区的矢势时，只需保留 1 R
的最低次项，但需保留对位相因子中小参数 x 展开的各级项.
所以，

A(x) 0eikR

4 R

ˆ
V

d3x j(x ) exp i 2 eR x

0eikR

4 R n=0

( i 2 )n

n!

ˆ
V

d3x j(x ) (eR x )n

0eikR

4 R

ˆ
V

d3x j(x ) 1
i 2

eR x +

最后一式中的各项对应于各级电磁多极辐射.



电磁学恒等式

为了看清推迟矢势多极展开各项的物理意义，类似于静磁学情形，
现在构造一个电磁学恒等式. 我们已经约定电流分布于小区域 V
中，没有电流溢出 V的边界面 S. 所以，若以 f g表示源点坐标的
两个任意的标量函数，则有：˛

S
ds f(x ) g(x ) j(x ) = 0

可以利用奥高定理将此式左端改写为区域 V上的体积分：ˆ
V

d3x f(x ) g(x ) j(x )

注意到
(fgj) = (f g+ g f) j+ fg j

以及交变电流情形下的电荷守恒定律： j(x ) = i (x )，我们
有： ˆ

V
d3x f j(x ) g+ g j(x ) f = i

ˆ
V

d3x fg (x )



取 f = 1 g = x i. 在直角坐标系中，

f = 0 g = ej
x i

x j = ej i
j = ei

上述恒等式退化为：

i
ˆ
V

d3x x i (x ) =
ˆ
V

d3x j(x ) ei =
ˆ
V

d3x ji(x )

鉴于直角坐标系基矢是常矢量，上式的成立意味着：
ˆ
V

d3x j(x ) = i p = ṗ

式中的 p代表电流分布的电偶极矩：p =
´
V d3x (x )x

所以，推迟矢势多极展开的首项描写电偶极辐射：

A(0)(x) = 0
4 R

ˆ
V

d3x j(x ) = 0eikR

4 R
ṗ



取 f = xi g = xk. 在直角坐标系中，

f = ej
xi
xj

= ej
j
i = ei g = ek

电磁学恒等式退化为：

i
ˆ
V

d3x xixk (x ) =
ˆ
V

d3x xi jk(x ) + xk ji(x )

回忆电荷体系的电四极矩定义，

Dij = 3
ˆ
V

d3x xixj (x )

上述电磁学恒等式又可以写为：

ˆ
V

d3x xi jk(x ) + xk ji(x ) =
i
3

Dik =
1
3
Ḋ ik



采用直角坐标系，可以把推迟矢势展开式的第二项表为：

A(1)(x) = i 0 eikR

4 R
2

ˆ
V

d3x j(x ) eR x

= i 0k eikR

4 R2

ˆ
V

d3x j(x ) x x

= i 0k eikR

4 R2
xiek
ˆ
V

d3x xi jk(x )

上式中的积分还可进一步简化. 由上页求得的电磁学恒等式知：

xi ek
ˆ
V

d3x xi jk(x ) =
1
2
xi ek
ˆ
V

d3x xi jk(x ) xk ji(x ) +
1
6
xiekḊ ik

=
1
2
xi ek
ˆ
V

d3x ikl x j(x )
l
+

1
6
xiekḊ ik

= x
1
2

ˆ
V

d3x x j(x ) +
1
6
xiekḊ ik

= x m+
1
6
xiekḊ ik



式中出现的

m =
1
2

ˆ
V

d3x x j(x )

恰为电流分布的磁偶极矩矢量.

所以，推迟矢势展开式的第二项描写“磁偶极矩”与“电四极矩”
所产生的辐射：

A(1)(x) = i 0k eikR

4 R2
m x+

1
6
xiekḊ

ik

它们各自对应的推迟矢势如下：

A(1)
m (x) = i 0k eikR

4 R2
m x

A(1)
D (x) = i 0k eikR

24 R2
xiekḊ

ik

请注意这些矢势对于场点与源点之间的距离的依赖均是 1 R.



电偶极辐射场

如前所述，频率为 的振荡电偶极矩产生的
辐射电磁场具有如下推迟矢势：

A(x) = 0eikR

4 R
ṗ

在计算电磁场强时，需要对 A 作用梯度算符
∇. 我们只需将计算精度保持在 1 R 即可，
所以只需把 ∇ 仅需作用到推迟因子 eikR 上，
而无需将其作用于矢势的分母. 因为

∇eikR = eR R eikR = ik eR eikR

以及 te i t = i e i t， 对辐射场的矢势或
者场强求时间导数或旋度、散度相当于作代
换：

∇ ! ik eR t
! i

R

z

~p

✓ ~eR

P



所以，电偶极辐射场的磁感应强度可按如下方式计算：

B = ∇× A = ik eR
0eikR

4 R
ṗ

= i 0eikR

4 c R
eR ṗ

=
eikR

4 0c3 R
eR p̈

=
eikR

4 0c3 R
p̈ eR

同理，

E =
i ∇× B =

ic
k
ik eR B

= cB eR

=
eikR

4 0c2 R
p̈ eR eR



选择振荡电偶极矩的方向沿极轴，则：

p̈ = p̈ e3

于是，

p̈ eR = p̈ e3 e3 cos + e1 sin cos + e2 sin sin

= p̈ sin e2 cos e1 sin

= p̈ sin
1

sin
eR

= p̈ sin e

进而，

p̈ eR eR = p̈ sin e eR
= p̈ sin e

R

z

~p

✓ ~eR

~B

~E



于是，电偶极辐射场的场强矢量具有如下
分布形式：

B =
p̈ eikR

4 0c3 R
sin e

E =
p̈ eikR

4 0c2 R
sin e R

z

~p

✓ ~eR

~B

~E
显见：

1 电偶极辐射场的 E和 B均是横场 (TEM波).
2 磁力线是围绕极轴的闭合圆周，电力线是经面上的闭合曲线,

B = ik eR B = 0 E = ik eR E = 0



辐射场的实际应用涉及计算其“辐射功率”和“角分布”. 这两个
量均可通过计算辐射场的平均能流密度矢量求得.
电偶极辐射场的平均能流密度计算如下：

S =
2

ˆ 2

0
dt 1

0
E B

=
1

2 0
Re (E B) =

p̈ 2 sin2

32 2 0c3 R2
eR

正如所料，eR 是能流密度矢量的方向，
亦即电偶极辐射场的波矢 k的方向.

S 的表式中，因子 sin2 描写电偶极
辐射场能流分布的方向性，称为电偶
极辐射的角分布. 显然，在 = 2
的赤道面上辐射最强，但沿电偶极轴
线方向 ( = 0 )没有辐射.

R

z

~p

✓ ~eR

~B

~E



电偶极辐射场的角分布的
全貌如右图示：

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
q

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Angular Distribution

求 S 在半径为 R的球面上的面积分，就得到了电偶极辐射场的
总辐射功率：

P =

˛
S eRR2dΩ

=
p̈ 2

32 2 0c3

ˆ 2

0
d
ˆ
0

d sin sin2

=
1

4 0

p̈ 2

3c3



电偶极辐射场的总辐射功率：

P =
1

4 0

p̈ 2

3c3

1 注意到对于频率为 的交变电流分布， t i . 所以，若振
荡电偶极矩随时间的演化由下式描写：p = p0e i t，且电偶极
矩振幅 p0 不随时间变化，则电偶极辐射总功率正比于偶极子
振荡频率的四次幂 P 4.

2 实际应用中，振荡电偶极子总是通过交变的电流分布实现的，

ṗ =

ˆ
V
d3x J(x) e i t I0 e i t

所以，
p̈ i I0 e i t

技术上只能保证交变电流的振幅 I0 不随时间变化.电偶极辐
射场的总发射功率实际上正比于偶极子振荡频率的二次幂：

P 2



短天线的辐射场

作为振荡电偶极子的一个具体实
例，现在考虑一个长度为 l的直线
型天线，如右图.

此天线为中心馈电型.
天线上下两半段上电流方向
相同，均沿 e3 方向.
馈电点处电流强度有最大值
I0，但在天线两端电流强度
为零.

z

I (z)os c i l l at o r

z = l/2

z =�l/2

若为短天线，l = cT = 2 c ， 则天线上的电流分布近似为
线性形式：

I(z) = I0 1 2
z
l

z l 2

当然，
I(t z) = I(z)e i t



短天线的电偶极矩时间变换率计算如下：

ṗ =

ˆ
V

d3x j(t x ) = e3
ˆ +l 2

l 2
dz I(t z) =

1
2
e3 I0l e i t

从而，

p̈ = i ṗ =
i
2
e3 I0l e i t = i cI0 (l ) e3 e i t

短天线的电偶极辐射总功率为：

P =
1

4 0

p̈ 2

3c3

=
12 0 c

I20 (l )2 =
12

0

0
I20 (l )2

若保持天线上电流的峰值 I0 不随时间变化，则短天线的电偶极辐
射功率正比于 (l )2.



短天线的辐射电阻

短天线的电偶极辐射功率正比于 I20,

P =
12

0

0
I20 l 2 I20

因此，短天线在向外发射电磁波的过程中相当于一个电阻器，其
电偶极辐射功率相当于一个等效电阻上的损耗功率.这个等效电
阻称为短天线的“辐射电阻”，记为 Rr,

P =
1
2
Rr I20

显然：

Rr = 6
0

0
l 2

查表知： 0 = 4 10 7 H m 1, 0 = 8 85 10 12 F m 1. 由此
算得：

0

0

4
8 85

105 376 8 Ω



所以，
Rr 197 l 2

Ω

辐射电阻是表征天线辐射电磁波能力的一个参数. 天线的辐
射电阻愈大，表示在输入电流强度给定的前提下，辐射功率
愈大.

短天线的辐射电阻正比于 (l )2. 对于短天线而言，l ，因
此，短天线的辐射能力是弱的.

要提高天线的辐射能力，需要增大天线的长度以致 l ，此
时天线的辐射已不能用电偶极辐射来近似描写.



磁偶极辐射场

磁偶极辐射场的推迟矢势为：

A(x) = i 0k eikR

4 R
m eR

相应的电磁场强度计算如下4：

B = ∇× A = ik eR A

= 0k2 eikR

4 R
eR (m eR)

= 0 eikR

4 c2R
eR (m̈ eR) = 0 eikR

4 c2R
(m̈ eR) eR

E = i
c2∇× B = i

c2
ik eR B

= c eR B

= 0 eikR

4 cR
eR (m̈ eR) eR = 0 eikR

4 cR
(m̈ eR)

4注意：k = c.



磁偶极辐射场的平均能流密度矢量计算如下.注意到 eR B = 0，
我们有5：

S =
1

2 0
Re E B

=
1

2 0
Re (cB eR) B =

c
2 0

B 2 eR

= 0
32 2c3R2

(m̈ eR) eR 2

= 0
32 2c3R2

m̈ m̈ (eR m̈) (eR m̈ ) eR

建立球坐标系，把磁偶极子置于坐标原点且以 m的方向为极轴.
如此，eR m = m cos ， 为场点对应的极角. 可以把磁偶极辐
射场的平均能流密度矢量改写为：

S = 0
4 m 2

32 2c3R2
sin2 eR

5事实上，磁偶极辐射场是 TEM波：eR E = eR B = 0.



磁偶极辐射场的总辐射功率为：

P = 0
4 m 2

12 c3

例： 一载流线圈半径为 a，激发的交变电流的振幅为 I0，角频率
为 . 求辐射功率.

解： 载流线圈的磁偶极矩的大小为，

m = a2 I = a2 I0 e i t

其峰值是：
m = a2 I0

所以，载流线圈的辐射功率为：

P = 0
4 I20 ( a2)2

12 c3
=

4 5

3
0

0

a 4
I20

当电流峰值 I0 不随时间变化时，磁偶极辐射的功率 (a )4，因
此磁偶极辐射比电偶极辐射小 (a )2 数量级.小线圈的辐射能力
比短天线更低.



电四极辐射场

电四极辐射场的推迟矢势是：

A(x) = i 0k eikR

24 R2
xiek Ḋ

ik
=

eikR xi D̈
ik

24 0c3R2
ek

式中，

Dij = 3
ˆ
V

d3x xixj (x )

由于 A表达式中存在因子 xi，这是场点直角坐标的 i­分量，电四极
辐射场的推迟矢势对场点的依赖仍是 1 R.

下面求电四极辐射场的场强. 磁感应强度计算如下：

B = ∇× A

= ik eR A =
eikR xi

...
D

ik

24 0c4R2
ek eR

注意到数学恒等式,

xi ik ek eR = xiei eR = x eR = R eR eR = 0



我们可以在 B的表达式中把有迹的电四极矩 Dik 更换为无迹的电
四极矩 Dik：

Dij =

ˆ
V
d3x 3xixj ijr 2 (x )

显然，

Dij = Dij + ij

ˆ
V
d3x r 2 (x )

所以，电四极辐射场的磁感应强度分布为：

B =
eikR xi

...
D

ik

24 0c4R2
(ek eR)

其电场强度分布为：

E = cB eR =
eikR xi

...
D

ik

24 0c3R2
(ek eR) eR

不难看出，电四极辐射场仍是 TEM波： eR B = eR E = 0.



电四极辐射场的平均能流密度矢量计算如下：

S =
1

2 0
Re (E B)

= 0c2

2
Re (cB eR) B

= 0c2

2
B 2 eR =

1
4 0

xixj
...
D

ik ...
D

jl

288 c5 R4 kl (ek eR) (el eR) eR

1 电四极辐射场的平均能流密度分布对于场点距离的依赖仍是
所期望的 1 R2 衰减律.

2 电四极辐射场的角分布由因子 kl (ek eR) (el eR) 确定.
3 设电荷分布区域线度为 l，则 Dij (l2)，于是电四极辐射场
的辐射功率正比于 (l )4，它与磁偶极辐射同数量级，但比电
偶极辐射小 (l )2 数量级.



例: 求右图所示的电四极子以频
率 振荡时的辐射功率和角分
布.

z R

~eR

✓
Q

�2Q
Q

l
l

解：此电四极子的电荷体密度为：

(x ) = Q (x ) (y ) (z l) 2 (z ) + (z + l)

所以，电四极矩张量 Dij 只有 33分量非零：

D33 = 3
ˆ
V

d3x z 2 (x ) = 6Q l2 !
...
D33 = 6Q l2 ( i )3 = i 6Q l2 3



振荡电四极子也是通过交变电流实现的，相应的电流强度为：

I =
dQ
dt = i Q e i t

技术上所能控制的是保证电流强度的峰值 I0 = Q不随时间变
化.利用 I0，我们有：

...
D33 = i 6I0 ( l)2 = i 24 2 c2 I0 l 2

所以，

xixj
...
D

ik ...
D

jl
kl (ek eR) (el eR)

= z2
...
D33

2
1 (e3 eR)2

= (R cos )2 576 4 c4 I20 l 4 1 cos2

= 576 4 c4 I20 R
2 sin2 cos2 l 4

此电四极辐射场的平均能流密度因此写为：



S =
2 I20

2 0 c R2
sin2 cos2 l 4 eR

电四极辐射的角分布由因
子 sin2 cos2 确定，全貌
如右图所示.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
q

0.05
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Angular Distribution

电四极辐射总功率为：

P =

˛
S eR R2dΩ

=
2 I20

2 0 c
l 4

ˆ 2

0
d
ˆ
0

d sin3 cos2 =
4 3

15
0

0

l 4
I20

即电四极辐射场的辐射功率与磁偶极辐射具有相同的数量级.



任意运动带电粒子的电磁势

按照经典力学原理，若质点受到了外力的作用，则其将沿某个确
定的轨道作加速运动.
现在把某带电粒子看成质点，设其沿某
特定轨道运动、其位置矢量为 xq(t ).
这个运动电荷将在周围空间激发电磁
场.
由于电磁相互作用传播速度的有限性，
位于场点 x处的观测者在时刻 t的电磁
势应该是带电粒子在较早时刻 t 激发
的，该时刻粒子处于 xq(t )点、其速度为
v(t ).

~v(t 0)

O

~x
q
(t 0)

~x, t

~r

t 时刻带电粒子与给定场点之间的距离为：

r = x xq(t ) = c(t t )

当下的任务是计算带电粒子在场点处所激发的电磁场的推迟势.



采取 Lorenz规范. 惯性参考系中任意电荷电流分布在无界空间激
发的电磁势是如下推迟势：

(x t) =
1

4 0

ˆ
d3yds (t s r c)

r
(y s)

A(x t) = 0
4

ˆ
d3yds (t s r c)

r
j(y s)

式中的 r = r 表示场点与源点之间的距离，r = x y是相应的位
矢.

对于电荷量为 q的运动电荷而言，其电
荷密度和电流密度分别为：

(y s) = q (3)(y xq(s))

j(y s) = (y s)v(s) = qv(s) (3)(y xq(s))

~v(t 0)

O

~x
q
(t 0)

~x, t

~r



将其代入到推迟势公式中，完成对空间坐标 d3y的积分，即得：

(x t) =
1

4 0

ˆ
d3yds (t s r c)

r
q (3)(y xq(s))

=
q

4 0

ˆ
ds [t s r(s) c]

r(s)

式中 r(s) = x xq(s) . 同理有：

A(x t) = 0q
4

ˆ
ds v(s) [t s r(s) c ]

r(s)

接下来需要完成对时间变量 s的积分，然而这是有难度的. 我们
知道 ˆ

ds G(s) (s s ) = G(s )

但现在遭遇的不是这样的积分，而是ˆ
ds G(s) [F(s)]

此处 F(s)不是自变量 s的线性函数.



F(s) = t s
r(s)
c

= t s
x xq(s)

c
幸好数学上对计算这类积分早有准备. 若函数 F(x)有一系列零点
xi，即 F(x) x=xi = 0，则：

[F(x)] =
i

(x xi)
F (xi)

注意到：

r(s) = x xq(s) = (x xq(s)) (x xq(s)) = (xi xqi(s))(xi xiq(s))

dr(s)
ds =

(xi xqi(s))
r(s)

dxiq(s)
ds =

(xi xqi(s))
r(s)

vi(s) =
r(s) v(s)

r(s)
对于本问题而言，F(s) = t s r(s) c，

F (s) = 1
1
c

dr(s)
ds = 1+

r(s) v(s)
cr(s)

= 1+ n(s) β(s)

这里 n(s) = r(s) r(s)且 β(s) = v(s) c.



F(s)的零点满足代数方程：

F(s) = t s r(s) c = 0 ! t = s+ x xq(s) c

从物理角度看，这个方程的解是唯一的：

s = t

t 是带电粒子发射电磁波的时刻. 所以，

[F(s)] =
(s t )

1 n(t ) β(t )

因此，以速度 v(t )运动的带电粒子所激发的电磁场在 Lorenz规范
中具有推迟标势：

(x t) =
q

4 0

ˆ
ds [F(s)]

r(s)

=
q

4 0

ˆ
ds (s t )
r(s)[1 n(t ) β(t )]



亦即：

(x t) =
q

4 0 [r(t ) r(t ) v(t ) c]

式中 r(t ) = x xq(t )，r(t )是其大小，而
t 由 t = t r(t ) c的解确定.

同理有：

A(x t) = 0
4

qv(t )
[r(t ) r(t ) v(t ) c]

推迟势的上述结果称为李纳­维谢尔
(Lienard­Wiechert)势.

~v(t 0)

O

~x
q
(t 0)

~x, t

~r

惯性参考系中，李纳­维谢尔势只依赖于带电粒子的速度矢
量，而不依赖于其加速度.



李纳­维谢尔势的四维形式

所以，

李纳­维谢尔势可以从带电粒子瞬时自身参考系中的静电库
仑势出发、通过惯性系之间的洛伦兹推动变换求得.
构造一族惯性参考系 Σ ，其成员的数目原则上可以是无穷
大. 在每一时刻，总有一个 Σ与带电粒子保持相对静止. 称
Σ为粒子的瞬时自身系.
加速运动粒子的瞬时自身系与自身系是不同的概念. 自身系
唯一但非惯性系，而瞬时自身系是惯性系却不唯一.

在瞬时自身系 Σ中，带电粒子激发的电
磁势是静电库仑势：

A = 0 =
q

4 0 r

r为在 Σ上测量到的粒子与场点之间的
距离.

~v(t 0)

O

~x
q
(t 0)

~x, t

~r



Q: 那么，实验室参考系中测得的李纳­维谢尔势如何由上面的
静电库仑势导出呢 ？

一种选择是直接使用电磁势的洛伦兹推动变换，

A = A Λ

此处 A = ( c A)与 A = ( c A )分别是实验室系和粒子
瞬时自身系中的四维电磁势. 洛伦兹推动变换的非零矩阵元分别
为：

Λ0
0 = v Λ0

j = v j Λi
0 = v

i Λi
j =

i
j +

2
v

v + 1
i

j

式中 β = v(t ) c， v = 1 1 β2.

1 这个做法详见教材或者参考书，例如郭硕鸿等教授的著作
《电动力学》（第三版）第七章第一节. 此处略.



我们以下的方案是通过一些物理考虑，直接将李纳­维谢尔电磁场
的四维势矢量构造出来.

李纳­维谢尔势的特点是势只依赖于带电粒子的速度、而不依
赖于它的加速度. 与粒子速度相关的基础 4­矢量是其 4­速度
V ( )：

V ( ) = v c v(t )
是带电粒子的固有时，

t = t ( )

所以：

A V ( )
Ret

上式右端的系数显然应该是一个 4­标量，且正比于粒子的电
荷 q.

李纳­维谢尔势在粒子的瞬时自身系中应退化为静电库仑势.
因此，此系数 4­标量还应反比于距离 r的一次幂.



从物理直观上看，存在着一个与 r相关四维矢量，它是观测者所在
的时空点 (t x)相对于带电粒子激发电磁波时所占据的时空点
(t xq(t ) )的位置 4­矢量：

R ( ) x xq ( ) = ct ct ( ) x xq(t ( ))

由于这两个时空点是通过电磁波讯号相
联系的，故 R 是一个类光 4­矢. 无法单独
通过 R 构造出非零的 4­标量：

R ( )R ( ) = c2[t t ( )]2+(x xq( ))2 = 0

所以，推迟时刻粒子的固有时 决定于方
程组

R ( )R ( ) = 0 t t ( ) 0

其解可以使用隐函数形式地表为：

t ( ) = t
1
c
x xq( )

~v(t 0)

O

~x
q
(t 0)

~x, t

~r



幸运的是，可以通过 R 与粒子 4­速度 V 的缩并构造出一个非零
的 4­标量：

R V = 0
这样，李纳­维谢尔势显示的四维形式就可以写为：

A =
qV
(RV ) Ret

# (RV ) R V

因子 的引入是为了平衡量纲. 为了确定 ，我们按上式计算一
下粒子瞬时自身系中的标势 A 0:

A 0 =
qV 0

R0V 0
=

qc
rc

=
q
r

因为 A 0 本质上是静电库仑势，

A 0 = c =
1

4 0c
q
r

比较知：

=
1

4 0c



带电粒子李纳­维谢尔势的四维形式最终写为：

A =
c

A =
1

4 0c
qV
(RV) Ret

Q: 它正确吗？

在实验室参考系中，

V = v( c v(t ))

(RV) = R U = RiVi + R0V0 = c v r(t ) r(t ) v(t ) c

代回到 A 的四维表述，即得：

A(x t) = 0qv(t )
4 [r(t ) r(t ) v(t ) c]

(x t) =
q

4 0 [r(t ) v(t ) v(t ) c]

这个结论正是李纳­维谢尔势的标准表达式.



Q : 可否从静电库仑定律出发通过洛伦兹推动变换求得加速
带电粒子的电磁场场强？

1 结论是不行. 这是因为对于加速运动带电粒子而言，其瞬时
自身系中的电磁场并不是静电库仑定律描写的静电场.

2 但若认为粒子瞬时自身系中电磁场的场强分布是：

E =
qr

4 0r3
+

qr (r β̇)

4 0cr3
B =

qβ̇ r
4 0c2r2

由此出发则可以6. 问题在于怎么确立这个出发点？

3 有了李纳­维谢尔势后，计算运动带电粒子所激发电磁场场强
的最经济方法是使用场强的定义式：

B = ∇× A E = ∇ A
t

6虞炎华等，四维协变式与高能带电粒子的电磁场，大学物理，7（1990）8­10.



两个辅助公式

t 是场点时空坐标 (t x)的隐函数，

t = t
r(t )
c

r(t ) = x xq(t )

欲求场强，须先求 t t和∇t . 首先注意到：

r(t )
t

=
r(t ) v(t )

r(t )

式中 r(t ) = x xq(t )，v(t ) =
dxq(t )

dt 是粒子在 t 时刻的速度. 所
以，

t
t
= 1

1
c

r(t )
t

t
t
= 1+

v(t ) r(t )
cr(t )

t
t

由此得：
t
t
= 1

v(t ) r(t )
cr(t )

1



为简化表达式，我们引入 r(t )方向的单位矢量 er = r(t ) r(t )和粒
子的无量纲速度 β = v(t ) c. 因此，

r(t )
t

= cβ er

且：
t
t
=

1
1 β er

接着计算 t 对场点空间坐标的梯度：

∇t =
1
c
∇r(t )

=
1
c
∇r(t )

t =常数

1
c

r(t )
t

∇t =
er
c
+ (β er)∇t

从而，

∇t =
er c

1 β er



低速带电粒子的电磁场

现在计算运动带电粒子所激发的电磁场场强. 先考虑低速情形，
v(t ) c. 此情形下前述辅助公式退化为：

t
t

1 ∇t er c

而李纳­维谢尔势近似表为：

(x t)
q

4 0 r(t )
1+ β(t ) er A(x t)

qβ(t )
4 0 c r(t )

式中忽略了 2 以及 的更高幂次项的贡献. 下同. 场点 (x t)
处电磁场的电场强度计算如下：

E = ∇ tA

= ∇
t =常数 t

∇t tA



不难证明：

∇(β er)
t =常数

=
[β (β er)er]

r
ėr =

c[β (β er)er]
r

式中的 ėr 代表 er 对 t 的微商.

于是，

∇
t =常数

=
q

4 0
∇ 1+ β(t ) er

r(t ) t =常数

=
q

4 0 r2
er + β 2(β er)er

t
∇t = ( er c)

q
4 0

t
1+ β er

r(t )

=
qer

4 0 c
(1+ β er)

r2
c(β er) +

(β̇ er) + (β ėr)
r

=
qer(β er)
4 0 r2

qer(β̇ er)
4 0 c r



A
t
=

q
4 0 c

t [β r(t )] tt =
q

4 0 c
β̇

r
β

r2
( cβ er) =

q β̇
4 0 c r

把这几个式子代回到电场强度的计算公式，即得：

E =
q er

4 0 r2
q[β 3(β er)er]

4 0 r2
+

q er (er β̇)

4 0 c r

接下来计算场点处的磁感应强度：

B = ∇× A = ∇× A
t =常数

+∇t
A
t



其中第一项简化为：

∇× A
t =常数

=
q

4 0 c
∇× β(t ) r(t )

t =常数

=
q

4 0 c
β(t ) ∇ 1 r(t )

t =常数
=

q(β er)
4 0 c r2

这正是运动电荷激发的静磁感应强度. 第二项简化为：

∇t
A
t
= (er c)

qβ̇
4 0 c r

=
q(β̇ er)
4 0 c2 r

综合起来，即有：

B =
q(β er)
4 0 c r2

+
q(β̇ er)
4 0 c2 r



顿悟：

运动带电粒子激发的电磁场的场强矢量均可以分类为两部分：
1 一部分不依赖粒子的加速度，场强的大小与场点到源点的距
离的平方成反比. 这样的电磁场称为似稳场，它还可以进一
步区分为与粒子速度无关的静电库仑场和粒子速度引起的修
正. 似稳场衰减的很快，它总是与粒子不可分割地联系在一
起且仅存在于带电粒子附近，故亦称为粒子的自场.

2 另一部分场强依赖于粒子的加速度，场强的大小仅与场点、
源点距离的一次方成反比. 这样的场称为辐射场.

略去似稳场后，得低速运动带电粒子当其有加速度 cβ̇ 时激发的
辐射场场强如下：

E =
q

4 0 c r
er (er β̇) B =

q
4 0 c2 r

(β̇ er)

使用数学恒等式

er [er (er A)] = A er



又可把辐射场的磁感应强度表为：

B =
er
c

E

若将 p = qxq 看作带电粒子的电偶极矩，则 p̈ = qc β̇. 如此，
低速带电粒子的辐射场场强公式与电偶极辐射公式重合.
低速带电粒子做加速运动时将激发电偶极辐射场.
辐射能流密度矢量是：

S =
1
0
E B =

q2β̇2

16 2 0c r2
sin2Θ er

此处 Θ为 r与 β̇ 之间的夹角、它描写了辐射能流的方向
性. 显然，在与粒子加速度垂直的方向上辐射场能流最强.
总辐射功率为：

P =

˛
S er r2dΩ =

q2β̇2

6 0 c



任意运动带电粒子的电磁场

现在考虑带电粒子以任意速度运动时所激发的电磁场强度分布.
作为M4 中张量运算的练习，我们从协变的李纳­维谢尔电磁势
4­矢量出发：

A =
c

A =
1

4 0c
qV
(RV) Ret

所以，

F = A A

=
q

4 0c
V

(RV)
V (RV)
(RV)2 Rev

对应于推迟时空点粒子的固有时 ，R ( ) = x xq ( )为类光
4­矢：

R ( )R ( ) = 0 ! 0 = R ( ) R ( ) = R ( )
dxq ( )

dx

= R ( ) R ( )
dxq ( )

d
d
dx



亦即：

R ( ) R ( )V ( )
d
dx = 0 ! d

dx =
R
(RV)

使用

A =
dV
d = 4

v
v w
c

w+
1
c2
v (v w)

标记粒子的 4­加速度. 则在场强的前述表达式中：

V =
d
dx A =

R A
(RV)

R =
x

[x xq ( )] =
dxq ( )

d
d
dx =

R V
(RV)

(RV) = R V + V R = R
R A
(RV)

+ V
R V
(RV)

= V +
R [(RA ) + c2]

(RV)



利用这几个辅助等式，我们可以把运动点电荷激发的电磁场张量
F 表达为：

F =
q

4 0c(RV)3
c2R V + (RA )R V (RV)R A ( )

Ret

在实验室参考系中，

V
Ret

= v( c v(t )) = vc( 1 β)

R
Ret

= x xq (t ) = (r r)

A
Ret

= 4
v [β w w+ β (β w)]

(RV)
Ret

= vcr (1 er β)

(RA )
Ret

= 4
v r(1 er β)β w+ 2

v rer w



式中 β 与 w分别是推迟时空点处带电粒子相对于实验室系观测
者的无量纲速度和物理加速度，

β = β(t ) = v(t ) c =
1
c

dxq(t )

dt

w = w(t ) =
dv(t )

dt

v = v(t ) =
1

1 β2

r = r(t ) = x xq(t ) r = r(t ) = c(t t ) = x xq(t )

我们也引入了 r方向的单位矢量 er = r r.

F 本质上就是电场强度 E与磁感应强度 B. 前者的笛卡尔直角
分量为：

Ei = cF0i
=

q
4 0(RV)3

[c2 + (RA )](R0Vi RiV0) (RV)(R0Ai RiA0)



= vqrc
4 0(RV)3

(er β)i c2 + (RA )
1
c

3
v (RV)(β w)

+ v

c
(RV)wi

=
q

4 0 2
v c2(1 er β)3r2

(c2 + 2
v rer w)(er β)i

2
v r(1 er β)wi

=
q(er β)i

4 0 2
v (1 er β)3r2

+
q

4 0c2(1 er β)3r
(er w)(er β)i (1 er β)wi

=
q(er β)i

4 0 2
v (1 er β)3r2

+
q

4 0c2(1 er β)3r
er (er β) w

i



后者的笛卡尔分量则是：

Bi =
1
2 ijkF jk

=
q

8 0c(RV)3
ijk [c2 + (RA )](RjVk RkVj)

(RV)(RjA k RkA j)

=
q

8 0c(RV)3
ijk [c2 + (RA )] vcr jkl(er β)l

(RV)r jkl 2
v (er w) + 4

v (β w)(er β)
l

=
qr

4 0(RV)3
v [c2 + (RA )](er β)i

1
c
(RV) v(er w)i + 3

v (β w)(er β)i

=
qr

4 0(RV)3
v c2 + (RA )

1
c

3
v (RV)(β w) (er β)i

v

c
(RV)(er w)i



比较知：
B =

er
c

E

小结：

带电粒子做任意的加速运动时，其产生的电磁场强度分布为：

E =
q

4 0 2
v (1 er β)3r2

(er β)

+
q

4 0c2(1 er β)3r
er [(er β) w]

B =
er
c

E

与粒子加速度 w无关的项描写似稳场、与 w有关的项描写辐射场.

1 (Optional Ex.)请针对运动电荷激发的电磁场强检验电高斯定
律∇ · E = 0.



经典电动力学逻辑体系的缺陷

前面在研究加速带电粒子所激发的辐射电磁场时，我们事先假设
粒子在已知的轨道 x = xq(t )上运动，具有速度 v(t ) = ẋq(t )和加
速度 w(t ) = v̇(t ).

1 微观粒子都具有波动、粒子二重性，它们不会沿一条确定的
轨道运动7.

2 即使局限于经典物理学范畴，这种研究方法也是近似的. 当
粒子激发辐射场时，一部分能量和动量必然被辐射场带走，
因而粒子的运动必然受到阻尼.

带电粒子的运动不是完全由外场作用力决定的. 粒子所激发
的辐射场对粒子本身也有作用力，即辐射阻尼.

严格的关于带电粒子在外电磁场中运动规律的研究方法需要
计及辐射电磁场的反作用力.

7详见量子力学.



电磁质量
现在研究带电粒子的电磁场对粒子自身的反作用.

首先考虑自场对带电粒子的反作用. 自场的特点是它与粒子始终
纠缠在一起从而无法独立存在. 所以，测量一个带电粒子的能量
时，总是把自场的能量包括在内. 按照质能关系W = mc2，与自场
能量相当的质量称为带电粒子的电磁质量，它是不能从粒子总质
量中分离出来的.

下面估计一下电子电磁质量的大小. 假设电子是一个半径为 re 的
金属球面. 若电子处于静止状态，则其自场就是静电库仑场. 它
分布于球外，其总的静电能是：

W = 0
2

ˆ
E2d3x = 0

2

ˆ
re

q
4 0r2

2
(4 r2)dr = q2

8 0 re

所以，电子的电磁质量为：

me.m. = W c2 =
q2

8 0 c2 re



提醒：

1 粒子质量除了电磁质量外还可以有其他来源. 以 me0 表示电
子的非电磁起源的质量、而 me 为电子质量的测量值，则有：

me = me0 + me.m.

2 若电子质量有显著的部分来源于电磁质量，作为数量级估算，
我们有：

me
q2

4 0 c2 re
! re =

e2

4 0 me c2

re 称为电子的经典半径. 其量值约为：re 2 8 10 15 米.
3 按照粒子物理实验的一般性结论，在直到 r 10 18 米的尺
度范围内，电子仍然表现得像是一个无几何结构的点粒
子. 所以，这里用经典模型设想的电子结构图像是绝对错误
的. re 完全不能正确地反映电子的几何结构.

4 电磁质量的概念是合理的.



辐射阻尼

现在研究加速运动带电粒子所激发的电磁场对粒子本身的反作用
力.

以电子为例. 当电子受到外力 Fe 作用而获得加速度时，它将激发
出辐射场. 用 Fs 表示辐射场对电子的反作用力，谓之辐射阻尼，
则电子的经典运动方程应为：

d
dt

mu
1 (u c)2

= Fe + Fs

Q： Fs = ?

我们从能量守恒的角度考察辐射阻尼力的数学形式.



为简单起见以下仅讨论低速情形. 当粒子有加速度 w β̇ 时，它
所产生的辐射场的总功率是：

P =
q2 β̇2

6 0c

辐射场的存在使得粒子受到阻尼力 Fs，从而损失能量. 阻尼力对
电子作负功，猜测其功率应为辐射场总功率的负值：

Fs v =
q2β̇2

6 0 c

1 严格应用能量守恒定律时，应该把电子自场的能量变化计算
在内. 但上式并未考虑自场能量的变化，因此它不可能是对
每一瞬时都成立的方程.

2 粒子的瞬时速度 β 与瞬时加速度 β̇ 一般是不相关的物理量.
上式右端不能写为一个矢量与粒子速度 β 点乘的形式.

3 若电子作准周期运动，完成一个周期后，其自场恢复到原始
状态，这时辐射场阻尼力所作的负功等于辐射场在此周期内
带走的能量.



设电子周期性运动的周期为 T. 在一个周期内，辐射阻尼力对电
子所作的总功为：

ˆ t0+T

t0
Fs v dt =

ˆ t0+T

t0

q2v̇2

6 0 c3
dt

=
q2

6 0 c3
v̇ v

t0+T

t0
+

ˆ t0+T

t0

q2v̈
6 0 c3

v dt

当电子运动一周后，其速度和加速度均恢复到原值，因此上式第
一项为零. 所以，对电子运动一个周期的平均效应而言，可将辐射
阻尼力取作：

Fs =
q2 v̈

6 0 c3

1 作为辐射阻尼的一个应用，下面研究原子谱线的频率分布宽
度.



原子谱线的自然宽度

背景知识：

在原子内部，若电子在两能级之间跃迁就会产生一定频率的电磁
辐射场、表现为一条原子谱线. 谱线不是严格单色的、其频率有一
定的分布宽度.

原子谱线分受激辐射和自发辐射两种. 经典电动力学只能处理前
者.

按照卢瑟福的经典原子模型，原子中
电子绕核作圆周运动，其在 X 轴上的
分运动可以看作一个简谐振动. 简谐
振动所需的弹性恢复力由静电库仑力
的 X­分量提供.

O x~i

m

~u

~r
X

Y

因此，我们采用经典简谐振子作为研究原子中电子加速运动激发
辐射电磁场的模型，分析产生原子谱线宽度的原因.



设振子在 X轴上运动，弹性恢复力为 F = m 2
0 xe1， 0 称为振子

的固有频率. 振子由于激发辐射场而受到的来自辐射场的电磁阻
尼力是：

Fs =
e2 ...x

6 0 c3
e1

所以，振子运动方程为：

mẍ+ m 2
0 x =

e2 ...x
6 0 c3

=
2mre
3c

...x # re =
e2

4 0mc2

对原子产生的辐射场而言，辐射阻尼力与原子核提供的弹性力相
比可以作为微扰. 按照微扰论的思想，我们首先把振子运动方程
改写为：

ẍ+ 2
0 x =

2re
3c

...x =
0

...x

式中

=
2re 0
3c

是一与辐射阻尼力相关的无量纲参数.



辐射阻尼力可以视为微扰意味着 0 1. 因此允许我们把振
子运动方程的解写为：

x(t) = x0(t) + x1(t) + O( 2)

将此试探解带入到前页的运动方程，精确到参数 的零次幂，我
们有：

ẍ0 + 2
0 x0 = 0 ! x0 = X0e i 0t

在此近似解中，积分常数 X0 表示简谐振动的振幅， 可将其诠释
为原子的半径.

上述近似解的一个推论是：

...x 0 =
2
0 ẋ0 = i 3

0X0e
i 0t

所以，x(t)的一级修正 x1(t)服从方程：

ẍ1 + 2
0 x1 =

...x 0

0
= i 2

0X0e
i 0t



取此方程的试探解为 x1(t) = A(t)e i 0t，不难看出：

Ä i 0Ȧ = i 2
0X0 ! A(t) = X0 0t

所以，
x1(t) = X0 0t e i 0t

精确到 的一次幂，振子运动方程的近似解为：

x(t) = x0(t) + x1(t)
= x0(t) (1 0t)

= X0e i 0t exp 2re 2
0t 3c

= X0e 2 t i 0t # =
2re 2

0
3c

=
e2 2

0
3 0mc3

这是一个振幅不断衰减的振子.

振子能量衰减到原值 1 e的时间称为振子的寿命. 对于一个
经典谐振子而言，其能量正比于振幅的平方. 故按照原子的
经典振子模型，原子的寿命是有限的， = 1 .



由于振子振幅衰减，它激发的辐射场场强也将不断衰减. 设
振子在 t = 0时刻开始加速，则其产生的辐射场电场强度为：

E(t) = E0e 2 t i 0t t 0
0 t 0

这样的一列电磁波不会是纯正弦波. 它可以理解为一系列不
同频率正弦波的线性叠加. E(t)的傅里叶变换是：

E( ) =
1
2

ˆ +

dt ei tE(t)

=
1
2

ˆ +

dt E0 exp [i( 0 + i 2)t]

=
E0
2 i

1
0 + i 2

单位频率间隔中的辐射场能量W( )正比于 E( ) 2, 即：

W( )
1

( 0)2 + 2 4



所以，
1 若 = 0，W( )取极大值.

2 若 = 0 2，则W( )降为其极大值的一半.

因此， 又称为原子谱线的宽度.

评论：
1 用经典振子作为原子辐射模型时，谱线宽度是一个常数 .
但实验上发现同一原子所发出的不同谱线其宽度变化很
大. 所以，原子辐射机制是完全不能用经典振子解释的.

2 实验发现：原子处于基态时是稳定的，不会产生辐射场. 这
个结论是经典电动力学完全解释不了的. 按照经典电动力
学，根本就不会存在稳定的原子.

3 辐射阻尼的概念以及寿命、谱线宽度之间的关系 = 1
有普遍意义.



电磁波的散射

现在研究带电粒子与外来电磁波之间的相互作用.

一般图像：

若一定频率的外来电磁波投射到电子上，

电磁波的振荡电场将迫使电子以相同频率作强迫振动.
振动着的电子作加速运动、从而激发出辐射电磁场，把入射
波的部分能量以辐射场的形式转移出去.

这种现象就称为电磁波的散射.

首先研究自由电子对电磁波的散射.

设入射电磁波的电场强度为 E0e i t， 在其作用下电子作非相对
论性的加速运动. 这样，包括自作用力在内的电子运动方程是：

mẍ
e2

6 0c3
...x = eE0e i t

这个方程的稳态解是频率为 的受迫振动： x = x0 e i t. 所以，



x0 =
eE0

m ( + i )

式中的参数 源自于辐射阻尼项的贡献：

=
e2 2

6 0 m c3
=

2 2

3c
e2

4 0 m c2
=

2 2

3c
re =

4
3
(re )

这里的 re 表示电子的经典半径， 是入射电磁波的波长. 只要
re8，就可以忽略辐射阻尼项的贡献， 从而：

x0
e

m 2E0 ! x
e

m 2E0e i t

非相对论带电粒子作加速运动时所激发的辐射场强度是：

E =
q

4 0 c2 r
er (er u̇) B =

1
c
er E

8由于 re 10 15 米，而原子辐射常为可见光， 10 7 米，因此不等式
re 总是满足的.



把此公式用于描写外场中电子作受迫振动所激发的辐射场，即所
谓散射波， 则有：

E =
e

4 0 c2 r
er (er ẍ) =

e
4 0 c2 r

(er ẍ)er (er er)ẍ

式中 er 为散射波波矢方向的单位矢量. 所以，

E =
e2

4 0 mc2 r
(er E0)er E0 e i t =

re
r
(er E0)er E0 e i t

此处的 re 为电子的经典半径9.

散射波的平均能流密度矢量为：

S =
1

2 0
E B =

1
2 0c

E (er E ) = 0c
2

E 2er

倘若以 表示 er 与入射波电场强度矢量 E0 之间的夹角，则有：

9所以，散射波与入射波具有相同的频率.



E 2 =
r2e
r2

E2
0 (er E0) =

r2e
r2
E2
0 sin

2

于是，散射波的平均能流密度矢量可以重新表为：

S = 0 c E2
0

2
r2e
r2

sin2 er = I0
r2e
r2

sin2 er

式中的 I0 定义为：

I0 =
0 c E2

0
2

它是入射电磁波的平均能流密度矢量的大小，谓之入射波强度.

散射波总的平均功率定义为：

P =

˛
S er r2 dΩ = I0 r2e (2 )

ˆ
0

sin3 d =
8
3

r2e I0

这个公式很有名，称为Thomson散射公式.



自由电子对电磁波的散射截面

现在分析Thomson散射公式的物理意义：

P =
8
3

r2e I0

1 P为散射波的总平均功率.
2 I0 为入射波的总平均功率，即单位时间内垂直入射到单位截
面上的电磁波能量.

所以，被散射的能量相当于入射到面积为

=
8
3
r2e

的截面上的能量. 这个面积称为自由电子对电磁波的散射截面，
简称Thomson截面.

带电粒子对电磁波散射截面的一般定义是：

=
散射波总平均功率

入射波强度



散射波的角分布

现在计算散射电磁波的角分布.

取坐标系如图示. 设入射波沿 z轴方向
传播，其电场强度位于 xy平面且与 x轴
夹角为 ，

E0 = E0(cos e1 + sin e2)

设场点 P的位置矢径 r与 z轴夹角为 ,
其在 xy 平面上的投影与 x 轴夹角为 ，
则有：

er = cos e3 + sin (cos e1 + sin e2)

✓
� ↵

~r~E0

z

x

y O

P

如此，
cos = E0 er E0 = sin cos( )

入射波一般是非极化的. 因此，需要把 S 对角 求平均才能得
出合理的相对于非极化入射波的平均散射能流密度矢量.



回忆对于极化的入射波而言，

S = I0
r2e
r2

sin2 er

其中只有因子 sin2 与入射波是否极化有关. 求此因子对 角的
平均值，即得：

sin2 =
1
2

ˆ 2

0
sin2 d

=
1
2

ˆ 2

0
[ 1 sin2 cos2( ) ] d =

1
2
(1+ cos2 )

所以，相对于非极化入射波的平均散射能流密度矢量是：

S = I0
r2e
r2
1
2
(1+ cos2 ) er

立体角 dΩ内的散射功率定义为：

S er = I0
r2e
r2
1
2
(1+ cos2 )



Thomson微分散射截面

单位立体角内的散射功率与入射波强度的比值称为微分散射截
面，记作 d dΩ. 对于自由电子对非极化的入射电磁波而言，
Thomson微分散射截面为：

d
dΩ =

r2e
2
(1+ cos2 )

称为散射角.

小结：

自由电子对自然光的Thomson散射具有如下特点，

散射波与入射波具有相同的频率.
散射波的强度与波的频率无关，其角分布前后对称.在平行
于入射波的方向最强、在垂直于入射波的方向最弱.



自由电子对自然光散射的实验结果



评述:
若入射电磁波的频率很低，实验结果与Thomson公式符合的
很好.
对于高频入射波，Thomson公式与实验完全不符.这时，电磁
波的量子性质变得不可忽略，Thomson公式须由 Compton散
射公式取而代之. 具体地讲，散射波的频率与散射角有关：

=
1

1+ !
mc2 (1 cos )

其强度分布不具有前后对称性：

d
dΩ =

r2e
2
(1+ cos2 )

2



经典电动力学的局限性

以Maxwell方程组与 Lorentz力公式为标志的经典电动力学在描
写宏观电磁现象方面很成功.

但是，它并不能成功地用于描写微观世界中的电磁现象. 究其
原因：

它对带电粒子的描写只反映了其粒子性的一面.
它对电磁场的描写只反映了其波动性的一面.

事实上，无论是带电粒子还是电磁场，其行为都是既有波动性又
有粒子性. 在微观领域，这种波粒二象性变得很显著.

经典电动力学在微观层次是不适用的，须由量子
电动力学取代.


