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• 每当开发出一种新型材料，总是要研究它的导电性，
以及这种材料在内部的电场是如何分布的。本次研
究课题给出了一种对具有平移对称性的电阻网络电
势及电阻的求解方法。

碳纳米管
石墨烯
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•通过研究晶体，我们发现
在晶体中，每一个晶胞相对其
他晶胞都是对称的，这类问题
就可以用数学中的群来描述。

金刚石晶胞
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• 对于群中的每一个元素，都存在一组复特征基，即群
到U(1)的同态映射（详见wiki特征基理论）
对于一维点群(N阶群)，复特征基为

𝜑௞ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௜
ଶగ
ே ௞௫

对于多个点群的直和

𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ ൌ 𝑒
ି௜ ∑ଶగ

ே೔
௞೔௫೔

显然特征基群是正交的

൏ 𝜑𝒌 |𝜑𝒌ᇲ ൐ൌ ෍ 𝑒ି௜
ଶగ
ே 𝒌ି𝒌ᇲ .𝒙

𝒙

ൌ  𝑁ଶ𝛿𝒌𝒌ᇲ

注意这里加粗的字体代表向量（节点）的坐标

• 由特征基理论，我们可以将群中每一个元素所对应
的函数（当然我们这里要展开的就是电势）由特征
基展开

𝑉 𝒙 ൌ ෍ 𝐹ሺ𝒌ሻ𝜑𝒌

我们的目的就是求出 𝐹ሺ𝒌ሻ
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• 现在我们回到物理，由于每一个点都是相似的，我们可以对节点列出基尔霍夫方程

෍
𝑉 𝒙 ൅ 𝒆𝒍 െ 𝑉 𝒙

𝑟௟
ൌ 𝐼 𝒙

其中𝐼 𝒙 为节点流入的电流，𝒆𝒍会随着网络的不同而不同，比如正方形网格就是

𝒆𝟏 ൌ 1,0 , 𝒆𝟐 ൌ 0,1 , 𝒆𝟑 ൌ െ1,0 , 𝒆𝟒 ൌ ሺ0, െ1ሻ

𝑟௟ ൌ 1
正三角型网格就是

𝒆𝟏 ൌ 1,0 , 𝒆𝟐 ൌ 0,1 , 𝒆𝟑 ൌ െ1,0 , 𝒆𝟒 ൌ 0, െ1 , 𝒆𝟓 ൌ 1, െ1 , 𝒆𝟔 ൌ ሺെ1,1ሻ

𝑟௟ ൌ 1

• 将展开式代入基尔霍夫方程，我们得到

෍ ෍ሾ𝜑𝒌ሺ𝒆𝒍ሻ െ 1ሿ
௟

𝐹ሺ𝒌ሻ𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ
𝒌

ൌ 𝐼 𝒙

记𝜆𝒌 ൌ ∑ ሾ𝜑𝒌ሺ𝒆𝒍ሻ െ 1ሿ௟ （特征值），有

෍ 𝜆𝒌𝐹ሺ𝒌ሻ𝜑𝒌
𝒌

ൌ 𝐼 𝒙
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• 两边同时内积|𝜑𝒌ᇲ ൐

෍ 𝜆𝒌𝐹 𝒌 ൏ 𝜑𝒌|𝜑𝒌ᇲ ൐ ൌ൏ 𝐼 𝒙 |𝜑𝒌ᇲ ൐

𝜆𝒌𝐹 𝒌 𝑁ଶ ൌെ൏ 𝐼 𝒙 |𝜑𝒌 ൐

𝐹 𝒌 ൌ
൏ 𝜑𝒌|𝐼 𝒙 ൐  

𝜆𝒌𝑁ଶ

我们求得了𝐹 𝒌

• 所以最终每个节点的电势就是

𝑉 𝒙 ൌ ෍
൏ 𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ|𝐼 𝒙 ൐

𝜆𝒌𝑁
𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ

𝒌∈௡௘௧௪௢௥௞ ௦௣௔௖௘
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• 特别的，如果要求电阻，令

𝐼ሺ𝒙ሻ ൌ 𝛿 𝟎 െ 𝛿 𝒂
电阻就是

𝑅 ൌ 𝑉 𝒂 െ 𝑉 𝟎 ൌ
1
𝑁

෍
1 െ 𝜑𝒌 𝒂 ଶ

െ𝜆𝒌𝒌∈௡௘௧௪௢௥௞ ௦௣௔௖௘

• 网络中任意点的电势

𝑉 𝒙 ൌ ෍
൏ 𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ|𝐼 𝒙 ൐

𝜆𝒌𝑁
𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ

𝒌

任意点与原点的电阻

𝑅 ൌ
1
𝑁

෍
1 െ 𝜑𝒌 𝒂 ଶ

െ𝜆𝒌𝒌∈௡௘௧௪௢௥௞ ௦௣௔௖௘
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• 此前，晶体材料中的电场分布与任意两点间电阻并
未有一个统一算法，上述公式为求解晶体间电场（电
势）分布以及电阻提供了一个一般且简洁的方法
接下来就是看看这个电阻公式的威力了
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平面无穷大网络

现在我们来以左图为例，示范求解网络中任意两点电阻的方法

1.找到特征基
利用笛卡尔坐标系，由于x,y对称，求和可以写为点乘形式

𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ ൌ 𝑒ି௜
ଶగ
ே 𝒌.𝒙

2.找到单位向量

𝒆𝟏 ൌ 1,0 , 𝒆𝟐 ൌ 0,1 , 𝒆𝟑 ൌ െ1,0 , 𝒆𝟒 ൌ ሺ0, െ1ሻ
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3.找到特征值

𝜆𝒌 ൌ ෍ሺ𝑒ି௜
ଶగ
ே 𝒌.𝒆𝒍െ1ሻ

ସ

௟ୀଵ

ൌ 𝑒௜
ଶగ
ே ௞భ ൅ 𝑒ି௜

ଶగ
ே ௞భ ൅ 𝑒௜

ଶగ
ே ௞మ ൅ 𝑒ି௜

ଶగ
ே ௞మ െ 4

ൌ 2ሺcos
2𝜋
𝑁

𝑘ଵ ൅ cos
2𝜋
𝑁

𝑘ଶ െ 2ሻ

4.代入公式

𝑅 ൌ
െ1
𝑁ଶ ෍

1 െ cosሺ2𝜋
𝑁 𝑘ଵ𝑚 ൅ 2𝜋

𝑁 𝑘ଵ𝑛ሻ 

cos 2𝜋
𝑁 𝑘ଵ ൅ cos 2𝜋

𝑁 𝑘ଶ െ 2 
𝒌∈ሼି

ே
ଶ,

ே
ଶሽమ

5.（选择性，若无穷则做，否则不做）取极限

𝑅 ൌ ඵ
1 െ cosሺ𝑘ଵ𝑥 ൅ 𝑘ଵ𝑦ሻ

4𝜋ଶሺ2 െ cos𝑘ଵ െ cos𝑘ଶሻ
𝒅𝒌

ሼିగ,గሽమ

显然

𝑅ሺ1,0ሻ ൌ
1
2

和我们用对称性求得的结果完全一样！
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• 再来看三角网络
每个三角形边电阻为𝑟ଵ, 𝑟ଶ, 𝑟ଷ

采用如图坐标系

𝑅 ൌ
1

4𝜋ଶ න
1 െ cosሺ𝑘ଵ𝑥 ൅ 𝑘ଵ𝑦ሻ

1
𝑟ଵ

൅
1
𝑟ଶ

൅
1
𝑟ଷ

െ ሾ
cos𝑘ଵ

𝑟ଵ
൅

cos𝑘ଶ
𝑟ଶ

൅
cos 𝑘ଶ െ 𝑘ଶ

𝑟ଷ
ሿ

𝑑ଶ𝑘
ሼିగ,గሽమ

•注：前两个问题的求解均为波兰高中生
Krzysztof Giaro 于1993年完成的，可以验
证此公式的正确性。
接下来我们利用这个公式去解决一些未被
解决过新的问题，并用一个例子验证它的
正确性。
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• N维立方体
在 0,1 ே的N维欧式空间中，立方体每条边连接一个值为1的电阻，
求解任意两点间等效电阻。

𝑅 ൌ 𝑉 𝒂 െ 𝑉 𝟎 ൌ
1

2ே ෍
1 െ 𝜑௜ 𝒂 ଶ

∑ ሺ1 െ 𝜑௜ 𝒆௟ሻே
௟ୀଵ

ଶಿ

௜ୀଵ
化简得

𝑅 ൌ
1

2ேିଵ ෍ ෍
𝑘! 𝑁 െ 𝑘 !

𝑖! 𝑗! 𝑖 ൅ 𝑗 𝑘 െ 𝑖 ! 𝑁 െ 𝑘 െ 𝑖 !

ேି௞

௝ୀ଴

௞

௜ୀଵ,௜ ௜௦ ௢ௗௗ

数值分析
n/k 1 2 3 4 5 6 7
1 1.0000

00
2 0.7500

00
1.0000
00

3 0.5833
33

0.7500
00

0.8333
33

4 0.4687
50

0.5833
33

0.6354
17

0.6666
7

5 0.3875
00

0.4687
50

0.5020
83

0.7166
67

0.8625
00

6 0.3281
25

0.3875
00

0.4093
75

0.4208
33

0.4281
25

0.4333
33

7 0.2834
82

0.3281
25

0.3428
57

0.3500
00

0.3543
15

0.3572
92

0.3595
24

前三维和我们所
求完全一样，后
面的维数有有兴
趣的同学去查阅。
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• 一个拓扑环面有 N 条经线，M条纬线
每个相邻节点连接一个单位电阻，求任意两点电阻

𝑅 ൌ
1

𝑁𝑀
෍ ෍

1 െ cosሺ
2𝜋
𝑁 𝑘ଵ𝑥 ൅

2𝜋
𝑀 𝑘ଶ𝑦ሻ

2 െ ሺcos
2𝜋
𝑁 𝑘ଵ ൅ cos

2𝜋
𝑀 𝑘ଶሻ

ேିଵ

௞భୀ଴

ேିଵ

௞మୀ଴

• 圆柱形有N条母线，无穷条圆圈，每个节点
连接一条单位电阻，求任意两点电阻

𝑅 ൌ
1

2𝜋𝑁
න ෍

1 െ cosሺ
2𝜋
𝑁 𝑘ଵ𝑥 ൅ 𝑘ଶ𝑦ሻ

2 െ ሺcos
2𝜋
𝑁 𝑘ଵ ൅ cos𝑘ଶሻ

ேିଵ

௞భୀ଴

𝑑𝑘ଵ𝑑𝑘ଶ

గ

ିగ
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材料学应用

• 石墨
利用如下坐标系
并利用简单的Y- 变换可以得到 石墨

𝑅ሺ𝒂ሻ ൌ
1
𝑁

෍
1 െ 𝜑𝒌 𝒂 ଶ

െ𝜆𝒌𝒌∈௡௘௧௪௢௥௞ ௦௣௔௖௘

ൌ
1

8𝜋ଷ න
1 െ cosሺ𝒌. 𝒂ሻ

ሺ2 െ 1
3 cos𝑘ଵ ൅ cos𝑘ଶ ൅ cos 𝑘ଶ െ 𝑘ଵ െ cos𝑘ଷሻሼି𝝅,𝝅ሽ𝟑

𝑑ଷ𝑘

位于三角形内部的电阻
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• 碳纳米管
假设每一圈有N个正六边形
利用如上坐标系

𝑅 𝒙 ൌ
ଵ

ே
∑ ଵିఝ𝒌 𝒂 మ

ିఒ𝒌
𝒌∈௡௘௧௪௢௥௞ ௦௣௔௖௘

ൌ
1

2𝜋𝑁
න ෍

1 െ cosሺ
2𝜋
𝑁 𝑘ଶ𝑦 ൅ 𝑘ଵ𝑥ሻ

2 െ
1
3 ሺcos

2𝜋
𝑁 𝑘ଶ ൅ cos𝑘ଵ ൅ cos

2𝜋
𝑁 𝑘ଶ െ 𝑘ଵ ሻ

ேିଵ

௞మୀ଴

𝑑𝑘ଵ

గ

ିగ

𝑅௜௡௦௜ௗ௘ሺ𝒙,𝒙ା𝒆𝟏,𝒙ା𝒆𝟐ሻ ൌ
1
3

ሾ𝑅 𝒙 ൅ 𝑅 𝒙 ൅ 𝒆𝟏 ൅ 𝑅 𝒙 ൅ 𝒆𝟐 ሿ

其中
𝒆𝟏 ൌ 1,0 , 𝒆𝟐 ൌ ሺ0,1ሻ

对于写成化为点对称的循环
群网络，总可以找到一种合
适的电阻变换使得整个网络
变成循环群网络
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• 现阶段，探测物质表面
结构的最有效仪器当属
扫描隧道显微镜。通过
测量隧穿电流的大小，
可以观察到原子级别的
起伏，它是重要的纳尺
度测量工具。

• 然而扫描隧道显微镜并不能对物质内部的电场进行探
测，这时就需要一个人为的计算公式来预测内部的电场
。此次研究所提供的公式可作为在经典近似下材料内部
电场的近似公式。
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• 此次研究，我们给出了群网络任意两点电阻的一般公式
，相比于传统的对称性分析，给出的公式具有着更高的普
适性。更广泛的说，利用群特征基展开，我们可以求得给
定电流分布任意节点的电势。再通过特定的电阻变换，可
以求解出几乎所有晶体材料的电阻以及电势分布。此前对
材料内部电场性质的研究采用的经验公式，可以就此终结
了。
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• 最后再把公式贴出来

𝑉 𝒙 ൌ ෍
൏ 𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ|𝐼 𝒙 ൐

𝜆𝒌𝑁
𝜑𝒌ሺ𝒙ሻ

𝒌∈௡௘௧௪௢௥௞ ௦௣௔௖௘

𝑅 ൌ
1
𝑁

෍
1 െ 𝜑𝒌 𝒂 ଶ

െ𝜆𝒌𝒌∈௡௘௧௪௢௥௞ ௦௣௔௖௘


