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译者序

线性代数教材非常多，这本有个特别的书名 (Linear Algebra Done Right)、已被

40 多个国家约 300 所高等院校采用的教材，肯定是世界上最具特色、最流行的线性

代数教材之一．

本书的主要内容是向量空间与线性算子． 描述线性算子的结构是线性代数的中

心任务之一，传统的方法多以行列式为工具．作者认为行列式既难懂又不直观，还缺

少动机，并且导致思路曲折，从而掩盖了线性代数的本质．因此，本书完全抛开行列

式，采用更直接的方法阐述了线性算子的基本理论，作者认为这种方法可使学生更加

直观、深刻地理解线性算子的结构． 线性代数就应该这样教与学

本书虽然是线性代数的第二课程的教材，但起点低，由浅入深，论述详细，无需

线性代数方面的预备知识即可学习，因此除了做课本之外，也很适合作自学教材和

参考书本书对一些术语、 结论、数学家、证明思想等做了注释，这不仅增加了趣味

性，而且加深了读者对一些概念和思想方法的理解．

本书的内容大致相当千我国高校数学专业高等代数课程一个学期（通常是第二学

期）的教学内容．由千本书在内容编排和处理方法上与国内通行的做法大不相同，因

此有很高的参考价值，对高等代数课程的教学、教研、教改都有很好的借鉴作用．

这本教材的（英文）第 1 版发行千 1996 年 ， 第 2 版发行千 1997 年，本书译自

2015 年新出版的第 3 版． 这一版除采用了更漂亮的版式之外，在内容上也有很多变

化例如，增加了一倍以上的习题，习题放在了每节之后而非每章之后，增加了很多

例子，增加了积空间、商空间及对偶性的内容，利用复化完全改写了第 9 章 ， 等等．

在本书的翻译过程中，我们得到了作者 Axler 教授以及吉林大学数学学院博士李

月月的帮助 ， 特此致谢．

由千译者的水平有限，因此译文难免有词不达意之处，欢迎读者指正．



致教师

您将要讲授的这门课，可能是学生第二次接触到线性代数了 ． 学生在第一次接触

线性代数时，大概只是和欧几里得空间和矩阵打交道．本课程则不同，重点是抽象的

向量空间和线性映射

我给这本书起了一个大胆的书名，这得做个解释．绝大多数的线性代数书都是用

行列式来证明有限维复向量空间上的线性算子都有本征值．但是，行列式既难懂又不

直观，而且其定义的引入也往往缺乏动机．为了证明复向量空间上存在本征值的定

理，大部分教科书的做法是：先定义行列式，再证明线性映射不可逆当且仅当其行列

式等千 0, 然后定义特征多项式． 这种曲折的（也许很折磨人的）思路不能让学生直

观地理解为什么本征值一定存在．

与此相反，本书给出的证明（例如 5.21) 没用行列式，而且更简单更直观．本书

把行列式放到最后，这就开辟了一条通向线性代数的主要目标一理解线性算子结构

的新路径

本书从线性代数的初步知识讲起，除了适当的数学素养之外，无需更多的预备知

识． 本书的大部分习题都需要理解书中的证明，即使学生们已经学过前几章中的一些

内容，他们可能仍会不适应本书提供的这种类型的习题．

现在给出本书各章的要点．

• 第 1 章 ： 定义了向量空间，并给出它们的基本性质．

• 第 2 章 ： 定义了线性无关、张成、基和维数，这些概念体现了有限维向量空间

的基础理论

． 第 3 章 ： 引入线性映射主要结果是线性映射基本定理 3.22: 如果 T 是（有

限维向量空间） V 上的线性映射，则 dim V = dim null T + dim range T. 这一

章的商空间和对偶要比本书的其他内容更抽象，但是跳过这些内容不会有任何

问题

• 第 4 章：给出多项式的部分理论，这是理解线性算子所必需的． 这一章没有线

性代数的内容，可以讲快点，尤其是在学生已经熟悉这些结果时．
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• 第 5 章 ： 要研究一个线性算子， 可将其限制到更小的子空间上，这一想法引出

了章首的本征向量． 这一章的精彩之处是复向量空间上本征值存在性的简洁证

明 ． 这一结果随后被用千证明复向量空间上的线性算子关千某个基有上三角矩

阵．所有这些证明都不需要定义行列式和特征多项式！

• 第 6 章：定义了内积空间 ， 并利用规范正交基和格拉姆－施密特过程等标准工

具发展了内积空间的基本性质． 这一章还描述了如何利用正交投影来解某些极

小化问题．

． 第 7 章：其精彩之处是谱定理，它刻画了这样的线性算子： 它的某些本征向量

可以组成一个规范正交基． 有了前几章的工作，这一章的证明都特别简单．这

一章还讨论了正算子、等距同构、极分解和奇异值分解．

． 第 8 章 ： 引入极小多项式、 特征多项式和广义本征向量．这一章的主要成果是

利用广义本征向量描述了复向量空间上的线性算子． 这个描述可以用来证明许

多通常要用若尔当形来证明的结果． 例如，利用这些工具证明了复向量空间上

的每个可逆线性算子都有平方根．这一章最后证明了复向量空间上每个线性算

子都能化成若尔当形．

． 第 9 章：核心是实向量空间上的线性算子． 主要方法是复化， 它是实向量空间

上算子到复向量空间上算子的自然扩张． 利用复化，我们很容易把复向量空间

的结果转化到实向量空间 ． 例如，此法可用来证明实向量空间上的每个线性算

子都有一维或二维的不变子空间． 再如，我们证明了奇数维实向量空间上的每

个线性算子都有本征值

• 第 10 章 ： （在复向量空间上）把迹和行列式定义为本征值 （按重数计）的和与

积． 本征值的传统处理方法不可能产生这些容易记住的定义，因为传统方法要

用行列式来证明本征值的存在性．行列式的一些标准定理现在也变得更清楚

了．利用极分解和实谱定理导出了重积分的变量替换公式， 其中行列式的出现

也显得自然了 ．

本书把实数域和复数域都用 F 来表示，如此便可同步地发展实向量空间和复向

量空间上的线性代数． 如果您和您的学生更希望把 F 看成任意的域，请看 l.A 节末

的解释在个课程的水平上，我更倾向于避免使用任意域， 因为这徒增抽象性而不会

产生新的线性代数而且， 学生更喜欢将多项式看成函数，而有限域上的多项式则需

要看成更为形式化的对象．最后还有一点，即使理论一开始可以在任意域上展开，但

是讨论内积空间时我们还是要回到实向量空间和复向量空间 ．

在一个学期把本书的所有内容都讲完不大可能，一个学期能讲完前 8 章就不错

了．如果一定要讲到第 10 章 ， 那就考虑把第 4 章和第 9 章各用 15 分钟讲完 ， 还要跳

过第 3 章关于商空间和对偶的内容．
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提高学生理解和熟练运用线性代数知识的能力比讲授任何一个特殊的定理都更

重要数学只能在实践中学习 ． 好在线性代数有很多好的习题在教这门课时，通常

每次课我都会留几道习题作为作业，要求到下次课时交． 讲解作业大概要占用一节课

的三分之一甚至一半的时间．

相对于上一版，本版的主要改动如下．

． 这一版包含了 561 道习题，其中有 337 道是新增的习题．习题放在了每一节的

最后 ， 而不是每章的最后．

． 增加了许多新的例子，以阐明线性代数的主要思想．

• 本书的（英文）印刷版和电子版都采用了更漂亮的版式（包括使用彩色） ，

看起来赏心悦目 ．

． 每个定理现在都有一个描述性的名字．

． 新增了积空间、商空间和对偶的内容．

• 完全重写了第 9 章（实向量空间上的算子），利用复化进行简化． 这样处理，

第 5 章和第 7 章变得更简练了 ， 这两章现在主要关注复向量空间 ．

• 全书有数百处改进．例如， 8.D 节简化了若尔当形的证明．

关于本书的其他信息，请查看下面的网站． 我偶尔会写一些关于其他课题的新章

节，并将它们放在网站上． 非常欢迎提交建议、 意见以及勘误 ．

祝顺利完成线性代数的教学 ！

＠中译本为黑白印刷，但遵循了英文版的版式． 一编者注

Sheldon Axler 

美 国 1日金山州立大学数学系

美国 1日 全山， CA 94132 

网站 ： linear . axler . net 

电子邮件： linear@axler . net 

推特： @AxlerLinear 



致学生

你即将第二次接触到线性代数你第一次接触线性代数时，重点大概是欧几里得

空间和矩阵，而这次相逢则要关注抽象的向量空间和线性映射． 这些术语以后会给出

定义，所以如果你不知道它们的含义也不必在意．本书从线性代数的初步知识讲起，

不需要线性代数的基础关键是你要沉浸于严谨的数学，尤其要深入地理解定义、定

理、证明

你不能像看小说那样去读数学．要是你不到一小时就读完一页的话，可能就读得

太快了 ． 当遇到“请自行验证”这样的话时，的确需要自己动笔来验证一下 ． 当一些

步骤被省略时，要将它们补充完整．你应该仔细琢磨、 用心体会每一个定义． 对每一

个定理，你都要找例子说明为什么其中每个假设都是必要的． 跟别人讨论是有益的．

每个定理都有一个描述性的名字．

关千本书的其他信息，请查看下面的网站． 我偶尔会写一些关千其他课题的新章

节，并将它们放在网站上． 非常欢迎提交建议、意见以及勘误

祝学习线性代数顺利而愉快 ！

Sheldon Axler 

美国旧金山州立大学数学系

美国 1日金山 ， CA 94132 

网站： linear . axler . ne七

电子邮件： linear@axler . n e t 

推特 ： @AxlerLinear 
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勒内 · 笛卡儿正在向瑞典

女王克里斯蒂娜讲解他的工

作．笛卡儿在 1637 年发表的

著作中用两个坐标来描述平

面向量空间是平面的一种

推广．

向量空间

线性代数研究有限维向量空间上的线性映射我们以后会知道这些术语的含义．

本章将给出向量空间的定义，并讨论向量空间的基本性质．

在线性代数中，如果既研究实数也考虑复数，就会得到更好的定理，而且也会理

解得更深刻因此，我们先介绍复数及其基本性质

我们要把平面和普通空间这些例子推广到 R" 与 C九，然后再进一步推广到向最

空间的概念 ． 所以向量空间的一些初等性质你将会觉得很眼熟．

接下来讨论子空间 子空间在向量空间中所扮演的角色类似于子集之于集合． 最

后，我们将看看子空间的和（类似于子集的并集）与直和 （类似于不相交的集合的并

媒 ） ．

本章的学习目标

． 复数的基本性质

• Rn 与 en

． 向量空间

． 子空间

． 子空间的和与直和
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1.A R九与 en

复数

我们已经熟悉实数集 R 的基本性质 ． 复数的发明使得我们可以对负数取平方根．

大致的想法是假定 -1 有平方根，记为 i' 并且遵循通常的算术法则．下面是正式的

定义：

1 . 1 定义复数 C complex number ) 

• 一个复数是一个有序对 (a, b), 其中 a,b ER, 但我们把它写成 a+ bi. 

• 所有复数构成的集合记为 C:

C = {a+bi: a,b ER}. 

• C 上的加法和乘法定义为

(a+ bi)+ (c + di) = (a+ c) + (b + d)i, 

(a+ bi)(c + di) = (ac - bd) +(ad+ bc)i, 

其中 a,b,c,d ER. 

如果 a ER, 我们就把 a+Oi 等同千实数 a. 千是可以把 R 看作 C 的一个子集．

我们也常把 0 + bi 写成 bi, 并且把 0 + li 写成 i.

1777 年瑞士数学家莱昂哈德· 欧拉

最先使用符号 i 来表示 J二L

1.2 例计算 (2 + 3i)(4 + 5i) . 

请自行验证在如上定义的乘法下产= -1. 

不要去背上面的复数乘法公式，只要记住产＝

-1 并利用通常的算术法则（见 1.3 ) 就可以把

它推导出来

解 (2 + 3i)(4 + 5i) = 2·4 + 2 · (5i) + (3i)·4 + (3i)(5订

= 8 + lOi + 12i - 15 

= -7 + 22i. 
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1 .3 复数的算术性质

交换性 (commutativity)

对所有 a,(3 E C 都有 a+ (3 = (3 + a, a(3 = (3a ; 

结合性 (associativity)

对所有 a, (3, 入 EC 都有 (a+ (3) +入 =a+ ((3 +入）， (a/3)入= a((3入） ；

单位元 (identities )

对所有 入 EC 都有 入 +0= 入， 入l = 入；

加法逆元 (additive inverse) 

对每个 aE C 都存在唯一的 (3 E C 使得 a+ (3 = 0; 

乘法逆元 (multiplicative inverse) 

对每个 a E C , a -::J 0 都存在唯一的 (3 E C 使得 a/3 = l; 

分配性质 (distributive property) 

对所有 入， a,(3 E C 都有 入(a +/3) = 入a + 入(3 .

上述性质可以利用我们所熟悉的实数性质以及复数的加法与乘法的定义来证明

下面的这个例子给出了复数乘法的交换性的证明 ． 其他性质的证明留作习题．

1.4 例 证明 a(3 = (3a 对所有 a,(3 E C 成立．

证明 假设 a = a + bi , (3 = c + di, 其中 a, b,c,d E R. 那么，复数乘法的定义表明

吵= (a + bi)(c + di) 

= (ac - bd) +(ad+ bc) i 

并且

知 = (c+ 小） (a + bi) 

= (ca —db) + (cb + da)i 

上面这两组等式和实数的加法与乘法的交换性表明 a(3 = (3a. 
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1.5 定义 -a, 减法 (subtraction ) 、 1/a, 除法 ( division )

设 a,/3 E C . 

• 令 -a 表示 a 的加法逆元． 因此 -a 是使得

a+ (-a)= 0 

的唯一复数．

• C 上的减法定义为

/3 —a= /3 + (-a) 

• 对千 a-/- O, 令 1/a 表示 a 的乘法逆元． 因此 1/a 是使得

a(l压） =1 

的唯一复数

• C 上的除法定义为

/3/a = /3(1/a). 

为了使下文中给出的定义和证明的定理对千实数和复数都适用，我们将采用如下

记号 ：

1.6 记号 F

在本书中 F 总是表示 R 或 C

选用宇母 F 是因为 R 和 C 都是所

谓域 C field ) 的例子．

于是，如果我们证明了一个涉及 F 的定理，

那么将其中的 F 换成 R 或 C, 定理仍然成立．

F 中的元素称为标量 (scalar ) . "标量”是用来代表“数”的一个很别致的词，

通常用来强调一个对象是数，而不是向量（马上就会给出向量的定义）．

对 aE F 及正整数 m, 我们把 am 定义为 m 个 a 的乘积 ：

am= a·····-a. 
、~,

m个

显然，对所有 a, (3 E F 及正整数 m,n 都有 (am)n = amn 和 (a(3)m = am(3严

组

在给出 Rn 和 en 的定义之前先来看两个重要的例子．

1.7 例 R2 和 R3

• 集合 R2 由全体有序实数对构成：

R 2 = {(x, y) : x,y E R }, 



可以把它看作一个平面．

• 集合 R3 由全体有序三元实数组构成：

R 3 = {(x,y,z): x,y,z E R}, 

可以把它看作通常的空间 ．

为了把矿和 R3 推广到更高的维数，需要先讨论组的概念．

I.A R九与 en 5 

1.8 定义组 ( list )、长度 ( length )

设 n 是非负整数． 长度为 n 的组是 n 个有顺序的元素，这些元素用逗号隔开并

且两端用括弧括起来（这些元素可以是数、 其他组或者更抽象的东西）． 长度为

n 的组具有如下形式：

(x1, . .. , 环）．

两个组相等当且仅当它们长度相等、 所含的元素相同并且元素的顺序也相同．

于是，长度为 2 的组是有序对 (pair ), 而 很多数学家称长度为 n 的组为 n 元

长度为 3 的组是有序三元组 (triple ) . 组 Cn-tuple).

有时候我们只说组而不指明其长度． 但要记住，根据定义，每个组的长度都是有

限的，这个长度是一个非负整数．因此，形如

(x1,X2, ...) 

的对象不是组，或许可以称为具有无限长度的序列．

长度为 0 的组形如（）．将其视为组，可使一些定理没有平凡的例外．

组与集合有两点不同 ： 组中的元素是有顺序的并且允许重复，而对千集合来说，

顺序和重复都无关紧要

1.9 例组与集合

Fn 

• 组 (3 , 5) 和 (5,3) 是不相等的，但是集合 {3,5} 和 {5,3} 是相等的．

• 组 (4, 4) 和 (4,4,4) 是不相等的（它们的长度不同），而集合 {4,4} 和 {4,4,4}

都等于集合 {4}.

为了定义与 R2 和 R3 类似的高维对象，只需用 F (等千 R 或 C ) 代替 R, 并

且用任意正整数代替 2 或 3 . 特别地，在本节的其余部分，我们将固定正整数 n.
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1 . 10 定义 Fn

Fn 是 F 中元素组成的长度为 n 的组的集合：

F n={(xl, · ·· , 环） Xj E F ,j=l, . . . ,n} 

对千 (xi, . . . , 环） E Fn 以及 j E {l , ... ,n}, 称 Xj 是 (x1,- - -,Xn) 的第 J 个坐标．

若 F = R 且 n 等于 2 或 3, 则 yn 的这个定义与前面 R2 和 R3 的定义是一致

的 ．

1 . 11 例 C4 是所有含 4 个复数的组所构成的集合 ：

C 4 = {(z1, Z2, Z3五） z1, z2, Z3, Z4 EC} 

关于生活在 R2 中的生物是如何感

知 R3 的有趣描述 ， 可以读一读埃

德温 • A 艾勃特的《平面国》． 这

部 1884 年出版的小说可以帮助像

我们一样生沽在三维空间中的生物

想象四维或更高维的物理空间．

若 n~4 , 把 R九想象成一个物理对象并非

易事． 同样， c i 可以看成一个平面， 但是对千

n ~ 2, 人类的大脑不能产生 en 的完整形象．

不过即使 n 很大，我们仍可以在 Fn 中进行代

数运算，而且就像在 R2 或者 R3 中 一样容易

例如， F九上的加法定义如下 ：

1.12 定义 F九 中的加法 ( addition in F n) 

F九中的加法定义为对应坐标相加：

(x i , ... '环） + (y1 , . . . , 如） = (x1+Y1, . . . ,x九＋如）

为了简洁，我们将用单个字母来表示 Fn 中含有 n 个数的组， 而不明确地写出每

一个坐标． 例如，下面的结果仅对 F九中的 x 和 y 来陈述，尽管其证明需要更繁琐的

记号 (xi, ... , 五）和 (Y1, · · · , 如） ．

1.13 Fn 的加法交换性

若 x, y E F九，则 x+y = y+x. 

证明 假设 X = (x1,. · ·, Xn), Y = (Y1, · · · , Yn) - 则

X + Y =(xi , . . . ,xn) +(Yi ,•• • , Yn) 

= (x1 + Y1 , . . . , Xn +如）

= (Y1 + X1, · · • , Yn +环）

= (y1 , . . .'如） +(xi, ... , 环）

= y+ x, 
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其中第二个与第四个等式成立是由千 pn 中加法的定义，第三个等式成立是由于 F 中

加法的通常的交换性．

如果用单个字母来表示 尸 中的一个元素， [ 符号 " ■"的意思是“证毕＂．

那么在必须列 出坐标时， 通常用带有适当下标

. 
I 

的相同字母来表示这些坐标．例如 ， 若 XE F九，像上面的证明中那样令 x 等于

(x 1 '...' 环）就是很好的记法． 如果可能的话 ， 只讨论 x 而省略具体的坐标会更好．

1.14 定义 0

用 0 表示长度为 n 且所有坐标都是 0 的组：

0 = (0, . .. , 0). 

这里我们以两种不同的方式使用符号 0: 在 1.14 的式子中，左边的 0 表示一个长

度为 n 的组，而右边的每个 0 都表示一个数． 这种做法好像会引起混淆，但实际上不

会产生任何问题，因为根据上下文就会知道 0 指的是什么 ．

1.15 例 考虑陈述 ： 0 是 pn 的加法单位元，如果对于 XE pn 都有

X + 0 = X. 

上面的 0 是数 0 还是组 Q?

解 这里 0 是一个组，因为我们从未定义过 F九中元素（即 x) 与数 0 的和．

图形往往有助于直观．因为很容易把 R2 勾

画在诸如纸或黑板这样的二维表面上，所以可

以通过画图来描绘这个空间. R2 中的典型元

素是点 x = (xi, x2) - 有时我们不把 x 看作一个

点，而是看作一个始于原点终千 (x1五）的箭

头，如右图所示. X 被看作一个箭头时，称为

向量 ( vector).

当把 R2 中的向量看作箭头时，我们可以

把箭头平行移动（不改变它的长度和方向），并

视其为同一向量．在这样的观点下，省去坐标

轴和具体的坐标而只考虑向量往往能帮助我们

获得更好的理解，如右图所示．

(XI, X2) 

R2 的元素可看成点或向量

~~ 
向量
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经济学中的数学栈型通常有上千个

变量，比如说 X1 , 立5000, 这就

意味着必须在 R5ooo 中 工作 ． 这样

的空间不能通过几何手段来处理，

但是代数方法却可以很好地发挥

作 用． 因此我们的学科叫做线性代

数．

每当我们使用 R2 中的图形或者关千点和

向量的不太严格的语言时，要记住，这只是为

了帮助理解，而不是要取代将要发展的真正的

数学．虽然我们画不好高维空间中的图 ， 但是

高维空间中的元素也像 R2 中的元素一样被严

格定义

例如 ， (2 , -3, 17, 六汉12) 是 Rs 中的元素，

而且我们偶尔也把它叫作 Rs 中的点或者 Rs 中

的向量，而不用担心 Rs 的几何是否有物理意

义．

回想一下， F九中两个元素的和定义为相应

坐标相加所得到元素，参见 1.12. 正如我们将

要看到的， R2 中的加法有简单的几何解释．

假设我们要把 R2 中的两个向量 x 和 y 加

起来如左图所示，把向量 y 平行移动使其始

点与向量 x 的终点重合，那么，和 x+y 就是以

两个向量的和 x 的始点为始点 ， 以 y 的终点为终点的向量．

在下面的定义中 ， 等式右端的 0 是组 0 E F气

1.16 定义 F九 中的加法逆元 ( additive invese in y n) 

对于 xE F气 x 的加法逆元 （记作 -x) 就是满足下面条件的向量—xE F气

X + (-x) = 0. 

换言之， 若 x = (x1, ... , 环），则 -x = (-xi, . . . , -环） ．

~~ 
向量和它的加法逆元

对千向量 xE R气加法逆元 -x 就是与 x 平

行、长度相等但方向相反的向量． 左图说明了

这种理解 R2 中的加法逆元的方法．

我们已经讨论了 F九 中的加法，现在来讨

论乘法我们或许可以用类似的方式来定义 yn

上的乘法，即通过 F九中的两个元素的对应坐

标相乘来得到 F九中的另一个元素．但经验表

明 ， 这样的定义对我们的目标是没有用的另一种乘法，称为标量乘法，才是我们的

课程的核心．确切地说，我们需要定义 F 中元素与 F九中元素的乘法．
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1.17 定义 F九 中的标量乘法 (scalar multiplication in F勹

一个数入与 F九中的一个向量的乘积这样来计算：用入乘以向量的每个坐标，即

入(xi, ...'环）＝（入X1, ...'入吓），

其中入 E F, (xi, ... , 环） E F气

R2 中的标量乘法有很好的几何解释．如果

入是正数， x 是 R2 中的向量，则向量江的方

向与 x 相同，而其长度为 x 长度的入倍．也就

是说，为了得到尬，只需将 x 收缩或者伸长入

倍，这取决千入< 1 或者入> 1. 

在标量乘去中，我们把一个标量和

一个向量相乘，得到一个向量．你

也许熟悉 R2 或者 R3 中的点积，

它把两个向量相乘而得到一个标

量．在第 6 章我们将研究内积，这

时点积的推广便尤为重要．

如果入是负数， x 是 R2 中的向量，则向量

入x 的方向与 x 相反，而其长度为 x 长度的囚

倍，如右图所示. I/ 
(l/2)x/ 

(-3(2)1 

关千域的题外话
标量乘法

一个域是一个集合，至少包含有两个分别称为 0 和 1 的不同元素，并带有加法和

乘法运算，而且这些运算满足 1.3 中列出的所有性质．因此， R 和 C 都是域，有理

数集合连同通常的加法和乘法运算也是域．域的另一个例子是集合 {O, 1}, 带有通常

的加法和乘法运算，但规定 1 + 1 等千 o.

在本书中，我们无需处理 R 和 C 以外的域．然而，线性代数中许多对 R 和 C

有效的定义、定理、证明都可照搬到任意域上．如果想这么做，在第 1~3 章中，我

们尽可以把 F 当作任意的域，而不仅仅是 R 或 C, 只有个别例子和习题要求对千任

意正整数 n 必有 1 + 1 + · · ·+ 1 =/ o. 
九次

习题 1.A

1 设 a 和 b 是不全为 0 的实数．求实数 c 和 d 使得 1/ (a + bi) = c + di. 

2 证明 - lt~厄！ 是 1 的立方根 （ 即它的立方等千 1) ,

3 求 1 的两个不同的平方根．

4 证明对所有 a,(3 E C 有 a + f3 = f3 + a . 

5 证明对所有 a,/3, >. E C 有 (a+ f3)+ 入 = a+ (/3 +入） ．

6 证明对所有 a, (3 , 入 E C 有 (af3)入 = a(f3入）．



10 第 1 章向量空间

7 证明对每个 aEC 都存在唯一的 /3 EC 使得 a+ (3 = 0. 

8 证明对每个 a EC Ca=/- O) 都存在唯一的 /3 EC 使得 a/3 = 1. 

9 证明对所有入， a, (3 EC 都有入(a+/3)= 入a+ 入(3.

10 求 XE 贮使得 (4, -3, 1, 7) + 2x = (5, 9, -6, 8). 

11 解释为什么不存在入 E C 使得 入(2-3i, 5+4i, -6+7i) = (12-5i, 7+22i, -32-9i). 

12 证明对所有 x,y,z E Fn 都有 (x + y) + z = x + (y + z). 

13 证明对所有 XE Fn 和 a,b E F 都有 (ab)x = a(bx). 

14 证明对所有 XE Fn 都有 Ix= x. 

15 证明对所有 x,y E Fn 都有入(x + y) =尥＋入y.

16 证明对所有 a,b E F 和 XE Fn 都有 (a+ b)x =ax+ bx. 

1.B 向量空间的定义

促使我们定义向量空间的动因源自 F九上加法和标量乘法的性质：加法具有交换

性和结合性，并且有单位元．每个元素都有加法逆元．标量乘法具有结合性，用数 1

与向量做标量乘法不改变该向量，与预期一样．加法和标量乘法通过分配性质联系在

一起．

我们把向量空间定义为带有加法和标量乘法的集合 V, 使得加法和标量乘法具

有上一段所描述的性质

1.18 定义加法 (addition )、标量乘法 (scalar multiplication ) 

• 集合 V 上的加法是一个函数， 它把每一对 u,v EV 都对应到 V 的一个元素

u+v. 

• 集合 V 上的标量乘法是一个函数， 它把任意入 EF 和 VE V 都对应到一个

元素入VE V. 

现在我们可以给出向量空间的正式定义．
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1.19 定义向量空间 ( vector space) 

向量空间就是带有加法和标量乘法的集合 V, 满足如下性质 ：

交换性 (commutativity)

对所有 u, v EV 都有 u+v = v +u; 

结合性 (associativity )

对所有 u, v, w EV 和 a,b E F 都有 (u+v)+w = u+(v+w) 和 (ab)v = a(bv) ; 

加法单位元 (additive identity) 

存在元素 0 EV 使得对所有 VE V 都有 v+ Q = V; 

加法逆元 (additive inverse) 

对每个 v EV 都存在 wEV 使得 v+ w = 0; 

乘法单位元 (multiplicative identity) 

对所有 VE V 都有 lv = v: 

分配性质 (distributive properties) 

对所有 a,b E F 和 u,v EV 都有 a(u+v)=au+av 和 (a+ b)v =av+ bv. 

下面的几何语言有时更直观．

1.20 定义 向量 ( vector)、点 (point )

向量空间中的元素称为向量或点．

向量空间的标量乘法依赖于 F. 因此，在需要确切指明时，我们会说 V 是 F 上

的向量空 间， 而不是简单地说 V 是向量空间 ． 例如， R九是 R 上的向量空间， en 是

C 上的向量空间

1 .21 定义实向量空间 ( real vector space)、 复向量空间 (complex vector space) 

• R 上的向量空间称为实 向量空 间．

• C 上的向量空间称为复向量空 间．

一般来说， F 的选取在上下文中是很明显的或者是无关紧要的，所以我们通常都

假设 F 是自明的．

请自行验证在通常的加法和标量乘法下 Fn

是 F 上的向量空间． 正是这个例子为我们定义

向量空间提供了动因．

最简单的向量空间只含有一个点，

即 {O} 是向量空间 ．
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1 .22 例 定义 Foo 为 F 中元素的所有无穷序列构成的集合 ：

F00={(x1心2, . . .) : Xj E F , j = 1, 2, .. . } 

Foo 中加法和标量乘法的定义也和我们所料想的一样：

也， X2, . . . ) + (如， Y2, . ..)=(x1 十如 ， X2 十购， ) 

入(x1,X2 , ...)=(入X1 , 入功 ，． ． ). 

请自行验证在此定义下 Foo 成为 F 上的向量空间，其加法单位元是每个元素都为 0

的无穷序列 ．

向量空间的下一个例子涉及函数集合．

1 .23 记号 YS

• 设 S 是一个集合，我们用 YS 表示 S 到 F 的所有函数的集合．

• 对千 f,g E y s, 规定和 f + g E F8 是如下函数 ： 对所有 XE S, 

(J + g)(x) = J (x) + g(x). 

• 对千入 E F 和 f E F 8, 规定乘积 ,X.f E F8 是如下函数：对所有 XE S, 

(,X.J)(x) =汀(x)

举一个具体的例子： 如果 S 是区间 [O, 1] 且 F = R , 那么 R[O, l) 就是定义在区间

[O, 1] 上的所有实值函数的集合．

请验证下面例子中的三条性质

1 .24 例 Fs 是向量空 间

• 若 S 是非空集合，则 Fs C 在上面定义的加法和标量乘法下） 是 F 上的向量空

间．

• Fs 的加法单位元是如下定义的函数 O:S-+ F: 对所有 XE S , 

0位） = o. 
• 对千 fE F芞 J 的加法逆元是如下定义的函数 -f:S-+ F: 对所有 XE S, 

(- f) (x) = - f(x) 

向量空间 Rlo,1J 中的元素是 (0 , l ] 

上的实值函数，而不是组． 一般来

说，向量空间是一个抽象的对象，

其中的元素可能是组、函数或其他

稀奇古怪的对象

前面的向量空间的两个例子 yn 和 yoo 都

是 YS 的特例 ， 因为 F 上长度为 n 的组可以看

作是 {1 , 2 , ... , n} 到 F 的函数，而 F 中元素的

无穷序列可以看作是正整数集到 F 的函数． 也

就是说，我们可将 yn 看作是 y{l ,2 , ... ,n} , 将 yoo

看作是 y{l,2 , .. . }. 
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我们马上就会看到向量空间的更多例子， 但在此之前，我们需要先来给出向量空

间的一些基本性质 ．

向量空间的定义要求向量空间具有加法单位元．以下定理表明这个单位元是唯一

的．

1 .25 加法单位元唯一

向量空间有唯一的加法单位元．

证明 设 0 和 O' 都是向量空间 V 的加法单位元，则

O' = O'+ 0 = 0 + O'= 0, 

其中第一个等式成立是因为 0 是加法单位元，第二个等式成立是因为加法交换性，第

三个等式成立是因为 O' 是加法单位元． 因此 0 = O', 这就证明了 V 中只有一个加法

单位元． . 
向量空间的每个元素 v 都有加法逆元，即向量空间中使得 v + w = 0 的元素 w.

下面的结果表明向量空间中的每个元素都有唯一的加法逆元．

1 .26 加法逆元唯一

向量空间中的每个元素都有唯一的加法逆元．

证明 设 V 是向量空间， VE V, 并设 w和矿都是 v 的加法逆元，那么

w = w + 0 = w + (v + w' ) = (w + v) + w' = 0 + w' = w'. 

因此 w=w' .

由于加法逆元是唯一的，下面的记号就有意义了 ．

1 .27 记号 -v、 w - v

设 v, w EV. 则

• 用 -v 表示 v 的加法逆元；

• 定义 w-v 为 w + (-v) . 

. 

本书中几乎所有的结论都会涉及向量空间．为了避免经常重复像“设 V是向量空

间”这样的话，我们现在作出必要的声明，从此便可一劳永逸：

1 .28 记号 V

在本书的其余部分， 总设 V 是 F 上的向量空间．

在下面的结果中， 等式左边的 0 表示标量 （数 0 E F ) , 等式右边的 0 表示向量

(V 中的加法单位元 ）．
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1.29 数 0 乘以向星

对任意 VE V 都有 Ov = O. 

证明对 VE V , 我们有

Ov = (0 + O)v = Ov + Ov. 

注意， 1.29 是关于标量乘法和 V 的

加去单位元的论断．在向量空间的

定义中，把标量乘法和向量的加法

联系在一起的只有分配性质．故在

1.29 的证明中必然用到分配性质．

在上面等式的两端都加上 Ov 的加法逆元，可得

0 = Ov. . 
在下面的结果中， 0 表示 V 的加法单位元． 虽然 1.29 和 1.30 的证明是相似的，

但 1.29 和 1.30 并不是一回事． 确切地说， 1.29 说明标量 0 和任意向量的乘积都等于

向量 0, 而 1.30 说明任意标量与向量 0 的乘积都等千向量 o.

二证明对a E F, 我们有

aO = a(O + 0) = aO + aO. 

在上面等式的两端都加上 aO 的加法逆元，可得 0 = aO. • 

现在我们来证明，若将 V 中元素与标量 -1 相乘，则得到该元素的加法逆元．

I~::v厂二:l)v~-v.
证明对 VE v, 我们有

v+(-l)v= lv+(-l)v= (1 +(-l))v=Ov=O 

这个等式说明， (-l)v 与 v 相加得 o. 因此 (-l)v 必为 v 的加法逆元． . 
习题 1.B

1 证明对任意 VE V 都有—(—v) = v. 

2 设 a E F , v EV, av= 0. 证明 a=O 或 v= O. 

3 设 v,w EV. 说明为什么有唯一的 XE V 使得 v+3x = w. 

4 空集不是向量空间 1.19 中列出的性质中只有一条是空集不满足的， 请问是哪一

条？
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5 证明在向量空间的定义 1.19 中，关于加法逆元的那个条件可替换为

对所有 VE V 都有 Ov = 0. 

这里，等式左端的 0 是数 0, 右端的 0 是 V 的加法单位元．（在一个定义中，“某

个条件可替换为另一个条件”是指把这个条件换成另一个条件后所定义的是同一

类对象）

6 设 oo 和 -oo 是两个不同的对象，它们都不属千 R. 根据记号就能猜出如何在

R u{oo}u{-oo} 上定义加法和标量乘法．具体来说，两个实数的加法和乘法按

通常的实数运算法则定义，并且对 tE R 定义

t(-oo) - {~~'三
oi
o,
0, 

<

=

> 

ttt 
若
若
若,00, 

00, l

0 

,
«
、

= 00 t 

t+oo=oo 十 t = oo, t+ (-oo) = (-oo) +t = -oo, 

00 十 oo = oo, (-oo) + (-oo) = -oo, oo 十 (-oo) = 0 

试间 R U { oo} U { -oo} 是否为 R 上的向量空间？说明理由

1.C 子空间

通过考虑子空间，我们可以大量地扩充向量空间的例子．

1 .32 定义 子空间 (subspace)

如果 V 的子集 u (采用与 V 相同的加法和标量乘法）也是向量空间，则称 U 是

V 的子空间 ．

1.33 例 { (x1 , X2, 0) : X1 心2 E F} 是 F3 的子空间

下面的结果给出了判断向量空间的一个子

集是否为子空间的最简单的方法．
有些数学家采用线性子空间这个木

语， 意思与子空 间一样．
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1.34 子空间的条件

V 的子集 U 是 V 的子空间当且仅当 U 满足以下三个条件：

加法单位元 (additive identity) 

0 EU ; 

加法封闭性 (closed under addition) 

u,wE U 蕴涵 u+wEU;

标量乘法封闭性 (closed under scalar multiplication) 

aEF 和 uEU 蕴涵 au EU. 

上述关于加去单位元的条件可以替

换为条件 "U 非空＂（因为此时取

u EU, 用数 0 乘以 u, 利用 U 在

标量乘法下封闭可得到 0 EU). 然

而，若 U 的确是 V 的子空间，则

证明 U 非空的最简单的方法还是证

明 0 EU. 

证明 若 U 是 V 的子空间，则由向量空间的定

义， U 满足上述三个条件．

反之，假定 U 满足上述三个条件．那么第

一个条件保证了 V 的加法单位元在 U 中．

第二个条件保证了加法在 U 上是有意义

的．第三个条件保证了标量乘法在 U 上是有意

义的 ．

若 u EU, 则由上述的第三个条件知 -u (由 1.3 I 知其等千 (-l)u) 也在 U 中．

因此 U 的每个元素在 U 中都有加法逆元．

向量空间定义中的其余部分（例如结合性和交换性）在 U 上自然成立，因为它

们在更大的空间 V 上成立． 所以 U 是一个向量空间，从而是 V 的子空间 ． . 
上面的三个条件通常可以使我们快速判定 V 的一个子集是否为 V 的子空间．请

验证下面例子中的所有结论．

1.35 例子空间

(a) 若 b E F, 则{ (x1心2立3, X4) E F 4 巧= 5x4 + b} 是 y4 的子空间当且仅当

b = 0. 

(b) 区间 [O, 1] 上的全体实值连续函数的集合是 R[O,l] 的子空间．

(c) R 上的全体实值可微函数的集合是 RR 的子空间 ．

(d) 区间 (0 , 3) 上满足条件 f'(2) = b 的实值可微函数的集合是 R(o,3) 的子空间当且仅

当 b = O. 

(e) 极限为 0 的复数序列组成的集合是 coo 的子空间．



上述某些结论的验证表明，线性结构以微

积分为基础．例如， 证明上述第二个结论需要

“两个连续函数的和仍为连续函数”这一结果．

再如，证明上述第四个结论需要下面的结果 ：
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显然， {O} 是 V 的最小的子空间，

V 自身是 V 的最大的子空间．空集

不是 V 的子空间，因为子空间必须

是向量空间，而向量空间至少要包

l 兀素，即加法单位兀．对千常数 C, cf 的导数等于 c 乘以 J 的导数 1 含一八

R2 的子空间恰为 {O} 、 R2 以及 R2 中所有过原点的直线 庄 的子空间恰为

{O}、即、庄中所有过原点的直线以及 R3 中所有过原点的平面．容易证明这些对

象确实都是子空间，而难点在千证明它们是 R2 或 R3 仅有的子空间 ． 当我们在下一

章引进更多的工具之后，证明这些结论会变得容易一些．

子空间的和

在研究向量空间时，我们感兴趣的通常只

是子空间，而不是任意子集． 子空间的和的概

念是非常有用的．

1.36 定义子集的和 (sum of subsets) 

子空间的并一般不是子空间（见习

题 12 ), 这就是我们通常讨论子空

间的和而不讨论子空间的并的原

因．

设 U1 , ... , l忱都是 V 的子集，则队， 儿坛的和定义为 U1, -- ·,Um 中元素所

有可能的和所构成的集合，记作 U1 +· ·· +Um. 更确切地说，

趴 + ···+Um = {阳十． ． ．十 Um : U1 E U1, ... , Um E U动．

我们来看子空间和的一些例子．

1.37 例 设 U 是 p3 中第二个和第三个坐标均为 0 的那些元素构成的集合， W 是 p3

中第一个和第三个坐标均为 0 的那些元素构成的集合 ：

U = {(x, 0,0) E F 3: x E F}, W = {(0,y,0) E F 3: y E F}. 

请验证

U + W = {(x, y,O): x,y E F}. 

1.38 例 设

U = { (X, X, y, y) E F 4 : X, y E F}, W = { (X, X, X, y) E F 4 : X, y E F} 

请验证

U + W = { (X, X, y, Z) E F 4 : X, y, Z E F} 
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以下结果表明子空间的和是子空间，并且它是包含这些子空间的最小的子空间 ．

1.39 子空间的和是包含这些子空间的最小子空间

设从， ． ．．，匹都是 V 的子空间，则 U1 +···+Um 是 V 的包含 U1,. 儿伽的最

小子空间

证明 容易看出 0 E 趴 + ··· +Um , 并且

趴 + ··· +Um 在加法和标量乘法下是封闭的．

因此， 1.34 意味着 U1 + · ··+Um 是 V 的子空

间．

在向量空间理论中，子空间的和

类似于集合论中子集的并．给定一

个向量空间的两个子空间，包含它

们的最小子空间是它们的和．类似

地， 给定一个集合的两个子集，包

含它们的最小子集是它们的并集．

显然 Ui, • • ·,Um 都含千 U1 +···+Um C 为

说明这一点，考虑和 U1 + . . 十 Um, 其中除一

项之外的其余项均为 0). 反之， V 中任何包含

从， . . ,Um 的子空间一定都包含从 +·· · +Um C 因为子空间包含其中元素的所有有

限和）．千是， U1 + · · ·+Um 是 V 中包含从， . .. ,Um 的最小的子空间． . 
直和

设 U1, • •·,Um 都是 V 的子空间，则从 +· ·· +Um 的每个元素都可写成

U1 + · · · 十 Um

的形式，其中每个 Uj 属于 Uj. 我们特别感兴趣的是 U1 +···+Um 中每个向量都可

以唯一地表示成上述形式的情形，这种情形非常重要，所以给它起一个特殊的名字 ：

直和 ．

1.40 定义直和 (direct sum) 

设从， . .. ,Um 都是 V 的子空间 ．

• 和队 +···+Um 称为直和，如果趴 +···+Um 中的每个元素都可以唯一地

表示成 U1 十 ． ．．十 Um , 其中每个 Uj 属千 Uj -

• 若 U1 +···+Um 是直和，则用 U1 EB···EB Um 来表示 U1+· ··+Um , 这里符

号 0 表明此处的和是一个直和．

1.41 例设 U 是 p3 中最后一个坐标为 0 的那些向量组成的子空间， W 是 p3 中前两

个坐标为 0 的那些向量组成的子空间：

U = {(x,y,0) E F3 : x,y E F}, W = {(0,0,z) E F3: z E F} 

请验证 F3 = U EB W. 
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1 .42 例 设 Uj 是 F九中除第 J 个坐标以外其余坐标全是 0 的那些向械所组成的子空

间（例如，也= {(0,x, 0, .. . , 0) E F n: x E F }). 请验证 Fn = U1 EB · · · EB Un . 

反面的例子有时能像正面的例子那样加深我们的理解．

1.43 例 设

U1 = {(x,y,O) E F 3 : x , y E F }, 

伍 = {(0, 0,z) E F 3: z E F }, 

灼= {(0, y,y) E F 3: y E F } 

证明扒＋切 +U3 不是直和．

证明 显然 F3 =趴＋历 +U3, 这是因为每个向量 (x , y, z) E F3 都可以写成

(x, y , z) = (x, y, 0) + (0, 0, z) + (0, 0, 0), 

右端第一个向量属千 U1, 第二个向量属于 U2, 第三个向量属千 U3.

然而 F3 不是 U1 , 也 ， 历的直和，这是因为向量 (0 , 0, 0) 能用两种不同方式写成和

U1 +u叶 U3 使得每个 Uj 属千 Uj . 具体来说，我们有

(0, 0, 0) = (0, 1, 0) + (0, 0, 1) + (0, - 1, - 1), 

当然也有

(0, 0, 0) = (0 , 0, 0) + (0, 0, 0) + (0, 0, 0), 

其中每个等式右端的第一个向量属千 U1, 第二个向量属千 U2, 第三个向量属于 U3 .

直和的定义要求和空间中的每个向量都能

唯一地表示成一个适当的和 ． 以下结果表 明，

在确定子空间的和是否为直和时，只需考虑 0

是否可以唯一地写成一个适当的和．

1.44 直和的条件

符号 e 由一个图和一个位于其内的

加号组成，提醒我们正在处理子空

间的一种特殊类型的和 ： 直和的每

个元素都可以唯一地表示成这些给

定的子空间中元素的和．

设 U1 , ••. , Un 都是 V 的子空间 ． “从 + · · · + Um 是直和“ 当且仅当 "0 表示成

U1 + · · ·+ U九（其中每个 Uj E Uj) 的唯一方式是每个 Uj 都等千 O".

证明 首先假设 U1 + ··· + Um 是直和 ． 那么直和的定义表明 ： 如果 0 = U1 +···+um 

（其中每个 u1 E Uj) , 则必有每个切都等千 o.

现在假设 ： 如果 0 = U1 +···+um C 其中每个 Uj E Uj), 则每个 Uj 都等于 o. 为

了证明队 +···+ Um 是直和，设 V E U1 + · · · + Um. 把 v 写成
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V = U1 十． ． ．十 Um

其中向 E U1, ... 卫m EUm. 为证明这个表示法唯一，假设还有一个表示

V = V1 十 ． ． ． 十 Vm,

其中 V1EU1, -- -,VmEUm- 两式相减，我们有

0 = (u1 - vi) + · · ·+ (um -归）

由于 U1 - V1 E U1, . .. , Um —Vm E Um, 上式表明每个 Uj - Vj 都等千 o. 千是，

U1 =内，... ,Um= Vm-

下面的结果给出了验证两个子空间可以做直和的一个简单条件．

1.45 两个子空间的直和

设 U 和 W 都是 V 的子空间，则 u+w 是直和当且仅当 U n W={O}.

. 

证明 首先假设 u+w 是直和 ． 若 v E unw. 则 0 = v+(-v), 其中 vE U,-vE W . 

由千 0 可唯一地表示成 U 中向量与 W 中向量的和，我们有 V = 0. 于是 unw = {O}, 

这就证明了定理的一个方面．

另一方面，假设 Un W = {O}. 为证明 u+w 是直和，假设 u EU, w E W, 

0 = u + w. 为完成证明，只需证明 u=w=O ( 由千 1 .44). 由上面的等式可得

u= —wEW. 千是 uE UnW. 因此 u=O, 由此及上面的等式可得 w=O, 这就完

成了证明

子空间的和类似于子集的并．同

样，子空间的直和类似于子集的

不交并． 任意两个子空间都相交，

因为它们都包含 o. 因此要用交为

{O} 代替不相交，至少在两个子空

间的情形如此．

习题 1.C

. 
上面的结果只考虑了两个子空间的情形．

在考虑多于两个的子空间的和是否为直和时，

只验证任意两个子空间的交为 {O} 是不够的．

为了看出这一点，考虑例 1.43, 在那个非直和

的例子中，我们有 U1nU2 = U1nU3 = U们灼＝

{O}. 

1 判断 F3 的下列子集是不是 F3 的子空间：

(a) {(x1,X2心） E F 3: x1 + 2x2 + 3x3 = 0}; 

(b) {(x1心2心） E F3: x1 + 2x2 + 3x3 = 4}; 

(c) {(x1,X2 ,X3) E F 3: X产2X3 = 0}; 

(d) {(x1 , x2,x3) E F 3: X1 = 5x3}. 

2 验证例 1.35 中的所有结论．



l.C 子空间 21 

3 证明区间 (-4,4) 上满足 J'(-1) = 3f(2) 的可微的实值函数 f 构成的集合是
R(-4,4) 的子空间 ．

4 设 bE R. 证明区间 [O, 1] 上满足 J。~f(x) dx = b 的实值连续函数 f 构成的集合是
R阳］的子空间当且仅当 b = O. 

5 R2 是复向量空间 c2 的子空间吗？

6 (a) {(a, b,c) E R3: a3 = b叮是祀的子空间吗？

(b) {(a,b,c) E C3 : a3 = b3} 是 c3 的子空间吗？

7 给出 R2 的一个非空子集 U 的例子，使得 U 对千加法和加法逆元是封闭的（后者

意味着若 uEU 则 -u EU), 但 U 不是 R2 的子空间 ．

8 给出 R2 的一个非空子集 U 的例子，使得 U 在标量乘法下是封闭的，但 U 不是

R2 的子空间．

9 函数 f : R-+ R 称为周期的，如果有正数 p 使得对任意 X E R 有 f(x) = f(x+p). 

R 到 R 的周期函数构成的集合是 RR 的子空间吗？说明理由 ．

10 设从和切均为 V 的子空间．证明 U1 nU2 是 V 的子空间．

11 证明 V 的任意一族子空间的交是 V 的子空间 ．

12 证明 V 的两个子空间的并是 V 的子空间当且仅当其中一个子空间包含另一个子

空间

13 证明 V 的三个子空间的并是 V 的子空间当且仅当其中一个子空间包含另两个子

空间

令人惊讶的是，本题比上题难得多，或许是因为若将 F 换成只 包含两个元素的域

则本题的结论不再成立．

14 验证例 1.38 的结论．

15 设 U 是 V 的子空间，求 u+u.

16 V 的子空间加法运算具有交换性吗？ 也就是说，如果 U 和 W 都是 V 的子空间，

那么是否有 U+W = W+U?

17 V 的子空间加法运算具有结合性吗？也就是说，如果 从，历，历是 V 的子空间，

那么是否有 (U1 + U2) + U3 =从＋（也＋历）？

18 V 的子空间加法运算有单位元吗？哪些子空间有加法逆元？

19 证明或给出反例 ： 如果 U1, 防， W 是 V 的子空间，使得从 +W = 切 + w, 则

队= U2. 

20 设 U = {(x,x,y,y) E F 4 : x,y E F}, 找出 F4 的一个子空间 W 使得 F4 = 

U e, W. 

21 设 U = { (x, y, x + y, x - y, 2x) E F 5 : x, y E F} , 找出 Fs 的一个子空间 W 使得

F 5 = U EB W. 
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22 设 U = { (x, y, X + y, X - y, 2x) E F 5 : X, y E F} , 找出 F5 的三个非 {O} 子空间

叭， W2,W3 使得 F5 =归 W国W违 W3 .

23 证明或给出反例： 如果 U1,U2, W 是 V 的子空间，使得 V = U1 EB W 且 V=

U2 EB W, 则 从= U2 . 

24 函数 f:R ~ R 称为偶函数， 如果对所有 XE R 均有 f(-x) = J (x) . 函数

f: R ~ R 称为奇函数， 如果对所有 XE R 均有 J(-x) = - f(x). 用从表示 R

上实值偶函数的集合，用 U。表示 R 上实值奇函数的集合．证明 RR = Ue EB U,。 .



有限维向量空间

第 2章
美国数学家保罗 · 哈尔莫斯

( 1916-2006), 他于 1942 年发表

了第一本现代的线性代数著作．

该书与本章同名．

回顾一下，我们总是采用如下假定 ：

2.1 记号 F、 V

• F 表示 R 或 C

• V 表示 F 上的向量空间．

上一章我们学习了向量空间线性代数所关注的并不是任意的向量空间，而是本

章介绍的有限维向量空间．

． 张成空间

． 线性无关

• 基
． 维数

本章的学习目标
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2.A 张成空间与线性无关

我们一直用圆括号将一组数括起来表示数组，对千 F九中的元素我们将沿用这一

记号例如， (2, - 7, 8) E F 3. 但是现在需要考虑向量组（这里的向量可以是 Fn 的元

素或其他向量空间的元素）． 为避免混淆，我们在表示向量组时通常不用括号括起来．

例如， (4, 1, 6), (9, 5, 7) 表示 R3 中的一个长度为 2 的向量组．

2.2 记号向量组 ( list of vectors ) 

我们表示向量组时，通常不用括号括起来．

线性组合与张成空间

将一个向量组中的向量做标量乘法后相加，即得到该向量组的一个所谓的线性组

合．下面是正式的定义 ：

2.3 定义线性组合 ( linear combination ) 

V 中的一组向量 V1 ' .. . 'Vrn 的线性组合是指形如

a仅1 +· · ·+ amVm 

的向量，其中 a1, . . . ,am E F . 

2.4 例 在 F3 中，

• ( 17, -4,2) 是 (2, 1, -3) , (1, -2, 4) 的线性组合，因为

(17, -4, 2) = 6(2, 1, -3) + 5(1, -2, 4) 

• (17 , -4,5) 不是 (2, 1, -3), (1, - 2, 4) 的线性组合，因为不存在数 a1,a2 E F 使

得

(17, -4, 5) = a1 (2, 1, -3) + a2(1 , -2, 4) 

也就是说，方程组

无解（请自行验证） 『: ::一~::~2::.~,
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2 .5 定义张成空间 ( span )

V 中一组向量 V1 , ... ' Vm 的所有线性组合所构成的集合称为 V1, .. . ' Vm 的张成空

间， 记为 span(v1 , ... , vm)- 也就是说，

span (v1 , . .. , vm) = { a1 v1 +· · ·+ a祒m : a1, ... , am E F } 

空向量组（ ）的张成空间定义为 {O} .

2 .6 例 前面的例子表明在 F3 中 ，

• (17, - 4, 2) E span((2, 1, - 3), (1, - 2, 4)); 

• (17,-4,5) 茫 span ((2 , 1, - 3) , (1, -2, 4)) 

有些数学家采用术语线性张成空间，意思与张成空间一样．

2 .7 张成空间是包含这组向量的最小子空间

V 中一组向量的张成空间是包含这组向量的最小子空间 ．

证明 设 V1 , .. , , Vm 是 V 中 的一组向量．

先证明 span(v1 , .. . , 阳） 是 V 的子空间．加法单位元属于 span(v1, .. . , 压） ， 因

为

0 = Ov1 + · · · + Ovm 

其次 ， span(v1 , . . . , 归）在加法下封闭，因为

(a1v1 +· ··+am归） + (C1 V1 + · · · + Cm归） = (a1 + C1趴 ＋＋（归+ Cm)Vm. 

再次 ， span(v1, . . . , vm.) 在标量乘法下封闭 ， 因为

入(a1v1 + · ··+ am压） ＝ 入a1V1 +· · · 十 入am阳·

千是 span(v1, . . . , 阳） 是 V 的子空间（由于 1.34) .

每个 Vj 都是 V1 , ---,Vm 的线性组合（为了证明这一点 ， 在 2.3 中令 aj = l 并令
其他 a 都等于 O ) . 千是 span(v1 , . . . , vm) 包含每一个 Vj- 反之 ， 由于子空间对加法和

标量乘法都封闭，从而 V 的包含所有 Vj 的子空间必定都包含 span(v1, ... , vm.) - 因此

span (v1, ... , 压）是 V 的包含所有向量 V1, ... , Vm 的最小子空间 ． . 
2.8 定义张成 ( spans )

若 span(v1 , ... , 压） 等于 v, 则称 V1 , . .. , V, 九 张成 V.

2.9 例 设 n 是正整数．证明

(1, 0, ... , 0), (0, 1, 0, ... , 0) , . . . , (0, .. . , 0, 1) 
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张成 F九．上面向量组中的第］个向量是第 ］个元素为 1 其余元素均为 0 的 n 元组．

证明 设 (xi , ...'环） E F九 ． 则

(xl, · ·· ,Xn) =:z订 (1 , 0, ... , 0) + x2(0, 1, 0, . . . , 0) + · · · + :r石, (0, ... , 0, 1) 

千是 （气 ， 环） E span((l , 0, ... , 0), (0, 1, 0, .. . , 0) , . .. , (0, .. . , 0, 1)) 

现在我们给出线性代数中的一个关键定义：

2.10 定义有限维向量空间 ( finite-dimensional vector space ) 

如果一个向量空间可以由该空间中的某个向量组张成，则称这个向量空间是有

限维的．

回想一下，祁据定义，每个组都具

有有限长度．

上面的例 2.9 表明对任意正整数 n, yn 是

有限维向量空间 ．

多项式的定义对我们来说无疑是很熟悉的．

2.11 定义多项式 (polynomial ) , P (F ) 

• 对千函数 p:F --+ F, 若存在 ao, . . . , am E F 使得对任意 z E F 均有

p(z) = a。 +a1z+霆 + · · ·+am卢

则称 p 为系数属于 F 的多项式．

• P(F) 是系数属于 F 的全体多项式所组成的集合．

在通常的（多项式）加法和标量乘法下， P(F) 是 F 上的向量空间（请自行验

证）．也就是说， P(F) 是 pF ( F 到 F 的全体函数构成的向量空间）的子空间．

如果一个多项式 （视为 F 到 F 的函数）可用两组系数来表示，将这两个表达式

相减得到一个多项式，该多项式作为 F 上的函数是恒等千零的函数 ， 因此该多项式

的系数均为 0 (如果你不熟悉这一事实，先承认它，我们后面会给出证明 ： 见 4.7 ) .

结论： 一个多项式的系数由该多项式唯一确定． 因此，下面定义的多项式的次数是唯

一确定的．

2.12 定义多项式的次数 (degreeofapolynomial ) , degp 

• 对于多项式 pEP(F), 若存在标量 a。, a1 , . .. , arn E F, 其中 arn -:/ O, 使得

对任意 z E F 有

p(z) = ao + a1z +·· · +am产，

则说 p 的次数为 m. 若 p 的次数为 m, 则记 degp = m. 

• 规定恒等于 0 的多项式的次数为 -oo.
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在下面的定义中，我们约定—oo <m, 这意味着恒等千 0 的多项式属于 Pm(F).

2.13 定义 丸n(F )

对于非负整数 m, 用 伐n(F ) 表示系数在 F 中且次数不超过 m 的所有多项式构

成的集合．

要验证下面的例子，只需注意到 伐n(F ) = span( l , z, . . . , zm). 此处我们用泸表

示函数，这有点滥用记号

2.14 例 对每个非负整数 m, Pm(F) 是有限维向量空间．

2.15 定义无限维向量空间 ( infinite-dimensional vector space) 

一个向量空间如果不是有限维的，则称为无限维的．

2.16 例 证明 P(F) 是无限维的．

证明 考虑 P(F) 中任意一组元素．记 m 为这组多项式的最高次数． 则这个组的张成

空间中的每个多项式的次数最多为 m. 因此 zm+l 不属千这个组的张成空间． 从而没

有组能够张成 P(F). 所以 P(F) 是无限维的．

线性无关

设 V1, ... , Vm EV 且 v E span(v1, .. . , 阳）．由张成空间的定义，有 a1, ... , am E 

F 使得

v = a1v1 +· · · +amVm-

考虑上式中标量选取的唯一性问题．假设 C1,,,, ,Cm 是另一组标量也使得

V = C1V1 +· · · +CmVm, 

两式相减得

O=(a1-c1凡 + · ··+(am - Cm)Vm, 

千是我们把 0 写成了 V1, ...'Vm 的线性组合． 如果 0 只能用显然的方式（每个标量

都取零）写成 V1, .. ,,Vm 的线性组合，则每个 aj - Cj 都等千 O, 即每个 aj 都等千 Cj

（因此标量的取法确实是唯一的）．这种情况很重要，所以我们给它起一个特殊的名字

—线性无关，这正是我们现在要定义的．
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2.17 定义线性无关 ( linearly independent) 

• V 中一组向量 V1, ... ,Vm 称为线性无关， 如果使得 a1v1 + · · ·+ amVm 等于 0

的 a1, ... ,am E F 只有 a1 =· · ·=am= O. 

• 规定空组（ ）是线性无关的．

上一段的推导表明，内， ， Vm 是线性无关的当且仅当 span(v1, ... , vm) 中每个

向量都可以唯一地表示成 V1 , .. . , Vm 的线性组合．

2. 18 例线性无关组

(a) V 中一个向量 v 所构成的向量组 v 是线性无关的当且仅当 V-/ 0. 

(b) V 中两个向量构成的向量组线性无关当且仅当每个向量都不能写成另一个向量的

标量倍．

(c) p4 中的组 (1 , 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0) , (0, 0, 1, 0) 线性无关．

(d) 对每个非负整数 m, P(F) 中的组 l,z, . .. , zm 线性无关．

一个线性无关组中去掉一些向量后，余下的向量构成的向量组仍线性无关， 请自

行验证

2. 19 定义线性相关 C linearly dependent ) 

• V 中的一组向量如果不是线性无关的，则称为线性相关

• 也就是说， V 中一组向量 V1 , ... , Vm 线性相关当且仅当存在不全为零的

a1 , . . . , am E F 使得 a1v1 +·· · +am归 =0.

2 .20 例 线性相关组

• F3 中的向量组 (2, 3, 1) , (1, -1, 2) , (7, 3, 8) 线性相关 ， 因为

2(2, 3, 1) + 3(1, -1, 2) + (-1)(7, 3, 8) = (0, 0, 0) 

• 请验证， F3 中的向量组 (2, 3, 1), (1, -1, 2) , (7, 3, c) 线性相关当且仅当 c = 8

• 若 V 中的一组向量中的某个向量是其余向量的线性组合，则这个向量组线性

相关（证明：先将这个向量写成其余向量的线性组合，然后将这个向量移到

等式的另一端，并乘以 -1.)

• 包含 0 向量的向量组线性相关（这是前一条的特殊情形． ）

下面的引理以后会经常用到．它是说，给定一组线性相关的向量， 那么其中必有

一个向量包含千它前面诸向量的张成空间，进而我们可以扔掉这个向量而不改变原来

这组向量的张成空间
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2.21 线性相关性引理

设 V1, ... , Vm 是 V 中的一个线性相关的向扯组． 则有 j E {1 , 2, ... ,m} 使得：

(a) Vj E span(v1 , ... , Vj-1); 

(b) 若从 V1 , .. . ' Vm 中去掉第］项， 则剩余组的张成空间等千 span(v1, . . . , v-m) -

证明 由千向量组 v1, ... , Vm 线性相关，存在不全为 0 的数 a1, ... , a m E F 使得

a1v1 + · · · + a-mvm = 0. 

设］是 {1, ... ,m} 中使得 aj ,f. 0 的最大者 ， 则

2.22 
a1 Uj-1 

Vj = -—V1 一． ．． 一一一一 ·
Uj 

V1-l , 
Uj 

这样就证明了 (a).

为了证明 (b), 设 u E span(v1, ... , vm)- 则存在 C1, ... , Cm E F 使得

U = C1V1 十 ． ． ．十 CmVm.

把 2.22 代入上式可知 ， u 包含千从 V1, . . . , Vm 中去掉第 ］项所得到的组的张成空间．

因此 (b) 成立 ． . 
在线性相关性引理中取 j = 1, 则有 VI = Q, 因为若 j = 1 则条件 (a) 应理解成

v1 E span() (回想一下 ， span( ) = { 0} ) . 还要注意，若 VI= 0 且 j = 1, 则 (b) 的证

明需要做一些显而易见的改动．

一般情况下 ， 在本书后面的证明中我们将不再强调一些特殊情形， 尽管这些特殊

情形是必须要想到的 ， 包括空组、长度为 1 的组、 子空间 {0} 或其他一些平凡的情

形． 在这些特殊情形下结果往往明显是正确的， 只是证明稍有不同请务必自己验证

一下这些特殊情形．

现在来看一个重要的结果： 线性无关组的长度一定不会大千张成组的长度．

2.23 线性无关组的长度 三 张成组的长度

在有限维向量空间中 ， 线性无关向量组的长度小千等于向量空间的每一个张成

组的长度

证明 设 U1 , • .. ,Um 在 V 中是线性无关的， 并设 WI ,· ·. , w九张成 v. 我们需要证明

m :S n. 我们通过以下步骤来证明 ． 注意每一步都添加了某个 U, 而去掉了某个 w.

第 1 步

设 B 表示 V 的张成组 WI ,··., W九．则在该组上再添加任何向量都会得到一个线

性相关组（因为新添加的向量可以写成该向量组的线性组合）． 特别地， 组

U1,Wl,···,Wn 

是线性相关的因此利用线性相关性引理 2.2 1 , 我们可以去掉某个 w 而使得由

m 和余下的那些 w 构成的新组 B (长度为 n) 张成 V.
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第 j 步

第 j-1 步中的组 B C长度为 n) 张成 v. 从而再添加任何向量都会得到一个线

性相关组．特别地，在 B 中添加 Uj 于 Ul,···,Uj-1 之后，那么所得组的长度为

(n+l), 所以是线性相关的． 利用线性相关性引理 2.21. 该组中有一个向量包

含于它前面向量的张成空间，又因为 U1, ... , Uj 是线性无关的，所以这个向量

一定是某个 W, 而不是某个 u. 我们可以从 B 中去掉这个 W, 那么由 U1, .. . , Uj 

和余下的那些 w 构成的新组 B (长度为 n) 仍张成 V.

经过 m 步，我们已经添加了所有的 U, 程序结束．每一步，我们在 B 中添加了某个

U, 而线性相关性引理意味着可以去掉某个 w. 因此诸 w 至少和诸 u 一样多 • 

下面两个例子告诉我们如何使用上面的结果来证明（不需要具体计算），某些组

不是线性无关的以及某些组不能张成给定的向量空间

2.24 例 证明组 (1, 2, 3), (4, 5, 8), (9, 6, 7), (-3, 2, 8) 在 R3 中不是线性无关的．

证明 组 (1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) 张成 R3. 所以 R3 中不存在长度大千 3 的线性无关

组．

2.25 例 证明组 (1, 2, 3, -5), (4, 5, 8, 3), (9, 6, 7, -1) 不能张成 R4.

证明 组 (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) 在 R4 中是线性无关的．所以长度

小于 4 的组不能张成 R4.

直觉告诉我们，有限维向量空间的任何子空间一定也是有限维的 ． 现在来证明这

种直觉是对的．

I 
2.26 有限维子空间

有限维向量空间的子空间都是有限维的．

证明 设 V 是有限维向量空间， U 是 V 的子空间．只需证明 U 是有限维的．我们通

过以下步骤来证明．

第 1 步

若 U = {O}, 则 U 是有限维的，得证．若 U i= {O}, 则取非零向量 V1 Eu. 

第 j 步

若 U = span(v1, . .. , Vj -1) , 则 U 是有限维的，得证． 若 U i= span(v1, ... , vj-1), 

则取一个向量 Vj EU 使得 Vj 茫 span(v1, ... , vj- 1)-
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经过每一步，只要这个程序还在继续，我们都构造了一个向量组，使得其中每一个向

量都不在它前面向量的张成空间中．因此，由线性相关性引理 2.2 1. 每一步我们都构

造了一个线性无关组． 这一线性无关组不能比 V 的任何张成组长（由于 2.23 ). 因此

这个程序最终一定会停止，这表明 U 是有限维的．

习题 2.A

1 设 V1' 为，为， V4 张成 V. 证明组 VJ 一 为，为一为， V3 - V4 1 V4 也张成 v.

2 证明例 2. 1 8 的结论．

3 求数 t 使得 (3, 1, 4), (2, -3, 5), (5, 9, t) 在 R3 中不是线性无关的．

4 证明例 2.20 的第 2 条结论．

5 (a) 证明 ： 若将 C 视为 R 上的向量空间，则组 1 + i, 1 - i 是线性无关的．

(b) 证明：若将 C 视为 C 上的向量空间，则组 1 + i, 1 - i 是线性相关的．

• 

6 设 V1, V2, 为， V4 在 V 中是线性无关的．证明组 V1 - V2, 迈—内心 - V4, V4 也是线性

无关的

7 证明或给出反例 ： 若内， V2, . ..'Vm 在 V 中线性无关，则 5v1 - 4v2, v2, v趴 . .. ,Vm 

是线性无关的．

8 证明或给出反例 ： 设内，为， ， Vm 在 V 中线性无关，并设入 E F 且入 i- 0, 则

入内，入为 ， ． ， 入Vm 是线性无关的 ．

9 证明或给出反例：若 V1, ... ' Vm 和 W1,• .. ,Wm 都是 V 中的线性无关组，则

V1 + W11 .. . , V-m + Wm 是线性无关的．
10 设 VJ, . . . 1 Vm 在 V 中线性无关，并设 w EV. 证明：若 VJ +w, ... , 压+w 线性相

关，则 w E span(v1, .. . , 归）．

11 设 VJ, .. . , Vm 在 V 中线性无关，并设 w E V. 证明 ： 内，. . ,Vm,W 线性无关当且

仅当 w 茫 span(v1, . . . , vm)-

12 说明为什么在团(F) 中不存在由 6 个多项式构成的线性无关组．

13 说明为什么 4 个多项式构成的组不能张成团(F).

14 证明 ： V 是无限维的当且仅当 V 中存在一个向量序列 vi, 为， ．使得当 m 是任意

正整数时 V1, . ..'Vm 都是线性无关的 ．

15 证明 Foo 是无限维的 ．

16 证明区间 [O, l] 上的所有实值连续函数构成的实向量空间是无限维的．

17 设 Po,P1, ··· ,Pm 是伐n(F) 中的 多项式使得对每个 J 都有 Pj(2) = 0. 证明

Po,P1 , ·· · ,Pm 在伐n(F) 中不是线性无关的．
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2.B 基

上一节讨论了线性无关组和张成组．现在我们将这两个概念结合在一起．

2.27 定义 基 ( basis )

若 V 中的一个向量组既线性无关又张成 V, 则称为 V 的基．

2.28 例 基

(a) 组 ( 1 , 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . .. , 0) , . . . , (0, . . . , 0, 1 ) 是 yn 的基，称为 yn 的标准基．

(b) 组 (1, 2), (3, 5) 是 y2 的基

(c) 组 (1 , 2, -4) , (7, -5, 6) 在 y3 中线性无关，但不是 y3 的基，因为它不能张成 F3 .

(d) 组 (1 , 2), (3, 5), (4, 13) 张成 y2, 但不是 y2 的基，因为它不是线性无关的．

(e) 组 ( 1 , 1, 0), (0, 0, 1) 是 {(x,x, y) E F 3: x,y E F } 的基 ．

(t) 组 (1 , -1, 0), (1, 0, -1) 是{ (X, y , z) E F 3 : X + y + Z = 0} 的基．

(g) 组 l ,z, ... ,zm 是伐n(F) 的基．

尸还有许多标准基以外的基．例如 (7, 5), (- 4, 9) 和 (1 , 2),(3 , 5) 都是 F2 的基．

以下命题说明了为什么基非常有用．回想一下“唯一”是指“只能用一种方

式".

2 .29 基的判定准则

V 中的向量组 V1 , ... 'Vn 是 V 的基当且仅当每个 VE V 都能唯一地写成以下形式

2.30 V = a1V1 + · · · + anVn, 

其中 a1, ... ,an E F . 

这个证明本质上重复了我们定义线

性无关性时所采用的思想

证明 设 V1, ... ' Vn 是 V 的基，并设 v EV. 因

为 V1, . .. , V九张成 v, 所以存在 a1, ... , an E F 

使得 2.30 成立为证明 2.30 中的表示是唯一

的，设标量 C1 , . . . , C九使得

V = C1V1 +· · · 十 CnVn .

用 2.30 减上式可得

0 = (a1 - ci)v1 +· · ·+(an - Cn)vn 

这说明每个 aj - Cj = 0 (因为 V1, . . . , V九线性无关 ），因此 a1 = C1, · .. ,an= Cn · 这就

证明了唯一性， 完成证明的一个方面．
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要证明另一方面，设每个 VE V 都可以唯一地写成 2.30 的形式． 显然，这说明

兀 ， v九张成 V. 要证明 V1, ... , V九线性无关，设 a1 , ... , an E F 使得

0 = a1v1 + · ··+a叶'n ·

由 2.30 中 （取 V = O) 表示的唯一性可得 a1 =· · · = a n = 0. 因此 V1 , . .. , V九线性无

关，从而是 V 的基． . 
向量空间的张成组不一定是基，因为它可能不是线性无关的 ． 下面的命题表明 ：

任给一个张成组，可以去掉其中的一些向量使得剩余组是线性无关的并且仍张成这个

向撒空间

例如在向量空 间 F2 中，如果将下面的证明过程应用千组 ( 1 , 2) , (3, 6), (4, 7), 

(5,9), 则第二个和第四个向量将被去掉，剩下的 (1 , 2), (4, 7) 构成了 F2 的一个基．

2 .31 张成组含有基

在向量空间中 ， 每个张成组都可以化简成一个基．

证明 设 V1 , .. .' Vn 张成 v, 我们要从 V1, ... , V九中去掉一些向量使得其余向量构成 V

的基． 我们通过以下步骤来完成证明．暂用 B 表示组 V1 , . . . ' Vn , 现在就从 B 开始．

第 1 步

若 V1 = 0, 则从 B 中去掉 V1. 若 V1 =/- Q, 则保持 B 不变．

第 j 步

若 Vj E span (V1 , . . . , V j - l ) , 则从 B 中去掉 Vj.

若 v1¢ span(111 , . .. , v1_ 1), 则保待 B 不变．

经过 n 步 以后程序终止 ， 得到一个组， 仍用 B 表示．因为最初的组张成 V, 而去掉

的向量都已经包含千其前面诸向量的张成空间，所以这个新组 B 也张成 V. 这一程

序确保 B 中向量都不包含千它前面诸向量的张成空间 ． 由线性相关性引理 2.21 可知

B 是线性无关的． 千是 B 是 V 的一个基 • 

下面的命题是上述命题的简单推论，它说明每个有限维向量空间都有基 ．

2.32 有限维向量空间的基

每个有限维向量空间都有基．

证明根据定义 ， 有限维向量空间都有张成组． 前面的命题告诉我们 ， 任意张成组都

可以化简成一个基． . 
在某种意义上说， 下面的命题是 2.3 1 的对偶 . 2.3 1 说的是每个张成组都可以化

简成基现在我们来证明，对千任意给定的线性无关组， 都可以添加（也可能不需要

添加） 一些向量使得扩充后的组仍然是线性无关的 ， 并且还张成整个空间．
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2.33 线性无关组可扩充为基

在有限维向量空间中，每个线性无关的向量组都可以扩充成向量空间的基．

证明 设 V 是有限维的， U1, 卫m 在 V 中线性无关设 W1,, .. ,Wn 是 V 的一个基

则组四 . . . '妇 ， w卫 .. ,w九张成 V. 应用 2.31 的证明过程将这个组化简成 V 的一个

基，这个基包含了向量 U1, ... 卫m (因为 U1, . . . ,Um 是线性无关的，这些 u 都没有被

去掉）和某些 w. • 

例如在 p3 中，假定我们从线性无关组 (2, 3, 4) , (9, 6, 8) 出发．如果我们在上

面的证明中把 W1 , W2 , W3 取为 p3 的标准基，则按照上面的证明过程我们将得到组

(2,3,4),(9,6,8),(0, 1,0) , 这是 p3 的一个基

即使不假设 V 是有限维的，利用同

样的基本思想和更高级的工具也可

作为上述命题的一个应用，我们现在来证

明，对千有限维向量空间的每个子空间，都可

以找到另一个子空间，使得整个空间是这两个

子空间的直和

以证明下面的命题．

2.34 V 的每个子空间都是 V 的直和项

设 V 是有限维的， U 是 V 的子空间，则存在 V 的子空间 W使得 V=U EB W.

证明 因为 V 是有限维的，所以 U 也是有限维的（参见 2.26 ) , 从而 U 有一个基

U1, . . . , Um (参见 2.32 ). 当然，阳，.. ,Um 是 V 中的一个线性无关组，因此可以扩充

成 V 的一个基 U1, ... ,Um, W1 , . .. , W九（参见 2.33). 令 W = span(w1, . .. , w吵

要证明 V=U EB W, 根据 1 .45 , 只需证明

V=U+W 和 unw = {O} 

要证明上述第一个等式，设 VE V . 因为组 U1 , ... , Um冲1 , .. . , w九张成 V, 所以

存在标量 a1, ... , am, b1 , . .. , bn E F 使得

v=a卫1 + · · · + am Um + b诃1+ ··· + bnWn·

u w 

这就是说 V = U + W, 其中 u EU, w E W 定义如上． 因此 VE U + W, 这就证明了

V=U+W. 

要证明 unw = {o}, 设 v E unw. 存在标量 a1, . .. , am , 妇 , bn E F 使得

v=a卫1+ · ··+am也n=b沙1 +· · ·+ b吵n ·

因此

a1U1 +· · · + amUm - bi叭 - · · · - bnWn = 0. 

因为 U1, ... ,Um, W1 , . . . ' Wn 是线性无关的，所以 a1 =· · · = am = bi = · · · = bn = 0, 

从而 V = Q, 这就证明了 Un W = {O} . • 



习题 2.B

1 找出只含一个基的所有向量空间．

2 证明例 2.28 的所有结论．
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3 (a) 设 U 是 氏 的子空间 ， U = { (x1心2立3, X心玩） E R 5 : x1 = 3x2, X3 = 7x4 } , 

求 U 的一个基

(b) 将 (a) 中的基扩充成 R5 的基

(c) 找出 贮 的一个子空间 W 使得 R5=U EB W.

4 (a) 设 U 是 C5 的子空间 ， U={(z1,z2立3,Z4,Z5) E C 5: 6z1 = Z2, Z3+2z4+3z5 = 

O } ' 求 U 的一个基．

(b) 将 (a) 中的基扩充成 c5 的基

(c) 找出 c5 的一个子空间 W 使得 C5 = UEBW. 

5 证明或反驳 ： 芞 (F ) 有一个基 p。, P1,P2, p3 使得多项式 Po, P1 , P2 , P3 的次数都不等

千 2 .

6 设 V1, 为，为， V4 是 V 的基． 证明 V1 + V2 , V2 + V3 1 V3 + V 4 1 V 4 也是 V 的基．

7 证明或给出反例：若 V1,V2,V3,V4 是 V 的基，且 U 是 V 的子空间使得 V1, V2 E U, 

V3 茫 u, V4 tt- U, 则 V1, V2 是 U 的基

8 设 U 和 W 是 V 的子空间使得 V = UEBW. 并设 U1,- . . ,Um 是 U 的基， W1, .. 应n

是 W 的基证明 U1, . .. ,Um, WI, .. . , Wn 是 V 的基

2.C 维数

虽然我们一直在讨论有限维向量空间，但还没有定义有限维向量空间的维数． 维

数该怎样定义呢？合理的定义应该保证 Fn 的维数等千 n. 注意到 Fn 的标准基

(1, 0, ... , 0), (0, 1, 0, ... , 0), .. . , (0, ... , 0, 1) 

的长度为 n, 因此我们想把维数定义成基的长度．但一般来说， 一个给定的有限维向

量空间可能有很多不同的基，而只有当所有基都具有相同长度时，我们所期望的定义

才有意义 ． 幸好情况就是这样，现在就给出证明

2.35 基的长度不依赖千基的选取

有限维向量空间的任意两个基的长度都相同．

证明 设 V 是有限维的， B1 和队是 V 的任意两个基，则趴 在 V 中是线性无关的，

并且 B2 张成 v, 故 B1 的长度不超过 B2 的长度 （ 由千 2.23). 互换 B1 和 B2 的角

色，可知庄的长度也不超过 B1 的长度 ． 因此压的长度一定等千凡的长度． . 
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既然有限维向量空间的任意两个基都具有相同的长度，我们就可以正式地定义有

限维向量空间的维数了．

2.36 定义维数 (dimension ) , dim V 

• 有限维向量空间的任意基的长度称为这个向量空间的维数

• 若 V 是有限维的，则 V 的维数记为山mV.

2.37 例 维数

• dimFn = n, 因为 yn 的标准基的长度为 n.

• dim P m(F ) = m + L 因为 Pm(F) 的基 1, z, . .. , 尸的长度为 m+ 1. 

有限维向量空间的每个子空间都是有限维的（由千 2.26 ), 因此都有维数 下面

的命题所给出的子空间维数的不等式也就在预料之中了．

1 2.38 子空间的维数
若 V 是有限维的， U 是 V 的子空间，则 dimU ~ dimV.

证明 设 V 是有限维的， U 是 V 的子空间.u 的基是 V 中的线性无关的向量组，而

V 的基是 V 的张成组．利用 2.23 可知 dimU :S dim V. • 

要验证 V 中的一个向量组是 V 的基，按

照定义我们必须证明这个向量组满足两个性质：

它必须是线性无关的 ， 并且张成 v. 下面两个

命题表明，如果所讨论的组具有适当的长度，

则只需要验证它满足所要求的两个性质之一 ．

我们先证明每个具有适当长度的线性无关组都

实向量空间 R2 的维数是 2, 复向

量空间 C 的维数是 1. 作为集合，

R2 可以和 C 等同起来（并且两个

空间上的加法是相同的，用实数来

作标量乘法也一样） ． 因此 ， 在讨

论向量空间的维数时 ， F 所扮演的

角色是不能忽视的． 是基．

2.39 具有适当长度的线性无关组是基

若 V 是有限维的，则 V 中每个长度为 dimV 的线性无关向量组都是 V 的基．

证明 设 dim V = n 且 Vl,··. , Vn 在 V 中是线性无关的，则组 V1 , . .. , V九 可以扩充成

V 的基 （由于 2.33 ) . 然而 V 的每个基的长度都是 n, 所以此处的扩充是平凡的，即

内 ， ... 'V九没有添加任何元素．这就证明了 V1 , . .. 'Vn 是 V 的基． . 
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2.40 例 证明组 (5, 7) , (4, 3) 是 F2 的基 ．

证明 F2 中的组 (5,7),(4,3) 显然是线性无关的（因为其中每个向量都不是另外一

个向量的标量倍）．注意到 F2 的维数为 2, 命题 2.39 表明长度为 2 的线性无关组

(5, 7), (4, 3) 是 F2 的基（不必再验证这个组张成 F勺．

2.41 例 证明 1, (x - 5)气 (x - 5泸是 P3(R) 的子空间 U 的一个基，其中 U 定义为

U = {pE 乌(R) : p'(5) = O} 

证明 显然多项式 1, (x - 5)气 (x - 5)3 都属千 U.

设 a,b,c E R 且对任意 xE R 有

a+ b(x - 5)2 + c(x - 5泸 =0.

即使不把上述方程左端完全展开也可以看出左端含有项 cx3. 由于右端没有沪项，

所以 C = Q. 由 c=O 可知左端含有项 bx2, 这表明 b = 0. 由 b=c=O 可知 a= 0. 

所以上述方程蕴涵 a= b = c = O, 从而 1,(x-5)气 (x - 5)3 在 U 中线性无关．

千是 dim U 2:: 3. 由千 U 是芞(R) 的子空间，故有 dim U :S dim 乌(R) = 4 C 由

千 2.38). 然而 dim U 不能等于 4, 若不然当我们将 U 的基扩充为 P3(R) 的基时，将

得到长度大千 4 的组，故 dimU = 3. 命题 2.39 表明线性无关组 1, (x - 5)气 (x - 5)3 

是 U 的基

现在我们来证明具有适当长度的张成组都是基．

2.42 具有适当长度的张成组是基

若 V 是有限维的，则 V 中每个长度为 dimV 的张成向量组都是 V 的基．

证明 设 dim V = n 且 V1, . .. , V九张成 v, 则组 V1, ... , V九可化简成 V 的基 （由千

2.31). 然而 V 的每个基的长度都是 n, 所以此处的化简是平凡的，即 V1, ... , V九中没

有任何元素被去掉．这就证明了内，... , V九是 V 的基． . 
下面的命题给出了有限维向量空间的两个子空间之和的维数公式． 这个公式类似

千一个熟知的计数公式： 两个有限集合的并集的元素个数等千第一个集合的元素个

数，加上第二个集合的元素个数，再减去这两个集合的交集的元素个数．

2.43 和空间的维数

如果队和纺是有限维向量空间的两个子空间，则

dim(U1 +店） = dimU1 + dim 历 - dim(U1 n U2) -
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证明设四 .. . ,Um 是 U1n历的基，则 dim(U1nU2) = m. 因为 Ut, · .. ,Um 是 U1nU2

的基，所以它在队中线性无关，因此可以扩充成队的基 U1, . .. 'Urr,, 内， , Vj (由千

2.33). 千是 dimU1 = m+ j. 再将 Ut,·· · ,Um 扩充成历的基 U1, ... '也n,Wt, · ··,Wk,

千是 dimU2 = m+ k. 

为完成证明，我们只需证明妇， . .. ,um, 内，. .. ,Vj,Wl, ··· ,Wk 是 U1+防的基，因

为由此可得
dim(从＋防） =m+j+k 

=(m+j)+(m+k) - m 

= dim从 +dim也- dim(U1 n U2) 

显然 span(u1, ... ,um, 内，.. , ,Vj,Wl,· .. , 四）包含从和 U2, 故等千从 +U2. 因

此为了证明这个组是 U1+ 切的基，只需证明它是线性无关的．为此，假设

a1 U1 +· · ·+ am Um+ b1 V1 +· · ·+ b凸+ C1叭+ .. ·+ c砂k = 0, 

其中所有的 a,b,c 都是标量． 往证所有的标量 a,b,c 都等千 o. 上式可以写成

C1W1 +· ·· +Ck四= -a卫1 一. .. -am也n - b1v1 - · · ·- b1v1, 

即 c评1 十.. ·+c砂k E U1, 因为所有的 w 都属于 U2, 所以 c评1 +· · ·+c砂k E U1nU2 . 

又因为 U1, , .. ,Um 是 U1 n 切的基，所以有标量 di, . .. ,dm 使得

C诃1 +···+Ck四 = d1U1 +· · ·+ dmUm. 

但是 U1, ... , Um, W1 , ...'Wk 是线性无关的，故由上式可知所有的 C (和 d) 都等千 o.

因此最初的那个包含这些 a,b,c 的等式变成

a也1 +·· ·+am归+ b1V1 + · · · 十 b凸= o. 
因为组 U1, .. . ,Um, 内， ..'Vj 是线性无关的，所以由这个等式可知所有的 a,b 都是 0.

这就证明了所有的 a,b,c 都等于 o. • 

习题 2.C

1 设 V 是有限维的， U 是 V 的子空间使得 dimU = dim V . 证明 U = V.

2 证明 R2 的子空间恰为： {O} 、 R2 、 R2 中过原点的所有直线

3 证明祀的子空间恰为： {O}、庄、即中过原点的所有直线、祀中过原点的所

有平面

4 (a) 设 U = {p E 团(F): p(6) = O}, 求 U 的一个基．

(b) 将 (a) 中求得的基扩充为丸(F) 的基．

(c) 求团(F) 的一个子空间 W 使得 P4(F) = U EB W. 

5 (a) 设 U = {p E 亢(R): p"(6) = O}, 求 U 的一个基．

(b) 将 (a) 中求得的基扩充为丸(R) 的基 ．

(c) 求 P4(R) 的一个子空间 W 使得丸(R) = U EB W. 



6 (a) 设 U = {p E P 4(F ): p (2) = p(5)}, 求 U 的一个基．

(b) 将 (a) 中求得的基扩充为丸(F) 的基．

(c) 求丸(F) 的一个子空间 W 使得 P4(F) = U EB W. 

7 (a) 设 U = {p E 丸(F) : p(2) = p(5) = p(6)}, 求 U 的一个基．

(b) 将 (a) 中求得的基扩充为 P4(F) 的基．

(c) 求丸(F) 的一个子空间 W 使得 P4(F) = U EB W. 

8 (a) 设 U = {p E P4(R ) : t1p = 0}, 求 U 的一个基

(b) 将 (a) 中求得的基扩充为团(R) 的基

(c) 求丸(R) 的一个子空间 W 使得团(R) = UEB W. 

9 设 V1 , .. . , Vm 在 V 中是线性无关的，并设 WE V. 证明

dim span(v1 + w, ... , Vm + w)~m - 1. 
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10 假设 Po ,P1, ... ,Pm E P(F) 使得每个 P1 的次数为 j . 证明 Po,Pi , ···,Pm 是冗n(F)

的基

11 设 U 和 W 是 祀的子空间使得 dim U = 3, dim W = 5, U + W = R 8. 证明

R 8 = U EB W. 

12 设 U 和 W 均为 祀的 5 维子空间证明 unw :f {O}. 

13 设 U 和 W 均为 c6 的 4 维子空间证明在 unw 中存在两个向量使得其中任何

一个都不是另一个的标量倍．

14 设 U1 , .. 儿伽均为 V 的有限维子空间证明从 +···+Um 是有限维的且

dim(U1 +···+Um) 三 dimU1 +···+ dim Um 

15 设 V 是有限维的且 dim V = n~1. 证明存在 V 的 1 维子空间 Ui, .. . , [几使得

V = U1 EB · · · EB Un. 

16 设 Ui, ... , [坏均为 V 的有限维子空间，使得 U1 +· ·· +Um 是直和． 证明

U1 EB· · ·EB Um 是有限维的且

dimU1 EB ··· EB Um = dimU1 +···+dim Um. 

本题深化了子空间的直和与子集的不交并这两个概念之间的类比． 特别地，把本

题与下面的明显陈述比较一下： 如果一个集合写成了有限子集的不交并，那 么这

个集合的元素个数等于这些不相交子集的元素个数之和．

17 通过与有限集合中三个子集之并的元素个数公式相类比 ， 我们可能猜测，如果

队， U2 , U3 是有限维向量空间的子空间，那么

dim(U1 + 店＋历） = dimU1 + dim从 + dimU3

证明它或给出反例．

- dim(U1 n U刃 - dim(U1 n U3) - dim(U2 n U3) 

+ dim(U1 n U2 n U3) 



线性映射

第 3章
德国数学家卡尔 · 弗里德里希 · 高

斯 (1777- 1855), 他于 1809 年发

表了求解线性方程组的一种方法，

现在称为高斯消元去．早在 1600 多

年前，中国的一本书中就已经使用

这种方法了．

迄今我们所关注的都是向量空间，这并不怎么让人兴奋．线性代数真正让人感兴

趣的部分是我们现在要讨论的主题 ——线性映射．

在这一章，我们还经常需要 V 之外的另一个向量空间 w, 所以从现在开始我们

总采用如下假定 ：

3.1 记号 F、 V、 W

• F 表示 R 或 C

• V 和 W 表示 F 上的向量空间

本章的学习目标

． 线性映射基本定理

． 线性映射关千给定基的矩阵

． 同构的向量空间

． 积空间

． 商空间

． 向量空间的对偶空间与线性映射的对偶映射



3.A 向量空间的线性映射

线性映射的定义和例子

现在给出线性代数中的一个重要概念．

3.2 定义线性映射 ( linear map ) 
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从 V 到 W 的线性映射是具有下列性质的函数 T:V-*W:

加性 (additivity)

对所有 u,v EV 都有 T(u+v)=Tu+Tv;

齐性 (homogeneity)

对所有入 E F 和 VE V 都有 T(入v) =入(Tv).

注意，对千线性映射，我们经常使用记号

Tv, 也使用更标准的函数记号 T(v).

3.3 记号 £(V, W) 

有些数学家使用线性变换这个木

语，意思与线性映射相同

从 V 到 W 的所有线性映射构成的集合记为 £(V, W). 

我们来看看线性映射的一些例子．务必验证下面定义的函数确实是线性映射．

3.4 例线性映射

零 (zero)

除做其他用途，我们也用符号 0 表示一个函数，它把某个向量空间的每个元素都映成

另一个向量空间的加法单位元． 确切地说， 0 E£(V, W) 定义如下：

Ov = 0. 

等式左边的 0 是从 V 到 W 的函数，而右边的 0 是 W 的加法单位元． 一般来说，通

过上下文可以辨别符号 0 的各种用法．

恒等 (identity)

恒等映射是某个向量空间上的函数 ， 记为 I, 它把每个元素都映成自身．确切地说，

J E £(V, V) 定义如下 ：

Iv = v. 

微分 (differentiation)

定义 D E L(P(R), P(R)) 如下：

Dp = p'. 
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这个函数是线性的，此结论只是把关千微分的下述基本结果换了一种说法： 对任意可

微函数 f,g 和常数入都有 (f + g)' = f'+ g', (>.f)'= 入f

积分 (integration)

定义 TE .C伊(R) , R) 如下：

Tp = f 1 p(x) dx 

这个函数是线性的，此结论只是把关千积分的下述基本结果换了一种说法：两个函数

之和的积分等于这两个函数积分的和，常数与函数乘积的积分等千常数乘以函数的积

分．

乘以 沪 (multiplication by x勾

定义 TE .C(P(R) , P(R)) 如下：对所有 XE R 

(Tp)(x) = x2p(x). 

向后移位 (backward shift) 

回忆一下， Foo 表示 F 中元素的无穷序列构成的向量空间定义 T E£(F00 , F00) 如

下 ：

T(x1, x2,x趴 ,) = (x2, X趴 ． ） ．

从即到氏 (from R 3 to R勺

定义 TE £(R3, R勺如下 ：

T(x ,y, z) = (2x -y+3z, 7x +5y-6z) 

从 F九 到 Fm (from F n to F勺

把前一个例子推广一下，设 m和 n都是正整数， Aj,k E F ,j = l , . .. ,m,k = l, . . . , n, 

定义 TE£(Fn,Fm) 如下：

T(x1, .. . , 环） = (A1,1X1 +· · ·+ Ai,n环， ， Am,凸 +···+Am,n五）

事实上从 F九到 Fm 的每个线性映射都是这种形式的．

以下命题的存在性部分表明线性映射可根据其在一个基上的取值来构造，而唯一

性部分表明一个线性映射完全由其在基上的取值确定 ．

3.5 线性映射与定义域的基

设 V1 , . . . , Vn 是 V 的基， Wl, · ·· , WnEW. 则存在唯一一个线性映射 T: V-t W 

使得对任意 j = 1, ... , n 都有

Tvj = Wj . 
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证明 首先我们证明存在满足上述性质的线性映射 T. 定义 T: V-t W 如下：

T(c1V1 + · · ·+ CnVn) = C评1 +···+ CnWn,

其中 C1, · · · , Cn 是 F 的任意元素． 由千组 V1, .. . , Vn 是 V 的基，所以上面的等式的确

定义了从 V 到 W 的函数 T (因为 V 的每个元素都可唯一地写成 C1 V1 +· · ·+ C订n 的

形式）．

在上述等式中，对每个 j, 取 Cj = 1 并取其他的 c 为 0, 则有 Tvj = Wj­

若 u,v EV, 其中 u = a1v1 +· · ·+a砂n, V = Ct V1 +· · ·+ Cn V九，则

T(u + v) = T((a1 + c1)v1 +·· ·+ (an+ c九沁）

= (a1 + c1)w1 十． ．． 十 (an+ Cn)Wn 

= (a诃1 + · ·· + an匹） + (c诃1+ .. ·+cn匹）

= Tu+Tv. 

类似地，若入 E F , V = C1 V1 +· · ·+ Cn V九，则

T(入v) = T(入C1V1 +· · · 十入Cn压）

＝入c评1 十．． ． 十入c吵n

＝ 入(c评1+ .. ·+Cn匹）

＝ 入Tv.

因此 T 是 V 到 W 的线性映射．

为了证明唯一性，现在假设 T E .C(V, W) 且 Tvj = Wj, j = l, .. . ,n. 设

C1, . . . , en E F . 由 T 的齐次性，有 T(cj吩= C抖扣 j = 1, .. . , n. 由 T 的加性，

有

T(c1V1 + · · ·+ CnVn) = C评1 + · ··+c吵n·

故 T 在 span(v1 , . . 五） 上由上式唯一确定． 由千 内， . ' V九是 V 的基，故 T 在 V 上

是唯一确定的． . 
.C(V, W) 上的代数运算

我们先在 £(V, W) 上定义加法和标量乘法．

3.6 定义 £(V, W) 上的加法和标量乘法

( addition and scalar multipication on£,(V, W)) 

设 S, T E £,(V, W), 入 E F. 定义和 S+T 与积入T 是 V 到 W 的两个线性映射：

对所有 V E V 都有

(S + T) (v) = Sv + Tv, (入T)(v) = 入(Tv) .
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尽管线性映射在整个数学中是广

乏存在的，但并不是像某些学生

想象的那样无处不在．这些呆萌

的学生写下 COS 2x = 2 COS X 和

cos(x + y) = cosx + cosy, 似乎
认为 cos 是 R 到 R 的线性映射．

3.7 C(V, W) 是向量空间

请自行验证如上定义的 S+T 和入T 的确

是线性映射也就是说，若 S,T E .C(V, W), 

入 E F , 则 S +TE .C(V, W), 入TE .C(V, W). 

由于我们已经定义了 .C(V, W) 上的加法和

标量乘法，下面的结果就不足为奇了．

按照上面定义的加法和标量乘法， C(V, W) 是一个向量空间．

请自行证明上述命题．注意 C(V, W) 的加法单位元就是本节早先定义的零映射 ．

一般来说，向量空间中的两个元素相乘是没有意义的 ， 但是对千一对适当的线性

映射却存在一种有用的乘积． 我们还需要第三个向量空间，所以现在假设 U 是 F 上

的向量空间

3.8 定义线性映射的乘积 (product of血ear maps ) 

若 TE .C(U, V), SE .C(V, W), 则定义乘积 STE .C(U, W) 如下 ：

对任意 u EU, (ST)(u) = S(Tu). 

也就是说， ST 恰为通常的函数复合 SoT. 但是，若两个函数都是线性的 ， 则大

多数数学家都写成 ST 而不是 SoT. 请验证当 T E .C(U, V), S E .C(V, W) 时 ST 的确

是从 U 到 W 的线性映射

注意，只有当 T 映到 S 的定义域内时 ST 才有定义．

3.9 线性映射乘积的代数性质

结合性 (associativity)

(T1乃）T3 = T1(T2乃）

这里 T1, 花， T3 都是线性映射，并且乘积都有意义 （即飞 必须映到乃的定义域

内，乃必须映到 m 的定义域内）．

单位元 (identity )

Tl = I T= T 

这里 TE £(V, W) (第一个 1 是 V 上的恒等映射，而第二个 I 是 W 上的恒等映

射） ．

分配性质 (distributive properties) 

(S1 + S2)T = S1T + S江和 S(T1 +花） = ST1 + ST2 

这里 T, T1, T2 E £ (U, V) , S, S1, S2 E £ (V, W). 
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上述结果的证明留给读者．

线性映射的乘法不是交换的也就是说， ST=TS 未必成立，即使这个等式的

两边都有意义．

3.10 例 设 D E £ (P(R), P(R)) 是例 3.4 定义的微分映射， T E £ (P(R), P(R)) 是

本节前面定义的乘沪映射，证明 TD -/ DT. 

证明 我们有

((TD)p)(x) = x2p' (x) 1旦 ((DT)p)(x) = x2p' (x) + 2xp(x) 

也就是说，先乘以沪再微分和先微分再乘以沪是不同的．

3.11 线性映射将 0 映为 0

设 T 是 V 到 W 的线性映射则 T(O) = 0. 

证明 利用加性，我们有

T(O) = T(O + 0) = T(O) + T(O) 

在上式两端都加上 T(O) 的加法逆元，即得 T(O) = 0. 

习题 3.A

1 设 b,c E R. 定义 T : R 3 • R2 如下 ：

T(x, y, z) = (2x - 4y + 3z + b, 6x + cxyz) 

证明 T 是线性的当且仅当 b = C = o. 
2 设 b,c E R. 定义 T: P(R ) • R2 如下 ：

Tp = (3p(4) + 5p1(6) + bp(l)p(2), f 2 x3p(x) dx + csinp(O) 
- 1 

证明 T 是线性的当且仅当 b = C = o. 

. 

) 

3 设 TE ,C(Fn, F m). 证明存在标量 A1,k E F (其中） = 1, . . . , m, k = l , ... , n) 使

得对任意 (x、 1, ... , Xn) E Fn 都有

T(x1 , . .. , Xn) = (A1, 凸+ · · ·+ A1 ,n环，， Am,1 X1 + · · ·+ Am,n压）

本题表明 T 具有在例 3.4 的最后一条中提及的那种形式．

4 设 TE .C (V, W) 且 V1 , ... ' Vm 是 V 中的向量组，使得 T内 ，. .. ,Tvm 在 W 中是线

性无关的证明 V1 , . .. , Vm 是线性无关的 ．

5 证明 3.7 中的结论
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6 证明 3.9 中的结论．

7 证明每个从一维向量空间到其自身的线性映射都是乘以某个标量．准确地说，证

明 ： 若 dimV = l 且 TE C (V, V), 则有入 E F 使得对所有 VE V 都有 Tv= 入v.

8 给出一个函数 cp: R 2 • R , 使得对所有 aE R 和所有 VE R2 有

cp(av) = acp(v), 

但 cp 不是线性的．

本题和下题表明齐性并不蕴涵线性，加性也不蕴涵线性．

9 给出一个函数 cp :C ➔ C , 使得对所有 w,zE C 都有

cp(w + z) = cp(w) + cp(z), 

但 cp 不是线性的 ． （这里 C 视为一个复向量空间）

也存在函数 cp : R • R 使得 cp 满足上述加性条件但 cp 不是线性的 ． 但是，证明

其存在性涉及更高等的工具．

10 设 U 是 V 的子空间且 Uf-V. 设 SE C (U, W) 且 Sf- 0 C 这意味着对某个 uEU

有 Su =I- O) . 定义 T : V ➔ W 如下

T,- {岛，若, EU, 

0, 若 VE V且 v 茫 u.

证明 T 不是 V 上的线性映射．

11 设 V 是有限维的证明 V 的子空间上的线性映射可以扩张成 V 上的线性映射．

也就是说， 证明 ： 如果 U 是 V 的子空间， SE C (U, W), 那么存在 TE C(V, W) 

使得对所有 uEU 都有 Tu= Su. 

12 设 V 是有限维的且 dim V > O, 再设 W是无限维的证明 C(V, W) 是无限维的．

13 设 V1, . ..'Vm 是 V 中的一个线性相关的向量组，并设 W =I- {O}. 证明存在

Wt, ·· ·,wm E W 使得没有 TE C (V, W) 能满足 T啋= wk, k = l, . .. , m . 

14 设 V 是有限维的且 dimV~2. 证明存在 S,T E C (V, V) 使得 ST =I- TS. 

3.B 零空间与值域

零空间与单射性

本节我们将学习与每一个线性映射紧密联系的两个子空间先来看被映为 0 的向

量构成的集合．
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3.12 定义 零空间 (null space), null T 

对于 TE C(V, W), T 的零空间（记为 null T) 是指 V 中那些被 T 映为 0 的向

量构成的子集：

null T = { v E V : Tv = 0}. 

3.13 例零空间

• 若 T 是 V 到 W 的零映射，也就是说对每个 VE V 有 Tv= 0, 则 nullT = V. 

• 设 cp E .C(C3, F) 定义为叭气， Z2心） = z1 +2z2+3z3 . 则 nul坪= {(z1 , z2 , 芶） E 

C3 互+ 2z2 + 3z3 = 0} , 并且 nul冲的一个基为 (-2, 1, 0), (-3, 0, 1). 

• 设 D E .C(P(R ), P(R)) 是微分映射 Dp =p' . 只有常函数的导数才能等千零

函数． 于是， T 的零空间是常函数组成的集合．

• 设 T E £(P(R ), P(R)) 是乘沪映射 (Tp)(x) = x2p(x) . 在 x E R 时满足

沪p(x) = 0 的多项式 p 只有 0 多项式．千是 nullT = {O}. 

• 设 TE .C(F00, F00) 是向后移位映射

T(x1 , x2,x趴． ． ）＝（功，功，）

显然， T(x1心2 , X趴 ．．．） 等于 0 当且仅 当 功 ， x趴 ．都是 o. 千是 nullT = 

{(a, 0, 0, ... ) : a E F}. 

下面的命题证明了线性映射的零空间是定

义域的子空间特别地， 0 包含于每个线性映

射的零空间 ．

3 . 14 零空间是子空间

设 T E .C(V, W), 则 nullT 是 V 的子空间．

有些数学家使用木语核而不是零

空间. null 一词的意思是零．木语

“零空间”提醒我们这一概念与 O

有关．

证明 因为 T 是线性映射，我们知道 T(O) = 0 C 由千 3.11). 所以 0 E nullT. 

设 u, v E nullT. 则

T(u + v) = Tu+ Tv = 0 + 0 = 0. 

故 u + v E null T. 千是 nullT 对加法封闭

设 u E nullT 且入 E F. 则

T(入u) = 入Tu = 入0 = o. 

故入u E nullT. 千是 nullT 对标量乘法封闭 ．
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再看一下例 3.13 中计算过的零空

间，，主意它们都是子空间．

我们已经证明了 mtllT 包含 O, 并且对加法

和标量乘法都封闭．因此 nullT 是 V 的子空间

（由于 1.34 ) . • 

我们将很快看到，对千线性映射，下面的定义与零空间联系密切．

3. 15 定义单的 ( injective )

如果当 Tu=Tv 时必有 U= V, 则称映射 T: V--+ W 是单的．

很多数学家使用“一对一的“这个

木语，意思与“单的”相同 ．

上面的定义也可以重述为：称 T 是单的，

若当 U -/- V 时必有 Tu-/- Tv. 也就是说： T 是

单的，若它将不同的输入映为不同的输出

下面的命题说的是：为了验证线性映射是单的，只需验证 0 是唯一一个被映成 0

的向量作为这个命题的一个简单应用，我们看到 3 . 13 中的那些线性映射 （其零空

间已经算过了）只有乘沪映射是单的 （除了零映射在 V = {O} 的特殊情形是单的之
夕卜） ．
「—

3 . 16 单射性等价千零空间为 {O}

设 TE .C(V, W), 则 T 是单的当且仅当 null T = {O}. 

证明 首先假设 T 是单的我们要证明 nullT= {O}. 我们已经知道 {O} C null T (由

3.11). 为了证明另一个方向的包含关系，设 v E nullT. 则

T(v) = 0 = T(O). 

因为 T 是单的 ， 故由上式可得 V = Q. 于是 nullT = {O}. 

为了证明另一方向的蕴涵关系，假设 nullT ={O} . 我们要证明 T 是单的．为

此，设 u,vE V 且 Tu=Tv, 那么

0 = Tu - Tv = T(u - v). 

因此 u-v 在 nullT 中，这说明 U - V = 0, 即 u = v. 于是 T 是单的 ．

值域与满射性

现在我们给一个函数的输出集取个名字．

3.17 定义值域 (range )

对千 V 到 W 的映射 T, T 的值域是 W 中形如 Tv C其中 VE V ) 的向釐组成的

子集：

rangeT = {Tv: v EV}. 

. 
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3.18 例值域

• 若 T 是 V 到 W 的零映射，即对所有 VE V 都有 Tv= 0, 则 rangeT = {O} . 

• 设 TE £(R2 , R勺定义为 T(x,y) = (加， 5y, X + y), 则
range T = { (2x, 5y, x + y) : x, y E R } 

rangeT 的一个基为 (2, 0, 1) , (0, 5, 1). 

• 设 D E £(P(R), P(R)) 是微分映射 Dp=p'. 由千对每个多项式 q E P(R) 均

存在多项式 p E P(R) 使得 p' = q, 故 D 的值域是 P(R) .

下面的命题证明了线性映射的值域是目标

空间的子空间

3.19 值域是一个子空间

若 TE .C(V, W), 则 rangeT 是 W 的子空间

有些数学家使用像这个词， 意思与

值域相同

证明 设 TE .C(V, W). 则 T(O) = 0 (由 3.11 ), 故 0 E rangeT. 

若 w1 , w2 E range T, 则存在 V1, V2 E V 使得 Tv1 = w1, T四= W2. 千是

T(v1 十 v2 ) = Tv1 + Tv2 = w1 + w2. 

故 w1 + w2 E rangeT. 因此 rangeT 对加法封闭 ．

若 w E rangeT, 入 E F, 则存在 V E V 使得 Tv = w. 千是

T(入v) = 入Tv = 加．

故 入w E rangeT. 因此 rangeT 对标量乘法封闭

我们已经证明了 rangeT 包含 o, 并且对加法和标量乘法都封闭，故 rangeT 是

W 的子空间（由千 1.34). • 

3.20 定义满的 (surjective )

如果函数 T: V --+ W 的值域等于 w, 则称 T 为满的．

为了解释上述定义 ， 注意到在 3. 18 中计算过其值域的那些线性映射 ， 只有微分

映射是满的（除了零映射在 W = {O} 的特殊情形下是满的之外）．

线性映射是不是满的与其映到哪个向量空 1 许多数学家采用 映上这个术语 ， 意
间有关． 思与满的相同

3.21 例 定义为 Dp = p' 的微分映射 D E .C(氏(R) , 芞(R)) 不是满的，因为多项式

沪不包含于 T 的值域然而， 定义为 Sp = p' 微分映射 S E .C(芞(R) , P4(R)) 是满

的，因为其值域等于 丸 (R), 它就是 S 映到的向量空间 ．
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线性映射基本定理

下面的结果非常重要，所以它有一个引人注目的名字．

3.22 线性映射基本定理

设 V 是有限维的， TE £(V, W) . 则 rangeT 是有限维的并且

dim V = dim null T + dim range T. 

证明 设 U1,• .. , Um 是 nullT 的基，则dimnullT = m, 且线性无关组 U1, • .. ,Um 可

以扩充成 V 的基 UI , · · · ,Um,V卫.. , V九 （ 由于 2.33 ) . 千是 d.imV = m+n. 为完成证

明，只需证明 rangeT 是有限维的，并且 dimrangeT = n . 为此，往证 Tvi , ... , Tvn 

是 rangeT 的基

设 V E V. 因为 U1,• . . ,Um, 内， . ..'V九张成 v, 所以

v = a仅1 +· · · + llmUm + bi V1 +· · ·+ b砂n ,

其中的这些 a 和 b 都含千 F. 用 T 作用上式两端可得

Tv = b1TV1 +· · ·+ bnTVn, 

其中没有出现形如 Tuj 的项 ， 这是因为每个 Uj E null T. 上式表明 Tv1 , ... ,Tv九张

成 rangeT. 特别地， rangeT 是有限维的

为了证明 Tvi, .. . , Tvn 是线性无关的，设 c1 ,••·, Cn E F 并且

c1Tv1 十．．十 enTvn = 0. 

那么

T(c1v1 + · · · 十 伍Vn) = 0. 

因此

C1 V1 + · · ·+ CnVn E null T . 

由千 Ul, · ·.,Um 张成 null T, 我们有

C1V1 +· · ·+ C砂n = d1u1 + · · · + dmUm, 

其中的这些 d 都含于 F . 这个等式表明，所有的 C (和 d) 都是 0 (因为 U1 , .. . , Um, 

内 ， ， v九线性无关）． 于是 T内 ，. . , Tvn 是线性无关的，故为 rangeT 的基． . 
现在我们可以证明，从一个有限维向量空间到更小的向量空间的线性映射不可能

是单的，这里”更小”是用维数来衡量的．

3.23 到更小维数向量空间的线性映射不是单的

如果 V 和 W 都是有限维向量空间，并且 dimV > dimW, 那么 V 到 W 的线性

映射一定不是单的．



证明 设 TE £(V, W). 则

dim null T = dim V - dim range T 

2: dim V - dim W 

> 0, 
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其中等号成立是由千线性映射基本定理 3.22 . 上述不等式表明 dim null T > O. 这意

味着 nullT 包含非零向量．因此 T 不是单的（由于 3.16). • 

下面的命题表明从一个有限维向量空间到更大的向量空间的线性映射不可能是

满的，这里”更大”是用维数来衡量的．

3.24 到更大维数向量空间的线性映射不是满的

如果 V 和 W 都是有限维向量空间，并且 dimV < dimW, 那么 V 到 W 的线性

映射一定不是满的 ．

证明 设 TE C, (V, W). 则由线性映射基本定理 3.22 可得

dim range T = dim V - dim null T 

::; dim V 

< dim W, 

上述不等式表明 dim range T < dim W. 这意味着 nullT 不等于 w. 因此 T 不是满

的． ．

我们马上就会看到 3.23 和 3 .24 在线性方程组的理论中有重要的应用，其想法是

用线性映射来表述线性方程组的问题．

3 .25 例 用线性映射重述齐次线性方程组是否有非零解的问题．

解取定正整数 m 和 n , 设 A E F C其中
j,k 这里齐次的意思是每个方程右端的

j = 1, ... , m, k = 1, ... , n). 考虑齐次线性方程 1 常数项都等于 o.
组 { L:~, A,,, 砍 ~o,

艺;=l Am,k玑 = 0
显然 X1 = · · · = Xn = Q 是上述方程组的一个解．问题是，是否还有其他解．

定义 T: F n • Fm 如下 ：
n n 

T(x1, ... , 环） ＝ （汇 A1,k玑，，区Am,k玑） ．
k=l k=l 

方程 T(x1 , ... , 环） = 0 (其中 0 是 Fm 的加法单位元，即 ， 由 0 组成的长度为 m 的

组）与上述齐次线性方程组是一样的．
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我们想知道 nullT 是否严格大千 {O}. 也就是说，可以将上述方程是否有非零解

的问题重新陈述如下 （由 3. 1 6 ) : 在什么条件下 T 不是单的？

3.26 齐次线性方程组

当变量多于方程时，齐次线性方程组必有非零解

证明 使用上面例子中的记号和结果．那么 T 是 F九到 Fm 的线性映射，并且我们有

含有 n 个变量 x丘 .. ,x九和 m 个方程的齐次线性方程组． 由 3.23 可知，若 n > m 则

T 不是单的 ． . 
上述命题的一个例子： 含有 5 个变量和 4 个方程的齐次线性方程组必有非零解．

3 .27 例 考虑是否可以选取常数项使得非齐次线性方程组无解的问题，并用线性映射

重述这一问题

解 取定正整数 m 和 n, 设 Aj,k E F (其 中 j = 1, . . . , m, k = l , . .. , n). 对于

Ci , ... ,Cm E F , 考虑线性方程组

3.28 
{ 立~, A, 已 ~c,'

骂=l Am,kX~= Cm . 

现在的问题是， 是否存在某些常数 C1, . . . , Cm E F 使得上述方程组无解．

定义 T: p n, pm 如下 ：
n n 

T(x1 , . . . ,xn) = (区 A1,k牲，．，区Am,k矶）
k=l k=l 

方程 T(x1, ... , 环） = (c1, ...'如）与方程组 3.28 是一样的．千是我们想知道是否

range T =I- p m. 因此，是否有常数 C1'.. . ' 归 E F 使得方程组无解的问题可重述为：

在什么条件下 T 不是满的？

3.29 非齐次线性方程组

当方程多千变量时，必有一组常数项使得相应的非齐次线性方程组无解．

变量多于方程的齐次线性方程组和

方程多于变量的非齐次线性方程组

的这些结果 (3.26 和 3.29) 通常都

是用高斯消元法来证明的 ． 这里采

用的抽象处理方法使证明更简洁 ．

证明 使用上面例子中的记号和结果． 那么 T 是

F九到 Fm 的线性映射 ， 并且我们有含有 n 个变

量 X1 , ... ,Xn 和 m 个方程的方程组． 由 3.24 可

知，若 n<m 则 T 不是满的 ． . 
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上述命题的一个例子 ： 对于含有 4 个变量和 5 个方程的非齐次线性方程组，可以

选取某些常数项使方程组无解．

习题 3.B

1 给出线性映射 T 使得 dimnullT = 3 且 dimrangeT = 2. 

2 设 V 是向量空间， S, T E £ (V, V) 使得 range S C null T. 证明 (ST)2 = O. 

3 设 V], ... ' Vm 是 V 中的向量组． 定义 TE£(F气 V) 如下 ：

T(z1 , ... , 如） = Z1V1 + ... 十 ZmVm ­

(a) T 的什么性质相当于 V1, ...'Vm 张成 V?

(b) T 的什么性质相当千 V1 , ... 'Vm 是线性无关的？

4 证明 {TE £(R5, R4) : dimnullT > 2} 不是 £(Rs, R4) 的子空间．

5 给出线性映射 T: R 4 • R4 使得 rangeT = null T. 

6 证明不存在线性映射 T: R5 ➔ 氏使得 rangeT = null T. 

7 设 V 和 W 都是有限维的，且 2 :S dim V :S dim W . 证明 {T E £ (V, W ) : 

T 不是单的｝不是 £,(V, W) 的子空间

8 设 V 和 W 都是有限维的，且 dim V 2 dim W 2 2. 证明 {T E £ (V, W) : 

T 不是满的｝不是 £(V, W) 的子空间

9 设 TE £,(V, W) 是单的， V1, ... 'Vn 在 V 中线性无关证明 T内， ， Tvn 在 W 中

线性无关

10 设 V1 , . .. , V九张成 v, 并设 TE £,(V, W) . 证明组 T内，... ,Tv九张成 rangeT.

11 设 S1, ... , 品均为单的线性映射且 S1S2--·S九有意义． 证明 S1岛 Sn 是单射．

12 设 V 是有限维的， T E £(V, W). 证明 V 有一个子空间 U 使得 Un null T = {O} 

且 rangeT = {Tu: u EU}. 

13 设 T 是从 F4 到 F2 的线性映射使得 nullT = {(x1 ,x2心3, X4) E F 4 : X1 = 

5x2, X3 = 7x4}. 证明 T 是满的．

14 设 U 是 配的一个 3 维子空间 ， T 是 Rs 到 Rs 的一个线性映射使得 nullT = U. 

证明 T 是满的 ．

15 证明不存在零空间等千 {(x1 , X2心3 , X4 , xs ) E F 5 : X1 = 3x2, x3 = X4 = x叶的 Fs

到 F2 的线性映射．

16 假设在 V 上存在一个线性映射，其零空间和值域都是有限维的． 证明 V 是有限

维的 ．

17 设 V 和 W 都是有限维的证明存在一个 V 到 W 的单的线性映射当且仅 当

dim V :S dim W. 
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18 设 V 和 W 都是有限维的证明存在一个 V 到 W 的满的线性映射当且仅当

dimV::::: 小mW.

19 设 V 和 W 都是有限维的，且 U 是 V 的子空间证明存在 TE L (V, W) 使得

null T = U 当且仅当 dimU::::: 小mV-dimW.

20 设 W 是有限维的， TE L(V, W) . 证明 T 是单的当且仅当存在 SE L(W, V) 使得

ST 是 V 上的恒等映射

21 设 V 是有限维的， TE L(V, W) . 证明 T 是满的当且仅当存在 SE L(W, V) 使得

TS 是 W 上的恒等映射

22 设 U 和 V 都是有限维的向量空间，并设 S E L(V, W), T E L(U, V). 证明

dim null ST'.S dim null S + dim null T. 

23 设 U 和 V 都是有限维的向量空间，并设 SE L(V, W), TE L (U, V). 证明

dim range ST~min { dim range S, dim range T} 

24 设 W 是有限维的，并设 T1, T2 E L (V, W) . 证明 null T1 c null T2 当且仅当存在

SE L(W, W) 使得 T2 = ST1 . 

25 设 V 是有限维的，并设 Ti, T2 E L (V, W). 证明 range T1 C range乃当且仅当存

在 SE L (V, V) 使得兀＝乃s.

26 设 D E L (P(R ), P(R)) 使得对每个非常数多项式 p E P(R) 均有 degDp = 

(degp) —1. 证明 D 是满的．

这里采用 D 这个记号是想让你联想到微分映射，它将 p 变为 p'. 即使不知道多项

式的求导公式（但知道它将多项式的次数降低 1 次），我们也可以使用这个习题

来证明，对于每个多项式 q E P(R ), 均存在多项式 p E P(R) 使得 p'= q. 

27 设 p E P (R ). 证明存在多项式 q E P(R) 使得 Sq" + 3q'= p. 

本题可以不用线性代数的知识来做，不过用线性代数的知识做更有意思．

28 设 T E L (V, W), 并设 W1, • . . ,Wm 是 rangeT 的基证明存在妇， ，严 E

L (V, F) 使得对每个 VE V 均有 Tv = cp1(v)w1 + · · · +'Pm(v)wm· 

29 设 cp E L (V, F ). 假定 uEV 不属于 null cp. 证明 V = nullcp EB {au: a E F }. 

30 设 'Pl 和 cp2 都是 V 到 F 的线性映射，且具有相同的零空间．证明存在常数 CE F 

使得 'Pl = ccp2 . 

31 给出 Rs 到 R2 的两个线性映射兀和 T2, 使得它们具有相同的零空间，但兀不

是花的标量倍．
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3.C 矩阵

用矩阵表示线性映射

我们知道，若 V1, ... , Vn 是 V 的基，且 T:V ----+W 是线性的，则 T内，.. . , Tvn 

的值确定了 T 在 V 的任意向量上的值（见 3.5) . 我们马上就会看到，利用 W 的基，

矩阵可用以有效地记录这些 Tvj 的值．

3.30 定义矩阵 (matrix ) , Aj,k 

设 m 和 n 都是正整数. mxn 矩阵 A 是由 F 的元素构成的 m 行 n 列的矩形阵

列 ：
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3.31 例 若 A = ( 8 4 5 - 3i) , 则 A2,3 = 7. 
1 9 7 

下面是本节的一个关键定义 ：

3 .32 定义线性映射的矩阵 ( matrix of a linear map ) , M (T) 

设 TE C(V, W), 并设 V1 , .. . , Vn 是 V 的基 ， W1 , . .. ,Wm 是 W 的基． 规定 T 关

于这些基的矩阵为 m xn 矩阵 M(T), 其中 Aj,k 满足

T珠 = A1,k叭+ · · ·+ Am,kWm, 

如果这些基不是上下文自明的，则采用记号 M(T, (v卫． ． ，压）， (w1, .. . ,wm)). 

线性映射 T E C(V, W) 的矩阵 M(T) 依赖千 V 的基 V1 , . . . , V九 与 W 的基

W1 , • . . ,Wm 以及 T. 然而 ， 基在上下文中应当是自明的，因此通常将其从记号中

省略掉

为了记住如何从 T 构造 M(T), 可以将定义域的基向量 V1 , .. . , V九横写在顶端，

并将 T 映到的那个向量空间的基向量 wl ,···, wm 竖写在左侧，如下所示：
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V1 . . . Vk . . . Vn 

M(T)- 叭~ (
A1,k 

Am,k 

\\ 

把 Tvk 写成 WJ , .. . , wrn 的线性组

合：吓＝立Aj,kWj, 其中的这
j=l 

些系数就组成了 M(T) 的第 K 列 ．

如果 T 是从 n 维向量空间到 m

维 向量 空间 的一个线性映射，则

M(T) 是一个 m x n 矩阵．

在上面的矩阵中 ， 只列出了第 K 列， 因此

所列出的这些元素的第二个下标都是 k. 上图

会让我们想到 ， Tvk 也可以从矩阵 M(T) 计算

出来：将矩阵的第 k 列的每个元素与左侧的列

中相应的 w 相乘 ， 然后再将所得向星相加．

如果 T 是 F九到 Fm 的线性映射 ， 那么除

非特殊说明，总设所考虑的基是标准基（其中

第 k 个基向量的第 k 个位置是 I, 其他位置都

是 O) . 如果把 Fm 中的元素看成由 m 个数组成

的列，那么可以把 M(T) 的第 K 列视为 T 对第

k 个标准基向量的作用．

3.33 例 设 TE .C (F2, F勺定义如下：

T(x,y)=(工十 3y, 2x + 5y, 7x + 9y) 

求 T 关千 F2 和 F3 的标准基的矩阵．

解 由千 T(l, O) = (1, 2, 7),T(0, 1) = (3,5,9), 所以 T关于标准基的 3x2矩阵如下：

M(T)- u n 
在考虑 伐九(F) 时， 除非特别声明 ， 总使用标准基 1,x,x气 . . ,x四

3.34 例 设 D E £(P3(R),伤(R) ) 是微分映射 Dp =p'. 求 D 关千 乃(R) 和乌(R)

的标准基的矩阵

解 由千 (x叮 = nxn- 1, 所以 D 关千标准基的 3 x 4 矩阵如下 ：

M(D)-0~ ~n 
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矩阵的加法与标量乘法

在本节的余下部分 ， 总假定 V 和 W 是有限维的且已取定 V 和 W 的基则对于

每个从 V 到 W 的线性映射， 我们都可以谈论它的矩阵（当然 ， 是关于这些取定的基

的）．两个线性映射之和的矩阵是否等千这两个映射的矩阵之和呢？

这个问题现在还没有意义， 这是因为，尽管我们定义了两个线性映射的和，但是

还没有定义两个矩阵的和幸好矩阵的和有明显的定义，而且此定义恰好就有这样的

性质．具体地，我们有如下定义

3.35 定义矩阵加法 (matrix addition ) 

规定两个同样大小的矩阵的和是把矩阵中相对应的元素相加得到的矩阵：
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也就是说， (A+ C)j,k = Aj,k + Cj,k · 

在下面命题中，假设所有三个线性映射 S+T、 S、 T 都使用同样的基．

3.36 线性映射的和的矩阵

设 S, T E L(V, W), 则 M(S + T) = M(S) + M(T). 

上述结果的证明留给读者．

仍然假设我们已经取定了某些基，标量与线性映射之积的矩阵是否等千标量与线

性映射的矩阵之积？这个问题现在还没有意义，这是因为我们还没有定义矩阵的标量

乘法 幸好矩阵的标量乘法有明显的定义，而且此定义恰好就有这样的性质．
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在下面命题中，假设线性映射 入T 和 T 使用相同的基．
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3.38 标量乘以线性映射的矩阵

设 入 E F , T E £:,(V, W), 则 M(入T)= 入M(T).

这一结果的证明也留给读者．

由千已经定义了矩阵的加法和标量乘法，由此产生一个向量空间就不足为奇了，

只需一个记号来表示这个新的向量空间．

3.39 记号 Fm,n

对千正整数 m 和 n, 元素取自 F 的所有 m xn 矩阵的集合记为 Fm,n.

3.40 dim F m,n = mn 

设 m 和 n 均为正整数按照上面定义的矩阵加法和标量乘法， Fm,n 是 mn 维向

量空间

证明 证明 Fm,n 是向量空间留给读者．注意 Fm,n 的加法单位元是元素均为 0 的

mxn 矩阵．

读者还应该证明某个位置为 1 其余元素均为 0 的全体 mxn 矩阵构成 Fm,n 的

基．共有 mn 个这样的矩阵，所以 Fm,n 的维数等千 mn. . 
矩阵乘法

如前，设 V1, ... , Vn 是 V 的基， Wl,···,Wm 是 W 的基，并设 U 是另一个向量空

间，四 . ,Up 是 U 的基

考虑线性映射 T : U-+ V 和 S:V-+W, 它们的复合映射 ST 是从 U 到 W 的线

性映射. M(ST) 是否等千 M(S)M(T)? 这个问题没有意义，因为还没有定义矩阵

乘法我们要定义一种矩阵乘法使上述问题有肯定的回答． 现在来看看该怎么做．

设 M(S) = A, M(T) = C. 对于 l'.Sk'.Sp 我们有
n 

(ST)四= S(区 Cr,k片）
r=l 

n 

＝ 汇 Cr,kS片
r=l 

n m 

＝ 汇Cr,k 区 Aj,rWj
r=l j=l 

m n 

＝ 区（汇 Ai,心，k)Wj
j=l r=l 

因此 M(ST) 是 mxp 矩阵，它的第 J 行第 k 列元素等千
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九

区Aj,心，K
r=l 

现在来看看如何定义矩阵的乘法以使 M(ST) = M(S)M(T) 成立．

3.41 定义矩阵乘法 (matrix multiplication) 

设 A 是 mxn 矩阵， C 是 nxp 矩阵. AC 定义为 mxp矩阵，其第 J 行第 k 列

元素是
n 

(AC)j,k = 区 Aj,心，K
r=l 

也就是说，把 A 的第 J 行与 C 的第 k 列的对应元素相乘再求和，就得到 AC 的

第 J 行第 k 列元素．

注意，只有当第一个矩阵的列数等千第二

个矩阵的行数时，我们才能定义这两个矩阵的

乘积．

你可能在以前的课程中已经学过矩

阵乘法的定义，尽管当时你可能还

不知道这么做的缘由．

3.42 例现在『1;1把2一个 3: 2: 矩勹勹个 2 x4~。阵相7乘， .11'~到一个 3x4 矩阵

: :) (2 I O~I) ~(:: ~: ~~:) 
矩阵的乘法不满足交换律． 也就是说 AC 未必等千 CA, 即使两个乘积都有意义

（见习题 12 ). 矩阵的乘法满足分配律和结合律（见习题 13 和习题 14).

在下面的命题中，假设在考虑 TE .C(U, V) 和 SE .C(V, W) 时使用 V 的同一基，

在考虑 SE .C(V, W) 和 ST E .C(U, W) 时使用 W 的同一基，在考虑 T E .C(U, V) 和

STE .C(U, W) 时使用 U 的同一基

3.43 线性映射乘积的矩阵

若 T E .C(U, V), S E .C(V, W), 则 M(ST) = M(S)M(T) . 

上述结果的证明就是在矩阵乘法定义之前解释缘由时所做的那些计算．

在下面的记号中，和前面一样，第一个下标代表行 ， 第二个下标代表列，而小圆

点' .'代表占位符．
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3.44 记号 Aj, - , A.,k 

设 A 是 mxn 矩阵．

• 若 1 s; j s; m, 则 Ai, 表示 A 的第 J 行组成的 lxn 矩阵．

• 若 1 s; k s; n, 则 A. ,k 表示 A 的第 k 列组成的 m X 1 矩阵．

8 4 5 1 9 7) 3.45 例 若 A~ ( , 则 A,, 是 A 的第 2 行，而 A. ,, 是 A 的第 2 列也
就是说，

A2,. = (1 9 7) 和 A,2 = (:) 

l xn 矩阵与 nx l 矩阵的乘积是 1 X 1 矩阵． 然而，我们经常把 1 X 1 矩阵和它

的元素看成是一样的

3.46 例 (3 4) ( ; ) = (26) , 因为 3 · 6 + 4 ·2 = 26. 然而，我们可以将

(26) 和 26 看成是一样的，写成 (3 4) (;) = 26 

下面的命题给出了理解矩阵乘法的另一种方式. AC 的第］行第 k 列元素等千 A

的第］行乘以 C 的第 k 列．

I 3.47 矩阵乘积的元素等于行乘以列
设 A 是 mx n 矩阵， C 是 nxp矩阵．则对于 1~j~m 和 1~k~p,

(AC)j,k = Aj,. c.,k 

上述结果的证明由定义立得．

3.48 例 上述结果和例 3.46 说明了为什么例 3.42 中矩阵乘积的第 2 行第 1 列的元素

等千 26.

下面的命题给出了理解矩阵乘法的另一种方式： 它是说 AC 的第 K 列等千 A 乘

以 C 的第 k 列
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3.49 矩阵乘积的列等千矩阵乘以列

设 A 是 m xn 矩阵， C 是 nx p 矩阵． 则对于 1 三 k :Sp, 

(AC) .,k = AC. ,k. 

上述结果的证明依然可由定义立得， 其证明留给读者．

3.50 例 利用上述结果以及等式

o :)(!)~u~) 
我们看到为什么 3.42 中矩阵乘积的第 2 列等于上式的右端．

再给出一种理解 mxn矩阵与 nxl 矩阵乘积的方式． 下例阐释了如何这样做．
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1 设 V 和 W 都是有限维的 ， T E .C(V, W). 证明对千 V 和 W 的任意基， T 的矩阵

都至少有 dimrangeT 个非零元．
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2 设 DE .C(P3(R)千分(R)) 是微分映射 Dp =p'. 求巧(R) 的一个基和乌(R) 的

一个基，使得 D 关千这些基的矩阵为

U~H) 
请比较本题与例 3.34. 下题推广了本题．

3 设 V 和 W 都是有限维的， TE .C(V, W) . 证明存在 V 的一个基和 W 的一个基，

使得关千这些基， M(T) 除了第 J 行第］列 (1 :S j :S dim range T) 的元素等千 l

以外，其余元素均为 o.

4 设 V1, .. . 'Vm 是 V 的基 ， 且 W 是有限维的．设 TE .C(V, W) . 证明存在 W 的一

个基 W1, ...' Wn 使得，在 T 关于基 V1, ... 'Vm 和 W1, . . . ' Wn 的矩阵 M(T) 中 ， 除

了第 1 行第 1 列处的元素可能为 1 之外，第 1 列的其余元素均为 o.

与习题 3 不同，本题给定了 V 的一个基，而不是可以选取 V 的一个基．

5 设 W1, ... , Wn 是 W 的基，且 V 是有限维的． 设 TE .C(V, W) . 证明存在 V 的一

个基 V1 , . . .'Vm 使得，在 T 关于基 V1 , .. -,Vm 和 W1 , • . . ,Wn 的矩阵 M(T) 中，除

了第 1 行第 1 列处的元素可能为 l 之外，第 1 行的其余元素均为 o.

与习题 3 不同，本题给定了 W 的一个基，而不是可以选取 W 的一个基

6 设 V 和 W 都是有限维的， TE .C(V, W). 证明 dim range T = l 当且仅当 V 和 W

各有一个基使得关千这些基 M(T) 的所有元素都等千 1.

7 验证 3.36.

8 验证 3.38.

9 证明 3.52.

10 设 A 是 m x n 矩阵， C 是 n x p 矩阵．证明对千 1 :S j :S m, 

(AC)i,- = Ai, C. 

也就是说，证明 AC 的第 J 行等于 A 的第 J 行乘以 C.

11 设 a = ( a1 • • • a九）是 l x n 矩阵， C 是 n x p 矩阵．证明

aC = a1C1 ,. +· · ·+ anCn,- . 

也就是说，证明 aC 是 C 的诸行的线性组合，其中的标量来自 a.

12 举一个 2x 2 矩阵的例子，说明矩阵乘法不是交换的．也就是说，找两个 2x2 矩

阵 A 和 C 使得 AC# CA. 

13 证明矩阵的加法和乘法满足分配性质．换言之，设 A、 B、 C、 D、 E、 F 均为矩

阵，且其大小使 A(B+C) 和 (D+E)F 都有意义． 证明： AB+AC 和 DF+EF

都有意义，而且我们有 A(B + C) = AB+ AC 且 (D + E)F = DF+ EF. 
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14 证明矩阵乘法是结合的也就是说，设 A、 B、 C 是适当大小的矩阵使得 (AB)C

有意义．证明 A(BC) 有意义且 (AB)C = A(BC). 

15 设 A 是 nxn 矩阵， 1::; j,k::; n. 证明 A3 C 即 AAA ) 的第］行第 k 列的元素为
n n 

区汇Aj,p心，rAr,k
p=lr= l 

3.D 可逆性与同构的向量空间

可逆的线性映射

我们先定义线性映射的可逆及逆．

3.53 定义可逆 ( invertible )、逆 ( inverse)

• 线性映射 TE £(V, W) 称为可逆的，如果存在线性映射 SE £(W, V) 使得

ST 等于 V 上的恒等映射且 TS 等千 W 上的恒等映射．

• 满足 ST=I 和 TS =I 的线性映射 SE £(W, V) 称为 T 的逆 （注意，第一

个 I 是 V 上的恒等映射，第二个 I 是 W 上的恒等映射）．

3.54 逆是唯一的

可逆的线性映射有唯一的逆．

证明 设 TE .C(V, W) 可逆，且 S1 和岛均为 T 的逆． 则

S1 = S1 I = S1(TS2) = (S1T)S2 = I S2 = S2 

千是 S1 = S2. 

既然知道逆是唯一的，我们可以给它一个记号．

3 .55 记号 y-1

若 T 可逆，则它的逆记为 r-1_ 也就是说，如果 TE L(V, W) 可逆，则 r- 1 是

以W,V) 中唯一一个使得 r-1r = 1 且 rr-1 = I 的元素

下面的命题刻画了可逆线性映射

3.56 可逆性等价于单性和满性

一个线性映射是可逆的当且仅当它既是单的又是满的．

证明 设 TE L(V, W). 我们需要证明， T 是可逆的当且仅当它既是单的又是满的．

首先假设 T 是可逆的．为了证明 T是单的，设 u,v EV 且 Tu = Tv. 则

. 
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u = r-1(Tu) = r-1(Tv) = v, 

所以 u = v. 因此 T 是单的．

仍设 T 是可逆的现在证明 T 是满的．为此，设 wE W, 那么 w = T(T-1w), 

这表明 w 含于 T 的值域．于是 rangeT = W, 所以 T 是满的．这就完成了证明的一

个方向

现在假设 T 既是单的又是满的．我们需要证明 T 是可逆的．对千每个 WE w, 
定义 Sw 是 V 中唯一使得 T(Sw) = w 的那个元素（由 T 既单又满可得此元素的存在

性和唯一性）．显然， ToS 等于 W 上的恒等映射

为了证明 SoT等千 V 上的恒等映射，设 VE V, 则

T((S o T)v) =(To S)(Tv) = I (Tv) = Tv. 

这个等式表明 (So T)v = v (因为 T 是单的），因此 SoT 等于 V 上的恒等映射．

为了完成证明，还需要证明 S 是线性的．为此设 W1, W2 E W . 则

T(Sw1 + Sw2) = T(Sw1) + T(Sw2) = w1 + W2. 

千是 ， Sw1 + Sw2 是 V 中唯一被 T 映成 W1 + W2 的那个元素． 再由 S 的定义可得

S(w卢叩） = Sw1 + Sw2. 因此 S 满足加性．齐性的证明是类似的．具体来说，如果

wEW, 入 E F, 则

T(入Sw)= 入T(Sw) =加

于是， 入Sw 是 V 中唯一被 T 映成 入w 的那个元素． 再由 S 的定义可得 S(入w)= 入Sw.

因此 S 是线性的． . 
3 .57 例不可逆的线性映射

• 从 P(R) 到 P(R) 的乘以沪线性映射（见 3.4) 不可逆，因为它不是满的 (1

不在它的值域中）．

• 从 yoo 到 yoo 的向后移位线性映射（见 3.4) 不可逆，因为它不是单的 ((1, 0, 0 

0, ...) 含于零空间）．

同构的向量空间

下面的定义刻画了除元素的名字之外本质上相同的两个向量空间．

3.58 定义同构 ( isomorphism )、同构的 ( isomorphic )

• 同构就是可逆的线性映射

• 若两个向量空间之间存在一个同构，则称这两个向量空间是同构的．



同构 T: V-+ W 把 VE V 重新标记为 TvEW.

这个观点解释了为什么两个同构的向量空间具

有相同的性质”同构”和“可逆的线性映射”

这两个术语的意思相同“同构”这个术语用以

强调两个空间本质上相同

3.59 维数反映了向量空间是否同构
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在希腊语中， isos 的意思是“相

同", morph 的 意思是“形状＂．因

此， isomorphic 的宇面 意 思就是

“同形".

F 上两个有限维向量空间同构当且仅当其维数相同

证明 设 V 和 W 是同构的有限维向量空间，则存在从 V 到 W 的同构 T. 因为 T 是

可逆的，所以 null T = {O} 且 range T = W . 从而 dimnullT = 0 且 dimrangeT = 

dimW. 千是公式

dim V = dim null T + dim range T 

（线性映射基本定理 3.22 ) 变成了等式 dimV=dimW, 这就证明了一个方面

为了证明另一个方面，假定 V 和 W 是维数相同的向量空间，设 V1 , . . .' Vn 是 V

的基 ， W1 , . . .' Wn 是 W 的基，设 TE .C(V, W) 定义如下：

T(c1v1 + · · ·+ cn vn) = c诃1 十 ． ．． 十 CnWn ,

则 T 是定义合理的线性映射， 因为 V1 , ... ' Vn 是 V 的基（见 3.5 ) . 因为 W1 , . .. , W九张

成 w, 所以 T 是满的．又因为 W1 , . .. ' Wn 是线性无关的， 所以 nullT = {O} , 从而 T

是单的由于 T 既单又满，从而是一个同构 （见 3.56 ) . 因此 V 与 W 是同构的． . 
上面的定理表明， 每个有限维向晕空间都

同构于 F九， 其 中 n = dim V . 如果 V1 , ... , Vn 

是 V 的基， Wl ,· ·· , Wm 是 W 的基，那么每个

T E C(V, W) 都有一个矩阵 M(T) E y m, 九 ． 也

就是说， 一旦选定了 V 和 W 的基 ， 那么 M 就

是从 C(V, W) 到 ym,n 的 函数 注意 ， 3.36 和

3.38 表明 M 是线性映射．现在我们证明， 这个

线性映射实际上还是可逆的．

3.60 .C(V, W) 与 Fm,九 同构

既然每个有限维向量空 间都 同构于

某个 F九，那么力什么 不只研究 yn

而还要研究更一般的向量空间呢？

为了回答这个问题 ， 注意到 Fn 的

研究立刻就会产生不等于 Fn 的向

量空 间 ． 例如， 我们会遇到线性映

射的零空 间和值域． 尽管这些向量

空 间都分别 同构于某个 F九 ， 但是

这样考虑问题往往只会增加复杂性

而不会有新的见解

设 V1 , . . . ' Vn 是 V 的基 ， W1 , • .. , Wm 是 W 的基，则 M 是 .C(V, W) 与 Fm,n 之间

的一个同构
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证明 已知 M 是线性的，故只需证明 M 既单又满． 这些都很容易．先从单性开始

如果 TE .C(V, W) 并且 M(T) = O, 则 T欢 = 0, k = 1, . .. , n. 因为 V1, . . . , Vn 是 V

的基，所以 T=O. 于是 M 是单的（由千 3.16 ).

为了证明 M 是满的 ， 设 AE Fm,九．设 T 是从 V 到 W 的线性映射使得
m 

霆＝区Aj,k吟
j=l 

其中 k = l, ... ,n(见 3.5 ) . 显然 M(T) 等千 A, 所以 M 的值域等千 Fm卫 • 

现在可以确定从一个向量空间到另一个向量空间的所有线性映射构成的向量空

间的维数

3.61 di立(V, W) = (dim V)(dim W) 

设 V 和 W 都是有限维的，则以V,W) 是有限维的且

dim£(V, W) = (血mV)(dim W) 

证明 由 3.60、 3 .59 和 3.40 证得 . 
将线性映射视为矩阵乘

前面定义了线性映射的矩阵．现在来定义向量的矩阵．

3.62 定义向量的矩阵 (matrix of a vector ) , M (v) 

设 VE V, 并设 V1, . . . 'Vn 是 V 的基． 则规定 v 关于这个基的矩阵是 nxl 矩阵

M(v)~ ( : ), 
这里 C1,. · ·, Cn 是使得下式成立的标量：

V = C1 V1 +· · ·+ Cn Vn. 

向量 VE V 的矩阵 M(v) 与 V 的基 V1, .. . 'Vn 有关，也与向量 v 有关． 然而，基

通常是上下文自明的，所以就不把基包括在记号中了 ．

3.63 例向量的矩阵

• 2 - 7x + 5沪关于 冗(R) 的标准基的矩阵为
, 2 

-7 

。

5 
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• 向量 XE Fn 关于标准基的矩阵就是以 x 的坐标为元素而得到的 n X 1 矩阵．

也就是说，若 x=(xi, ... , 环） E F九，则

M(x)~CJ 
有时我们想把 V 中的元素视为 nxl 矩阵． 一旦选定了 V1, . . . , V九，函数 M 将

VE V 变为 M(v), 就是 V 到 Fn,l 的同构，这就实现了上述想法．

回想一下，若 A 是 mxn 矩阵，则 A,k 表示 A 的第 K 列，看作一个 m X 1 矩

阵下面的命题计算 M(T戏）关千 W 的基 W1, - --,Wm 的矩阵．

3.64 M(T). ,k = M(T吩·

设 TE ,C(V, W), 内，.. ,v九是 V 的基， w卫. . ,Wm 是 W 的基．设 1 ~k~n.

则 M(T) 的第 K 列（记为 M(T). ,k) 等千 M(T戏） ．

证明 由 M(T) 和 M(vk) 的定义立得． . 
下面的命题表明线性映射的矩阵、向量的矩阵以及矩阵乘法是如何联系到一起

厂3.65 线性映射的作用类似于矩阵乘
设 TE£(V, W), v EV. 设 V1, --- ,Vn 是 V 的基， W1, - . . ,Wm 是 W 的基则

M(Tv) = M(T)M(v) 

证明 设 V = C1 V1 +· · · + Cn Vn, 其中 C1,.,., Cn E F. 则

3.66 

因此

Tv = c1TV1 +· · ·+ CnTVn -

M(Tv) = c1M(T内）＋ ． 十 CnM(T压）

= c1M(T).,1 + · · · + CnM(T).,n 

= M(T)M(v), 

这里第一个等号由 3 .66 以及 M 的线性得出， 第二个等号由 3.64 得出 ， 最后一个等号

由 3.52 得出． . 
每个 m xn 矩阵 A 诱导一个从 Fn,l 到 Fm,l 的线性映射，即将 X E Fn, l 变为

Ax E Fm, l 的矩阵乘．由上述命题，通过同构 M, 我们可以把（从有限维向量空间

到有限维向量空间的） 线性映射当作矩阵乘映射． 具体来说， 若 TE £(V, W), 并将

VE V 等同千 M(v) E F口 ， 则上述命题说，我们可以将 Tv 等同千 M(T)M(v).
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因为上一个结果允许我们（通过同构）将一个线性映射视为 Fn,l 上某个矩阵 A

的矩阵乘，所以要牢记这个矩阵 A 不仅依赖千线性映射也依赖千基的选取． 后续章

节中很多最重要结果的主旨之一就是如何选取基以使矩阵 A 尽可能简单．

本书关注的是线性映射而不是矩阵． 不过，有时将线性映射想象为矩阵（或者将

矩阵想象为线性映射）会提供重要的直觉 ， 我们将会发现这种直觉非常有用．

算子

向量空间到其自身的线性映射非常重要， 所以它们拥有特别的名字和记号．

3.67 定义 算子 ( operator ) , £ (V) 

• 向量空间到其自身的线性映射称为算子 ．

• 记号 £(V) 表示 V 上全体算子所组成的集合．即 £,(V) = £ (V, V) . 

在线性代数中，也在本书剩余章节

中，最深刻最重要的内容就是研究

若一个线性映射既单又满则可逆． 对千一

个算子，我们想知道，仅由单性或满性之一是- 否可以推出可逆性？对于无限维向量空间，这
两个条件中的任何一个都不能单独推出可逆性．

例如下面的例子，其中使用了例 3.4 中的两个算子．

3 .68 例单或满都不蕴涵可逆

• P(R) 上乘以产的映射是单的，但不是满的．

• p= 上的向后移位算子是满的，但不是单的．

从上面的例子来看，下面的命题很不寻常 ． 它说的是 ， 对于有限维向量空间上的

算子，单性和满性中的每一个都能推出另一个．通常检验有限维向量空间上的算子是

单的要更容易 ， 而由单性可自然得到满性．

3.69 在有限维的情形，单性等价千满性

设 V 是有限维的，并设 TE C(V), 则以下陈述等价 ：

(a) T 是可逆的；

(b) T 是单的；

(c) T 是满的．

证明 (a) 显然蕴涵 (b).

现在假设 (b) 成立， T 是单的，从而 nullT = {O} C 由于 3.16 ) . 由线性映射基本

定理 3.22,



3.D 可逆性与同构的向量空间 69 

dim range T = dim V - dim null T = dim V. 

千是 rangeT = V. 从而 T 是满的．因此 (b) 蕴涵 (c).

现在假设 (c) 成立， T 是满的，从而 rangeT = V. 由线性映射基本定理 3.22,

dim null T = dim V - dim range T = 0. 

千是 null T = {O}. 故 T 是单的（由于 3. 16 ) , 从而 T 是可逆的（已知 T 是满的）．因

此 (c) 蕴涵 (a) . • 

下面的例子展示了上述命题的用处． 虽然下面例子的结果也可以不用线性代数证

明，但是用线性代数来证明更为简洁容易 ．

3.70 例 证明对每个多项式 q E P(R) 都存在一个多项式 p E P(R) 使得

((x2 + 5x + 7)p)" = q 

证明 例 3.68 表明 3.69 之妙法不能用千无限维向量空间 P(R). 然而每个非零多项式

q 都有次数 m. 仅考虑伐n(R), 我们就可以在有限维向量空间上做了 ．

设 qE 贮(R). 定义 T 贮(R) ➔ Pm(R) 为 Tp = ((沪+ 5x + 7)p)" . 

用 (x2 + 5x + 7) 去乘一个非零多项式，将使这个多项式的次数增加 2, 然后做两

次微分次数又降低 2, 所以 T 的确是 Pm(R) 上的算子．

一阶导数为 0 的多项式形如 ax +b, 其中 a, b E R . 千是 nullT = {O} . 因此 T

是单的

现在 3.69 表明 T 是满的． 因此有多项式 p E Pm(R) 使得 ((x2 + 5x+7)p)11 =q. 

6.A 节的习题 30 给出了 3.69 的一个类似但更炫的应用．这个习题中的结果不使

用线性代数很难证明

习题 3.D

1 设 TE£(U, V) 和 S E £(V, W) 都是可逆的线性映射． 证明 ST E £(U, W) 可逆

且 (ST) - 1 = T —15-1. 

2 设 V 是有限维的且 dim V > 1. 证明 V 上不可逆的算子构成的集合不是 £(V) 的

子空间

3 设 V 是有限维的 ， U 是 V 的子空间，且 SE £(U, V). 证明 ： 存在可逆的算子

T E £(V) 使得对每个 uEU 均有 Tu=Su 当且仅当 S 是单射

4 设 W 是有限维的， Ti , T2 E £(V, W). 证明 ： null T1 = null巧 当且仅当存在可逆

的算子 S E £(W) 使得兀 = ST2 .

5 设 V 是有限维的， T1, T2 E £(V, W ). 证明 ： range T1 = range巧 当且仅当存在可

逆的算子 S E £(V) 使得 Ti = 乃s.
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6 设 V 和 W 是有限维的， T1, T2 E .C(V, W) . 证明 ： 存在可逆的算子 RE .C(V) 和

SE .C(W) 使得 T1 = ST2R 当且仅当 dim null T1 = dim null T2. 

7 设 V 和 W 是有限维的， vEV, E={TE.C(V,W):Tv=O}. 

(a) 证明 E 是队V,W) 的子空间 ．

(b) 假设 V =/ Q, 则出mE 等千多少？

8 设 V 是有限维的， T:V~W 是 V 到 W 的满的线性映射．证明存在 V 的子空

间 U 使得 Tiu 是 U 到 W 的同构 （这里 Tiu 表示函数 T 限制在 U 上． 也就是

说， Tiu 是一个函数，其定义域为 U, 且对任意 uEU有 Tlu(u) =Tu. ) 

9 设 V 是有限维的， S, TE .C(V) . 证明 ST 可逆当且仅当 S 和 T 都可逆．

10 设 V 是有限维的， S, TE .C(V) . 证明 ST= I 当且仅当 TS = I . 

11 设 V 是有限维的， S,T,U E .C(V) 且 STU= I. 证明 T 可逆且 r-1 = us. 
12 说明上题的结果在 V 不是有限维时未必成立．

13 设 V 是有限维的，并设 R,S,TE .C (V) 使得 RST 是满射． 证明 S 是单射．

14 设 V1, ...'Vn 是 V 的基．映射 T : V~ Fn,l 定义为 Tv = M(v), 这里 M(v) 是

VE V 关于基 V1 , ...' Vn 的矩阵．证明 T 是 V 到 Fn,l 的同构．

15 证明 Fn,l 到 Fm,l 的每个线性映射都是矩阵乘．也就是说，若 TE ,C(F n,l, F m,l ) , 

则存在 mxn矩阵 A 使得对每个 XE Fn,l 都有 Tx = Ax. 

16 设 V 是有限维的， TE .C(V) . 证明 ： T 是标量乘以恒等映射当且仅当对每个

SE .C(V) 均有 ST=TS.

17 设 V 是有限维的，且 C 是 .C(V) 的子空间使得对所有 SE ,C(V) 和所有 TE £ 均

有 STE£ 和 TSE£. 证明£= {O} 或£= .C(V) . 

18 证明 V 和 .C(F , V) 是同构的向量空间

19 设 TE .C (P (R)) 是单的，且对每个非零多项式 p E P(R) 均有 degTp ::; deg p. 

(a) 证明 T 是满的．

(b) 证明对每个非零的 p E P(R) 均有 degTp = deg p. 

20 设 n 是正整数， Ai,j E F , i,j = 1, .. . , n . 证明下面两个陈述等价 （注意：以下方

程组中方程的数目都等于变量的数目）：

(a) 平凡解 X1 = · · ·= Xn = 0 是下面的齐次方程组的唯一解 ：

厂A,,,环 ~o.

艺;=l An,k霖 =0



(b) 对每组 C1, . .. ,Cn E F 下面的方程组都有解：

3.E 向量空间的积与商

向量空间的积

｛霆小，卢 ~c,'

区~=l An,kXk = Cn • 

3.E 向量空间的积与商 71 

通常在处理多个向量空间时，这些向量空间都应当在同一个域上．

3.71 定义向量空间的积 (product of vector spaces ) 

设 V1 , .. . , 凡均为 F 上的向量空间

• 规定积 V1 X · · · X Vm 为

Vi X · · · X V m = { (V1 , . .. , 压） : V1 E 忆 ，. . , Vm E Vm} 

• 规定 Vi X · · · X Vm 上的加法为

如，．， 归） + (vi, ... , 压） = (u1 +内 ， ．． ． ， 归 ＋ 压） ．

• 规定 Vi X· · · X Vm 上的标量乘法为

入（内 ， ．．． ， 阳） ＝ （入内 ， ．． ， 入压）．

3.72 例 P2(R) X 即中的元素是长度为 2 的组，组的第一项是 P2 (R) 中的元素 ， 第

二项是即 中的元素 例如 (5 - 6x+ 4x2, (3 ,8, 7) ) E 饬(R) X R 3. 

以下命题表明向量空间的积按上面定义的加法和标量乘法构成向量空间．

3.73 向量空间的积是向量空间

设 Vi ,- -· , Vm 均为 F 上的向量空间，则忆 X · ··X Vm 是 F 上的向量空间．

上述结果的证明留给读者． 注意 Vi X · · ·X Vm 的加法单位元是 (0 , ... , 0), 这

里第］个位置的 0 是 U 的加法单位元. (v丘.. , Vm) E Vi X · · · X Vm 的加法逆元是

（－内， ． ． ． ，－压）．

3.74 例 R2x 祀 等千 Rs 吗? R 2 X R3 同构千 Rs 吗？

解 R2x 氏 的元素是组 ((x i , x2), (x3, X4, xs)), 其中 X1心2心3,X4,X5E R.

Rs 的元素是组 (x 1心2, X3心4, 玩） ， 其中 X1, X2, X3, X4, X5 E R. 
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虽然它们看起来几乎一样，但并不是同一种对象. R 2 X R3 的元素是长度为 2 的

组（该组的第一项是长度为 2 的组，第二项是长度为 3 的组）， R5 的元素是长度为 5

的组所以 R2 X R3 不等千 R5 .

将向量 ((x1, X吐 (x3,X4,x5)) E R 2 x 祀 变为 (x1 , X2心3,X心玩） E R5 的线性映

射显然是 R2 X R3 到 R5 的同构．所以这两个向量空间是同构的．

这个同构非常自然，只是把元素换了种写法． 有些人甚至通俗地说 R2 X R3 等

于 R5, 这种说法严格来说是不正确的，但却抓住了通过改变写法就可使二者等同这

一本质 ．

下面的例子说明了 3.76 的证明思想

3.75 例 求 P2(R) x R2 的一个基．

解 考虑 P2(R) x R2 中元素构成的长度为 5 的组：

(1, (O,O)), (x, (o,o)), (x2, (o,o)), (o, (1,0)), (o, (O, 1)) 

上述组是线性无关的且张成 P2(R) X R 2, 因此是乌(R) X R2 的基．

3.76 积的维数等千维数的和

设 V1 ,••·,Vm 均为有限维向量空间则 Vi X · · · X Vm 是有限维的，且

dim (½X· · ·x Vm) = dim忧 + ··· + dimVm .

证明 选取每个 U 的一个基．对千每个 U 的每个基向量，考虑 Vi X· · ·X Vm 的

如下元素： 第］个位置为此基向量，其余位置为 o. 所有这些向量构成的组是线

性无关的，且张成 Vi X· · ·X Vm, 因此是忆 X ·· ·X Vm 的基． 这个基的长度是

dim Vi + · · ·+ dim V, 而 . 
积与直和

在以下命题中，由从 +· · ·+Um 的定义 ， 映射 r 是满的．所以这个命题中的最

后一个词“单射”可以改为“满射".

3.77 积与直和

设 U1,•• · ,Um 均为 V 的子空间 ． 线性映射 r : U1 X· · · X Um --+队 + · ··+Um

定义为 r(u1, .. . '阳） = U1 十． ． 十 Um - 则从 +···+Um 是直和当且仅当 r 是

单射

证明 线性映射 r 是单的当且仅当将 0 表示为 U1 的元素之和 U1 +···+Urn 时只能取

每个 Uj 等千 o. 于是 1.44 表明 r 是单的当且仅当从 + ··· +Urn 是直和 ． . 
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3.78 和为直和当且仅当维数相加

设 V 是有限维的，且 Ui,---,Um 均为 V 的子空间．则队 +···+Um 是直和当

且仅当 dim(从 + · ··+Um)= dimU1 + · · ·+dimU而

证明 3.77 中的映射 r 是满的． 所以由线性映射基本定理 3.22, r 是单的当且仅当

dim(U1 +· · ·+ Um) = dim(U1 X · · · X U动．

利用 3.77 和 3.76 可知，从 +···+Um 是直和当且仅当

dim(U1 +· · ·+ Um) = dim U1 +· · · + dim Um. . 
当 m= 2 时，从＋防是直和当且仅当 dim(U1 +历） = dim从+ dimU2. 利用

l.45 和 2.43 可以给出这一结果的另一个证明．

向量空间的商

我们先定义向量与子空间的和，以便引入商空间．

3.79 定义 v +U

设 VE v, u 是 V 的子空间．则 v+U 是 V 的子集，定义如下：

v+U={v+u:uEU}. 

3.80 例 设

U = {(x, 2x) E R2 : x E R} 

则 U 是即中过原点的斜率为 2 的直线．

于是

(17, 20) + U 

是 R2 中包含点 (17, 20) 的斜率为 2 的直线．

20 
(10, 20) (17, 20) 

(17, 20) + U 

17 

3.81 定义 仿射子集 ( affine subset )、平行 ( parallel )

• V 的仿射子集是 V 的形如 v+U 的子集 ， 其中 VE v, u 是 V 的子空间 ．

• 对于 V E V 和 V 的子空间 U , 称仿射子集 v+U 平行千 u.

3 .82 例平行的仿射子集

• 在上面的例 3.80 中 ， R2 中所有斜率为 2 的直线均平行于 U
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• 若 U = {(x,y,0) E R 3: x,y E R}, 则 R3 的平行于 U 的仿射子集是 R3 中在

通常意义下平行千 xy 平面 U 的那些平面．

重要： 按照 3.81 所给出的平行的定义， R3 中的直线都不是平行千平面 U 的

仿射子集

3.83 定义商空间 (quotient space), V / U 

设 U 是 V 的子空间则商空间 V/U 是指 V 的所有平行于 U 的仿射子集的集

合．也就是说，

V/U = {v + U: v EV}. 

3.84 例商空间

• 若 U = { (x, 2x) E R 2 : x E R} , 则 R2/U 是 R2 中所有斜率为 2 的直线的集合．

• 若 U 是 R3 中包含原点的直线，则 R勺U 是 R3 中所有平行于 U 的直线的集合．

• 若 U 是 R3 中包含原点的平面，则 R勺U 是 R3 中所有平行千 U 的平面的集合．

接下来的目标是使 V/U 成为向量空间为此我们需要下面的命题．

3.85 平行于 U 的两个仿射子集或相等或不相交

设 U 是 V 的子空间， v,w EV. 则以下陈述等价：

(a) v - w EU; 

(b)v+U=w+U: 

(c) (v + U) n (w + U) # 0 . 

证明 首先假设 (a) 成立， v-w EU. 若 uE U, 则

v+u=w+((v —w)+u)Ew+U. 

于是 v+Ucw+U. 类似地， w+Ucv+U. 因此 v+U=w+U, 这就证明了 (a)

蕴涵 (b).

(b) 显然蕴涵 (c) .

现在假设 (c) 成立， (v + U) n (w + U) # 0. 千是存在 U1 , 迈 EU 使得

v +u1 = w+u2. 

则 V- W = U2 - U1- 因此 v-wEU, 这就证明了 (c) 蕴涵 (a), 从而完成证明． . 
现在我们可以在 V/U 上定义加法和标量乘法了 ．
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3.86 定义 V/U 上的加法和标量乘法 (addition and scalar multiplication on V /U) 

设 U 是 V 的子空间则 V/U 上的加法和标量乘法定义为：对任意 v,w EV 和

入 E F, 
(v + U) + (w + U) = (v + w) + U, 

入(v + U) = (入v) + U. 

作为以下命题证明的一部分，我们将证明上述定义是有意义的．

3.87 商空间是向量空间

设 U 是 V 的子空间则 V/U 按照上面定义的加法和标量乘法构成向量空间

证明 在上面定义的 V/U 上的加法和标量乘法中，一个潜在的问题是平行千 U

的仿射子集的表示并不是唯一的．具体来说，设 v,w EV, 假设 v,w EV 使得

v+U=v+U 和 w+U=w+U. 要证明上面给出的 V/U 上的加法是有意义的，必

须证明 (v + w) + u = (v + w) + u. 
由 3.85 有

v - v E U, w - w E U. 

因为 U 是 V 的子空间，所以在加法下封闭，这说明 (v - v) + (w - w) E U. 千是

(v+w)-(v+w)EU. 再使用 3.85 可得

(v + w) + u = (v + w) + u. 

因此 V/U 上的加法定义是合理的．

类似地，设入 E F . 因为 U 是 V 的子空间，所以在标量乘法下封闭，从而有

入(v — v) EU. 于是知－入v EU. 因此 3.85 表明（入v) + U = (入v) + u. 所以 V/U 上

的标量乘法的定义是有意义的．

既然我们已经在 V/U 上定义了加法和标量乘法，验证这些运算使得 V/U 成为向

量空间就是简单的事了，留给读者．注意 V/U 上的加法单位元是 0 + U (等于 U),

v+U 的加法逆元是 (-v)+U. • 

下面的概念将给出计算 V/U 的维数的简单方法．

3.88 定义商映射 (quotient map), 1r 

设 U 是 V 的子空间商映射 7r 是如下定义的线性映射 1r: V --+ V/ U: 对任意

V E V, 

1r(v) = v + U. 
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读者应当验证 T 的确是线性映射． 虽然 T 同时依赖千 U 和 V, 但它们并未出现

在记号中，这是因为它们在上下文中是自明的．

3.89 商空间的维数

设 V 是有限维的， U 是 V 的子空间．则

dim V/U = dim V - dimU. 

证明 设 T 是 V 到 V/U 的商映射．由 3.85 我们有 null 1r = U. 显然 range1r = V/ U. 

千是线性映射基本定理 3.22 表明

dim V = dim U + dim V/U, 

由此可得要证明的结果． . 
V 上的每个线性映射 T 都诱导 V/(null T) 上的一个线性映射 t, 现在就来定义

它
尸

3.90 定义 T

设 TE L(V, W). 定义 i' : V / (null T) --+ W 如下：

T(v + null T) = Tv. 

为了证明 T 的定义是有意义的，设 u,v EV 使得 u+nullT = v+nullT. 由 3.85

有 u - v E null T . 千是 T(u-v) =0. 所以 Tu= Tv. 因此 T 的定义是有意义的 ．

3.91 i' 的零空间与值域

设 TE .C(V, W). 则

(a) i' 是 V/(nullT) 到 W 的线性映射；

(b) T 是单的；

(c) rangeT = rangeT: 

(d) V/(null T) 同构于 rangeT.

证明

(a) 验证 T 是线性的留给读者

(b) 设 v EV, T(v+nullT) = 0. 则 Tv = O. 于是 v E nullT. 所以 3.85 说明

v + null T = 0 + null T. 这表明 null'I'= {O}, 因此 T 是单的．

(c) t 的定义表明 range'I'= rangeT. 

(d) (b) 和 (c) 表明，若将 T视为到 rangeT 的映射，则 T 是 V/(nullT) 到 rangeT 的

同构． . 
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习题 3.E

1 设 T 是 V 到 W 的函数定义 T 的图为 VxW 的如下子集：

T 的图= {(v,Tv) EV x W: v EV} . 

证明 T 是线性映射当且仅当 T 的图是 VxW 的子空间

正式地讲， V 到 W 的函数 T 是 VxW 的一个子集 T, 使得对每个 VE V 都恰有

一个元素 (v, w) ET. 也就是说，函数正式地讲就是上面所谓的图．我们通常并

不把函数看成上面的这种正式形式．然而，如果采用上面的正式形式，则本题可

以重述为：证明 V 到 W 的函数 T 是线性映射当且仅当 T 是 VxW 的子空间．

2 设 V1 , ••·,Vm 均为向量空间使得 Vi X· · ·X Vm 是有限维的．证明对每个 j = 

1, . .. ,m 来说 u 都是有限维的．

3 给出一个向量空间 V 与它的两个子空间队和历的例子，使得 U1 X 历同构于

从 +U2, 但从＋历不是直和．

提示：向量空间 V 一定是无限维的

4 设片， A伍均为向量空间证明 £(Vix•· ·XVm, W) 和 £(V1, W)x• ·-x£(Vm, W) 

是同构的向量空间．

5 设 W1 , - • . , Wm 均为向量空间证明 £(V, W1 X · · ·X Wm) 和 C,(V, W1) X· · ·X 

£(V, Wm) 是同构的向量空间．

6 对千正整数 n, 定义 V九如下：

vn = V X ... XV . 
、~,

n 个 V

证明 vn 和 C(Fn, V) 是同构的向量空间．

7 设 v 和 x 均为 V 中的向量， U 和 W 均为 V 的子空间， v+U=x+W. 证明

U = W. 

8 证明： V 的非空子集 A 是 V 的仿射子集当且仅当对千所有的 v, w E A 和入 E F

均有 汕+ (1 - 入）W E A. 

9 设 A1 和心均为 V 的仿射子集．证明交 A1n 心是 V 的仿射子集或者空集．

10 证明 V 的任意一族仿射子集的交是 V 的仿射子集或者空集．

11 设 V1 , . .. , Vm E V. 令

A = {入 1 V1 + ... +忙Vm: A1 , . . . , 如 E F 且入1 + . . . 十 灿 = l}. 

(a) 证明 A 是 V 的仿射子集．

(b) 证明 V 的每个包含 V1, . . .'Vm 的仿射子集均包含 A.

(c) 证明有某个 V E V 及 V 的某个子空间 U 使得 A = v + U 且 dimU :'.S m - 1. 

12 设 U 是 V 的子空间使得 V/U 是有限维的．证明 V 同构千 U x (V/U). 
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13 设 U 是 V 的子空间 ， V1 + U, ... , Vm + U 是 V/U 的基， U1, ... ,Un 是 U 的基．证

明 V1, . ..'压， U1, ... ,Un 是 V 的基．

14 设 U = {(x1心2, ...) E F 00 : 只有有限多个］使得 Xj =IO}. 

(a) 证明 U 是 Foo 的子空间．

(b) 证明 F00/U 是无限维的．

15 设 <p E£(V, F), <p # 0. 证明 dim V/(null cp) = 1. 

16 设 U 是 V 的子空间使得 dim V/U = 1. 证明存在 <p E£(V,F) 使得 nu!压 = U.

17 设 U 是 V 的子空间使得 V/U 是有限维的证明存在 V 的子空间 W 使得

dim W = dim V/U 且 V=归 w.

18 设 TE .C(V, W), 并设 U 是 V 的子空间用 T 表示 V 到 V/U 的商映射．证明：

存在 SE £(V/U, W) 使得 T=S01r 当且仅当 UC nullT. 

19 对有限集给出一个类比千 3.78 的恰当陈述，使得集合的并类比于子空间的和，不

交并类比千直和．

20 设 U 是 V 的子空间 r: £(V/U, W) 一 £(V, W) 定义为 r(S) =So 1r. 

(a) 证明 r 是线性映射．

(b) 证明 r 是单的．

(c) 证明 ranger = {T E£(V, W) 对所有 uEU 有 Tu= O}. 

3.F 对偶

对偶空间与对偶映射

映到标量域 F 的线性映射在线性代数中扮演了重要角色，因此它们有一个特别

的名字：

3.92 定义线性泛函 (linear functional) 

V 上的线性泛函是从 V 到 F 的线性映射．也就是说，线性泛函是 .C(V, F ) 中的

元素

3.93 例线性泛函

• 定义 ip: R 3-+ R 为 ip(x, y, z) = 4x - Sy+ 2z. 则中是祀上的线性泛函

• 取定 (c1, .. 心） EF九．定义 ip: Fn-+ F 为 ip(x1 ,•• ·, 环） =C1X1+···+C产n·

则中是 F九上的线性泛函

• 定义 ip: P (R )-+ R 为 ip(p) = 3p"(5) + 7p(4). 则中是 P(R) 上的线性泛函．

• 定义 ip: P(R)-+ R 为叭p) = 1'。~p(x)dx. 则中是 P(R) 上的线性泛函
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向量空间 C(V,F) 也有一个特别的名字和一个特别的记号：

3.94 定义对偶空间 ( dual space), V' 

V 上的所有线性泛函构成的向量空间称为 V 的对偶空间，记为 V'. 也就是说，

V' = C(V, F). 

3.95 dim V'= dim V 

设 V 是有限维的则 V' 也是有限维的，且 dim V'= dim V. 

证明 由 3.61 证得

前面的 3.5 表明 ， 在下面的定义中每个 <{}j 都是合理定义的．

3.96 定义对偶基 (dual basis ) 

设 V1, ... , Vn 是 V 的基，则 V1, .. . , Vn 的对偶基是 V' 中的元素组妇， 平n• 其

中每个 cpj 都是 V 上的线性泛函，使得

归）~ {:: : ::;: 
3.97 例 求 Fn 的标准基 e1, ···,en 的对偶基．

. 

解 对于 1 ~j~n, 定义伤是 F九上的线性泛函，它将 Fn 中的向量变为它的第 J

个坐标也就是说，对千 (xi, ... '环） EF气

伤伈，．．．，环） = Xj­

显然

1, 当 k =j, 硒）＝ ｛。，当 k 凸
千是 'Pl,· ·· ,'Pn 是 Fn 的标准基 e1, ...' en 的对偶基．

以下命题表明对偶基的确是基． 所以“对偶基”这个术语名正言顺．

3.98 对偶基是对偶空间的基

设 V 是有限维的则 V 的一个基的对偶基是 V' 的基．

证明 设 vi, .. . , Vn 是 V 的基． 用 'Pl,···,'Pn 表示其对偶基．

为了证明 'Pl, · · ·,'Pn 是 V' 的一组线性无关的元素，设 a1, . . . ,an E F 使得

a评1+ .. ·+a九忱n = 0. 
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则对千 j = 1, . . . ,n 有 (a心1+··-+an痄） (vj) = aj . 上面的等式表明 a1 = ... = 

an = 0. 所以 ({)1, . . .)怀九是线性无关的．

现在 2.39 和 3.95 表明 ({)1, · · · , (f)n 是 V' 的基． . 
在下面的定义中，若 T 是 V 到 W 的线性映射，则 T' 是 W' 到 V' 的线性映射

3.99 定义对偶映射 (dual map) , T ' 

若 TE .C(V, W), 则 T 的对偶映射是线性映射 T'E .C(W', V') : 对千 cp E W', 

T ' (cp) = cp o T. 

若 TE C(V, W) 且 r.p E W', 则 T' (r.p) 被定义为线性映射 r.p 与 T 的复合千是

T' (r.p) 的确是 V 到 F 的线性映射，也就是说， T' (r.p) EV' . 

容易验证 T' 是 W倒 V' 的线性映射：

• 若 r.p, 心 EW' , 则 T' (r.p 压） = (r.p+ 劝） oT=r.poT+ 心 o T = T ' (r.p) + T' (中） ．

• 若 入 E F, r.p E W' , 则 T'心）＝（如） oT= 入(r.p o T) =灯(r.p).

在下面的例子中，记号＇有两种毫不相关的意义： D' 表示线性映射 D 的对偶映

射，而 p' 表示多项式 p 的导数．

3. 100 例 定义 D: P(R ) • P(R) 为 Dp=p' .

• 设中是 P(R) 上由 <p(p) = p(3) 定义的线性泛函 则 D'(<p) 是 P(R) 上如下定

义的线性泛函 ：

(D'(<p))(p) = (<po D)(p) = <p(Dp) = <p(p') = p'(3). 

也就是说， D'(<p) 是 P(R) 上将 p变为 p'(3) 的线性泛函

• 设中是 P(R) 上由 <p(p) = Ii。~p(x) dx 定义的线性泛函 ． 则 D'(<p) 是 P(R) 上
如下定义的线性泛函 ：

(D'(<p))(p) =(<p o D)(p) = <p(Dp) = <p(p' ) = /1 p'(x) dx = p(l ) - p(O) 
。

也就是说， D'(<p) 是 P(R) 上将 p 变为 p(l) - p(O) 的线性泛函

下面结果的前两条表明将 T 变为 T' 的函数是 C(V, W) 到 C(W', V') 的线性映

射．

在下面的第三条中 ， 注意 ST 与 T'S' 复合顺序是相反的 （这里我们假定 U 是 F

上的向量空间）．

I 
3 . 101 对偶映射的代数性质

• 对所有 S,T E C(V, W) 有 (S + T)' = S ' + T'. 

• 对所有入 E F 和所有 T E C(V, W) 有 （入T)' = 入T'.

• 对所有 T E C(U, V) 和所有 S E C(V, W) 有 (ST)' = T'S' . 
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证明 前两条的证明留给读者．

为了证明第三条，设 cp E W' . 则

(ST)'(<p) = cp o (ST) = (cp o S) o T = T'(cp o S) = T ' (S'(cp)) = (T' S') (cp) , 

其中第一个、第三个和第四个等号成立是由千

对偶映射的定义 ， 第二个等号成立是因为函数

的复合是结合的，最后一个等号是利用复合的

定义

对所有 cp E W', 上述等式的第一项都等于

最后一项，这表明 (ST) ' = T'S'. • 

线性映射的对偶的零空间和值域

有些书用 v· 和 r· 来表示对偶空

间 V' 和对偶映射 T' . 然而，我们

将用 T* 表示伴随，在第 7 章学习

内积空间的线性映射时将引入这一

概念

本小节的目的是利用 rangeT 和 nullT 来描述 null T' 和 rangeT'. 为此我们需要

下面的定义 ．

3.102 定义 零化子 (annihilator) , u0 

对于 UcV, U 的零化子 （记为 uo) 定义如下 ：

沪= {cp EV' : 对所有 uEU 都有 cp(u) = O} 

3. 103 例 设 U 是 P(R) 的用沪乘以所有多项式所得到的子空间．若中是 P(R) 上

由 i.p(p) = p'(O) 定义的线性泛函，则 'fJ E U0. 

对千 UcV, 零化子沪是对偶空间 V' 的子集．千是 uo 依赖千包含 U 的向量

空间，所以记号 Uf 应该更准确． 然而包含 U 的向量空间通常在上下文中是自明的，

所以我们采用更简单的记号 uo .

3 . 104 例 用 e1,e芷3, e4 ,e5 表示 氏的标准基，用红霆钰汽伪表示 (R勺＇的对
偶基设

U = span(e1 五） = {(x产2,0, 0,0) E R 5: x1,x2 E R } 

证明 u0 = span(霆红伪）．

证明 回想一下（见 3 .97 ) , l.{}j 是 Rs 上将向量变为它的第 J 个坐标的线性泛函 ：

伤(x1 , X2, X3, X4, 环） = XJ . 

设 cp E span(cp3, cp4, cp5 ). 则有 C3, C4, C5 E R 使得 cp = C3cp3 + C4cp4 + C的5· 若

(x1,X2,0,0,0) E U, 则

cp(x1, X2, 0 , 0 , 0) = (c3cp3 + C4cp4 + C5cp5)(x1'X2 , 0, 0, 0) = 0. 
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千是 <p E U0. 也就是说我们已证明了 span(<p3, <p4, <ps) C U0 . 

为了证明另 一个方向的包含，设 <p E U0. 由千对偶基是 (R勺＇的基，存在

c1,c2,c3,c4, c5 ER 使得 <p = C心1 +c2四 +c坪3 + C4四 +c坪5· 由 e1 EU 和 <p E U0 

可得

0 = <p伈） = (c评1 + C2<p2 + C坪3 + C4<p4 + C和s)(ei) = c1, 

类似地， e2 E U, 所以 C2 = Q. 因此我们有 <p = C3<p3 + C4<p4 + C5<p5 . 于是 <p E 

span(<p3, <p4, <p5), 这表明 U°C span(cp3, <p4, cp5) . 

3.105 零化子是子空间

设 UcV, 则沪是 V' 的子空间．

证明显然 0 E U0 (这里 0 表示 V 上的零线性泛函），因为零线性泛函将 U 中每个向

量变为 o.

设 cp, 劝 E U0. 则 cp, 劝 EV' 且对每个 uEU 有 cp(u) = 劝(u) = O. 若 u EU, 则

(cp 十劝） (u) = cp(u) +心(u) = 0 + 0 = 0. 千是 cp 十劝 E U0. 

类似地，沪在标量乘法下封闭．于是 1.34 表明沪是 V' 的子空间． . 
下面的命题表明 dimU0 是 dimV 与 dimU 的差．例如，这意味着如果 U 是 Rs

的二维子空间，则沪是 (R叮的三维子空间，见例 3.104 .

下面的命题可以仿照例 3.104 的方法来证明：选择 U 的一个基 U1,- . . ,Um, 将其

扩充为 V 的基 U1, . . . ,U加.. ,u九．设妇，. .. , cp加.. . ,'Pn 是 V' 的对偶基，然后证明

痄+1, · · ·,'Pn 是 uo 的基，这就证明了想要的结果．

请读者按照上一段给出的证明梗概写出完整的证明，尽管下面我们给出了一个更

简洁的证明．

I 
3. 106 零化子的维数

设 V 是有限维的， U 是 V 的子空间．则

dimU + dimU0 = dim V. 

证明设 i E C(U, V) 是包含映射，定义如下：对 uEU 有 i(u) = u. 则 i' 是 V' 到 U'

的线性映射．对 i' 应用线性映射基本定理 3.22 得

dim range i'+ dim null i'= dim V'. 

而 null i'= u0 (可由定义得到）且 dimV'= dim V (由于 3.95), 故上述等式变为

dim range i'+ dim U0 = dim V. 

若 cp E U', 则中可以扩张为 V 上的线性泛函吵（例如，见 3.A 节的习题

11 ). i' 的定义表明 i'(中） = cp. 所以 cp E range i', 这表明 range i'= U' . 因 此

dim range i'= dim U'= dim U, 这就得到了想要的结论． . 
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下面结果中的 (a) 的证明并不需要用到 V 和 W 都是有限维的这一假设

3.107 T' 的零空间

设 V 和 W 都是有限维， TE C(V, W). 则

(a) nullT'= (rangeT)0; 

(b) dim null T'= dim null T + dim W - dim V. 

证明

(a) 首先设 cp E nullT'. 则 0 = T'(cp) = cp o T. 故对任意 VE V 有

0 = (cp o T)(v) = cp(Tv) 

于是 cp E (range T)0. 这表明 nullT'c (range T)0. 

为了证明反方向的包含关系，设 cp E (range T}°. 则对任意向量 VE V 有 cp(Tv) = 

o. 所以 0 = cp o T = T'(cp). 也就是说 cp E null T', 这表明 (rangeT)0 c nullT勹

这就证明了 (a).

(b) 我们有

dimnullT'= dim(rangeT)0 

= dimW —dimrangeT 

= dimW —(dim V - dim null T) 

= dimnullT + dim W —dimV, 

这里第一个等号是利用 (a), 第二个等号是利用 3.106, 第三个等号是利用线性映

射基本定理 3.22 . • 

下面的命题很有用，因为有时候证明 T' 是单的比直接证明 T 是满的要更容易 ．

3.108 T 是满的等价千 T' 是单的

设 V 和 W 都是有限维的 ， T E £(V, W) . 则 T 是满的当且仅当 T' 是单的．

证明映射 T E £(V, W) 是满的当且仅当 rangeT = W, 当且仅当 (rangeT)0 = {O}, 

当且仅当 null T' = {O} (由于 3.107(a) ) , 当且仅当 T' 是单的． . 

I~; 荨勹;~~:;,£(V, W) 则 1 

证明

(a) 我们有
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dim range T'= dim W'- dim null T' 

= dim W - dim(range T)0 

= dim range T, 

这里第一个等号是利用线性映射基本定理 3.22, 第 二个等号是利用 3.95 和

3.107(a), 第三个等号是利用 3.106.

(b) 首先设 cp E range T' . 则存在中 EW' 使得 'P = T'(心）．若 v E nullT, 则

cp(v) = (T'(劝）） V = (劝 o T)(v) = 心(Tv) =劝(0) = o. 
所以 cp E (null T)0. 这表明 rangeT'C (null T)0. 

为完成证明，我们要证明 rangeT' 和 (null T)0 的维数相同，为此，注意到

dim range T'= dim range T 

= dim V - dim null T 

= dim(null T)0, 

这里第一个等号是利用 (a), 第二个等号是利用线性映射基本定理 3.22, 第三个等

号是利用 3.106. . 
下面的结果应当与 3.108 相对照．

3.110 T 是单的等价千 T' 是满的

设 V 和 W 都是有限维的， TE .C(V, W). 则 T 是单的当且仅当 T' 是满的．

证明映射 TE .C(V, W) 是单的当且仅当 nullT = {O}, 当且仅当 (null T)0 = V', 当

且仅当 rangeT'= V'( 由千 3 . 109(b)), 当且仅当 T' 是满的．

对偶映射的矩阵

现在我们定义矩阵的转置．

3.111 定义转置 (transpose), A 1 

矩阵 A 的转置 （记为 Al) 是通过互换 A 的行和列的角色所得到的矩阵．确切地

说，若 A 是 mxn 矩阵，则 Al 是 nxm 矩阵，其元素由下面的等式给出 ：

(A1)k,j = Aj,k· 

3.112 例 若A~u—4 : 7) 则 A'~(~7 : ~4) 
注意这里 A 是 3x2 矩阵 ， Ai 是 2 X 3 矩阵．

. 
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转置有很好的代数性质：对所有 mxn 矩阵 A,C 和所有入 E F 均有 (A+ C)1 = 
Al+c1 且（入A)l =入Al (见习题 33) .

以下命题表明两个矩阵的乘积的转置等于其转置按相反的顺序相乘．

3.113 矩阵乘积的转置

若 A 是 m xn 矩阵， C 是 nxp矩阵，则

(AC)1 = C1A1. 

证明 设 1 ::; k ::; p, 1 ::; j ::; m, 则

((AC)1) k,j = (AC)j,k 
n 

＝汇Aj,rCr,k
r=l 

n 

＝ 区(C记(At)r,j
r=l 

= (CIAl)k,J" 

于是 (AC)l = ClAt. • 

对以下命题，我们假定有 V 的基 v丘 . , V九及 V' 的对偶基切， . . , cp九，并假定

有 W 的基 Wl,···,Wm 及 W' 的对偶基仇， ． ．， 劝m . 千是 M(T) 是按 V 和 W 的上述

基计算， M(T') 是按 W' 和 V' 的上述对偶基计算

3 .11 4 T' 的矩阵是 T 的矩阵的转置

设 TE .C(V, W), 则 M(T') = (M(T)( 

证明设 A = M(T), C = M(T'), 再设 1 :S j~m, 1 三 K 三 n.

由 M(T') 的定义我们有
n 

T'(叱）＝区 Cr,沪
r=l 

上面等式的左端等于也。 T. 于是将等式两端作用到 Vk 上得到

n 

忱。 T)(吩＝ 区Cr,评r(欢）
r= l 

= Ck,j · 

我们还有

仇。 T)(八） ＝ 叱(T忱）
m 

＝ 也 （汇Ar,kWr)
r=l 
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m 

＝ 汇 Ar,k叱(wr)
r=l 

= Aj,k· 

比较上面两组等式的最后一行得 Ck,j = Aj,k· 于是 C = A1. 也就是说 M(T') = 

(M (T)t • 

矩阵的秩

我们首先定义与矩阵有关的两个非负整数．

3. 115 定义行秩 Crow rank )、列秩 ( column rank ) 

设 A 是元素属千 F 的 mxn 矩阵．

• A 的行秩是 A 的诸行在 Fl ,n 中的张成空间的维数．

• A 的列秩是 A 的诸列在 Fm, l 中的张成空间的维数．

3.116 例 设 A= ( 4 7 1 8 )- 求 A 的行秩和列秩
3 5 2 9 

解 A 的行秩等于 Fl,4 中

span ((4 7 1 8) , (3 5 2 9)) 
的维数. Fl ,4 中这两个向量任何一个都不是另一个的标量倍， 所以这个长度为 2 的组

的张成空间的维数为 2. 也就是说， A 的行秩是 2.

A 的列秩是 F2,1 中

span (( : ) , ( : ) , ( ~ ) , ( 二 ））
的维数. p2 , l 中上述组的前两个向量中的任何一个都不是另一个的标量倍，所以这

个长度为 4 的组的张成空间的维数至少是 2. 因为 dimF2 · 1 = 2, 所以 p2 , l 中这个向

量组的张成空间的维数不可能大于 2. 于是这个向量组的张成空间的维数是 2. 也就

是说， A 的列秩是 2.

注意在下面结果的陈述中并没有出现基．虽然下面结果中的 M(T) 依赖千 V 和

W 的基的选取 ， 但是下面的结果表明 M(T) 的列秩对于选定的每一组基都是相同的

（因为 rangeT 并不依赖千基的选取）．

3.117 rangeT 的维数等于 M(T) 的列秩

设 V 和 W 都是有限维的， TE £(V, W). 则 d皿rangeT 等千 M(T) 的列秩
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证明 设 V1 , .. - , Vn 是 V 的基， Wt , ··· , Wm 是 W 的基则将 w E span(Tv1, ... , Tvn) 

变为 M(w) 的函数是从 span(Tv1 , ... , Tvn) 到 span(M(T内）， ， M(Tvn)) 的同构．

于是 dimspan(Tv1, .. . , Tvn) = dimspan(M(Tv1) , . .. , M(Tvn)), 这里最后一个维数

等于 M(T) 的列秩．

容易看出 rangeT = span(Tv1 , ... , Tvn)- 于是 dim range T = dim span (Tv1, . . . , 

Tvn) = M(T) 的列秩 • 

在例 3.116 中行秩和列秩相等．以下命题表明这个结论恒成立．

3.118 行秩等于列秩

设 A E p m,n , 则 A 的行秩等千 A 的列秩．

证明 定义 T: p n,l -+ pm,l 为 Tx = Ax. 则 M(T) = A, 这里 M(T) 按 pn,l 和 pm, l

的标准基计算．现在

A 的列秩 = M(T) 的列秩

= dimrangeT 

= dim range T' 

= M(T') 的列秩

=Al 的列秩

= A 的行秩，

这里第二个等号是利用 3. 117, 第三个等号是利用 3.109(a), 第四个等号是利用 3.117

（其中 M(T') 按照标准基的对偶基计算） ， 第五个等号是利用 3.114, 最后一个等号是

利用定义 • 

以上命题使得我们可以不区分“行秩”和 “列秩”这两个术语，而直接使用更简

单的术语 “秩".

3 .119 定义秩 Crank )

矩阵的 A E Fm,n 的秩定义为 A 的列秩．

习题 3.F

1 解释为什么每个线性泛函或者是满的或者是零映射．

2 给出 R[o, 11 上三个不同的线性泛函的例子．

3 设 V 是有限维的 ， V E V 且 V "f' 0. 证明存在 cp EV' 使得 cp(v) = 1. 

4 设 V 是有限维的， U 是 V 的子空间使得 U-:/ V. 证明存在 cp E V' 使得对每个

u E U 有 cp(u) = 0 但 cp -I o. 
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5 设 V卫 .,Vm 均为向量空间． 证明 (V1 X· · · X Vm)' 和 Vi'X···X Vm' 是同构的向

量空间

6 设 V 是有限维的， V1,••·,Vm EV. 定义线性映射 r: V' ➔ Fm 如下：

r位） = (cp(内），， cp(Vm))

(a) 证明 V1, ... 'Vm 张成 V 当且仅当 r 是单的 ．

(b) 证明 V1, . ..'Vm 是线性无关的当且仅当 F 是满的．

7 设 m 是正整数． 证明冗n(R) 的基 1,x, ... ,xm 的对偶基是仰，切， ，伤n• 其中

畸） = P(j;io)'p(i) 表示 p 的 J 次导数， p 的 0 次导数规定为 p.

8 设 m 是正整数

(a) 证明 1, X - 5, ... , (x - 5严是伐九(R) 的基．

(b) 求 (a) 中的基的对偶基．

9 设 V1, ... 'Vn 是 V 的基，妇 ， ，如是 V' 的相应的对偶基．设 劝 E V' . 证明

劝＝劝(v1)妇+· · 十心（压）妇·

10 证明 3. 101 的前两条．

11 设 A 是 mxn 矩阵且 A 丰 o. 证明 A 的秩是 1 当且仅当存在 (c1 '...' 窃, ) E F m 

和 (d1 , . .. , 心） E F九使得对任意 j = l , ... ,m 和 k = 1, .. . ,n 有 Aj,k = Cjdk . 

12 证明 V 的恒等映射的对偶映射是 V' 的恒等映射．

13 定义 T: R 3 • R2 为 T(x, y, z) = (4x + 5y + 6z, 7x + 8y + 9z). 设妇， 'P2 是 R2

的标准基的对偶基，仇，心，如是 R3 的标准基的对偶基．

(a) 描述线性泛函 T'(饥）和 T'(归）．

(b) 将 T' (妇）和 T'(心）写成如，心，屿的线性组合．

14 定义 T : P(R) 分 P(R) 如下 ： 对 xE R 有 (Tp)(x) = 沪p(x) + p"(x) . 

(a) 设 cp E P(R)' 定义为 cp(p) = p'(4) . 描述 P(R) 上的线性泛函 T'(cp).

(b) 设 cp E P(R)' 定义为 cp(p) = Ii。~p(x) dx. 求 (T'(cp)) (沪）．

15 设 W 是有限维的， TE .C(V, W) . 证明 T' = O 当且仅当 T = O.

16 设 V 和 W 都是有限维的证明将 TE .C(V, W) 变为 T' E .C(W', V') 的映射是

.C(V, W) 到 .C(W', V') 的同构 ．

17 设 UcV. 说明为什么 U0 = {cp E V': U C null cp}. 

18 设 V 是有限维的 ， U cV. 证明 U = {O} 当且仅当 U0= V'.

19 设 V 是有限维的， U 是 V 的子空间证明 U=V 当且仅当 U0 = {O}. 

20 设 U 和 W 均为 V 的子集 ， U c W. 证明 W°C U0. 
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21 设 V 是有限维的 ， U 和 W 均为 V 的子空间且 W°C U0 . 证明 UcW.

22 设 u,w 均为 V 的子空间证明(U + W)0 = u0 n w0. 

23 设 V 是有限维的 ， 且 U 和 W 均为 V 的子空间 ． 证明 (Un w)0 = u0 + w0 . 

24 使用 3.106 之前描述的想法证明 3.106.

25 设 V 是有限维的，且 U 是 V 的子空间证明

U = {v EV 对任意 cp E 沪均有 cp(v) = O} 

26 设 V 是有限维的且 r 是 V' 的子空间． 证明

r = {v EV 对任意 cp E f 均有 cp(v) = 0}0 

27 设 TE .C(芞(R) , 托(R)) 且 nullT'= span(cp), 这里中是氏(R) 上的由 cp(p) = 

p(8) 定义的线性泛函证明 rangeT = {p E 芞(R) : p(8) = O} . 

28 设 V 和 W 都是有限维的， TE .C(V, W), 且存在 cp E W' 使得 nullT'= span(cp). 

证明 range T = null cp. 

29 设 V 和 W 都是有限维的 ， T E .C(V, W), 且存在 cp E V' 使得 rangeT' = span(cp). 

证明 null T = null 俘

30 设 V 是有限维的，妇， ... ,'Pm 是 V' 中的一个线性无关组．证明

dim((nul历） n • • • n (null 产）） = (dim V) - m 

31 设 V 是有限维的，妇，... , cp九是 V' 的基．证明存在 V 的基使得其对偶基是

<{)1 ,·· · ,<pn -

32 设 T E £(V), 并设匠... ,Un 和 V1, ... , Vn 均为 V 的基证明以下命题等价：

(a) T 是可逆的 ．

(b) M(T) 的诸列在 Fn,l 中是线性无关的 ．

(c) M(T) 的诸列张成 Fn,l,

(d) M(T) 的诸行在 Fl ,n 中是线性无关的 ．

(e) M(T) 的诸行张成 Fl,飞

这里 M(T) 表示 M(T, 如，． ，四）， (V1, . . . '四））．

33 设 m 和 n 均为正整数．证明将 A 变为 At 的函数是从 Fm,n 到 Fn,m 的线性映射．

进一步，证明这个线性映射是可逆的．
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34 定义 V 的二次对偶空 间 （记为 V") 为 V' 的对偶空间也就是说， V" = (V')' . 

定义 A: V-+ V" 如下 ： 对于 VE V 和 <p EV', 

(Av)(<p) = <p(v) 

(a) 证明 A 是从 V 到 V" 的线性映射．

(b) 证明： 若 TE ,C(V), 则 T"oA=AoT, 这里 T" = (T')' . 

(c) 证明：若 V 是有限维的，则 A 是 V 到 V" 的同构 ．

设 V 是有限维的． 则 V 和 V' 同构 ， 但是找 V 到 V' 的同构一般来说需要选择 V

的一个基． 相比之下，从 V 到 V" 的同构 A 并不依赖于基的选取，因此更加自

然

35 证明 (P(R)) ' 和 R= 是同构的．

36 设 U 是 V 的子空间． 设 i: U-+ V 是由 i(u) = u 定义的包含映射． 那么 i'E

.C(V' , U' ). 

(a) 证明 null i ' = u0. 
(b) 证明若 V 是有限维的，则 range i ' = U ' . 

(c) 证明若 V 是有限维的，则？是 V'/沪到 U' 的同构．

注意 (c) 中的同构并不依赖于其中任何一个向量空间的基的选取，因而是自然

的．

37 设 U 是 V 的子空间， 1r:V-+V/U 是通常的商映射，则矿 E .C((V/ U)', V'). 

(a) 证明 1r' 是单的 ．

(b) 证明 range 矿 = uo. 
(c) 矿 是 (V/U)' 到沪的同构．

注意 (c) 中的同构并不依赖于其中任何一个向量空间的基的选取，因而是自然的．

事实上，这里并没有假定这些向量空间是有限维的 ．
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多项式

第 4章
波斯数学家、诗人欧

玛 尔 · 海亚姆 (1048

- I 1 3 1 ) 的塑像，他

写于 1070 年的代数著

作首次详细研究了三

次多项式．

这简短的一章包含关千多项式的内容，我们在讨论算子时要用到这些材料． 本章

的很多结果你可能已经从其他课程熟悉了，把它们写在这里只是为了完整性．

因为这一章不是关千线性代数的 ， 所以老师可能会讲得很快． 你无需把所有的证

明都仔细看一遍 ， 但至少要把本章中所有结论的陈述看一遍，并且理解它们一—本书

的后续章节要用到这些结论

在本章中我们总做如下假定 ：

4.1 记号 F

F 表示 R 或 C

． 多项式的带余除法

■ C 上多项式的分解

■ R 上多项式的分解

本章的学习目标
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复共辄与绝对值

在讨论复系数或实系数多项式之前 ， 我们需要多学一点复数知识．

4.2 定义实部 Creal part ) , Re z、虚部 ( imaginary part), Im z 

设 z =a+ bi, 其中 a 和 b 均为实数

• z 的实部 （记作 Rez) 定义为 Re z = a . 

• z 的虚部 （记作 Imz) 定义为 Imz = b. 

于是对每个复数 z 都有 z = Rez + (Im z)i. 

4.3 定义复共耗 (complex conjugate ) , z 、绝对值 ( absolute value ) , j z I 

设 z E C. 

• z E C 的 复共耗 （记作 z) 定义为 z = Rez - (Imz)i. 

• 复数 z 的绝对值 （记作团）定义为 jz j = ✓ (Rez)2 + (Imz)2 . 

4.4 例 设 z = 3 + 2i. 则

• Rez = 3 且 Im z = 2; 

• z = 3 - 2i; 

·lzl = n+¥= 洹．

l 1青验证 z=z 当且仅当 z 是实数 I 注意：对于每个 z E C, 团都是非负实数．
实部、 虚部、复共枙和绝对值具有以下性质

4.5 复数的性质

设 w,z E C . 则

z 与 2 的和： z + z = 2Rez: 

z 与 2 的差： z —z = 2(Im z)i; 

z 与 2 的积： zz = lzl气

复共辅的可加性与可乘性： w+ z=w + z 且 wz= 砬；

共辅的共辄： 弓= Z ; 

实部与虚部有界于 lzl : I Re z l :-; 团且 l lm zl:-; I年

复共辄的绝对值： 团 =lzl:

绝对值的可乘性： lwzl = lwl lzl ; 

三角不等式： lw+zl:-;lwl+I习 ．



第 4 章多项式 93

证明 除了最后一条，其余性质的验证留给读者．为了验证最后一条，我们有

lw + zl2 = (w+z)(w+z) 

=ww+ 迈+ wz+ zw 

＝产 + I平 +wz+石

=I叶＋矿+ 2Re(wz) 

::; I叩+ izl2 + 21w习

=I奇 +I平 +2lw l iz l 

= (lwl + Jzl)2 

在不等式 lw+ zi2 三 (l wl + izl)2 两端取平方根，即得到所要证明的不等式． . 
多项式系数的唯一性

回忆一下，对千函数 p: F -+ F , 若存在 a。, ... ,am E F 使得对所有 z E F 都有

4.6 p(z) = ao + a1z + a2z2 +···+am产，

则称函数 p 为系数在 F 中的多项式．

4.7 若一个多项式是零函数，则其所有系数均为 0

设 ao, . . ,,amE F. 若对任意 z E F 均有

ao + a1z +· · ·+ amzm = 0, 

则 ao =·· · =am= 0. 

证明 我们将证明逆否命题．如果并非所有系数均为 0, 则通过改变 m 我们可以假定

am =/- 0. 设

伈ol + la1J +· · ·+ Jam- 1I 
z = laml + l. 

注意 z~ l, 于是对 j = 0, 1, . . . , m - 1 有 zJ 三 zm-l. 使用三角不等式，我们有

Jao + a1z +· · ·+ am- 1Zm- ll ::; (la。 I+ la1I +· · ·+ lam- 1l)zm-l < lamzm l 

千是 ao + a1z + · · ·+ am-lZm-l =/- -am产． 所以 ao + a1z + · · · + am-l Zm- l + am产

=I- o. • 

上述结果表明多项式的系数是唯一确定的（因为若一个多项式有两组不同的系

数，则该多项式的这两个表达式相减即与上述结果矛盾）．

回忆一下，若多项式 p 可以写成 4.6 的形式，其中 am 于 0, 则说 p 是 m 次的，

记为 degp = m. 
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规定多项式 0 的次数为—oo , 很

多结果就不再有例外． 例如，即

使 p = 0 也有 deg(pq) = deg p + 
degq. 

多项式的带余除法

多项式 0 的次数规定为 -oo. 必要时可以

使用关千—oo 的显然算术． 例如，对任意整数

m 有 -oo <m 和—OO 十 m = -oo. 

若 p 和 s 是非负整数且 s-/ 0, 则存在非负整数 q 和 r 使得

p =sq + r 

且 r < s . 上式可解释为 p 除以 S , 得到了商 q 及余数？｀．下面的任务是对多项式证明

类似结果

可将多项式的带余除法理解为多项

式 p 除以 s 得到了余式 r.

下面的结果通常称为带余除法，尽管这里

的表述并不是一个真正的算法，而只是一个有

用的命题

回忆一下 ， P(F) 表示系数在 F 中的所有多项式构成的向掀空间， Pm(F) 表示系

数在 F 中的次数不超过 m 的所有多项式构成的 P(F ) 的子空间．

下面的结果可以不使用线性代数的知识来证明，但这里给出的使用线性代数的证

明对于一本线性代数教材是合适的．

4.8 多项式的带余除法

设 p,s E P(F ) 且 st o. 则存在唯一的多项式 q, r E P(F) 使得

p =sq+ r 

且 degr < degs. 

证明 设 n = degp, m = <legs. 若 n<m, 取 q = 0, r = p 即可 ． 千是我们可以假定

n2m. 

定义 T : 冗-m(F) X P m-1(F ) 4 丸(F) 为

T(q,r)=sq+r. 

容易验证 T 是线性映射． 若 (q, r) E null T, 则 sq+ r = O, 这表明 q = 0 且 r = 0 

（因为 ， 否则 deg sq 2 m, sq 也就不可能等千 -r) . 千是 dimnullT = 0 (这就证明
了命题中的“唯一“性）．

由 3.76 我们有

dim (Pn-m(F ) X P m-1(F )) = (n - m + 1) + (m - 1 + 1) = n + 1 

线性映射基本定理 3.22 和上面的等式表明 dimrangeT = n +l. 从而等于 dim丸(F).

千是 rangeT =丸(F ), 因此存在 q E p九-m(F) 和 r E Pm-1(F ) 使得 p = T(q,r) = 

sq +r. . 
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多项式的零点

求解方程 p(z) = 0 在多项式 p E P(F) 的研究中起着至关重要的作用 ． 因此这些

解有一个特别的名字．

4.9 定义多项式的零点 ( zero of a polyno皿al)

称数入 E F 为多项式 p E P(F) 的零点 （或根），如果 p(入 ） = o. 

4.10 定义因式 ( factor)

称多项式 s E P(F) 为多项式 p E P(F) 的因式，如果存在多项式 q E P(F) 使得

P = sq. 

我们首先证明入是多项式 p E P(F) 的零点当且仅当 (z - 入）是 p 的因式．

4.11 多项式的每个零点对应一个一次因式

设 p E P (F ), 入 E F . 则 p(入） =0 当且仅当存在多项式 q E P(F) 使得对每个

z E F 均有 p(z) = (z -入）q(z). 

证明 证明的一个方面是显然的即，假设存在多项式 q E P(F) 使得对所有 zE F 均

有 p(z) = (z - 入）q(z ). 则 p(入）＝（入 — 入）q(入） = o. 
要证明另一个方面，设 p(入） = o. 则多项式 z — 入的次数为 1. 由于次数小于 1

的多项式是常函数，所以多项式的带余除法 4.8 表明存在多项式 q E P(F) 和数 r E F 

使得对每个 z E F 均有

p(z ) = (z — 入）q(z) + r 

上述等式以及 p(入） = 0 表明 r = 0. 于是对每个 z E F 均有 p(z) = (z — 入）q(z). • 

现在我们可以证明多项式不会有太多的零点 ．

4. 12 多项式零点的个数不超过它的次数

设 p E P(F) 是 m 次多项式， m ? O. 则 p 在 F 中最多有 m 个互不相同的零点 ．

证明 若 m = O, 则 p(z) = a。 f. 0, 因此 p 没有零点．

若 m = 1, 则 p(z) = a。 +a1z , 其中 a1 f. O, 因此p 恰有一个零点， 即 -ao/a1 -

现在设 m > l. 对 m 用归纳法， 假设每个 m - 1 次多项式最多有 m- 1 个不同

的零点．如果 p 在 F 中没有零点，则结论成立． 如果 p 有一个零点 入 E F, 则由 4.11

可知，存在一个多项式 q 使得对所有 zE F 均有

p(z) = (z —入）q(z). 
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显然 degq = m -1. 上面的等式表明：若 p(z) = 0, 则 z = 入或者 q(z) = 0. 也就是

说， p 的零点是由 入和 q 的零点组成的．由归纳法假设， q 在 F 中至多有 m -1 个不

同的零点．因此 p 在 F 中至多有 m 个不同的零点． . 
C 上多项式的分解

到目前为止，通过约定 F 代表 R 或 C, 我们已经同时处理了复系数多项式和实

系数多项式． 现在我们将会看到这两种情形之间的区别．我们先处理复系数多项式

然后利用这些关于复系数多项式的结果来证明实系数多项式的相应结果．

代数学基本定理是一个存在性定

理．其证明并没有给出求多项式零

点的方法．二次求祁公式明确地给

出了二次多项式的零点． 三次或四

次多项式也有类似的但要复杂得多

的求根公式五次或五次以上的多

项式就没有这样的求祁公式了 ．

4. 13 代数学基本定理

下面的命题，虽然称为代数学基本定理，

但是它的证明却需要分析学的知识．这里给出

的简短证明用到了复分析的工具．如果你还没

有学过复分析方面的课程， 那么这个证明对你

而言就不太有意义．要是这样的话，只要将代

数学基本定理当作一种事实来接受就可以了，

其证明所用到的高级工具在后续的课程中才能

学到

每个非常数的复系数多项式都有零点．

证明 设 p 为非常数的复系数多项式．假设 p 没有零点，则 l/p 是 C 上的解析函数．

进一步，当怍I ---+ oo 时 lp(z)I ---+ oo, 这说明当 l z l ---+ oo 时 l/p ---+ 0. 因此 l/p 是 C

上的有界解析函数． 根据刘维尔定理，任何这样的函数都一定是常数． 但若 l/p 是常

数，则 p 是常数，这与 p不是常数的假设矛盾． . 
三次求根公式发现于十六世纪，下

面把它写出来只是为了满足你的好

奇心．不要去背这个公式

设多项式p(x) = ax3+bx2+cx+d, 

其中 a =/ 0. 令

9abc —2b3 —27a2d 
U= 

54a3 

V = U + ( 
2 3ac —沪 3

9a2)· 

假设 V 2'. Q. 则

—_I!__ +忒言＋｀3a 

是 p 的零点．

虽然上面的证明可能是代数学基本定理的

最短的证明，但是通过网页搜索你会找到一些

使用其他方法的证明，所有这些证明都需要使

用一些分析学的知识，这是因为，例如，如果

将 C 换成所有 C + di 构成的数集（其中 c 和 d

是有理数），则该定理不再成立．

值得注意的是， 数学家们已经证明了五次

及五次以上的多项式不存在这样的求根公式．

但是计算机或计算器可以使用巧妙的数值方法

寻找任意多项式的近似零点 ， 即使无法找到确

切的零点

例如，人们无法找到多项式

p(x) =沪- 5x4 - 6x3 + 17x2 + 4x —7 
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的零点的确切公式．但是，计算机或符号计算器可以找到这个多项式的近似零点．

代数学基本定理给出了复系数多项式的如下分解定理．在下面的分解中数

入l , ...'灿恰为 p 的零点，因为只有 z 的这些取值才能使得下面等式的右端等于 o.

4.14 C 上多项式的分解

若 p E P(C) 是非常数多项式，则 p 可以唯一分解（不计因式的次序）为

p(z) = c(z —入1) .. ·(z —灿），

其中 c, 入 1, .. . ' 入mEC .

证明 设 p E P(C), m = degp. 对 m 用归纳法． 若 m = 1, 则分解显然存在且唯一．

假设 m > 1, 并设对千 m- 1 次多项式分解存在且唯一．

我们首先证明 p 的分解存在． 由代数学基本定理 4.13, p 有一个根入． 由 4. 11 ,

存在多项式 q 使得对所有 z E C 均有

p(z) = (z — 入）q(z) 

由于 degq = m - 1, 归纳法假设表明 q 的分解存在，将这一分解代入上面的等式即

可得 p 的分解．

现在考虑唯一性问题． 显然 c 由 zm 的系数唯一确定．因此我们只需证明不计次

序的话，入1, ... , 入？九是唯一确定的．如果对所有 z E C 均有

(z - 入1) · · ·(z- 入m)=(z- 叭. . (z - 酝） ，

那么 ， 因为当 Z= 入1 时上面等式的左端等千 O, 所以右端一定有某个 T 等千 入l· 重

置下标，可设 T1 = 入1. 现在对于 z -1- 入1' 上式两端都除以 z- 入1' 则

(z - 入2)· · · (z - 如） = (z- 吩 (z — 石）

对除 Z= 入1 之外的所有 z E C 都成立． 事实上，上面的等式一定对所有的 z E C 都

成立否则，从等式的左端减去右端将得到一个具有无限多个零点的非零多项式．由

上面的等式及我们的归纳法假设可知，不计次序的话，诸入 与诸 T 是相同的，这就

完成唯一性的证明

R 上多项式的分解

实系数多项式有可能没有实的零点，例如

多项式 l + 沪就没有实的零点．

为了得到 R 上的分解定理，我们将利用 C

上的分解定理． 首先证明以下命题．

4.15 实系数多项式的非实零点是成对出现的

代数学基本定理对 R 不成立， 这

反映了实向量空间和复向量空间上

算子的 区别，在后面的章节中 我们

将会看到这一点．

设 p E P(C) 是实系数多项式． 若 入 E C 是 p 的零点，则入也是 p 的零点．

. 
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证明 设

p(z) = a。+ a1z +···+am产，

其中 ao, .. . ,am 均为实数设 入 EC 是 p 的零点．则

ao + a1入十 ··+am入m =0. 

等式两端取复共辄得

a。+ a1~+ · ··+am炉m =0, 

此处我们使用了复共扼的一些基本性质（见 4.5). 上式表明入是 p 的零点． . 
考虑一下二次求粮公式与 4.16 之间

的联系

4.16 二次多项式的分解

我们想要得到实系数多项式的分解定理．

为此，需要先来描述可以写成两个一次实系数

多项式之积的二次实系数多项式．

设 b,c E R. 则存在入1, 入2 E R 使得分解式

沪 +bx+c= (x- 川(x- 岭）

成立当且仅当 b2~4c.

证明 注意到

沪 +bx+ c = (x +~ 厂+ (c- 勹

上还等式是一个基本技巧，即所谓
首先假设沪< 4c. 则对每个 XE R 上式

右端显然都是正的，因此多项式沪+ bx+ c 没

有实根千是不能分解为 (x — 入1 )(x->-2) 的形

式，其中从 >-2 E R. 

配方法．

反之，设 b2 2: 4c. 则存在实数 d使得 d2 =片 - c. 由本证明第二行的等式得

x2 + bx + c = (x +夕） 2 —护= (x+~ + d)(x + ~ —叶，
这就是我们要的分解． . 

下面的定理给出了 R 上多项式的分解．证明的思路是把 p 看作复系数多项式来

使用分解 4. 14. p 的非实数的复根是成对出现的，见 4. 15. 千是，如果 p 作为 P(C)

中的元素，其分解包含形如 (x -入）的项， 其中 入 是非实数的复数，那么 (x- 入）也

是该分解中的一项． 将这两项相乘就得到

但- 2(Re 入）x+ I 平）

即所需的二次项．

上一段简要描述的思路基本上给出了分解存在性的证明．但是，有一点需要注

意，假设入是一个非实数的复根，并且 (x -入）是 p 作为 P(C) 中元素的分解中的一
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项根据 4.1 5 , (x - 入）也是这个分解中的一项，但是 4. 15 并没说这两个因子出现的

次数相同，而这正是使上面的思路可行所必需的 ． 不过，我们将证明这一点的确是成

立的 ．

在下面的定理中， m 或 M 都可能等千 o. 数从 ， 压恰为 p 的实零点，因为

它们是使得下面的等式右端等于 0 的唯一一组实数．

4.17 R 上多项式的分解

设 p E P(R) 是非常数多项式． 则 p 可以唯一分解（不计因子的次序）为

p(x) = c(x - 入1) .. · (x - 灿）（沪+ b1x + c1) · · · 伲 +b归＋叩），

其中 c, 入 1 , ... , >-m, b1, ... , 加， C1,, ,, ,CME R , 并且对每个 J 均有 b广< 4Cj -

证明 将 p 视为 P(C) 中的元素．如果 p 的所有（复）零点均为实数，则由 4. 14 知结

论成立． 故设 p 有一个零点入 E C 使得入茫 R. 由 4.15 , 入也是 p 的零点． 则有某个

次数比 p 低 2 次的多项式 q E P(C) 使得

p(x) = (x - 入） (x -入）q(x) = (x2 - 2(Re 入）x+ I 入广）q(x) 

如果我们能证明 q 是实系数的，那么通过对 p 的次数用归纳法就可以断定： (x -入）

与 (x -入） 在 p 的分解中出现的次数一样多 ．

要证明 q 是实系数的，从上面的方程解出 q 可得，对所有 xE R 有

q(x) = 
p(x) 

x2 - - -一 ．

这表明对所有 xE R 均有 q(x) ER. 把 q 写成

q(x ) = ao + a1x + -·· +a九-2Xn-2,

其中 n = degp 且 ao, .. . ,a九-2 EC, 则对所有 xE R 有

0 = lmq(x) = (Imao) + (Ima1)x + · · ·+ (Iman- 2)xn-2 

由此可得 Imao, . . . ,Ima九-2 均等千 0 (由千 4.7) . 因此 q 的所有系数都是实数，这

就证明了分解的存在性．

现在考虑分解的唯一性问题． 当 bj2 < 4Cj 时， p 的形如 x2 + bjx + Cj 的因式可

以唯一地写成 (x —朽） (x -冈）， 其中朽 E C. 稍加思索便知，如果 p 作为 P(R) 中

元素有两个不同的分解，那么 p 作为 P(C) 中元素也有两个不同的分解，与 4. 14 矛

盾 . • 

习题 4

1 证明 4.5 中除最后一条之外的所有结论．

2 设 m 是正整数集合 {O} U {p E P(F): deg p = m} 是 P(F) 的子空间吗？
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3 集合 {O} U {p E P(F) : degp 是偶数｝ 是 P(F) 的子空间吗？

4 设 m 和 n 均为正整数， m::; n, 并设 入1, .. . ' 入m E F. 证明存在多项式 p E P(F) 

满足 degp = n 和 0 = p(入 1) = . .. = p(入m)• 且 p 没有其他的零点

5 设 m 是非负整数， ZJ, · · · , Zm+l 是 F 中的一些不同的元素 ， 且 W1 , . . . , Wm+ 1 E F. 

证明存在唯一一个多项式 p E Pm(F) 使得 p(zj)=wj, 其中 j = 1, . .. ,m + 1. 

这个结果可以不用线性代数来证明 ． 试用线性代数的知识给出一个简短的证明．

6 设 p E P(C) 的次数为 m. 证明 p 有 m 个不同的零点当且仅当 p 与其导式 p' 没有

公共零点

7 证明每个奇数次的实系数多项式都有实的零点．

8 定义 T : P(R)-+ RR 为

Tp~ {:;s厂：：：：
证明对每个多项式 p E P(R) 均有 Tp E P(R), 且 T 是线性映射．

9 设 p E P(C). 定义 q : C -+ C 为 q(z) = p(z)顽司． 证明 q 是实系数多项式．

10 设 m 是非负整数 ， p E 伐n(C), 且存在不同的实数 Xo心1, 立m 使得 p(xj) E R , 

其中 j = 0, 1, ... ,m. 证明 p 的系数均为实数．

11 设 pEP(F) , p,/0. 令 U = {pq : q E P(F)} 

(a) i, 正明 dimP(F)/U = degp. 

(b) 求 P(F)/U 的一个基．
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第 5章
意大利数学家比萨的列奥纳多（又称

斐皮那契 ， 约 I 170- 1 250) 的塑像

第 5.C 节的习 题 16 说明如何利用线性

代数找出斐，皮那契序列的显式公式

本征值、本征向量、不变子空间

第 3 章研究的是一个向量空间到另一个向量空间的线性映射． 现在开始研究有限

维向量空间到其自身的线性映射对这种线性映射的研究构成了线性代数最重要的部

分

我们总采用如下假定：

5.1 记号 F、 V

• F 表示 R 或 C.

• V 表示 F 上的向量空间

本章的学习目标

． 不变子空间

• 本征值、本征向量、本征空间

． 有限维复向量空间上的每个算子均有本征值，并且关于某个基有上三角矩

阵
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5.A 不变子空间

本章我们要引进一些工具，这将有助于我们理解算子的结构． 回想一下，算子

是从一个向量空间到其自身的线性映射， V 上算子的集合记为 .C(V), 即 .C(V) = 

.C(V, V). 

我们来看看如何能更好地理解算子．设 TE .C(V). 如果 V 有直和分解

V = U1 EB· · ·EB Um, 

其中每个 Ui 都是 V 的真子空间，那么，要想了解T 的特性，我们只需了解每个 T阮

的特性，这里 T伈，表示把 T 限制到更小的定义域 Ui 上．因为 U1 是比 V 更小的向量

空间，所以处理 T见应该比处理 T 更容易．

但是，如果想要使用算子研究中的一些有效工具（比如取幕），那么就会有一个

问题： Tiu; 可能不把灼映到自身；也就是说 Tiu; 可能不是 Ui 上的算子．因此我们

只考虑具有以下性质的 V 的直和分解 ： T 把其中的每个 Ui 都映到自身．

被算子映到自身的子空间十分重要，应当有个名字．

5.2 定义不变子空间 (invariant subspace) 

设 TE£(V) . 称 V 的子空间 U 在 T 下不变，如果对每个 uEU 都有 TuE U. 

也就是说， U 在 T 下不变当且仅当 Tiu 是 U 上的算子．

5.3 例 设 TE £(V). 证明 V 的下列子空间在 T 下不变 ：

(a) {0}; 压乙分析中，最著名的尚未解决

(b) V; 

(c) null T ; 

(d) rangeT. 

证明

的问题叫作不变子空间问题．它研

究无限维向量空间上算子的不变子

空间．

(a) 若 u E {O}, 则 u= 0, 所以 Tu= 0 E {O}. 千是 {O} 在 T 下不变．

(b) 若 uE V, 则 TuE V. 于是 V 在 T 下不变．

(c) 若 u E nullT, 则 Tu=O, 所以 Tu E nullT. 千是 nullT 在 T 下不变．

(d) 若 u E rangeT, 则 Tu E rangeT. 于是 rangeT 在 T 下不变．

一个算子 TE C(V) 是不是一定有不同于 {O} 和 V 的不变子空间呢？我们以

后会看到如果 V 是有限维的，且 dimV > 1 (对千 F = C ) 或 dim V > 2 (对千

F = R ), 这个问题有肯定的答案．见 5.21 和 9.8 .
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虽然 nullT 和 rangeT 都在 T 下不变，但是这并未为是否存在异千 {O} 和 V 的

不变子空间这一问题提供简单答案，这是因为， nullT 可能等千 {O}, 而 rangeT 可

能等于 V (当 T 可逆时，就是这样）．

5.4 例 设 TE C(P(R)) 定义为 Tp=p'. 则 P(R) 的子空间冗(R) 在 T 下不变，因

为若 p E P(R) 的次数不超过 4 则 p' 的次数也不超过 4.

本征值与本征向量

我们以后还会回过头来更深入地研究不变子空间．现在先来研究最简单的非平凡

不变子空间一－维不变子空间．

任取 vEV, vf-0, 并设 U 是 v 的标量倍构成的集合：

U= {汕．入 E F} = span(v) 

则 U 是 V 的一维子空间（而且 V 的每个一维子空间都具有这种形式）． 若 U 在算子

TE£,(V) 下不变，则 TvE U, 因此必有标量入 EF 使得 Tv= 入v.

反之，若有某个入 E F 使得 Tv= 入V, 则 span(v) 是 V 的在 T 下不变的一维子空

间．

我们刚才见过的那个方程

Tv = 入v

与一维不变子空间密切相关，十分重要．满足此方程的向晕 v 和标量入都有一个特殊

的名字

5.5 定义本征值 (eigenvalue)

设 TE £(V). 称数入 EF 为T 的本征值，若存在 VE V 使得 v#O 且 Tv= 入v.

上面这些解释表明 ， T 有一维不变子空间

当且仅当 T 有本征值，

在上面的定义中，我们要求 V ,f- 0, 这是因

为每个标量 入 E F 都满足 TO = 入o.

eigenvalue 这个词一半是德文，一

半是英文．德文形容词 eigen 的意

思是“特有的＂．有些数学家使用

木语特征值而不是本征值．
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5.6 本征值的等价条件

设 V 是有限维的， TE £(V) 且入 EF. 则以下条件等价：

(a) 入 是 T 的本征值；

(b) T- 入I 不是单的；

(c) T-M 不是满的；

(d) T- 入I 不是可逆的．

回想一下 I E t:.(V) 是恒等算子，

即对所有 vE V 均有 Iv= v. 

证明 条件 (a) 和 (b) 等价，因为等式 Tv= 汕 等价千等式 (T- 入I)v = O. 由 3.69 可

知条件 (b)、 (c)、 (d) 等价 ．

5.7 定义本征向量 ( eigenvector)

设 TE £,(V), 并设 入 E F 是 T 的本征值． 称向量 VE V 为 T 的相应于 入的本征

向量，如果 v-=/ 0 且 Tv = 入v.

. 

因为 Tv= 入v 当且仅当 (T- 入I)v = O, 所以非零向量 VE V 是 T 的相应于 入的

本征向量当且仅当 v E null(T- 入I).

5.8 例 设 T E L(F勺 定义为 T(w,z) = (—z, w). 

(a) 当 F=R 时，求 T 的本征值和本征向量．

(b) 当 F=C 时，求 T 的本征值和本征向量．

解

(a) 若 F=R, 则 T 是 R2 中绕原点的逆时针 goo 旋转．一个算子有本征值当且仅当

在定义域中存在非零向量能被该算子映成此向量的标量倍. R2 中非零向量的逆

时针 goo 旋转显然不能等千此向量的标量倍．结论：若 F=R, 则 T 没有本征值

（因此也没有本征向量）．

(b) 为了求 T 的本征值，我们必须求标量 入使得

T(w, z) =入(w, z) 

除 w=z=O 外还有其他解．上面的方程等价于联立方程

5.9 -z = 入w, w= 入z.

把第二个方程中 w 的表达式代入第一个方程可得

-z =灶z.

现在 z 不能等于 0 (否则，由 5.9 可知 w = O, 而我们要找的 5.9 的解应使 (w, z) 

不是零向量），故由上面的方程可得

-1= 灶．
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这个方程的解是入 =i 和入 =-i. 容易验证 i 和 -i 都是 T 的本征值．的确，相应

千本征值 1 的本征向量是形如 (w, -wi) 的向量，而相应千本征值 -i 的本征向量是

形如 (w, wi) 的向量，其中 wEC 且 w-/: O. 

现在我们来证明：相应于不同本征值的本征向量是线性无关的．

5. 10 线性无关的本征向量

设 TE L(V). 设入1 ' ... ' 丛是 T 的互不相同的本征值，并设 V1, · · ·, Vm 是相应

的本征向量，则内， . ,Vm 是线性无关的．

证明设 V1, . . . ' Vm 是线性相关的．设 k 是使得

5.11 Vk E span(v1, .. . , Vk-1) 

成立的最小正整数．由线性相关性引理 2.21 可知具有这种性质的 K 一定存在．千是

有 a1, ... , ak- 1 E F 使得

5.12 欢= a1V1 +· · · + ak-1Vk- l· 

把 T 作用到这个等式的两端可得

从Vk = a1入1 V1 + · · ·+ ak— 1 入k-!Vk-1 •

在 5.12 的两端乘以从，然后减去上式， 得

O=a式从－入1)v1 +···+a仁1 (从 — 入k- t)Vk- 1 ·

因为我们选取的 K 是满足 5.11 的最小正整数，所以 Vl, ·· ·,Vk-1 是线性无关的． 千

是，由上面的等式可知， 这些 a 都是 0 (回忆一下，从 不等千入1 , .. . '入k- 1 中的任何

一个）．但是，这意味着 Vk 等千 0 (参见 5.12), 这与 Vk 是本征向量的假设相矛盾．

所以 V1 , .. , , Vm 线性相关的假设不成立． . 
下面的推论表明， 算子的互异本征值的个数不超过向量空间的维数．

5.13 本征值的个数

设 V 是有限维的，则 V 上的每个算子最多有 dimV 个互不相同的本征值．

证明 设 T E C(V). 设入1, .. .' 入m 是 T 的互不相同的本征值，内 ， ， Vm 是相应的本

征向量． 定理 5.10 表明组 V1 , .. , ,Vm 线性无关． 因此 m ::; dim V ( 参见 2.23 ) . • 

限制算子与商算子

若 T E L(V) 且 U 是 V 的在 T 下不变的子空间，则 U 以 自然的方式确定了另外

两个算子 Tiu E £(U) 和 T/U E £(V/ U), 其定义如下．
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5.14 定义限制算子 ( restriction operator), Tl小

商算子 (quotient operator ) , T / U 

设 TE .C(V) 且 U 是 V 的在 T 下不变的子空间．

• 限制算子 Tiu E .C(U) 定义为

T lu(u) = Tu, 

其中 uE U. 

• 商算子 T/U E .C(V/U) 定义为

(T/U)(v + U) = Tv + U, 

其中 V E V. 

对千上面定义的两个算子，应该关注一下它们的定义域，并花点时间思考一下为

什么这两个算子在它们的定义域上是定义合理的． 首先考虑限制算子 Tiu E C(U), 

它就是将 T 的定义域限定为 U, 并认为 T 是映到 U 的而不是映到 V 的. u 在 T 下

不变这一条件，使得我们可以将 Tiu 视为 U 上的算子，即从定义域到同一空间的线

性映射，而不仅仅是从一个向量空间到另一个向量空间的线性映射．

要证明上面的商算子的定义是有意义的，我们需要验证： 若 v+U=w+U, 则

Tv+U=Tw+U. 现在设 v+U=w+U. 则 v -w EU (见 3.85). 由于 U 在 T 下

不变，我们有 T(v -w) EU , 这表明 Tv -Tw EU, 于是 Tv+U = Tw+U.

设 T 有限维向量空间 V 上的算子，且 U 是 V 的在 T 下不变的子空间使得

U # {O} 且 U=/ V. 在某种意义下，可以通过研究算子 T切和 T/U 来了解算子 T,

而 Tiu 和 T/U 都是维数小于 V 的维数的向量空间上的算子． 例如， 5.27 的第二个证

明就很好地使用了 T/U.

然而，有时候 Tiu 和 T/U 并没有给出关千 T 的足够信息．在下面的例子中，

Tiu 和 T/U 都是 o, 即便 T 不是 0 算子．

5. 15 例 定义算子 TE .C(F2) 为 T(x,y) = (y,O) . 设 U = {(x, 0) : x E F }. 证明

(a) U 在 T 下不变 ， 且 T伈是 U 上的 0 算子 ；

(b) 不存在 p2 的在 T 下不变的子空间 W 使得 F2 = U EB W; 

(c) T/U 是 F勹U 上的 0 算子．

证明

(a) 对千 (x, O)EU, 我们有 T(x, 0) = (0, 0) E U. 千是 U 在 T 下不变，且 Tiu 是 U

上的 0 算子．

(b) 设 W 是 V 的子空间使得 F2 = U EB W. 由于 dirn F2 = 2 且 dimU = 1, 我们有

dimW = 1. 若 W 在 T 下不变，则 W 的每个非零 向量都是 T 的本征向量．然
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而，很容易看出 0 是 T 的唯一本征值，且 T 的所有本征向量都在 U 中．于是 W

并非在 T 下不变．

(c) 对千 (x, y)EF2, 我们有

(T/U)((x,y) + U) = T(x,y) + U = (y,O) + U = 0 + U, 

这里最后一个等号成立是因为 (y,0) EU. 上面的等式表明 T/U 是 0 算子．

习题 5.A

1 设 TE£(V), 并设 U 是 V 的子空间

(a) 证明：若 UC nullT 则 U 在 T 下不变．

(b) 证明： 若 rangeT CU 则 U 在 T 下不变．

2 设 S, T E £(V) 使得 ST = TS. 证明 nullS 在 T 下不变．

3 设 S,T E £,(V) 使得 ST= TS. 证明 ranges 在 T 下不变．

4 设 TE £(V) 且 U1, .. ,,Um 是 V 的在 T 下不变的子空间．证明从 +·· ·+Um 在

T 下不变

S 设 TE £(V). 证明 V 的任意一组在 T 下不变的子空间的交仍在 T 下不变．

6 证明或给出反例： 若 V 是有限维的 ， U 是 V 的子空间且在 V 的每个算子下不变，

则 U = {O} 或 U = V.

7 定义 TE £(R2) 为 T(x, y) = (- 3y, x) . 求 T 的本征值．

8 定义 TE £(F2) 为 T(w, z) = (z, w). 求 T 的所有本征值和本征向量．

9 定义 T E £(F3) 为 T(z1, z2五） = (2砱， 0,5芶） ． 求 T 的所有本征值和本征向量．

10 定义 TE £(F九）为 T(x1,x2,x趴 ．． ，环） = (x1, 2x2, 3x扣 ... ,nx吐

(a) 求 T 的所有本征值和本征向量．

(b) 求 T 的所有不变子空间．

11 定义 T: P(R) • P(R) 为 Tp = p'. 求 T 的所有本征值和本征向量．

12 定义 T E £(P4(R)) 如下：对所有 X E R 有 (Tp)(x) = xp' (x) . 求 T 的所有本征

值和本征向量．

13 设 V 是有限维的， TE £(V) 且 入 E F. 证明存在 aE F 使得 la - 入 I < 诗而且

(T飞I) 是可逆的 ．

14 设 V=UEBW, 其中 U 和 W 均为 V 的非零子空间 定义 P E £(V) 如下 ： 对

u E U 和 w E W 有 P(u+w) = u. 求 P 的所有本征值和本征向量
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15 设 TE ,C(V) . 设 SE £(V) 是可逆的．

(a) 证明 T 和 s-1rs 有相同的本征值．

(b) T 的本征向量与 s-1rs 的本征向量之间有什么关系？

16 设 V 是复向量空间 ， TE .C(V), T 关于 V 的某个基的矩阵的元素均为实数． 证

明 ： 若 入 是 T 的本征值，则 X 也是 T 的本征值．

17 给出一个没有（实）本征值的算子 T E .C(R 4) . 

18 定义 T E .C(C00) 为 T(气 ， z2, ...) = (O,z1,z2, ... ). 证明 T 没有本征值．

19 设 n 是正整数 ， 定义 TE .C(F九）为 T(x1, . .. , 环） = (x1+ ·+环， ... ,x计..十环），

也就是说算子 T (对千标准基）的矩阵的元素全是 1. 求 T 的所有本征值和本征

向量

20 定义向后移位算子 TE ,C(F00 ) 为 T(z1,z2 ,z趴... ) = (z2立3, ...) . 求 T 的所有本

征值和本征向量．

21 设 TE .C(V) 是可逆的．

(a) 设入 EF, 入 ,f o. 证明入是 T 的本征值当且仅当!是 r-1 的本征值．

(b) 证明 T 和 r-1 有相同的本征向量．

22 设 TE ,C(V) 且存在 V 中的非零向量 v 和 w 使得 Tv = 3w 且 Tw = 3v. 证明 3 或

者—3 是 T 的本征值

23 设 V 是有限维的且 S, TE .C(V). 证明 ST 和 TS 有相同的本征值．

24 设 A 是元素属千 F 的 n xn矩阵． 定义 TE .C(Fn) 为 Tx = Ax, 这里 F九中的元

素视为 nx l 的列向量．

(a) 设 A 的每行的元素之和都等于 1. 证明 1 是 T 的本征值．

(b) 设 A 的每列的元素之和都等千 1. 证明 1 是 T 的本征值．

25 设 TE .C(V) 且 u 和 v 均为 T 的本征向量使得 u+v 也是 T 的本征向量． 证明 u

和 v 是 T 的相应于同一本征值的本征向量．

26 设 T E .C(V) 使得 V 中的每个非零向量都是 T 的本征向量． 证明 T 是恒等算子的

标量倍

27 设 V 是有限维的， TE .C(V) 使得 V 的每个 dim V - l 维子空间都在 T 下不变．

证明 T 是恒等算子的标量倍．

28 设 V 是有限维的， dim V ~ 3 且 TE£(V) 使得 V 的每个二维子空间在 T 下不

变． 证明 T 是恒等算子的标量倍．

29 设 TE .C(V) 且 dim range T = k. 证明 T至多有 k + l 个不同的本征值．

30 设 TE .C(R勺且 -4, 5, ,/7 均为 T 的本征值．证明存在 XE R3 使得 Tx - 9x = 

(-4, 5汉厅）．



5.B 本征向量与上三角矩阵 109 

31 设 V 是有限维的且 V1,, ·,, Vm 是 V 中的一组向量． 证明 V1, .. ,,Vm 线性无关当且

仅当存在 TE .C(V) 使得 V1, , .. ,Vm 是 T 的相应于不同本征值的本征向量．

32 设 入1, ...'丛是一组互异实数证明在由 R 上的实值函数构成的向量空间中，组

e入1 气... ,e入心线性无关

提示： 设 V = span(e入气 ， e丛x) , 定义算子 TE .C(V) 为 Tf = f'. 求 T 的本

征值和本征向量．

33 设 TE .C(V). 证明 T/(rangeT) = 0. 

34 设 TE .C(V) . 证明 T/(null T) 是单的当且仅当 (null T) n (range T) = {O}. 

35 设 V 是有限维的， TE .C(V), U 在 T 下不变．证明 T/U 的每个本征值均为 T 的

本征值

下题是让你验证本习题中 "V 是有限维的“这一假设是必需的．

36 找出一个向量空间 V 和一个算子 TE .C(V), 以及 V 的在 T 下不变的子空间 U,

使得 T/U 的某个本征值不是 T 的本征值．

5.B 本征向量与上三角矩阵

多项式作用千算子

算子（它把一个向量空间映到自身）理论要比线性映射理论更丰富，主要原因是

算子能自乘为幕． 我们从算子的幕以及多项式作用千算子这一关键概念的定义开始．

若 T E .C(V), 则 TT 有意义，并且也含千 .C(V). 通常用产代替 TT. 更一般

地，我们有下面的定义．

5.1 6 定义 rm

设 TE L (V), m 是正整数．

• 定义 rm 为 rm = T· ·· T . 
、

m个

• 定义 ro 为 V 上的恒等算子 I.

• 若 T 是可逆的且其逆为 r- 1 , 则定义 r-m 为 r-m = (r-1)严

请自行验证， 若 T 是算子，则有

T'九尸 = Tm+n 和 (Tm尸 =Tmn,

当 T 可逆时 m 和 n 是任意整数，当 T 不可逆时 m 和 n 是非负整数

I s.11 定义 p(T)
设 T E L(V), p E P(F) , 对 z E F 有 p(z) = ao + a1 z + a2z2 + · ··+am尸．则

p(T) 是定义为 p(T) = a。I+ a1T + a2T2 +· · ·+ amTm 的算子．
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这是符号 p 的新用法，因为我们把它作用于算子，而不仅仅作用于 F 的元素．

5.18 例 设 D E C(P(R)) 是由 Dq = q' 定义的微分算子， p 是多项式 p(x) = 

7 - 3x + 5沪 ． 则 p(D) = 7I - 3D + 5D2. 千是对每个 q E P(R) 有 (p(D))q = 
7q - 3q'+ 5q". 

请自行验证，如果固定一个算子 TE£(V), 则由 pH p(T) 所定义的从 P(F) 到

£(V) 的函数是线性的．

5.19 定义多项式的积 (product of polynomials) 

若 p,q E P(F), 则 pq E P(F) 是如下定义的多项式：对 zE F 有 (pq)(z) = 
p(z)q(z). 

下面我们将要证明：一个算子的任意两个多项式是交换的．

5.20 乘积性质

设 p,qEP(F), TE£(V). 则

(a) (pq)(T) = p(T)q(T); 

(b) p(T)q(T) = q(T)p(T). 

证明

(a) 成立是因为在用分配性质把多

项式的乘积展开时，其中的符号是

z 还是 T 没有什么影响．

(a) 设 p(z) = I:;'=。 aj沪， q(z) =艺;=0 bk泸，其中 z E F. 则
m n 

(pq)(z) =区区吵启j+k_
j=Ok=O 

千是
m n m n 

(pq)(T) =区区吵订j+k = (区心j) (区 bkTk) = p(T)q(T) 
j=O k=O j=O k=O 

(b) 因为 (a), 我们有 p(T)q(T) = (pq) (T) = (qp) (T) = q(T)p(T). 

本征值的存在性

现在给出复向量空间上算子的中心结果之一．

5.21 复向量空间上的算子都有本征值

有限维非零复向量空间上的每个算子都有本征值．

. 

证明设 V 是 n 维复向量空间， n > 0, 并设 TE C(V). 取 VE V 且 V-/=- Q. 因为 V

是 n 维的，所以 n+l 个向量
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v, Tv, T2v, . .. , Tnv 

线性相关． 于是有不全为 0 的复数 ao , . .. , a九使得

O=a。v + a1Tv +· · · + anTnv. 

注意 a1, . . . , a九不全为 o, 否则上面等式将变成 O=a。V, 这将使 ao 也必须是 o.

以这些 aj 为系数作一个多项式，利用代数学基本定理 4.14 可将此多项式分解成

ao + a1z +·· · +a九沪= c(z -入1)···(z- 丛），

其中 c 是非零复数，每个入J 属于 C, 且上面等式对所有 z E C 均成立（这里 m 未必

等于 n, 因为 a九可能等于 0) . 则

O = a。v + a1Tv 十 · · ·+ anTnv 

= (a。I +a1T+ ·· · +an尸）v

= c(T- 入1I) · · ·(T -灿I)v

于是至少有一个］使得 (T- 入jI) 不是单的．也就是说， T 有本征值． . 
上面的证明依赖千代数学基本定理，这是该结果一个典型的证明此结果的其他

证明见习题 16 和习题 17 , 思路与上面的证明稍有不同

上三角矩阵

在第 3 章我们讨论了从一个向量空间到另一个向量空间的线性映射的矩阵． 该矩

阵依赖千这两个向量空间的基的选取．既然我们要研究将向量空间映到其自身的算

子，要强调的就是现在只使用一个基．

5.22 定义算子的矩阵 (matrix of an operator), M (T) 

设 TE .C(V), 并设 V1, .. ,, Vn 是 V 的基.T 关千该基的矩阵定义为 n xn 矩阵

其元素 A,,, 定义为 M(T) ~ (:~:: • • • }J , 
Tvk = A1 ,kV1 +· · ·+ An,k压·

如果基在上下文中不是自明的，则使用记号 M(T, (vi, .. . , 压）） ．

注意算子的矩阵是正方形阵列，而早先考虑的线性映射的矩阵是更一般的长方形

阵列
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将 Tv,. 写成 V1 , ... , Vn 的线性组

合时使用的那些系数构成了矩阵

M(T) 的第 K 列 ．

若 T 是 Fn 的算子，且没有指定基，则假

定为标准基（第 J 个基向量的第 J 个位置是 I,

其余位置均为 0) . 此时可以认为 M(T) 的第 J

列是 T 作用到第 J 个标准基上得到的向量．

_
­贝

`
il z 8 , z 3 

＼
丿

+ y 

038 

5 , y +150 x 2200 ,_
, 

__/ )= z ' yT 

,

1

、
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x, ( T 
为

,I
' 

3 F 
尸
L

E T 
义定例

3 2 5 

线性代数的一个中心目标就是要证明，对千给定的算子 TE L(V) , 必定存在 V

的一个基使得 T 关千该基有一个相当简单的矩阵．这种表述比较含糊，说得更具体

一点， 就是我们要选择 V 的基以使 M(T) 有很多的 o.

若 V 是有限维的复向量空间，那么我们已经知道很多，足以证明 V 有一个基使

得 T 关于这个基的矩阵的第一列除第一个元素之外全是 O, 也就是说， V 有一个基使

得 T 关千这个基的矩阵形如

入

。

\ 0 

这里＊表示第一列之外的所有其他元素．为了证明这个事实，设入是 T 的本征值

（由 5.21 知一定存在），并且 v 是相应的本征向量．把 v 扩充成 V 的基，则 T 关于这

个基的矩阵就有上述形式．

马上就会看到，可以选取 V 的一个基使得 T 关于这个基的矩阵有更多的 o.

5 .24 定义矩阵的对角线 ( diagonal of a matrix) 

方阵的对角线由位千从左上角到右下角的直线上的元素组成．

例如， 5.23 中矩阵的对角线由元素 2,5,8 组成．

5.25 定义上三角矩阵 (upper-triangular matrix ) 

一个矩阵称为上三角 的， 如果位千对角线下方的元素全为 o.

例如， 5.23 中的矩阵是上三角的

上三角矩阵具有如下的典型形式
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（ 入~I 入J
上面矩阵中的那个 0 表示在这个 nxn 矩阵中

位千对角线下方的元素全等千 0. 可以认为上

三角矩阵是相当简单的一一因为当 n 比较大时，

nxn 上三角矩阵有几乎一半的元素等千 0.

我们经常用＊表示矩阵的未知元素

或其取值对所讨论的问题无关紧要

的元素

下面的命题揭示了上三角矩阵与不变子空间之间的一个很有用的联系．

5.26 上三角矩阵的条件

设 TE C(V), 且 V1, . . . 'Vn 是 V 的基． 则以下条件等价：

(a) T 关于 V1, ... , Vn 的矩阵是上三角的 ；

(b) 对每个 j = 1, ... ,n 有 Tvj E span(v1, ... , v庄

(c) 对每个 j = 1, . . . ,n 有 span(v1, .. . , vj) 在 T 下不变．

证明 根据定义，稍加思考即可得 (a) 和 (b) 的等价性． 显然 (c) 蕴涵 (b). 因此，为了

完成证明，只需证明 (b) 蕴涵 (c) .

假设 (b) 成立．取定 jE{l, .. . ,n}. 由 (b) 可知

Tv1 E span(v1) C span(v1 , ... , vj) , 

Tv2 E span(v1 , v2) C span(v1, .. . , vj), 

Tvj E span(v1, ... , vj) 

因此，若 v 是 V1, .. , , Vj 的线性组合，则

Tv E span(v1, . .. , v1) 

也就是说 span(v1, ... , v1) 在 T 下不变．

现在我们可以证明 ： 对千复向量空间上的

每个算子，都有一个基使得该算子关于这个基
下面的定理对实向量空间不成立，

这是因为，若算子关于一个基有上

的矩阵的对角线下方只有 0. 在第 8 章我们将改 三角矩阵，则这个基的第一个向量

进这个结果． 必定是该算子的本征向量．因此，

深刻的见解往往源千一个定理的多种证明． 若实向量空 间上的一个算子及有本

因此我们对下面的定理给出两个证明．你可以 征值 （例如，见 5.8(a)), 则该算子

采用其中更合你心意的那一个． 关于任何基都不会有上三角矩阵．

. 
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5.27 在 C 上，每个算子均有上三角矩阵

设 V 是有限维复向量空间， TE C (V) . 则 T 关于 V 的某个基有上三角矩阵．

证明 l 对 V 的维数用归纳法． 若 d皿V= L 则结论显然成立．

现在假设 dim V > L 并设对千所有维数比 V 小的复向量空间结论都成立． 设 入

是 T 的任意本征值 (5.21 保证了 T 有本征值）． 设

U = range(T - 入I) .

因为 (T- 入I) 不是满的（参见 3.69 ), 所以 dimU < dim V. 进一步， U 在 T 下不变．

为了证明这点，设 uE U. 则

Tu= (T - 入I)u+ 杻．

显然， (T - 入I)u EU (因为 U 等千 (T- 入I) 的值域），并且入UE U. 因此上式表明

Tu EU. 所以 U 在 T 下不变．

因此 T伈是 U 上的算子． 由归纳法假设， U 有基 U1, ... , Um 使得 Tiu 关千这个

基有上三角矩阵．因此， 对每个 J 都有（利用 5.26 )

5.28 Tui = (Tiu)(uj) E span(u1, ... , Uj) 

把 U1, . ..'Um 扩充成 V 的基 U1, . . . , Um, V1, ... , V九 ． 对每个 K 都有

Tvk = (T - 入I沁 ＋ 入Vk,

U 的定义表明 (T - 入I)vk EU= span(u1, ... ,um)- 因此由上式可得

5.29 T忱 E span(u1, .. . , Um, 内，．，欢）

利用 5.26, 由 5.28 和 5.29 可知 T 关于基 U1, ... ,um, 内， . . . 'V九有上三角矩阵．．

证明 2 对 V 的维数用归纳法． 若 dim V = 1, 则结论显然成立．

现在假设 dim V = n > l, 并设对于所有 n-l 维的复向量空间结果均成立．设

Vt 是 T 的任意一个本征向量 (5.21 保证了 T 有本征向量）．设 U = span(v1)- 则 U

是 T 的不变子空间且 dimU = 1. 

由千 dim V /U = n - l (见 3.89 ), 我们可以对 T/U E C(V/U) 用归纳法假设． 千

是 V/U 有一个基 V2 + U, .. . , Vn + U 使得 T/U 关千该基有上三角矩阵． 由 5.26, 对

每个 j = 2, . .. ,n 有

(T/U){vj + U) E span(v2 + U, ... , Vj + U). 

通过解释上面这个包含关系的含义可知，对每个 j = 1, ... ,n 有

Tvj E span(v1 , . .. , vj )-

于是由 5.26, T 关千 V 的基 Vt, ... , V九 具有上三角矩阵（容易验证内， ..'Vn 是 V 的

基． 更一般的结论，请参见 3.E 节的习题 13). • 
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如何通过观察一个算子的矩阵来确定该算子是否可逆呢？如果我们很幸运地有一

个基使得该算子关千这个基的矩阵是上三角的，那么问题就会变得很简单，如下面的

命题所示

I 
5.30 由上三角矩阵确定可逆性

设 TE ,C(V) 关千 V 的某个基有上三角矩阵．则 T 是可逆的当且仅当这个上三

角矩阵对角线上的元素都不是 o.

证明 设 V1, ...'Vn 是 V 的基使得 T 关千这个基具有上三角矩阵

入1 * 

5.31 M(T) = 
入2

O 丛

我们需要证明 ： T 是可逆的当且仅当所有＼均不为 o.

首先设对角线元素 入1, .. .'从均不为 o. 5.31 中的上三角阵表明 Tv1 = 入1 V1- 因

为入1 -I 0, 所以 T(v订入1) = V1. 千是 v1 E rangeT. 

现在对某个 aE F 有

T(v2/入2) = av1 + v2. 

上式左端以及 av1 均含千 rangeT. 于是 v2 E rangeT. 

类似地，对某个 b,c E F 有

T(v3/岭） = bv1 + cv2 + v3. 

上式左端以及 bv1 和 CV2 均含千 rangeT. 于是 v3 E rangeT. 

依此类推，可知 Vi, ... , Vn E rangeT. 因为 V1, ... , Vn 是 V 的基，所以 rangeT = 
V. 也就是说 T 是满的．于是 T 是可逆的（由千 3.69 ).

现在证明另一个方向 ， 设 T 是可逆的．这表明 入1 -I 0, 否则有 Tv1 = 0. 设

1 < j :S n, 朽 =0. 则 5.31 表明 T 将 span(v1, 心）映入 span(v1, . .. , Vj - 1). 由于

dimspan(v1, .. . , vj) = j 且 dimspan(v1, . .. , vj-1) = j - 1, 

这表明 T 限制在 span(v1, . .. , vj) 上不是单的 （由于 3.23). 因此有 v E span(v1, ... , vj) 

使得 V "'f' Q 且 Tv = 0. 千是 T 不是单的，这与 T 是可逆的假设相矛盾．这个矛盾表

明朽 =0 一定不成立．千是朽# o. 
作为上述命题的一个应用，我们看到例 5.23 中的算子是可逆的．

令人遗憾的是，现在还无法利用算子的矩
利用算子的矩阵，有强大的数值技

阵来精确计算算子的本征值．但是， 如果我们I= 有幸找到一个基使得算子关千这个基的矩阵是

上三角的，则本征值的计算问题就变得平凡了，如下面的定理所示．

. 
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5.32 从上三角矩阵确定本征值

设 TE £(V) 关于 V 的某个基有上三角矩阵．则 T 的本征值恰为这个上三角矩

阵对角线上的元素

证明 设 V1, .. , ,Vn 是 V 的基，并且 T 关千这个基有上三角矩阵

入1

M (T) =. 
入2

设入 E F. 则

＼ 。
, 
入1 一 入

M (T->.I)= . 
入2 一入

I 
。

* 

入n

* 

丛－入

因此， (T- 入I) 不可逆当且仅当 入 等千入1, ... )入九中的某一个（由于 5.30). 于是入

是 T 的本征值当且仅当入等千入，．．．，入九中的某一个． . 
5.33 例 定义 TE .C(F3 ) 为 T(x, y, z) = (2x + y, 5y + 3z, 8z). 求 T 的本征值．

解 T 关千标准基的矩阵为

M(T) ~ u~n 

M(T) 是上三角矩阵. 5.32 表明 T 的本征值是 2, 5, 8. 

一旦知道 尸上一个算子的本征值，就很容易利用高斯消元法求出本征向量．

习题 5.B

1 设 T E .C(V) 且存在正整数 n 使得rn = o. 
(a) 证明 (I -T) 是可逆的且 (I - T)一1=I+T+· · ·+T九一 1 .

(b) 解释一下如何想到上面的公式．

2 设 TE .C(V) 且 (T - 2I)(T - 3I)(T - 4I) = 0. 设 入 是 T 的本征值． 证明 入 = 2

或入 = 3 或 入= 4. 

3 设 T E .C(V), T2 = I 且 -1 不是 T 的本征值． 证明 T = I. 
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4 设 PE C(V), P2 = P. 证明 V = null P $ range P. 

5 设 S, T E C(V) 且 S 是可逆的．设 p E P(F) 是多项式．证明 p(srs-1 ) = 
Sp(T)S气

6 设 T E C(V) 且 U 是 V 的在 T 下不变的子空间 ． 证明：对每个多项式 p E P(F) 

都有 U 在 p(T) 下不变．

7 设 TE C(V). 证明 9 是 T2 的本征值当且仅当 3 或 -3 是 T 的本征值．

8 找出一个 TE C(R2) 使得 T4 = -I. 

9 设 V 是有限维的， TE C(V), VE V 且 V =/= 0. 设 p 是使得 p(T)v = 0 的次数最
小的非零多项式．证明 p 的每个零点都是 T 的本征值．

10 设 T E C(V), V 是 T 的相应千本征值入的本征向量．设 p E P(F). 证明

p(T)v = p(入） v. 

11 设 F = C, T E C(V), p E P(C) 是多项式， a EC. 证明 ： a 是 p(T) 的本征值

当且仅当 T有一个本征值入使得 (X =p(入）．

12 证明： 若将 C 换成 R, 则上题的结论不再成立．

13 设 W 是复向量空间，并设 TE C(W) 没有本征值证明： W 的在 T 下不变的子

空间是 {O} 或者是无限维的

14 给出一个算子，它关千某个基的矩阵的对角线上只有 O, 但这个算子是可逆的．

本题和下题表明，要是去掉“上三角矩阵” 这一假设， 5.30 就不再成立．

15 给出一个算子，它关千某个基的矩阵的对角线上全是非零数，但这个算子是不可

逆的．

16 利用将 p E 丸(C) 变为 (p(T))v E V 的线性映射（并利用 3.23 ) 改写 5 .21 的证

明

17 利用将 pE 丸2(C) 变为 p(T) E C(V) 的线性映射 （并利用 3.23) 改写 5.21 的证

明 ．

18 设 V 是有限维的复向量空间 ， T E C(V). 定义函数 f : C --+ R 为

f队） = dim range(T - 入I) .

证明 J 不是连续函数．

19 设 V 是有限维的， dim V > 1, TE C(V). 证明 {p(T) : p E P(F)} =/= C(V) . 

20 设 V 是有限维的复向量空间 ， T E C(V) . 证明 ： 对每个 k = 1, . . . , dim V, T 都

有 K 维的不变子空间
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5.C 本征空间与对角矩阵

5.34 定义对角矩阵 (diagonal matrix) 

对角矩阵是对角线以外的元素全是 0 的方阵．

5.35 例 ＼
丿
005 050 800 (\ 

是对角矩阵．

显然每个对角矩阵都是上三角的，但是对角矩阵一般要比上三角矩阵有更多的

o. 
若一个算子关于某个基有对角矩阵，则对角线上的元素恰为该算子的本征值．这

可由 5.32 得到（或直接给出一个对千对角矩阵的简单证明）．

5.36 定义本征空间 (eigenspace), E (入， T)

设 TE .C(V) 且入 E F. T 的相应千入的本征空间（记作 E(入 ， T)) 定义为

E(入， T) = null(T -入I).

也就是说， E(入， T) 是 T 的相应于入的全体本征向量加上 0 向量构成的集合．

对千 TE .C(V) 和入 E F, 本征空间 E(入， T) 是 V 的子空间（因为 V 上每

个线性映射的零空间都是 V 的子空间）．由定义可知入是 T 的本征值当且仅当

E(入， T) ,f- {O}. 

5.37 例设算子 TE (V) 关千 V 的基 V1, V2,V3 的矩阵是上面例 5.35 中的矩阵． 则

E(8, T) = span(v1), E(5, T) = span(v2, 为）

若入是 TE£,(V) 的本征值，则 T 限制到 E(入， T) 上恰为入确定的标量乘算子．

5.38 本征空间之和是直和

设 V 是有限维的， TE£(V). 设入1, . ..)入m 是 T 的互异的本征值．则

E(入1,T)+ · ··+E(品， T)

是直和．此外，

dimE(入1 , T) +· · ·+ dim E (入m,T) 三 dimV
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证明 为了证明 E(入1 , T) + .. ·+ E(入m , T) 是直和，假设

U1 十 ．． ．十 Um =0, 

其中每个 Uj 含千 E(朽， T) . 因为相应于不同本征值的本征向量是线性无关的（参见

5.10 ) , 所以每个 Uj 均等千 o. 这表明 E(入1 , T)+ .. · +E(入m , T) 是直和 （ 由千 1.44 ) .

现在有

dimE(入1 , T) + · · · + dim E (压， T) = dim(E(入1 , T ) EB · · ·EB E(压 ， T) ) ::; dim V, 

其中的等号由 2.C 节的习题 16 得到 ． . 
5.39 定义可对角化 (diagonalizable )

算子 TE £,(V) 称为可对角化的，如果该算子关于 V 的某个基有对角矩阵．

5.40 例 定义 TE .C (R2) 为 T(x , y) = (4lx+7y,-20x+ 74y) . T 关于 R2 的标准基

的矩阵为

(~:o ;.), 
这不是一个对角矩阵． 但 T 可对角化， 请验证 T 关于基 (1 , 4),(7 , 5) 的矩阵为

(6; 406) 

5.41 可对角化的等价条件

设 V 是有限维的 ， T E £,(V). 用 入丘 ． ．， 入m 表示 T 的所有互异的本征值． 则下

列条件等价 ：

(a) T 可对角化 ；

(b) V 有由 T 的本征向量构成的基；

(c) V 有在 T 下不变的一维子空间 U1, .. . ,U九使得 V=U1 EB ·· · EBUn ;

(d) V = E(入， T) EB .. · EB E(入m,T) ;

(e) dim V = dim E(入 1 , T) + .. · + dim E (入m,T) .

证明 算子 TE£(V) 关千 V 的基 V1 , ...'Vn 有对角矩阵

价等、
｀
丿

b 

＼
丿

( 
n 

oo 

禾

入

) a 

..

( 
是

A
l
0

千j 

(\. 

v j 入__ V3 T 
有均

dJ 
个每对当仅且当
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假设 (b) 成立，则 V 有一个由 T 的本征向量组成的基 V1, . . .'Vn. 对每个］ ， 设

Uj = span(vj) · 显然每个 Uj 都是 V 的一维子空间且在 T 下不变．因为 V1, . .. ' Vn 

是 V 的基，所以 V 中每个向量都可以唯一地写成 V1, . . . ' Vn 的线性组合．也就是

说， V 中每个向量都可以唯一地写成一个和 UJ + · · ·+ U九，其中每个 Uj E Uj . 千是

V = U1 EB · · ·EB U. 九 ． 因此 (b) 蕴涵 (c) .

现在假设 (c) 成立，则 V 有在 T 下不变的一维子空间 U1, . .. ,U九使得 V=

U顷 EB U九．对每个］，设 Vj 是 UJ 中的一个非零向量，则每个 Vj 都是 T 的本征向

量因为 V 中每个向量都可以唯一地写成和 U1 十 ．．．十 Un , 其中每个 Uj E Uj ( 所以

每个 Uj 都是 Vj 的标量倍），所以 V1'. .. ' Vn 是 V 的基． 因此 (c) 蕴涵 (b) .

现在已经证明了 (a), (b), (c) 等价 ． 为完成证明，我们要证明 (b) 蕴涵 (d)、 (d) 蕴

涵 (e)、 (e) 蕴涵 (b) .

假设 (b) 成立，则 V 有一个由 T 的本征向量组成的基． 千是 ， V 中每个向量都

是 T 的本征向量的线性组合．因此

V=E(入1 , T) + · · ·+ E(品， T)

现在 5.38 表明 (d) 成立．

5.42 

由 2.C 节的习题 16 立即可知 (d) 蕴涵 (e).

最后，假设 (e) 成立，则

dim V = dimE(从T) + · · · + dimE(品， T) .

在每个 E(朽， T) 中取一个基，把这些基合在一起就得到了 T 的一组本征向量

V1 , ...'Vn , 其中 n = d im V (由于 5.42). 为了证明这组向量线性无关，假设

a仪1+ ··· +anVn=O,

其中 a1 , . .. , an E F. 对每个 j = l , . .. , m, 设 Uj 表示所有 akVk 的和，其中 Vk E 

E(入j , T). 则每个 Uj 含于 E(朽 ， T), 并且

U1 +· · 十 Um= 0. 

因为相应于互异本征值的本征向量线性无关 （参见 5.10), 所以每个 Uj 都等于 o. 由

千每个 Uj 都是一些 a釭k 的和，其中的这些 Vk 组成了 E(>.1 , T) 的基 ， 从而所有的 ak

都等千 0. 于是 V1, .. . , V九线性无关，因此是 V 的基（由于 2.39 ). 这就证明了 (e) 蕴

涵 (b). • 

可惜并非每个算子都可对角化． 这种糟糕的情况甚至可能出现在复向量空间上，

如下例所示．

5.43 例 证明由 T(w, z) = (z, 0) 定义的算子 T E £(C2) 不可对角化．

证明容易验证 0 是 T 的唯一本征值且 E(O,T) = {(w,O) E C2: w E C }. 

千是容易看出 5.41 中的条件 (b), (c), (d), (e) 都不成立（当然 ， 由千这些条件是等

价的，只需验证其中之一不成立）．千是 5.41 中的 (a) 也不成立，故 T 不可对角化．
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以下命题表明，如果一个算子的互异本征值的个数与定义域的维数相同，则此算

子可对角化．

I 
5.44 本征值足够多则可对角化

若 TE£,(V) 有 dim V 个互异的本征值，则 T 可对角化．

证明 设 TE .C(V) 有 dimV 个互异的本征值 入1, .. . , 入小mV· 对每个 j, 设 Vj EV 是

相应千本征值朽的本征向量． 因为相应千互异本征值的本征向量线性无关（参见

5.10 ), 所以 VJ, ... , V小mV 线性无关 V 中由 dimV 个向量组成的线性无关组是 V 的

基（参见 2.39). 于是 V1, ••. , V小mV 是 V 的基． 关于这个由本征向晕组成的基 ， T 有

对角矩阵． . 
5.45 例 定义 TE £(F3) 为 T(x, y, z) = (2x + y, 5y + 3z, 8z). 求 p3 的一个基使得 T

关千这个基有对角矩阵．

解 T 关千标准基的矩阵为

u~n 这个矩阵是上三角的由 5.32, T 的本征值是 2, 5, 8. 因为 T 是三维向量空间上的算

子且 T 有三个互异的本征值，由 5.44 可知 p3 有一个基使得 T 关千这个基有对角矩

阵

为了求这个基，只需对每个本征值求出本征向量． 也就是说 ， 对 入 = 2、入 =5

和入 =8 分别求出方程

T(x, y, z) = 入(x, y, z) 

的非零解．这些简单方程很容易求解： 对 入 = 2 有本征向量 (1 , 0, 0), 对入 =5 有本

征向量 (1 ,3,0), 对 入 = 8 有本征向量 (1, 6, 6). 

千是 (1 , 0, 0) , (1, 3, O) , (1, 6, 6) 是 p3 的基 ， 且 T 关千这个基的矩阵为

UH) 
5.44 的逆命题不成立． 例如， 三维空间 F3 上的算子

T(z1,z2,z3) = (4气， 4z2,5芶）

只有两个本征值 (4 和 5), 但这个算子关千标准基有对角矩阵．

在后面的章节中，我们会找到算子可对角化的其他条件．
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习题 5.C

1 设 TE £(V) 可对角化． 证明 V = null T EB rangeT. 

2 证明上题的逆命题或给出反例．

3 设 V 是有限维的且 TE £(V). 证明下列条件等价：

(a) V = null T EB rangeT; 

(b) V = nullT + rangeT: 

(c) null T n rangeT = {O}. 

4 举例说明如果去掉 "V 是有限维的“这个假设，则上题的结论不再成立．

5 设 V 是有限维的复向量空间且 T E£(V). 证明 ： T 可对角化当且仅当对每个

入 EC 有 V = null(T — 入I) EB range(T -入I).

6 设 V 是有限维的， TE £(V) 有中mV 个互异的本征值， SE£(V) 与 T 有相同的

本征向量（未必相应千同一本征值）． 证明 ST=TS.

7 设 TE .C(V) 关千 V 的某个基有对角矩阵 A, 入 E F. 证明 入 在 A 的对角线上恰

好出现 dimE(入， T) 次．

8 设 TE £(F勺且 dim E(8, T) = 4. 证明 (T- 21) 或 (T- 61) 是可逆的 ．

9 设 T E £(V) 是可逆的 ． 证明对每个非零的入 EF 均有 E(入， T) = E( 去 ， r-1) .

10 设 V 是有限维的且 TE 乙(V) . 设入1, ... ' 入m 是 T 的互异的非零本征值． 证明

dimE(入1 , T) +• · ·+ dimE(.Xm, T)~dimrangeT 

11 证明例 5.40 中的结论．

12 设 R, T E£(F勺，本征值均为 2, 6, 7. 证明存在可逆算子 S E£(F3) 使得

R = s-1rs. 

13 求 R, T E£(F4) 使得 R 和 T 均有本征值 2,6, 7, 均没有其他本征值，且不存在可

逆算子 SE £(F4) 使得 R = s-1rs. 

14 求 TE £(C3) 使得 6 和 7 是 T 的本征值，且 T 关于 C3 的任意基的矩阵都不是对

角矩阵

15 设 TE £(C3) 使得 6 和 7 是 T 的本征值，且 T 关千 c3 的任意基的矩阵都不是对

角矩阵． 证明存在 (x, y, z) E C3 使得 T(x, y, z) = (17 + 8x汉弓+ 8y, 21r + 8z) . 

16 斐波那契序列 F1,F2, 定义为

凡= 1, 凡= 1, 凡= Fn-2 + Fn-1 (n 2: 3). 

定义 TE £(R2) 为 T(x, y) = (y, x + y). 
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(a) 证明对每个正整数 n 均有 Tn(o, 1) = (Fn, Fn+1) -

(b) 求 T 的本征值．

(c) 求 R2 的一个由 T 的本征向量构成的基．

(d) 利用 (c) 的解计算 T叮0, 1). 由此证明 ： 对每个正整数 n 有

凡＝五[ (1 \乔厂 (1 _2 Jg) n] 
(e) 利用 (d) 证明：对每个正整数 n, 斐波那契数凡是最接近千

1 l+v'5 n 75(2) 
的整数



内积空间

第 6章
讲授几何的女人，摘自十

四世纪版的欧几里得《几

何原本》．

我们在定义向量空间时推广了 R2 和 R3 的线性结构（加法和标量乘法），而忽

略了其他的重要特征，例如长度和角度的概念． 这些思想隐含于我们现在要研究的内

积的概念中 ．

我们总采用如下假定 ：

6.1 记号 F、 V

• F 表示 R 或 C

• V 表示 F 上的向量空间

． 柯西－施瓦茨不等式

• 格拉姆－施密特过程

． 内积空间上的线性泛函

． 计算到子空间的最小距离

本章的学习目标



6.A 内积与范数

内积

为了说明引入内积概念的动机，我们把 R2

和 R3 中的向量看作始千原点的箭头. R2 或

耟 中向量 x 的长度称为 x 的 范数 ( norm ) ,

记为 llxll 因此对千 x = (x1,x2) E R2 有

llxll = ✓x产 +x产 ．

X 
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(XI 'X2) 

类 似地， 若 X = (x1 ,X2心3) E R 3, 则 向量 x 的长度是 ✓x产+ X22 

llx ll = ✓x产 +x产+ X32 . 

虽然我们画不出高维的图形，但是范数在 R九上的推广是显然的 ； 定义 x=

也， , Xn) E Rn 的范数为

曰＝ ✓x产＋＋已

范数在 Rn 上不是线性的． 为了把线性引入讨论，我们引入点积．

6.2 定义点积 ( dot product) 

对于孔:,y E R n , X 和 y 的点积 （记作 x - y) 定义为

X ·Y = X1Y1 +· · · 十 XnYn,

其中 x=(x1, ... , 环）， y = (如， ． ，如）．

注意， 即 中两个向量的点积是一个数，

而不是一 个向量．显然对所有 X E Rn 有

x·x = llxll2 . R九上的点积具有以下性质 ：

• 对所有 XE R几均有 X·X 之 0;

• X·X= O 当且仅当 X = 0; 

如果我们把向量看作点，而不是箭

头，那么 LLX L L 应该解释成从原点到

点 x 的距离

• 对于固定的 y E R n , R九到 R 的将 XE Rn 变为 X·Y 的映射是线性的 ；

• 对所有 x, y E Rn 均有 X ·y = y ·X. 

内积是点积的推广． 现在你可能会猜到，定义内积就是把上一段所讨论的点积的

性质抽象化． 这种猜测对实向量空间是正确的 ． 为了使定义对实向量空间和复向量空

间都可用，在给出定义之前，我们需要考察复数的情形．

回想一下，若 入 = a+ bi , 其中 a, b E R , 则

．入的绝对值（记作 闪） 定义为 囚 = ,/(产了萨；

．入的复共辄（记作入）定义为入 = a - bi; 

• I平 ＝ 从

关千绝对值和复共辄的定义和基本性质，见第 4 章．
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对千 Z = (z1, ... , Zn) E en, 定义 z 的范数为

曰= ✓伈12 + ... + lz平

因为我们希望 llzll 是非负数，所以上式中的绝对值是必要的． 注意

Jlzll2 =病+· · · 十 Zn互

我们想把 llzl产看作 z 与自身的内积，就像在 Rn 中一样． 因此，上面的等式提

示我们， w = (w1 , ... , Wn) E C九与 z 的内积应该等千

W卢1 十． ． ．十 W产n ·

要是互换 w 和 z 的角色，上面的表达式就要用它的复共辄来代替． 也就是说， w 和 z

的内积应该等千 z 和 w 的内积的复共枙．有了这样的启示，我们现在就可以定义 V

上的内积了，这里 V 可以是实向量空间或者复向量空间．

关于下面定义中记号的两点说明 ：

• 若入是复数，则记号入 2: 0 表示 入是实数并且是非负的．

• 我们使用通用的记号（尖括号） (u, V〉表示内积．有些人使用圆括号，但 (u, v) 

这个记号比较含糊，它既可以表示有序对，又可以表示内积．

6.3 定义内积 ( inner product ) 

V 上的内积就是一个函数，它把 V 中元素的每个有序对 (u, v) 都映成一个数

(u, V> E F , 并且具有下列性质 ：

正性 (positivity)

对所有 VE V 均有 (v,v〉 ~0;

定性 (definiteness)

(v, V〉 =0 当且仅当 V = 0; 

第一个位置的加性 (additivity in first slot) 

对所有 u,v,w EV 均有 (u + v, w>= (u,w〉十 (v, w>;

第一个位置的齐性 (homogeneity in first slot) 

对所有 入 E F 和所有 u,v EV 均有（入u, v) =入(u, V>;

共枙对称性 (conjugate symmetry) 

对所有 u,v EV 均有 (u, V>= (v,u>.

虽然大多数数学家按上面的方式

定义内积，但是很多物理学家在定

义内积时要求的是第二个位置的齐

性，而不是第一个位置．

每个实数都等于它的复共辄．因此在处理

实向量空间时，可以忽略上面最后一个条件

中的复共扼而直接说： 对所有 u,v EV 均有

(u, V>= (v,u>
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6.4 例内积

(a) Fn 上的欧几里得内积定义为

((w1, ... , Wn) , (z1, ... , 石）〉 = W1百 + ···+w九耳．

(b) 若 C1, . . . 心1 均为正数，则可以定义 F九上的内积如下 ：

((w1 , - - · , wn),(z1, --·,zn)) = c诃1可+ .. . + CriWn互

(c) 在定义在区间 [- 1 , 1 ] 上的实值连续函数构成的向量空间上可定义内积如下 ：

(f,g>= /1 f (x)g(x) dx 
-1 

(d) 在 P(R) 上可定义内积如下：

(p, q>= / 00 p(x)q(x)尸 dx
。

6.5 定义内积空间 ( inner product space) 

内积空间就是带有内积的向量空间 v.

内积空间最重要的例子是 F气带有上面例子中 (a) 所定义的欧几里得内积． 当

我们说尸 是内积空间时，除非特别指明， 总假设采用的是欧几里得内积．

为避免不断重复 V 是内积空间这一假设，在本章余下部分我们做如下假设：

6.6 记号 V

在本章的余下部分， V 表示 F 上的内积空间．

注意这里稍稍有点滥用术语． 内积空间是带有内积的向量空间． 当我们说向量空

间 V 是一个内积空间时，我们也隐含假定了 V 上的内积，或者从上下文中可以看出

采用的是哪个内积（如果向量空间是 F九 ， 总是采用欧几里得内积）．

6.7 内积的基本性质

(a) 对每个取定的 uE V, 将 v 变为 (v, u〉的函数是 V 到 F 的线性映射．

(b) 对每个 u E V 均有 (0, u>= o. 
(c) 对每个 uEV 均有 (u, 0〉 = o. 
(d) 对所有 u, v, w E V 均有 (u, V + W> = (u, V〉十 (u, w>.

(e) 对所有入 E F 和所有 u, v E V 均有 (u, 入v〉= 入(u, V>.

证明

(a) 由内积定义中关千第一个位置的加性和齐性可知 (a) 成立 ．

(b) 由 (a) 及线性映射将 0 变为 0 知 (b) 成立．

(c) 由 (a) 及内积定义中的共枙对称性知 (c) 成立．
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(d) 设 u, v, w EV. 则

(e) 设入 E F , u, VE v . 则

证毕．

范数

(u, V + W>=(v+w,u>

= (v, u) + (w,u>

= (v,u>+ (w,u>

= (u, v〉 十 (u, w>

(u, 入v〉=(入v,u〉

＝入(v, u>

＝入(v, u>

＝ 入 (u, v) 

. 

我们定义内积的动机最初来自千 R2 和 R3 中向量的范数．下面我们会看到每个

内积都确定了一种范数．

6 .8 定义范数 ( norm ) , llvll 

对千 VE V, V 的范数 （记作 llvll) 定义为 llv l l = v1(v,0. 

6 .9 例范数

(a) 若 (z1 , ...'环） E F九（取欧几里得内积），则

ll(z1, .. ,,zn)II =汇12 + .. ·+ lznl2 

(b) 在 [-1 , 1) 上的实值连续函数构成的向量空间中（取例 6.4(c) 中定义的内积）有

11! 11 = ,{I, 二
6.10 范数的基本性质

设 VE V . 

(a) llvll = 0 当且仅当 V = Q. 

(b) 对所有入 E F 均有 II 入v ii = 从 I llvll -

证明

(a) 由于 (v,v〉 =0 当且仅当 V = 0, 故结论成立．
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(b) 设 入 E F . 则

开平方即得要证的等式．

II 入vll2 = (入v, 入v〉

＝ 入 (v, 入v〉

＝从(v, V>

= I入广 ll vll2 . 
上面 (b) 的这个证明阐明了一个普遍原理： 处理范数的平方通常比直接处理范数

更容易

现在给出一个关键的定义．

6.11 定义正交 ( orthogonal )

两个向量 u,v EV 称为是正交的，如果 (u, V>= 0.

在上述定义中向量的次序无关紧要，因为 (u, V〉 =0 当且仅当 (v, u>= o. 有时候
我们说 u 正交千 v, 而不说 u 和 v 是正交的 ．

习题 1 3 表明，若 U, V 是即中的非零向量，则

(u, V>= llullllvll cos 0 , 

其中 0 是 u 和 v 间的夹角（把 u 和 v 看成始于原点的箭头）． 千是 R2 中的两个向量

是正交的（按照通常的欧几里得内积）当且仅当它们之间夹角的余弦是 0, 当且仅当

这两个向量在平面几何通常的意义下是垂直的． 因此正交是一个很酷的词，意思就是

垂直 ( perpendicular).

我们从下面的简单结果开始研究正交性．

6.12 正交性与 O

(a) 0 正交千 V 中的任意向损．

(b) 0 是 V 中唯一一个与自身正交的向量．

证明

(a) 6.7(b) 表明对每个 uE V 均有 (0, u) = O. 

(b) 若 V E V 且 (v , V>= 0, 则 v = O ( 由内积的定义）． . 
下面的定理是对于 V = R2 的特殊情况， 正交一词来源自希腊语的 orthogo-

明并不是原始的证明

已经有 2500 多年历史了 当然，这里给出的证 r:,. 后者的意思是直角的
尸称毕达哥拉斯定理）
设 u 和 v 是 V 中的正交向量 ， 则 llu+ v胪 = llull2 + llvll2-
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证明

llu+ 平= (u + V,U + V>

= (u,u〉十 (u, V〉十 (v, u〉十 (v,v〉

= llull2 + llvll2- . 
上面给出的勾股定理证明表明，结

论成立当且仅当 (u, V>+ (v,u>= 0, 

即 2Re(u, v>= o. 因此勾股定理的
逆命题在实内积空间中成立．

设 u,v EV 且 V -/= 0. 我们想把 u 写成 v 的

标量倍加上一个正交千 v 的向量 W, 如左下图

u 

所示

为了揭示如何将 u 写成 v 的标量倍加上一个正交千 v

的向量，令 cE F 表示一个标量，则

CV 

。

正交分解

U = CV + (U - CV). 

因此需要选取 c使得 v 正交于 (u - cv). 也就是说，我们希
望

0 = (u - CV, V>= (u, V>- cllvll2-

上式表明 c 应取成 (u, V>/llvll2. 从而
(u, V> (u, V>

u= llvll2v+(u- llvll2v) 

上式把 u 写成了 v 的标量倍加上一个正交于 v 的向量（请

自行验证）．也就是说，我们证明了以下命题．

6 . 14 正交分解

设 u, v EV 且 V =/= 0. 令 C = i厂~II~>, w = u- j~,I~; >v. 则 (w, v) = 0 且 u = cv+w. 

1821 年，法国数学家奥古斯丁－

路易 · 柯西 ( 1789- 1857) 证明了

6.J7(a). 1 886 年，德国数学家赫尔

曼 · 施瓦茨 ( 1 843— 1921) 证明了

6.17(b). 

正交分解 6.14 将被用千证明下面的定理

（柯西－施瓦茨不等式） ， 它是数学中最重要的不

等式之一．

6 . 15 柯西－施瓦茨不等式

设 u,v E V. 则 l(u, v>I :::; llull llvll- 等号成立当且仅当 U, V 之一是另一个的标撮

倍．

证明 若 V = Q, 则不等式的两端都等千 o. 因此可以假设 V #- Q. 考虑 6.14 中给出的

正交分解
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(u, V>
U= 

llvll2 v+ w 

其中 w 正交于 v. 由勾股定理我们有

(u, V> 2 

llull2 = + llwll2 llv ll2 
V 

l(u, v>12
= 11v112 + llwll2 

6.16 乏
伽，汾 12

llv ll2 
在这个不等式两端都乘以 l lvl l 2, 再开平方即得所要证的不等式．

从上一段的证明可以看出柯西—施瓦茨不等式成为等式当且仅当 6.16 是等式． 显

然，这成立当且仅当 w= 0. 而 w =O 当且仅当 u 是 v 的标量倍（参见 6. 1 4). 因此 ，

柯西—施瓦茨不等式是等式当且仅当 u 是 v 的标量倍或 v 是 u 的标量倍（或二者都成

立． 这样措辞是为了涵盖 u 或 v 等于 0 的情况）． . 
6 .17 例柯西－施瓦茨不等式的例子

(a) 若 Xi , .. . ,Xn,YI, . . . , Yn E R , 则

I: 项1+· · · +XnYn l2~(x产＋＋已）(y产＋＋矿）

(b) 若 f,g 均为 [- 1 , 1] 上的实值连续函数，则

\J ~1 J(x)g(x) 叫2 三 (111 (f(x)/ dx) (111 (g(x))2 dx) 

下面的命题称为三角不等式，它有如下的

几何解释 ： 三角形任意一边的长度小千另外两

边的长度之和

三角不等式表明两点之间的最短路线是直

线．

6.18 三角不等式

设 u,v E V . 则 [ [u + v[[ :::; [lull + II 计 [ . 等号成立当且仅当 U, V 之一是另一个的非

负标量倍

证明 我们有

胆 ＋平 = (u + V,U + V>
= (u,u〉 十 (v,v〉 十 (u, V〉 十 (v, u>

= (u,u〉 十 (v, V〉 十 (u , V〉 十 (u, V>
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6.19 
6.20 

= llull2 + llvll2 + 2 Re(u, v>
:S llull2 + llvll2 + 2l (u, v>1
三 llull2 + llvll2 + 2llull llvll 
= (llull + llvll)气

其中 6.20 是利用柯西—施瓦茨不等式 6.15 . 上面的不等式两端升平方即得所要证的不

等式

上面的证明表明， 三角不等式是等式当且仅当 6. 19 和 6.20 均为等式．因此， 三

角不等式是等式当且仅当

6.21 (u, V>= llullllvll 

请自行验证，如果 U, V 之一是另一个的非负标量倍，那么 6.21 成立． 反之，设 6.21

成立，则由柯西—施瓦茨不等式 6.15 为等式的条件可知， U, V 之一必定是另一个的标

量倍，再由 6.21 知这个标量显然是非负的． . 
u 下面的命题称为平行四边形恒等

式，因为它的几何解释为：在任意平行

四边形中，对角线长度的平方和等于四

条边长度的平方和

u 

平行四边形恒等式

6.22 平行四边形恒等式

设 u,v EV. 则 llu + vll2 + llu - vll2 = 2(llull2 + l lv胪）．

证明 Jiu+ 平+ Jiu - vJJ2 = (u + v, u + v〉十 (u -V,U - V>

= llull2 + llvll2 + (u, v) + (v, U>

+ llull2 + llvl l2 - (u, v〉一 (v, u>

= 2(llu 11 2 + 11平） . 
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2010 年，法学教授理查德· 弗里德曼上诉到最高法院的一个案子：

弗里德曼先生：我认为那个议题和这个议题完全正交．

因为州政府承认一

罗伯茨首席大法官：对不起．完全什么？

弗里德曼先生：正交的．直角的 ． 不相干的 ． 无关的 ．

罗伯茨首席大法官：哦．

斯卡利亚大法官：那个形容词是什么？我喜欢它．

弗里德曼先生 ： 正交的．

罗伯茨首席大法官：正交的．

弗里德曼先生：对，对．

斯卡利亚大法官：正交的，喟． （大笑 ． ）

肯尼迪大，去官：我意识到这个案子给我们提出了一个问题．（大笑．）

习题 6.A

1 证明将（（五迈）， (Y1 , Y2)) E R 2 x R 2 变为 Ix诅1 1 + lx2Y2I 的函数不是 R2 上的内

积．

2 证明将 ((x1,X2心3)'(如， Y2如）） E R 3 x R3 变为 x山1+x劝3 的函数不是 R3 上的

内积．

3 设 F = R 且 V -/ {O}. 将内积定义 6.3 中的正性条件（对所有 VE V 均有

(v, V>2: 0) 改为对某个 VE V 有 (v, V>> o. 证明定义中的这个变化并不改变定义
了 V 上内积的那些从 VxV 到 R 的函数所构成的集合．

4 设 V 是一个实内积空间 ．

(a) 证明对所有 u,v E V 均有 (u + V, U - V>= llull 2 - llvll2 · 

(b) 证明若 u, v EV 具有相同的范数，则 u+v 正交千 u-v.

(c) 利用 (b) 证明菱形的对角线相互垂直．

5 设 V 是有限维向量空间，并设 TE .C(V) 使得对每个 V E V 均有 I I Tvll ::; llv ll- 证

明 (T- 迈I) 是可逆的．

6 设 u,v E V. 证明 (u, V〉 =0 当且仅当对所有 aE F 均有 llull ::; llu + avll -

7 设 u,v EV. 证明 l iau + bvll = llbu + avll 对所有 a,b E R 均成立当且仅当

llull = llvll-

8 设 u, v E V, !lull= llvll = 1 且 (u, V>= 1. 证明 u = v. 

9 设 u,v E V, llul l::; 1 且 llvll ::; 1. 证明 ✓l - l l u ll 2 ✓1 - llvll2 ::; 1 - l(u, v〉 卜

10 求向量 u, VE R2 使得 u 是 (1,3) 的标量倍， v 正交于 (1, 3) 且 (1, 2) = u + v. 
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11 证明对所有正数 a,b,c,d 均有 16 :S (a+ b + c + d) 灶+¼+¾+~)-

12 证明对所有正整数 n 和实数 X1 , ... ,X九均有 (x1 + · · 十环）2 :S n(x产 +···+xn2).

13 设 U, V 是 R2 中的非零向量． 证明 (u, V>= llull llvll cos 0, 其中 0 是 u 和 v 的夹角

（将 u 和 v 看作始于原点的箭头）．

提示 ： 画出 u、 v 和 u-v 形成的三角形，然后利用余弦定理．

14 R2 或即中两个向量（视为始于原点的箭头）的夹角可以用几何的方法来定义．

但是对 n> 3, R九中的几何是不明确的．所以两个非零向量 x,y E Rn 的夹角定

义为 arccos 位 ，y〉, 此定义的动机来自千上题． 解释一下为什么证明上述定义有llxllllYII 
意义需要用到柯西－施瓦茨不等式．

15 证明对所有实数 a1, ... , an 和 b1, . . . , 加均有

（区硒）
n b·2 

气区卢）（区勹
j=l j=l j=l 

16 设 u,v EV 使得 !lull= 3, llu +vii= 4, llu - vii = 6. l lv l l 等千多少？

17 证明或反驳： R2 上有一个内积使得该内积确定的范数为：对所有 (x,y) E R2 有

II (x, y) II = max{lxl, Ii八｝ ．

18 设 p > o. 证明 R2 上有一个内积使得该内积确定的范数为

对所有 (x , y) E R2 有 ll(x, Y)II = ( lxlP + I Y尸）1/p 

当且仅当 p= 2. 

19 设 V 是实内积空间证明对所有 u,v EV 均有

(u, V>=
llu + vll2 - llu - vll2 

4 

20 设 V 是复内积空间 ． 证明对所有 u,v EV 均有

(u, v) = llu+ vll2 —llu —vll2 + llu + ivll2i - llu - ivl l2i 
4 

21 向量空间 U 上的范数是满足以下条件的函数 1 1 11: u 分 [O, oo) : llull = 0 当且仅

当 u = o, 对所有 aEF 和 uEU 均有 llaull = la lllul l , 对所有 u,v EU 均有

llu + vii :S llull + llvll - 证明满足平行四边形恒等式的范数均来自于内积（也就是

说：若 111 1 是 U 上的满足平行四边形恒等式的范数，则有 U 上的内积（ ，〉使得对

所有 uEU 均有 llull = (u,u>1/2).

22 证明平均数的平方小于等于平方的平均数．更确切地说，若 a1, . . . , a九 ER, 则

a1'... , an 的平均数的平方小千等千 a产，.. , an 2 的平均数．

23 设片，． ，凡均为内积空间证明等式

（如，，阳），（内，．，压）〉＝如，叫＋．十 (um, Vm) 

定义了 Vi X · · ·X Vm 上的内积．

在上面表达式的右瑞， (u1 ,V1〉表示 Vi 上的内积， , (um, Vm〉表示 Vm 上的内

积．虽然这里使用了相同的记号，但各个空间 Vi,•• · ,Vm 可以有不同的内积．
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24 设 SE C(V) 是 V 上的一个单的算子．定义(· , ·)i 如下：对 u,v EV 有 (u, v)i = 
(Su, Sv〉．证明(·'为是 V 上的内积．

25 设 SE C(V) 不是单的．如上题那样定义 （，．〉 1 · 说明为什么(-, 〉 1 不是 V 上的内

积．

26 设 f,g 是 R 到 Rn 的可微函数．

(a) 让［明 (f(t), g(t)>I = (f'(t),g(t)〉十 (f(t)'g'(t)>.

(b) 设 C > 0 且对每个 t E R 均有 llf(t)II = c. 证明对每个 t E R 均有

U'(t), J(t)>=0.

(c) 利用 R九中以原点为中心的球面上的曲线的切向量给出 (b) 中结论的几何解

释．

在本题中，函数 f: R ➔ Rn 称为是可微的是指存在R 到 R 的可微函数 Ji , ... , 儿

使得对每个 t ER 均有 f(t) = (fi(t), . . . '儿 (t)). 另外，对每个 t E R, 导数

f'(t) E R九定义为 f'(t) = (Ji'(t), ...'儿I (t)). 

27 设 u, v,w EV. 证明
llw - ull2 + llw —vll2 _ llu —vll2 

llw -½(u + v)ll2 = ,., 4 . 

28 设 C 是 V 的子集使得 u, v EC 蕴涵少(u + v) E C. 设 w EV. 证明 C 中距离

w 最近的点至多有一个也就是说至多有一个点 uEC 使得对所有 VE C 均有

llw- uil~llw- vii-

提示：利用上题．

29 对于 u,v EV 定义 d(u, v) = llu - vii-

(a) 证明 d 是 V 上的一个度量．

(b) 证明若 V 是有限维的，则 d 是 V 上的完备度量（意思是每个柯西序列均收

敛）．

(c) 证明 V 的每个有限维子空间都是 V 的（关于度量 d 的）闭子集．

30 固定正整数 n. Rn 上二次可微函数 p 的拉普拉斯算子 6.p 是 Rn 上的函数，定义

如下：

6.p = 
op 护p- + .. ·+— 
扣f 8x2· 

如果 6.p = 0, 则称函数 p 是调和的．

贮上的多项式是形如 X1m1 . .. X九加的函数的线性组合，其中 m1, . . . , mn 均

为非负整数

设 q 是贮上的多项式． 证明：存在 Rn 上的调和多项式 p 使得对每个满足

llxll = 1 的 x E R九均有 p(x) = q(x). 

对于这道习题，需要用到的关于调和函数的唯一一个事实是：若 p 是 R九上的调

和函数且对所有满足 llxll = 1 的 X E R九均有 p(x) = 0, 则 p = o. 
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提示： 一个合理的推测是，要找的调和多项式 p 形如 q + (1 - l lxl尸）r, 其中 r 是

多项式在适当向量空间上定义算子 T:

Tr= 6.((1 - l lxl产)r), 

再证 T 是单的，因此是满的，由此证明存在 Rn 上的多项式 r 使得 q+ ( l-ll xl l 2)r

是调和的．

31 使用内积证明阿波罗尼奥斯恒等式：在边长

为 a, b, c 的三角形中 ， 设 d 是长度为 c 的边的

中点到对顶点的线段的长度则

a2 + b2 =沪+ 2d2 

c 

6.B 规范正交基

6.23 定义规范正交的 (orthonormal )

• 如果一个向量组中每个向量的范数都是 1 且与其他向量正交， 则称这个向量

组是规范正交的．

• 也就是说， V 上的向量组 e丘 . . 'e九是规范正交的，如果

(e;, e妢 ~{ 1, 若 j~k,
0, 若 j # k. 

6.24 例规范正交组

(a) pn 的标准基是规范正交组．

(b) (73 , 古古） ， （－古古 ， o) 是 p3 中的规范正交组．

(c) (六古言），（－古责， o), (沉六，一i) 是 p3 中的规范正交组．

下面的命题表明规范正交组特别容易处理．

6.25 规范正交线性组合的范数

若 e1, . . . ,em 是 V 中的规范正交向量组， 则对所有 a1, ... ,am E F 均有

Ila凸+ .. ·+a邧mll2 = la1l2 + .. . +lam尸．
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证明 因为每个 ej 的范数都是 l, 通过反复使用勾股定理 6. 13 容易证得．

上述命题有如下重要推论．

137 

. 
6.26 规范正交组是线性无关的

每个规范正交向量组都是线性无关的．

证明 设 e1, ... ,em 是 V 中的规范正交向量组，并设 a1, ... ,am E F 使得

a1e1 十．．．十佑芯m = 0. 

则 la币+··· 十厄芷= 0 (根据 6.25 ), 这表明所有的 aj 均为 o.

线性无关的．

因此 e1) ...) ern 是. 
6.27 定义规范正交基 (orthonormal basis) 

V 的规范正交基是 V 中的规范正交向量组构成的基．

例如， Fn 的标准基是规范正交基．

6.28 适当长度的规范正交组是规范正交基

V 中每个长度为 dimV 的规范正交向量组都是 V 的规范正交基．

证明 由 6.26 , 任何这样的组都一定是线性无关的．

它一定是基（见 2.39 ).

又因为它具有适当的长度，所以. 
6.29 例 证明

（今，今，½, 今），（占，今，一占，－今），（今，－占，－少，少），（－占，今，－今，今）

是 F4 的规范正交基．

证明 我们有

II (少 ， 少，土 ½)II= J(扩＋（扩 +(½)2+(扩 =1
类似地，上面的组中其余三个向量的范数也都是 1.

我们还有

（（少，今，今 ， 少），（少，今，－－今， 一 ½)〉 ＝ 今½+今今+½. (—今）＋今(— ½) = 0 

类似地，上面的组中任意两个不同的向量的内积都等千 o.

因此上面的组是规范正交的由于这是四维向量空间 F4 的一个长度为 4 的规范

正交组，所以它是 F4 的规范正交基（由千 6.28).

一般地，给定 V 的基 e1, ...' en 和向量 V E V, 我们知道有标量 a1, .. . , a九 E F

使得
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V = a1e1 +· · · + anen. 

规范正交基的重要性主要缘于下面

的命题．

对 V 的任意基求满足上述方程的 a1, ... ,an 

可能是困难的．然而，以下命题表明对于规范

正交基这很容易：取 aj = (v, e1 〉 即可．

6.30 将向量写成规范正交基的线性组合

设 e1, .. . 'en 是 V 的规范正交基且 VE V . 则

v = (v,e1妇 + · ·· 十 (v,e动en

且

llvll2 = l(v, e1>12 + . .. + l(v,e动 12

证明 因为 el,··. ,en 是 V 的基，所以存在标量 a1, . . . , a九使得

v=a亿1 + · ··+an纭 ·

由千白 ， ， e九是规范正交的，等式两端都和 ej 做内积得到 (v, ej>= aj忙． 千是 6.30

的第一个等式成立．

由 6.30 的第一个等式和 6.25 立即可得 6.30 的第二个等式． . 
既然我们了解了规范正交基的用处，那么如何找到它们呢？例如，对千由区间

[-1 , l] 上的定积分所定义的内积 （见 6.4(c) ), 贮(R) 有规范正交基吗？下面的命题

将会给出这些问题的答案．

丹麦数学家约祁· 格拉姆

(1850— 1916) 和德国数学家埃哈

德 · 施密特 ( 1876-1959) 普及了

这种构造规范正交基的算法．

6.31 格拉姆－施密特过程

下面证明中用到的算法称为格拉姆－施密特

过程． 这种方法可以把一个线性无关组转化成

与原来的组有相同张成空间的规范正交组．

设 Vt, . . . , Vm 是 V 中的线性无关向量组．设 e1 = vi/llv1 I I - 对千 j = 2, ... ,m, 

定义 ei 如下 ：

Vj - (vj, e1妇- · · · - (vj , ej- 1 历－］
ei = 

I仍— (vj , e计幻一· · - (vj , ej-1)ej-1II 

则 e1 , .. . ,em 是 V 中的规范正交组，使得对 j = l , . . . ,m 有

span(v1, . . . , Vj) = span(e1, . .. , ej) . 

证明 我们将对］用归纳法来证明结论成立．首先 j = 1 时，由 V1 是 e1 的正数倍知

span(v1) = span(e让

设 1 <j <m 并假设已经有
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6.32 span(v1, ... , Vj-1) = span(e1, ... , ej-1) 

注意 Vj 茫 span(v1 ,••·, vj-1) C 因为 V1, . . . , Vm 是线性无关的）．千是 Vj 茫 span(e1, ... , 

吁1) . 因此在 6.31 的 ej 定义中的分母不为 o. 用一个向量除以它的范数就得到一个

范数为 1 的新向量． 因此 llejll = 1. 

设 1~k < j . 则

(ej, e妢= (巧- (vj, e归 -· · ·- (vj,ej-l〉年1 , ek 
llvj - (vj,e1)e1 -· · · - (vj,ej-1〉年1II) 

= 
(vj, e妢 - (vj, e妢

llvj - (vj, e1归 - · · · - (vj,ej-1历-1 11

= o. 

因此 e1, . .. , ei 是规范正交组．

从 6.31 给出的 ej 的定义我们看到 v1 E span(e1, . .. , ej) . 再结合 6.32 得

span(v1, ... , v1) C span(e1, . .. ,e1) 

上面的这两个组都是线性无关的 （这些 Vk 的线性无关性是根据假设得到的，这些 ek

的线性无关性是由规范正交性和 6.26 得到的）．因此上面两个子空间的维数都为小

从而一定相等． . 
6.33 例 求 A(R) 的一个规范正交基，这里的内积为 (p, q>= f1P(动q(x) dx. 

解我们将对基 1,x, 沪应用格拉姆－施密特过程 6.31.

首先，我们有

111112= /112dx = 2. 
- 1 

于是 1 1111 =没，所以 e1 = j½. 
现在 e2 的表达式中的分子为

x - (x, e心= X - (/_11 X产） /½=X. 

我们有

llxll2 = /1 泸 dx = j 
-1 

千是 llx ll = y1, 所以 e尸 《扣．
而 e3 表达式中的分子为

沪 - (x2 , e1阳 - (x2, e分e2

气 - (j尸/½dx) /½ - ([11 x2 [ix dx)心 = x2 - ½ 
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我们有

llx2 -厅= /1 (沪－扫＋心） dx = 森

千是 ll x2 -引I =/fs, 所以 e尸 《孕(x2 -½). 
因此

｀｀气压(x2 -½) 
是乌(R) 中长度为 3 的规范正交组，由 6.28 可知这个规范正交组是乌(R) 的规范正

交基

现在我们可以回答规范正交基的存在性问题了 ．

6.34 规范正交基的存在性

每个有限维内积空间都有规范正交基．

证明 设 V 是有限维的 ， 取 V 的一个基，对它应用格拉姆－施密特过程 6.31 , 则得到

一个长度为 dimV 的规范正交组．由 6.28 可知这个规范正交组是 V 的规范正交基． ．

有时我们必须知道，不仅规范正交基是存在的，而且任何规范正交组都可以扩

充成规范正交基． 在下面的推论中，格拉姆－施密特过程表明这种扩充总是可以做到

的

6.35 规范正交组扩充为规范正交基

设 V 是有限维的 则 V 中每个规范正交向量组都可以扩充成 V 的规范正交基．

证明 设 e1, . . . ,em 是 V 中的规范正交组，则 e1 , ... ,em 是线性无关的 （由于 6.26 ) ,

所以可扩充成 V 的基 e1 , ... ,em, 内， ...'V九（见 2.33) . 现在对 e1, .. . ,em, 内， , Vn 

应用格拉姆－施密特过程 6.3 1 得到规范正交组

6.36 e1, . . . ,em, 八，． ． ．，儿，

这里格拉姆－施密特过程的公式保持前 m 个向量不变，因为它们已经是规范正交的．

由 6.28 可知上面的这个组是 V 的规范正交基． . 

回想一下，如果一个矩阵对角线下方的所有元素都等千 0, 则称这个矩阵是上三

角的也就是说， 一个上三角矩阵形如

(: ·. . :), 
其中 0 表示对角线下方的所有元素都等于 0, 星号表示对角线及其上方的元素．
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在上一章我们证明了，如果 V 是有限维的复向量空间，则对 V 上的每个算子都

存在一个基使得该算子关于这个基的矩阵是上三角的（参见 5.27). 既然现在讨论的

是内积空间，我们想知道是否存在规范正交基使得算子关于这个基有上三角矩阵．

下面的命题表明，假设存在一个基使 T 关于这个基具有上三角矩阵，则存在一

个规范正交基具有同样的性质 ． 这个命题在实向量空间和复向量空间上都成立（尽管

在实向量空间上，那个假设只对某些算子成立）．

6.37 关千规范正交基的上三角矩阵

设 T E .C(V). 如果 T 关于 V 的某个基具有上三角矩阵，那么 T 关于 V 的某个

规范正交基也具有上三角矩阵．

证明 设 T 关于 V 的基 V1, ... , V九具有上三角矩阵，则对每个 j = 1, .. . , n 均有

span(v1 , ... , vj) 在 T 下不变（参见 5.26).

对 VI, .. . , V九应用格拉姆－施密特过程，得到 V 的规范正交基 e1, . .. , e九．因为对

每个 J 都有

span(e1, ... , ej) = span(v1, ... , vj) 

（参见 6.31), 所以对每个 j = 1, ... , n 均有 span(e1, ... , ej) 在 T 下不变．因此，由

5.26 可知， T 关于规范正交基 e1, ... , e九具有上三角矩阵． . 
下面的定理是上述结果的重要应用． ' 

6.38 舒尔定理

1909 年 德国数学家逸斋 · 舒尔

(1875- 1941) 发表了下述定理的

第一个证明

设 V 是有限维的复向量空间且 TE ,C(V). 则 T 关千 V 的某个规范正交基具有

上三角矩阵

证明回顾一下 T 关千 V 的某个基具有上三角矩阵（见 5.27 ). 然后应用 6.37 . • 

内积空间上的线性泛函

由千映到标量域 F 的线性映射起着特殊作用，我们在 3.F 节给它们起了一个特别

的名字．由千你可能跳过 3.F 节，下面重复一下这个定义．

6.39 定义线性泛函 Clinear functional) 

V 上的线性泛函是从 V 到 F 的线性映射也就是说，线性泛函是 L(V,F) 中的

元素．
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6.40 例 如下定义的函数 <p: F 3-+ F 

叫勺， z2, z3) = 2z1 - 5z2 + z3 

是 F3 上的线性泛函 ． 我们可以将这个线性泛函写成如下形式 ： 对每个 z E F 3 

叭z) = (z,u>,

其中 u = (2, —5, 1) . 

6.41 例 如下定义的函数笠 P2(R)-+ R 

叩） = f 1 p(t)(cos(n t)) dt 

是 P2(R) 上的线性泛函（这里饬(R) 上的内积是 [-1, 1] 上的两个函数相乘后做定积

分，见 6.33 ) . 下面的事实并不显然：存在 UE 乌(R) 使得对任意 pE 饬(R) 均有

i.p(p) = (p, u>
（我们不能取 u(t) = cos(六t)' 因为它不是 P2(R) 中的元素．）

为纪念匈牙利数学家弗里杰什 · 里

斯 ( 1 880- 1956 ) , 下述定理用他

的名字命名，里斯在二十世纪早期

证明了与下述定理类似的结果．

6.42 里斯表示定理

如果 u EV, 那么把 v 映成 (v, u) 的映射是

V 上的线性泛函 下述定理表明， V 上的每个

线性泛函都是这种形式的．上面的例 6.4 1 显示

了下述定理的威力，因为对那个例子中 的线性

泛函， u 的取法并不明显．

设 V 是有限维的且中是 V上的线性泛函，则存在唯一的向量 u E V 使得对每个

VE V 均有 <p(v) = (v, u>.

证明 先证明存在向量 uEV 使得对每个 VE V 均有 <p(v) = (v,u〉．设 e1, ... , en 是 V

的规范正交基，则对每个 V E V 均有

<p(v) = <p((v,e1阳＋．十 (v,e动en)

= (v, e1冲(ei) + ·· · +(v, en炉(en )

= (v, <p (e 1妇 +· · · 十 中亿）e动，

其中第一个等式由 6.30 得到 ． 因此，取

6.43 u = rp(e 1陌+ · · · 十 rp(en )en,

则对每个 V E V 都有叭v) = (v,u〉.

现在来证明只有一个向量 u E V 满足条件．设 U1 , U2 E V 使得对每个 V E V 均有

叭v) = (v,u1>= (v,u汾．
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则对每个 VE V 均有

0 = (v,u1 〉一 (v , u汾= (v,u1 - u汾

取 V = U1 - U2 可得 U1 -迈= 0, 即 U1 = U2, 这就完成了唯一性的证明． . 
6.44 例 求 uE 乌(R) 使得对每个 pE 饬(R) 均有

fl _1 p(t)(cos(六 t)) dt = [1 p(t)u(t) dt 

解 设 cp(p) = f1p(t)(cos(六 t)) dt. 应用上面证明中的公式 6.43 , 并使用例 6.33 中 的
规范正交基，可得

叩） = ([ l \八(cos(六 t) ) <lt) /½+ ([11 V乍(cos(六 t)) dt)~x 

+ (jl 五(t2 -½) (cos(Tit)) dt)五(x勹）
- 1 

计算可得

叩） ＝－弗 (x2 - ½) 

设 V 是有限维的且 cp 是 V 上的线性泛函．则 6.43 给出 了求向量 u 的公式使其满

足对所有 VE V 均有 cp(v) = (v, u〉．具体来说，就是

u = cp(e1陌+··· 十 cp(en)en.

看起来等式右端依赖千规范正交基 e1, ... , en 和 cp. 然而，定理 6.42 告诉我们 u 是由

cp 唯一确定的所以等式右端与 V 的规范正交基 el , · · · ,en 的选取无关．

习题 6.B

1 (a) 设 0 E R. 证明

(cos0, sin 0), (—sin 0, cos 0) 禾日 (cos0, sin0) , (sin 0, - cos0) 

都是 氏的规范正交基．

(b) 证明 R2 的规范正交基必形如 (a) 中的二者之一．

2 设 e1 , . . . , em 是 V 的规范正交组． 设 V E V . 证明

I I平 = l (v,e1沪 + · ··+ l(v,e吩 1 2

当且仅当 v E span(e1, . . . , em )• 

3 设 T E £(R勺 关于基 (1 , 0, 0), (1, 1, 1), (1, 1, 2) 具有上三角矩阵．求 R3 的一个规

范正交基（采用 R3 上通常的内积）使得 T关千这个基具有上三角矩阵．
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4 设 n 是正整数．证明

1 cos x cos 2x cos nx sm x sin 2x sm nx 
墨＇石＇石＇． ， 石＇石＇石 ＇， 石

是 C[一六，六］的规范正交组，这里 C[一六，六］是［一六，六）上的实值连续函数构成的向

量空间，其上的内积为

(J, g〉=『 f(x)g(x) dx. 
一六

上述规范正交组经常用来建立诸如潮沙等周期现象的数学模型．

5 在乌(R) 上考虑内积

(p, q>= f 1 p(x)q(x) dx 
。

对基 l,x, 沪应用格拉姆－施密特过程求 P2(R) 的一个规范正交基．

6 求 P2(R) 的一个规范正交基（采用习题 5 的内积）使得 P2(R) 上的微分算子（即

把 p 映成 p' 的算子）关千这个基具有上三角矩阵．

7 求多项式 q E P2(R) 使得对每个 pE 乌(R) 均有

汛） = f 1 p(x)q(x) dx 
。

8 求多项式 qE 伤(R) 使得对每个 p E P2(R) 均有

fo1 p(x)(cos 六 x) dx = fo1 p(x)q(x) dx 

9 对不是线性无关的向量组应用格拉姆－施密特过程结果会怎样？

10 设 V 是实内积空间且 V1, ...'Vm 是 V 中的线性无关向量组．证明 V 中恰好有

沪个规范正交组 e1 , ... ,em 使得对所有 jE{l , .. . ,m} 均有 span(v1, . .. , vj ) = 
span(e1, . . . , ej) · 

11 设(· )〉 1 和(· )〉 2 都是 V 上的内积使得 (v, w>1 = 0 当且仅当 (v, w>2 = o. 证明存
在正数 c 使得对任意 v,w EV 均有 (v, w>1 = c(v, w>2·

12 设 V 是有限维的，（，〉 1 和(· )〉2 都是 V 上的内积，对应的范数是 II . II l 和 II· ll 2

证明存在正数 c 使得对每个 VE V 均有 llvl11 ::; cllvll2-

13 设 V1 , . .. , Vm 是 V 中的线性无关向量组． 证明存在 w EV 使得对所有 j E 

{1, . .. ,m} 均有 (w, Vj>> o. 
14 设 e1, ... ) en 是 V 的规范正交基，并设 V1, ...'Vn 是 V 中的向量使得对每个］均

有

1 
l[ej - vii i < -石．

证明 V1, ...'Vn 是 V 的基．
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15 设 CR([-1, 1]) 是区间 [— 1 , l] 上的实值连续函数构成的向量空间，其上的内积为：

对千 f, g E CR ([-1 , l]) 

(J, g>= /1 J(x)g(x) dx 

设中是 CR ([-1 , l]) 上由 <p(f) = f (O) 定义的线性泛函．证明 ： 不存在 g E 

伍([-1 , l]) 能使得对每个 f E CR ([-1, l]) 均有 叭f) = (J,g>.

本题表明如果不对 V 和 中 附加额外条件，那么里斯表示定理 6.42 对无限维限量

空间不成立．

16 设 F = C, V 是有限维的， T E .C(V), T 的所有本征值的绝对值都小千 1,

E > 0. 证明存在正整数 m 使得对每个 v E V 均有 IIT叫, 1 1 :s 叶vi i -

17 对千 uEV 设 <I>u 表示 V 上如下定义的线性泛函：对 v EV 

（如） (v) = (v,u>

(a) 证明：若 F=R, 则中是从 V 到 V' 的线性映射． （回想一下，在 3.F 节中我

们定义 V'= .C(V, F), V' 称为 V 的对偶空间）

(b) 证明： 若 F = C 且 V-/= {O}, 则中 不是线性映射

(c) 证明 中 是单的．

(d) 设 F= R 且 V 是有限维的利用 (a) 和 (c) 以及维数计算（但不用 6.42 ) 来证

明中是从 V 到 V' 的同构．

(d) 给出了里斯表示定理 6.42 在 F=R 情形的另一个证明，也给出了有限维实内

积空间到其对偶空间的一个自然同构("自然”的意思是与基的选取无关） ．

6.C 正交补与极小化问题

正交补

6.45 定义正交补 ( orthogonal complement ) , U ..L. 

设 U 是 V 的子集，则 U 的正交补 （记作 U..L.) 是由 V 中与 U 的每个向量都正

交的那些向量组成的集合 ：

沪 = {v E V : 对每个 uEU均有 (v, u) = O} 

例如，若 U 是 R3 中的直线，则 U上是垂直于 U 且包含原点的平面． 若 U 是 R3

中的平面，则 U上是垂直千 U 且包含原点的直线．
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6.46 正交补的基本性质

(a) 若 U 是 V 的子集，则 U上是 V 的子空间 ．

(b) {0}_1_ = V . 

(c) v1- = {O} . 

(d) 若 U 是 V 的子集，则 u n u1- c {o}. 

(e) 若 U 和 W 均为 V 的子集且 UcW, 则 W_1_ CU主

证明

(a) 设 U 是 V 的子集． 则对每个 uEU 均有 (0,u〉= 0, 于是 OEU.1 .

设 v,w E U.1 . 若 u EU, 则

(v + w,u>= (v, 吩+ (w,u>= o+o = o. 

千是 v 十 wEU.1 . 也就是说 u.1 在加法下是封闭的．

类似地，设入 E F 且 vEU.1 . 若 uE U , 则

（入v,u〉＝入(v, 份＝入 · 0 = 0. 

千是入v E u.1. 也就是说 u.1 在标量乘法下是封闭的．因此 u.1 是 V 的子空间．

(b) 假定 VE V. 则 (v,O〉= 0, 这表明 VE {O}.l. 千是 {0}.1 =V. 

(c) 设 VE V上则 (v,v〉= O, 这表明 V = 0. 千是 v.1 = {O}. 

(d) 设 U 是 V 的子集且 v E unu.1. 则 (v,v〉= O, 这表明 v= 0. 于是 unu.1 c {o}. 

(e) 设 U 和 W 均为 V 的子集且 UC W . 设 V E W.l . 则对每个 u E W 均有

(v, u>= O, 这表明对每个 uEU 均有 (v, u> =0. 所以 vEU.1. 因此 w.1 c u.1. . 
回想一下，若 U 和 W 均为 V 的子空间，并且 V 中每个元素都可以唯一地

写成 U 中的一个向量与 W 中的一个向量的和，则 V 是 U 和 W 的直和（记为

V = UEB W) (见 1.40 ).

以下定理表明， V 的每个有限维子空间都导致了 V 的一个自然的直和分解．

6.47 子空间与其正交补的直和

设 U 是 V 的有限维子空间，则 V=U EB U上

证明 首先证明

6.48 V=U+U_[_. 

为此，设 VE V, 并设 e1 , ... , em 是 U 的规范正交基． 显然

6.49 v = (v, e1归＋十 (v,e动em+v-(v,e1沁 -• • • - (v, e动em

u w 
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设 u 和 w 如上式很明显 u EU. 因为 e1, ···,em 是一个规范正交组，所以对每个

j = l , .. . ,m 均有

(w, ej>= (v, ej>- (v, ej>=0

于是 w 正交千 span(e1 , ... , 压）中的每个向量．也就是说 w E U.1 . 于是 V = U + W, 

其中 uEU 且 wEU上 ， 这就证明了 6.48.

由 6.46(d) 有 UnU.1= {0}. 再由 6.48 有 V=U EB U上（见 1.45 ) . • 

现在可以看到如何利用 dimU 来计算 dimU上 ．

6.50 正交补的维数

设 V 是有限维的且 U 是 V 的子空间，则 dimU上= dim V - dimU. 

证明由 6.47 和 3 .78 立即可得 dimU上的公式．

下面的命题是 6.47 的一个重要推论．

6 .51 正交补的正交补

设 U 是 V 的有限维子空间，则 U = (U..1-) ..1- . 

证明 首先证明

6.52 Uc(U..1-.)..1- . 

. 

为此 ， 设 u EU. 则对每个 v E u..1- 均有 (u, v) = 0 (由 u..1- 的定义） ． 因为 u 正交千

妒中的每个向量，所以 uE(U..L )..L, 这就证明了 6.52.

要证明另一个方向的包含关系，设 V E (Uj_)..L. 由 6.47 可得 V = U + W, 其中

uEU 且 WE U..L . 从而 v-u=wEU..L. 因为 vE(U..L)..L 且 uE(U..L)..L (由千 6.52 ) ,

所以 v-uE(U..L)..L. 于是 v - u E u..1- n cu..1-)..1-, 这表明 (v - u) 与自身正交，从而

V - U = 0, 即 V = U, 千是 V E U. 因此 (U..1-) ..1- cu, 再结合 6.52 就完成了证明 ． . 
现在我们对 V 的每个有限维子空间定义一个算子 Pu -

6 .53 定义正交投影 (orthogonal projection ) , Pu 

设 U 是 V 的有限维子空间 ． 定义 V 到 U 上的正交投影为如下算子 Pu E £ (V) : 

对 VE V, 将其写成 V = u + W, 其中 uEU 且 wEU上，则 Puv = u. 

6.47 中给出的直和分解 V=U EB U1. 表明每个 VE V 均可唯一地写成 V = U + W, 

其中 u EU 且 w EU占千是 Puv 定义合理．

6.54 例 设 xEV , xc/ 0 且 U = span(x). 证明对每个 V E V 均有

Puv = 
(v, X>
llxll2 x . 
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证明设 vE V. 则

(v,x> (v,x>
v = llxll2 x + (v - llxll2 叶，

其中右端的第一项属千 span(x) (从而属于 U), 第二项正交千 X (从而属千 U勹． 因

此 Puv 等千右端的第一项．

6.55 正交投影凡的性质

设 U 是 V 的有限维子空间且 VE V . 则

(a) Pu E£(V); 

(b) 对每个 uEU 均有 Puu = u; 

(c) 对每个 wEU上均有 Puw= 0; 

(d) rangePu = U; 

(e) null Pu = U凸

(t) v - P uv EU凸

(g) Pu2 = Pu; 

(h) IIPuvll~llvll; 

(i) 对 U 的每个规范正交基 e1, ... ,em 均有 Puv = (v, e1)e1 +· · ·+ (v, e动em ·

证明

(a) 为了证明凡是 V 上的线性映射，设 V1, V2 Ev. 设

V1 = U1 + W1, V2 =迈 +w2,

其中阳，迈 Eu, W1, W2 EU上则 P加1 =U1 且 Puv2 = u2. 从而

V1 十四= (u1 +迈） +(w1+ 呤），

其中 U1 + U2 EU 且 W1 + W2 EU上．因此

Pu(v1 十 v2) = u1 + u2 = A归1 +A加2 ·

类似地，设入 E F. 若 V = u+ W, 其中 uEU 且 w E U1-, 则汕＝入u+ 入W, 其

中入uEU 且入w E U1-. 于是 Pu(入v) =杻＝入Puv.

因此凡是 V 到 V 的线性映射

(b) 设 uE U. 则 u = u + 0, 其中 uEU 且 0 EU主于是 Puu = u. 

(c) 设 wEU上则 w=O+w, 其中 0 EU 且 wEU占千是 Puw= 0. 

(d) 由 Pu 的定义可知 rangePu C U. 由 (b) 可知 U C rangePu. 千是 range P u 

=U. 
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(e) 由 (c) 可知 U.L C null Pu. 为了证明另一个方向的包含关系，注意若 v E nullPu 

则 6.47 中给出的分解一定是 V = 0 + V, 其中 0 EU 且 VE U.L. 因此 nullPu C 

u1... 
(f) 若 V = U + W, 其中 uEU 且 wE u1.., 则

v - Puv=v-u=wEU.L_ 

(g) 若 V = U + W, 其中 uEU 且 w E UJ_, 则

(Pu2)v = Pu(Puv) = A四 =u= Pi釭·

(h) 若 V = U + W, 其中 uEU 且 w E UJ_, 则

l1Puvll2 = llull2~llull2 + llwll2 = llvl l气

这里最后一个等号是根据勾股定理．

(i) 利用定理 6.47 证明中的等式 6.49 可得 Puv 的公式． . 
极小化问题

经常会遇到这样的问题：给定 V 的子空间

U 和点 VE V, 求点 uEU 使得 ll v - ull 最小．

下面的命题表明，通过取 u = Puv 就可以解决

这个极小化问题．

I 
6.56 到子空间的最小距离

设 U 是 V 的有限维子空间， VE V 且 u E U. 则

极小化问题的求解非常简单，这导

致了内积空间在纯数学之外的很多

重要应用．

llv —Puvll ::; llv - ull 

进一步 ， 等号成立当且仅当 u = Puv. 

证明 我们有

6.57 \Iv - Puv\\2~\Iv - Pu v\\2 + \\Puv - u\\2 

= ll(v - ~ 釭） + (Puv - u)\\2 

= llv - u\l气

其中第一行成立是由于 o ~II~臼 － 叫尸，第 二行

是利用勾股定理（可 以这样用是因为由 6.55(f) 知

V - Pu v E u ..1. , 而且我们还有 Puv - u E U), 第三

行成立是简单的计算．再开方即得要证的不等式．

等号 成立当 且仅 当 6.57 是等式， 当且 仅 当

v 
u 

fi;v 

。

IIPuv - uil = 0, 当且仅当 u = Puv. . 秅v 是 U 中距离 v 最近的点
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上述命题通常与公式 6.55(i) 结合起来计算极小化问题的显式解．

6.58 例求一个次数不超过 5 的实系数多项式 u 使其在区间[—六，六］上尽量好地逼近

sinx, 即使得

『 I sinx - u(x沪 dx
一六

最小．对比你的结果与泰勒级数逼近．

解设 Ca[-n, 六］表示由 [-TI, 六］ 上的实值连续函数构成的实内积空间，其内积为：

6.59 (f,g>= J f(x)g(x) dx 
一六

设 v E Ca[—六，六］是由 v(x) = sinx 定义的函数．令 U 表示由次数不超过 5 的实系数

多项式构成的 Ca [—六，六］的子空间 ． 现在问题可以重述为：

求 uEU 使得 llv-ull 最小．

要计算这一逼近问题的解，首先对 U 的基能够演算积分的计算机在这里是很

l,x,x2,x气沪，沪应用格拉姆－施密特过程 （采

用 6.59 给出的内积），得到 U 的规范正交基

负， e2, 切， e4,es,e6 . 然后采用 6.59 给出的内积，

利用 6.55(i) 计算 Puv (取 m=6) . 计算表明 P釭

是函数

6.60 u(x) = 0.987862x - 0.15527lx3 + 0 .00564312x气

有用的．

此处我们把精确解中出现的那些六换成了适当的十进制的近似值．

由 6.56, 上面的多项式 u 是 sinx 在区间［一六，六］上最佳的 5 次多项式逼近 （此处

“最佳逼近＂的意思是 f\ I sinx - u(x)l2 dx 达到最小）．要看出这个逼近有多好， 下

图显示了 sinx 和我们在 6.60 中给出的逼近 u(x) 在区间［一六，六］上的图像．

3 

-I 

在［一六，六］上 sinx 的图像（蓝色）和 6.60 给出的逼近 u(x) 的图像（红色）

我们的逼近 6.60 非常精确，以至于两个图形几乎重合一—肉眼只能看到一个图

像！蓝图几乎完全覆盖了红图．如果你是在电子设备上看这个图， ©请尽量放大图

片，特别是在 3 和 -3 附近，以便观察两个图像的微小差别．

＠该图和下一幅图可从图灵社区本书页面的“随书下载”获取． 一编者注
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sinx 的另一个熟知的 5 次多项式逼近是由泰勒多项式

X 3 

6.61 
x5 

x - —+— 3! 5! 
给出的．我们来看一下这个逼近的精确度如何，下图显示了 sinx 和泰勒多项式 6.61

在区间［一六，六］上的图像．

3 

-I 

在［一六，六］上 sinx 的图像（蓝色）和泰勒多项式 6.6 1 的 图像（红色）

泰勒多项式在 0 附近对 sin x 有极好的逼近．但上图表明对团> 2 泰勒多项式

并不怎么精确，特别是与 6.60 相比较．例如，取 X = 3, 我们的逼近 6.60 对 sin3 估

计的误差大概是 0.001, 但是泰勒级数 6.6 1 对 sin3 估计的误差大概是 0.4 . 因此对千

x=3 泰勒级数的误差比 6.60 的误差大几百倍．线性代数帮助我们发现了 sin x 的一

个逼近，这个逼近改进了我们在微积分中学到的逼近！

习题 6.C

1 设 V1, . .. , Vm EV. 证明｛内 ， ，压 }.1.. = (span(v1, . .. , 压）） .1.._ 

2 设 U 是 V 的有限维子空间证明 u.1.. = {O} 当且仅当 U=V.

习题 14(a) 表明，如果去掉 "U 是有限维的“这一假设，则上面的结果不成立．

3 设 U 是 V 的子空间，设 U1 , . .. , Um 是 U 的基，且

U1, • • ·,Um,W1 , ••·,wn 

是 V 的基．证明若对 V 的上述基应用格拉姆－施密特过程得到组 e丘 ..'e加

Ji, . . . , 儿，则 e1, ... ,em 是 U 的规范正交基，八， ，儿是 U上的规范正交基．

4 给定 R4 的子空间

U = span((l , 2,3,-4) , (-5,4,3,2)) 

求 U 的一个规范正交基和 u.1. 的一个规范正交基．

5 设 V 是有限维的且 U 是 V 的子空间证明 P妒 = I - Pu , 这里 I 是 V 上的恒

等算子．

6 设 U 和 W 均为 V 的有限维子空间证明 PuPw = 0 当且仅当对所有 u E U 和

w E W 均有 (u, w>= 0.
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7 设 V 是有限维的， PE ,C(V) 使得 p2 = p 且 nullP 中的向量与 range ? 中的向

量都正交． 证明有 V 的子空间 U 使得 P=Pu .

8 设 V 是有限维的 ， P E ,C(V) 使得 p2 = p 且对每个 VE V 均有 I I Pvl l s l l v ll - 证

明存在 V 的子空间 U 使得 P=Pu.

9 设 TE ,C(V) , U 是 V 的有限维子空间．证明 U 在 T 下不变当且仅当 PuTPu = 

TPu . 

10 设 V 是有限维的 ， TEC(V) , U 是 V 的子空间 ． 证明 U 和 u.1 都在 T 下不变当

且仅当 PuT=TPu .

11 在 即 中设 U = span((l , 1, 0, 0), (1 , 1, 1, 2)). 求 uEU 使得 llu - ( 1 , 2 , 3 , 4)1 1 最

小．

12 求 p E 究 (R) 使得 p(O) = 0, p' (O) = 0, 而且

/ 112+3x -p(x)l2 dx 
。

最小 ．

13 求 p E 芞 (R) 使得

/7[ I sin x - p(x)l2 dx -7[ 
最小．

多项式 6.60 是本题的一个极好的近似解，但是这里要找的是包含六的幕的精确

解．可以使用能演算符号积分的计算机．

14 设 CR ([-1 , 1]) 是区间 [-1 , 1] 上实值连续函数构成的向量空间，且其上的内积为：

对 f,g E CR([-1 , l ]) 

(f,g>= /1 f (x)g(x) dx 
-1 

给定 CR([—1 , 1]) 的子空间 U = {f E CR([-1, 1]) : f (O) = O}. 

(a) 证明 u.1 = {O}. 

(b) 证明当没有“有限维”这一假设时， 6.47 和 6.51 不成立．
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第 7章
艾萨克 · 牛顿 (1642

- I 727), 1795 年英国

诗人和画家威廉 · 布莱

克祁据想象所绘．

我们现在要讨论内积空间上的算子， 这方面的研究成果在内积空间理论中最为深

刻． 我们将利用伴随的性质详细描述内积空间上的几类重要算子．

下面的第二条是本章采用的新约定 ：

7 . 1 记号 F、 V、 W

• F 表示 R 或 C

• V 和 W 表示 F 上的有限维内积空间

． 伴随

． 谱定理

． 正算子

． 等距同构

． 极分解

． 奇异值分解

本章的学习目标
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7.A 自伴算子与正规算子

伴随

7.2 定义伴随 (adjoint ) , T* 

设 TE .C(V, W) . T 的伴随是满足如下条件的函数 T*: W 分 V: 对所有 VE V 

和所有 wEW 均有 (Tv, w>= (v, T*w>.

伴随这个词在线性代数中还有另一

个意思．在本书中我们不需要第二

种意思． 要是你在别处遇到伴随的

第二种含义的话，要注意，伴随的

这两种意思之间没有任何联系

想要看出上面的定义有意义，我们设 TE

L (V, W) , 并取定 WE W . 考虑 V 上将 VE V 

映成 (Tv, w〉的线性泛函，这个线性泛函依赖

千 T 和 w. 由里斯表示定理 6.42, 存在 V 中

唯一一个向量使得该线性泛函是通过与该向

量做内积给出的，我们将这个唯一的向量记为

T*w. 也就是说， T*w 是 V 中唯一一个满足下面条件的向量：对每个 VE V 均有

(Tv, w) = (v, T*w>.

7.3 例 定义 T: R 3 • R2 为 T(x1, x趴巧） = (x2 + 3x3, 2x1 ) - 求 T*.

解 T* 是 R2 到 R3 的函数． 要计算 T*, 取定一个点 (Y1 ,Y2) E R 2, 那么对于每个

也， X2心） E R3 有

((x1, x2, x3), T*(如 ， y刃〉= (T(x1,x2,x3),(y1,Y2)>

= ((x2 + 3x3, 2x1), (如， y汾〉

=x劝1 + 3x劝1 + 2x心2

=((x1,X2, 巧）， (2y2 , YI , 3沁〉

于是 T*(如， Y2) = (2y2,Y1,3y让

7.4 例 取定 u E V 和 x E W. 定义 T E [.,(V, W) 如下：对每个 V E V 有 Tv = (v,u>x.

求 T*.

解 取定 wEW. 则对每个 V E V 有

(v, T*w> = (Tv, w>

千是 T*w = (w,x>u.

= ((v, 吩x, w〉

= (v,u>(x, w>

= (v, (w, x)u>
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上两例中的 T* 不只是函数而且还是线性映射．以下命题表明这是普遍成立的．

下面两个命题的证明用到了一个共同的技巧： 将 T* 从内积的一个向量上移到另

一个向量上就变为 T.

I 
7.5 伴随是线性映射

若 TE .C(V, W), 则 T* E .C(W, V). 

证明设 T E L(V, W). 取定 W1, w2 E W. 若 VE V, 则

(v, T*(w1 + w2)>= (Tv, w1 + w分

= (Tv, w计 + (Tv, w分

= (v, T*w1〉十 (v , T*w分

= (v, T*w1 + T*w分，

这表明 T*(w1 + w2) = T*w1 +T*w2. 

取定 wEW 和入 E F . 若 VE V, 则

(v, T*(加）〉 = (Tv, 入w〉

＝ 入 (Tv, w〉

＝ 入(v, T*w>

= (v, 入广w〉,

这表明 T*(入w) = 入T*w. 因此 T* 是线性映射．

7.6 伴随的性质

(a) 对所有 S,T E .C(V, W) 均有 (S + T) * = S* + T* ; 

(b) 对所有 入 E F 和 TE .C(V, W) 均有（入T)* = 边T*:

(c) 对所有 TE .C(V, W) 均有 (T*)* = T: 

(d) I * = I , 这里 I 是 V 上的恒等算子；

(e) 对所有 T E .C(V, W) 和 S E .C(W,U) 均有 (ST) * = T* S* (这里 U 是 F 上的

内积空间）．

证明

(a) 设 S, T E £,(V, W) . 若 V E V 且 w E W, 则

(v, (S + T)*w>= ((S + T)v, w) 

= (Sv, w〉 十 (Tv,w〉

= (v, S*w) + (v, T*w) 

= (v, S*w + T*w>.

. 
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于是 (S + T)*w = S*w + T*w. 

(b) 设入 EF, TE£(V,W). 若 vE V 且 wEW, 则

(v, (入T)*w〉=(入Tv,w〉＝入(Tv,w〉＝入(v, T*w>= (v, 入T*w〉

千是（入T)*w = >.T*w. 

(c) 设 TE ,C(V, W). 若 VE V 且 wEW, 则

(w, (T*)*v) = (T*w, v) = (v, T*w>= (Tv, w>= (w, Tv>

千是 (T*)*v = Tv. 

(d) 若 v,u EV, 则

(v, I*u>=(Iv,u>= (v,u>= (v, Ju>

于是 I*u = Ju. 

(e) 设 TE .C(V, W) 且 SE ,C(W,U). 若 VE V 且 uE U, 则

(v, (ST)*u>= (STv,u>= (Tv, S*u>= (v, T*(S*u)>

于是 (ST)*u = T*(S*u). • 

以下命题描述了线性映射及其伴随的零空间和值域之间的关系．记号仁今的意

思是“当且仅当“，这个记号也可以理解为”等价千".

7.7 T* 的零空间与值域

设 TE ,C(V, W). 则

(a) null T* = (range T)凸

(b) range T* = (null T) 1- ; 

(c) nu且T = (rangeT*)气

(d) rangeT = (nullT*)上．

证明 首先证明 (a) . 设 wEW. 则

w E nullT* 仁⇒ T*w = 0 

仁 (v, T*w〉 =0 对所有 VE V 成立

仁 (Tv,w〉 =0 对所有 VE V 成立

~w E (rangeTl. 

于是 nullT * = (range T) .l , 这就证明了 (a) .

对 (a) 的两端取正交补并利用 6.51 可得 (d) . 在 (a) 中将 T 换成 T* 并利用 7.6(c)

可得 (c). 最后，在 (d) 中将 T 换成 T* 可得 (b) . • 
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7.8 定义共抚转置 (conjugate transpose) 

mxn 矩阵的共耗转置是先互换行和列 ， 然后再对每个元素取复共辄得到的

nxm矩阵．
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若 F = R , 则矩阵的共抚转置等

于转置，即通过互换行和列所得到

的矩阵．

以下命题说明了怎样通过 T 的矩阵来计算

T* 的矩阵．

注意 ： 下面的结果只能对规范正交基使用，

而对千非规范正交基， T* 的矩阵未必等千 T 的

矩阵的共辄转置．

I 
7.10 T* 的矩阵

设 TE£(V, W). 假设 e1, . . . , en 是 V 的规范正交基，儿 ，拓是 W 的规范

正交基则 M(T*, U1 , . . . , 丘）， (e1, ... ,en)) 是 M (T, (e1, ... , en), (!1 , . . . , 儿））

的共辄转置．

线性映射的伴随与基的选取无关．

这解释了为什么本书强调线性映射

的伴随而不是矩阵的共抚转置．

证明 在本证明中，用 M(T) 代替更长的记号 M (T, (e1 , .. . , en), (!1 , ... ,f心），用

M(T*) 代替 M(T* , (!1, . . . , 丘）， (e1 , 五））．

回想一下，把 Tek 写成这些儿的线性组合可得 M(T) 的第 K 列，在这个线性组

合中用到的标量组成了 M(T) 的第 K 列．因为几 ，拓是 W 的规范正交基，所以

我们知道怎样把 Tek 写成这些力的线性组合（见 6.30) :

Tek = (Tek, Ji>Ji +· · · + (Tek, f动fm

于是 M(T) 中第 ］行第 K 列的元素是 (Te伈 儿〉．

把 T 替换成 T*, 再互换诸 e 和诸 J 的角色，由此可得， M(T*) 中第］行第 K 列

的元素是 (T才k, ej), 它等千 (fk, Te1〉，这等千 (Te小 儿〉，这又等于 M(T) 中第 k 行

第］列元素的复共辄．也就是说， M(T*) 是 M(T) 的共辄转置． . 
自伴算子

现在我们将注意力转移向内积空间上的算子． 因此我们将关注 V 到 V 的线性映

射（回想一下这样的线性映射称为算子），而不是 V 到 W 的线性映射
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7.11 定义自伴的 (self-adjoint)

算子 TE L(V) 称为 自伴的，如果 T =T*. 也就是说， T E L(V) 是自伴的当且

仅当对所有 v,w EV 均有 (Tv, w〉 = (v, Tw>.

7.12 例设 T 是 F2 上的算子，它（关于标准基）的矩阵是

(! ;) 
求数 b 使得 T 是自伴的．

解 算子 T 是自伴的当且仅当 b = 3 C 因为 M(T) = M(T*) 当且仅当 b = 3. 回想一

下 M(T*) 是 M(T) 的共辄转置，参见 7.10 ).

请自行验证 ： 两个自伴算子的和是自伴的，实数和自伴算子的乘积是自伴的．

有的数学家采用木语“埃尔米特

的” 代替“自伴的＂，以纪念法国

数学家夏尔 · 埃尔术特，他在 1873

年首次证明了 e 不是任何整系数多

项式的祁．

请记住一个很好的类比（尤其是当 F = C

时）：伴随在 .C(V) 上所起的作用犹如复共枙

在 C 上所起的作用 ． 复数 z 是实的当且仅当

z= 云， 因此自伴算子 (T = T*) 可与实数类

比．

我们将看到，这种类比也反映在自伴算子的某些重要性质上，先来看本征值．

若 F = R, 则由定义可知每个本征值都是实的，所以下面的命题仅当 F = C 时

才有意思

I 
7.13 自伴算子的本征值是实的

自伴算子的每个本征值都是实的．

证明 设 T 是 V 上的自伴算子，入 是 T 的本征值 ， v 是 V 中的非零向量使得 Tv= 入v.

则

入llvll 2 = (入V, V> = (Tv, v〉 二= (v, Tv>= (v, 入v〉 =入 ll v l l 2

千是 入 ＝ 入，即入是实的 ． . 
下面的命题对实内积空间不成立． 例如 ， 考虑如下定义的算子 T E .C(R勺，它是

绕原点的逆时针 goo 旋转，因此 T(x, y) = (-y, x) . 显然对每个 VE R2 有 Tv 正交于

V, 即使 T =/- 0. 

I 
7. 14 在 C 上，只有 0 算子才能使得 Tv 总正交千 v

设 V 是复内积空间， TE .C(V) . 假设对所有 VE V 均有 (Tv, v) = 0, 则 T = O.



7.A 自伴算子与正规算子 159 

证明 对所有 u,wE V 均有

(Tu,w>=
(T(u+w),u+w>— (T(u-w),u-w>

4 

+ 
(T(u + iw), u + iw>- (T(u -iw),u-iw>

4 

这个等式可通过计算右端得到．注意到右端的每一项都具有 (Tv, v〉的形式．我们的

假设表明对所有 u,wE V 均有 (Tu,w〉= 0, 从而 T= 0 C 取 w = Tu). • 

通过考虑实内积空间上的非自伴算子可知， I 下面的命题提供了自伴算子与实数
下面的命题对实内积空间不成立． 具有相似性质的另一个例子 ．

7.15 在 C 上，仅自伴算子才能使 (Tv, v〉 都是实数

设 V 是复内积空间 ， T E L(V). 则 T 是自伴的当且仅当对每个 VE V 均有

(Tv, v>E R.

证明 设 VE V. 则

(Tv, v> - (Tv, v) = (Tv, v〉一 (v, Tv) = (Tv, v>- (T*v, v>= ((T - T*)v, v>

若对每个 VE V 均有 (Tv, v> E R , 则上式左端等千 O, 所以对每个 VE V 均有

((T - T*)v, v) = 0. 这表明 T-T* = 0 C 由于 7.14 ). 因此 T 是自伴的 ．

反之，若 T 是自伴的，则上式的右端等千 O, 所以对每个 VE V 均有 (Tv, v) = 

(Tv, v〉 ． 这表明对每个 VE V 均有 (Tv, v> ER. • 

在实内积空间 V 上，非零算子 T 可能使得对所有 V E V 均有 (Tv, v> = o. 然而，
以下命题表明对千非零自伴算子就不会出现这种情况．

7.16 若 T=T* 且对所有 v 均有 (Tv, v>= 0, 则 T=O

若 T 是 V 上的自伴算子使得对所有 VE V 均有 (Tv, v> = O, 则 T = O.

证明我们已经对复内积空间证明 了这一结论（没有 T 自伴的假设，参见 7.14) . 因

此可设 V 是实内积空间 ． 若 u, wE V, 则

7.17 (Tu, w>=
(T(u+w),u+w>-(T(u-w) , u-w>

为证明上述等式，可利用下面的等式计算上式的右端：

(Tw,u> = (w,Tu>= (Tu, w>,

其中第一个等号成立是因为 T 是自伴的，第二个等号成立是因为我们处理的是实内

积空间

7.17 右端的每一项都形如 (Tv, v〉．因此对所有 u, w E V 均有 (Tu, w) = 0, 从而

T = O ( 取 w = Tu). . 
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正规算子

7.18 定义正规的 ( normal)

• 内积空间上的算子称为正规的，如果它和它的伴随是交换的．

• 也就是说， TE 以V) 是正规的，如果 TT*= T*T. 

自伴算子显然是正规的，这是因为若 T 是自伴的，则 T* =T. 

7.19 例 设 T 是 F2 上的算子，它（关于标准基）的矩阵为

(! ~3) 
证明 T 不是自伴的但 T 是正规的．

证明这个算子不是自伴的，因为第 2 行第 1 列的元素（等于 3) 不是第 1 行第 2 列

元素（等千 -3) 的复共辄．

TT* 的矩阵是

(~ ~3) (~3 :) = (。 103)
类似地 T*T 的矩阵是

(~ —3 !)(~ ~3)~(1;,:) 
因为 TT* 和 T*T 有相同的矩阵，所以 TT*= T*T, 千是 T 是正规的．

以下命题表明对每个正规算子 T 均 在下一节我们会看到为什么正规算子值得

特别关注有 null T = null T*. 
以下命题给出了正规算子的简单刻画 ．

7.20 T 是正规的当且仅当对所有 v 均有 IITvll = IIT*vll 

算子 TE £(V) 是正规的当且仅当对所有 VE V 均有 IITvll = IIT*vll-

证明 设 TE .C(V) . 我们将同时证明这个结论的两个方面．注意到

T是正规的仁今 T*T-TT* =0 

仁 ((T*T - TT*)v, v〉 =0 对所有 VE V 成立

仁 (T*Tv, v>= (TT*v, v〉对所有 VE V 成立

仁 11Tvll2 = IIT* vl l 2 对所有 VE V 成立，
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其中第二个等价性由 7. 16 得到（注意到算子 T*T-TT* 是自伴的）． 第一个条件和

最后一个条件的等价性给出了要证明的结果． . 
把下面的命题与习题 2 比较一下 ． 那个习题是说， 算子的伴随的所有本征值（作

为集合）等于该算子所有本征值的复共扼． 但是该习题没说本征向量的事， 这是因为

算子与其伴随可以有不同的本征向量． 然而，由下面的命题可知，正规算子与其伴随

有相同的本征向量．

I 
7.21 若 T 正规，则 T 与 T* 有相同的本征向量

设 TE .C(V) 是正规的，且 V E V 是 T 的相应于本征值 入 的本征向量． 则 v 也是

T* 的相应千本征值 入 的本征向量．

证明 因为 T 是正规的，所以 T- 入I 也是正规的（请自行验证）． 利用 7.20 可得

0 = ll(T- 入!)vii= IJ(T - 入I)*vll = IJ(T* -入!)vii

因此 v 是 T* 的相应千本征值入的本征向量．

因为自伴算子是正规的，所以下面的命题也适用于自伴算子．

7.22 正规算子的正交本征向量

设 TE L(V) 是正规的则 T 的相应于不同本征值的本征向量是正交的．

. 

证明 设 a, (3 是 T 的不同本征值， U, V 分别是相应的本征向量，千是 Tu= au 且

Tv = (3v. 由 7.2 1 有 T*v =趴．因此

(a-f3)(u, v>= (au, v>— (u, 队〉

= (Tu, v>- (u, T*v>

= o. 
因为 a=/-(3, 上面的等式表明 (u, V>=0. 因此 u 和 v 是正交的 ．

习题 7.A

I 设 n 是正整数． 定义 TE C(F九）为

T(z1, ... , 石） = (0, Z1, .. . , Z九一1)

求 T*(z1 , .. . , 石） ．

2 设 T E C(V), 入 E F . 证明 ：入 是 T 的本征值当且仅当 入是 T* 的本征值．

. 

3 设 T E C(V) 且 U 是 V 的子空间．证明： U 在 T 下不变当且仅当 U上 在 T* 下不

变
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4 设 TE .C(V, W). 证明：

(a) T 是单的当且仅当 T* 是满的；

(b) T 是满的当且仅当 T* 是单的．

5 证明：对每个 TE .C(V, W) 均有

dim null T* = dim null T + dim W —dim V 

以及

dim range T* = dim range T. 

6 P2(R) 按照内积

(p, q>= j\(x)q(x) dx 
。

是内积空间定义 TE .C(庈(R)) 使得 T(ao + a1x + a2沪） = a1X. 

(a) 证明 T 不是自伴的．

(b) T 关千基 (1, x, 沪）的矩阵为

u~n 虽然 T 不是自伴的，但是上面的矩阵等千其共辄转置．解释为什么这并不矛

盾

7 设 S, TE C(V) 都是自伴的．证明 ST 是自伴的当且仅当 ST=TS.

8 设 V 是实内积空间证明 V 上自伴算子的集合是 C(V) 的子空间

9 设 V 是复内积空间且 V -I {O}. 证明 V 上自伴算子的集合不是 C(V) 的子空间．

10 设 dim V 2 2. 证明 V 上正规算子的集合不是 C(V) 的子空间．

11 设 PE C(V) 使得 p2 = P. 证明： V 有一个子空间 U 使得 P= Pu 当且仅当 P

是自伴的．

12 设 T 是 V 上的正规算子且 3 和 4 都是 T 的本征值．证明存在向量 VE V 使得

llvl l =迈且 JJTvJJ = 5. 

13 找出一个算子 TE£(C4) 使得 T 是正规的但不是自伴的．

14 设 T 是 V 上的正规算子，并设 v,w EV 满足

JJvll = llwll = 2, Tv = 3v, Tw = 4w 

证明 JIT(v + w)JI = 10. 

15 取定 u,x EV. 定义 TE C(V) 如下：对每个 VE V 有 Tv = (v,u>x.

(a) 设 F=R. 证明： T 是自伴的当且仅当 u,x 是线性相关的

(b) 证明： T 是正规的当且仅当 u,x 是线性相关的．
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16 设 TE £, (V) 是正规的证明 rangeT = range T *. 

17 设 TE £, (V) 是正规的证明 ： 对每个正整数 K 均有

null Tk = null T 且 rangeTk = range T 

18 证明或给出反例 ： 若 TE £,(V) 且 V 有规范正交基 e1, . . . , e九使得对每个］均有

IITej II = IIT飞 II, 那么 T 是正规的 ．

19 设 T E .C(C3) 是正规的且 T(l , 1 , 1 ) = (2, 2, 2). 设（句 ， z2 , z3) E null T. 证明

Z1 + Z2 + Z3 = 0. 

20 设 TE 乙(V, W) 且 F = R. 设矶是 6.B 节习题 17 中给出的从 V 到对偶空间 V'

的那个同构， 并设 4>w 是从 W 到 W' 的类似的同构．证明 ： 如果我们通过们和

<I>w 将 V 和 W 等同千 V' 和 W', 那么 T* 等同于对偶映射 T' . 更确切地，证明

<I>v o T* = T' 。 <I>w.

21 取定正整数 n. [一7r, 1r] 上的实值连续函数按内积

(f,g>= j f(x)g(x) dx 
-71" 

构成内积空间， 在这个内积空间中设

V = span(l, cos x , cos 2x, ... , cosnx, sin x, sin 2x, . . . , sin nx) 

(a) 定义 DE .C(V) 为 DJ= f'. 证明 D* = -D. 由此得出如下结论 ： D 是正规

的但不是自伴的．

(b) 定义 TE .C(V) 为 Tf = f". 证明 T 是自伴的 ．

7.B 谱定理

回想一下，对角矩阵是对角线之外的元素都是 0 的方阵； V 上的算子关千某个基

有对角矩阵当且仅当这个基是由该算子的本征向量组成的（参见 5.41 ) .

关千 V 的某个规范正交基具有对角矩阵的算子是 V 上最好的算子，它们恰好是

具有如下性质的算子 T E .C(V): V 有一个由 T 的本征向量组成的规范正交基．本节

的 目 的是证明谱定理． 谱定理表明 ： 具有上述性质的算子当 F = C 时恰为正规算子，

当 F = R 时恰为自伴算子． 谱定理可能是研究内积空间上算子的最有用的工具．

因为谱定理的结论依赖于 F, 所以我们把谱定理分成两部分，分别叫做复谱定理

和实谱定理同线性代数中的大多数情形一样，处理复向量空间要比处理实向量空间

容易，因此我们先给出复谱定理

复谱定理

复谱定理 7.24 主要是说， 若 F = C 且 TE .C(V) 是正规的，则 T 关千 V 的某个

规范正交基具有对角矩阵．下面的例子解释了这个结论．
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7.23 例 考虑例 7.19 中的正规算子 TE ,C(C勺，它（关千标准基）的矩阵是

(~ ~ 3) 
请自行验证，恩辈 (-~x) 是由 T 的本征向量构成的 c2 的规范正交基， T 关千此基有

对角矩阵

二）
在下面的定理中， (b) 和 (c) 的等价性是容易的 （参见 5.41). 所以我们只需证明

(c) 蕴涵 (a) 且 (a) 蕴涵 (c).

7.24 复谱定理

设 F=C 且 TE L(V). 则以下条件等价：

(a) T 是正规的．

(b) V 有一个由 T 的本征向量组成的规范正交基．

(c) T 关千 V 的某个规范正交基具有对角矩阵．

证明首先假定 (c) 成立，则 T 在 V 的某个规范正交基下具有对角矩阵. T* (关于同

一个基）的矩阵是 T 的矩阵的共扼转置，所以 T* 也具有对角矩阵．任意两个对角矩

阵都是交换的，所以 T 和 T* 是交换的，从而 T 是正规的．也就是说 (a) 成立．

现在假定 (a) 成立，则 T 是正规的．由舒尔定理 6.38, V 有一个规范正交基

负， .. . , e九使得 T 关于此基有上三角矩阵．于是

7.25 M(T, (e,, 心））~("'·'
。

我们将证明这个矩阵实际上是对角矩阵．

\) ”“

. 

1 

.

.. 

n 

aa .. 

由上面的矩阵可得

IJTe1ll2 =阳，112

且

IIT飞 1 1 2 = la卫＋阳，护+· · ·+ la1,nl2 

因为 T 是正规的，所以 IITe1II = IIT*e计 I c 见 7.20 ). 千是由上面的两个等式可知 ，

7.25 中矩阵的第一行除了第一个元素 a1,1 之外都等于 o.

现在由 7.25 可得

IITe2 ll 2 = la2,2l2 
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（因为如上一段所证 a1 ,2 = 0 ) 且

IIT飞 112 = I少，2广＋西，312 +· · ·+ la2,nl2 

因为 T 是正规的，所以 IITe2II = IIT*e2 II - 千是由上面的两个等式可知 ， 7.25 中矩阵

的第二行除了对角线元素 a2,2 之外都等千 o.

如此继续下去可知， 7.25 中矩阵的非对角线元素都等于 0. 因此 (c) 成立． . 
实谱定理

为证明实谱定理，我们需要几个引理，它们对千实内积空间和复内积空间都适

用．

你可能会猜到下面的引理，甚至可能通过

考虑实系数的二次多项式给出其证明 ． 具体来

说，设 b,cE R 且 沪 < 4c, 设 x 是实数，则

x2 + bx + c = (x + 夕）2+(c-~)>o 

这种配方去可以用来推导二次方程

的求枝公式．

特别地， x2 + bx + c 是可逆实数("非 O" 的一种诘屈表达）． 用自伴算子代替实数 x

（回想一下实数和自伴算子之间的类比）可以得出下面的引理．

7.26 可逆的二次式

设 TE C(V) 是自伴的 ， 并设 b,c E R 使得沪< 4c. 则

T2 + bT + cl 

是可逆的．

证明 设 v 是 V 中的非零向量．则

((T2 + bT + cl)v, v>= (T2v, v>+ b(Tv, v〉十 c(v, v>

= (Tv, Tv>+ b(Tv, v〉十 cilvll2

2: IITvll2 - lblllTvllllvll + cllvll2 

= (IITv[I - lbl 』vl l f + (c-~)llvll 2 

> 0 , 

其中第三行成立是利用柯西－施瓦茨不等式 6.15 . 由上面最后的那个不等式可得

(T2 + bT + cI)v -::J 0. 千是 T2 + bT+ cI 是单的，从而是可逆的（参见 3.69 ) . • 

我们已经知道 ， 有限维非零复向量空间上的算子无论自伴与否都有本征值（参见

5.21 ), 因此下面的引理仅对实内积空间是新的．

7.27 自伴算子都有本征值

设 V -::J {O} 且 TE .C(V) 是自伴算子，则 T 有本征值．



166 第 7 章内积空间上的算子

证明如前所述，可设 V 是实内积空间 ． 设 n = dimV. 取 v EV 使得 V ,/ 0. 则

v, Tv, T2v, ... , T吓

不可能是线性无关的，这是因为 V 是 n 维的，而这里有 n+l 个向量． 千是，有不全

为 0 的实数 a。, . ,a九使得

O=a。 v + a1Tv +· · · + anTnv 

以这些 aj 为系数作一个多项式，并将此多项式分解成（参见 4. 17 )

ao + a1x +···+an泸

= c(x2 + b1x + c1 )· · ·(x2 + b归 +c沁(x- 入1 ) · · · (x- 灿），

其中 c 是非零实数，每个 bj, Cj, 入］都是实的，每个 b广小千 4cj , m + M 2: 1, 并且

上面的等式对所有实的 x 都成立． 那么我们有

O=a。v + a1Tv +· · · + anT"v 

= (a。I+ a1T+···+a九尸）v

= c(T2 + b1T + c1J) ... (T2 +如T + CMI)(T -叩） (T - 灿I)v

由 7.26, 每个 T2 + bjT + Cjl 都是司逆的．而 C'f'0. 所以上面的等式表明 m>O 且

0 = (T- 入1J)· · ·(T -灿I)v.

所以至少有一个］使得 T - 入JL 不是单的．也就是说 T 有本征值． . 
下面的引理表明，若 U 是 V 的在自伴算子 T 下不变的子空间，则 U上也在 T

下不变． 我们以后会证明 "T 是自伴的“这一假设可以换成更弱的假设 "T 是正规

的＂（参见 9.30).

I 
7.28 自伴算子与不变子空间

设 TE£(V) 是自伴的，并设 U 是 V 的在 T 下不变的子空间．则

(a) u.1 在 T 下不变；

(b) 兀u E£(U) 是自伴的；

(c) Tl u-1. E £(U上）是自伴的．

证明 为证明 (a), 设 VE U丸 uE U. 则

(Tv,u>= (v,Tu>= 0, 

其中第一个等号成立是因为 T 是自伴的，第二个等号成立是因为 U 在 T 下不变

（从而 Tu EU) 以及 v E uj_ . 因为上面的等式对每个 uEU 都成立，所以可得
TvE U上 ． 因此 U上在 T 下不变，这就证明了 (a).

为证明 (b), 注意到若 u,v EU 则
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((Tiu)u, v>= (Tu, v>= (u, Tv>= (u, (Tiu)v>.

因此 T历是自伴的．

由于 (a), u..L 在 T 下不变，所以将 (b) 中的 U 换成 u..L 可得 (c).

现在我们来证明实谱定理，它是线性代数的主要定理之一．

7.29 实谱定理

设 F=R 且 TE .C(V). 则以下条件等价：

(a) T 是自伴的．

(b) V 有一个由 T 的本征向量组成的规范正交基．

(c) T 关于 V 的某个规范正交基具有对角矩阵．

. 

证明 首先设 (c) 成立，则 T 关千 V 的某个规范正交基具有对角矩阵． 对角矩阵等于

其转置．故 T=T*, 因此 T 是自伴的．也就是说 (a) 成立

我们将对 dimV 用归纳法来证明 (a) 蕴涵 (b). 首先，注意到若 dim V = 1 则 (a)

蕴涵 (b). 现在设 dimV > 1, 并假设在维数更小的实内积空间上 (a) 蕴涵 (b).

设 (a) 成立，则 TE £(V) 是自伴的 ． 设 u 是 T 的本征向量且 llull = 1 c 7.27 保
证了 T 有本征向量，除以它的范数就可以得到一个范数为 1 的本征向量）．设 U=

span(u) . 则 U 是 V 的一维子空间且在 T 下不变．由于 7.28(c), 算子 Tl u_J_ E£(U.1) 

是自伴的．

由归纳法假设， u.1 有一个由 Tl u_J_ 的本征向量组成的规范正交基把 u 添加到

u_j_ 的这个规范正交基，就得到了 V 的一个由 T 的本征向量组成的规范正交基，这

就证明了 (a) 蕴涵 (b).

我们已经证明了 (c) 蕴涵 (a) 且 (a) 蕴涵 (b) . 显然 (b) 蕴涵 (c), 这就完成了证明 . . 
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若 F =C, 则复谱定理给出了 V 上正规算子的完全描述．由此可以完全描述 V

上的自伴算子 （它们是 V 上的正规算子且本征值都是实的，见习题 6) .

若 F=R, 则实谱定理给出了 V 上自伴算子的完全描述． 在第 9 章 ， 我们将给

出 V 上正规算子的完全描述（参见 9.34 ) .

习题 7.B

1 判断正误（并证明你的结论）：存在 TE £(R3) 使得 T (关于通常的内积）不是

自伴的并且 R3 有一个由 T 的本征向量构成的基．

2 设 T 是有限维内积空间上的自伴算子，且 2 和 3 是 T 仅有的本征值，证明

产- 5T+ 61 = 0. 

3 找出一个算子 TE£(C3) 使得 2 和 3 是 T 仅有的征值且 T2 - 5T + 61 -:/ O. 

4 设 F=C 且 TE £,(V) . 证明： T 是正规的当且仅当 T 的对应千不同本征值的任

意一对本征向量都是正交的且

V=E(入 ， T) EB .. · EB E(如， T),

这里入1, ...)入m 是 T 的全体互不相同的本征值．

5 设 F=R 且 TE £,(V) . 证明： T 是自伴的当且仅当 T 的对应于不同本征值的任

意一对本征向量都是正交的且

V = E(入1,T) EB .. · EB E(灿， T) ,

这里入 ， ． ， 入m 是 T 的全体互不相同的本征值．

6 证明： 复内积空间上的正规算子是自伴的当且仅当它的所有本征值都是实的．

本题（对正规算子）加强了自伴算子与实数之间的类比．

7 设 V 是复内积空间， TE£(V) 是正规算子使得 T9 = T8. 证明 ： T 是自伴的且

T2 =T. 

8 找出复向量空间的一个算子 T使得 T9 =T8 但 T2 -:/T. 

9 设 V 是复内积空间． 证明 V 上的每个正规算子都有平方根． （算子 SE£(V) 称

为 TE£(V) 的平方根，如果 沪 =T. )

10 找出一个实内积空间 V 和 T E £,(V) 以及满足沪< 4c 的实数 b,c 使得 T2+bT+cl

不是可逆的．

本题表明，即使对于实向量空间， 7 .26 中 T 自伴的假设也是必要的．

11 证明或给出反例 ： V 上每个自伴算子都有立方根．（算子 SE £, (V) 称为 TE £(V)

的立方根，如果 S3 = T. ) 
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12 设 TE £(V) 是自伴的，入 E F 且 E > Q. 假设存在 VE V 使得 Jlvll = 1 且

jjTv- 入vjj < E. 

证明 T 有一个本征值 X 使得 从 一 >.'j < I; . 

13 给出复谱定理的另一个证明，不要使用舒尔定理，而是按照实谱定理的证明方

式

14 设 U 是有限维的实向量空间且 TE £(U). 证明 ： U 有一个由 T 的本征向量构成

的基当且仅当存在 U 上的内积使得 T 是自伴算子．

15 求出下面被遮住的矩阵元素．

211 
g-111 

111 

l 离他远一点，他不影氓的！

飞

7.C 正算子与等距同构

正算子

7.31 定义 正算子 (positive operator) 

称算子 T E .C(V) 是正的，如果 T 是自伴的且对所有 V E V 均有 (Tv, v>~ o.

若 V 是复向量空间，则 T 自伴的条件可以从上面的定义中去掉 （由于 7 . 15 ).

7.32 例正算子

(a) 若 U 是 V 的子空间，则正交投影 Pu 是正算子（请自行验证）．

(b) 若 T E £(V) 是自 伴的， 且 b,c E R 使得 沪 < 4c, 则 T2 + bT + cl 是正算子，如
7.26 的证明所示．
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7.33 定义平方根 (square root) 

算子 R称为算子 T 的平方棵，如果炉 =T.

7.34 例 设 TE£(F3) 是由 T(z1,z2,z3) = (z3,0,0) 定义的算子，则由 R(z1, z2, z3) = 

也， Z3,Q) 定义的算子 RE £(F3) 是 T 的平方根．

正算子对应于 [O,oo) 中的数，因此

在木语上更应该称为非负的而不是

称为正的．然而算子理论学家始终

称之为正算子，因此我们将沿袭这

个传统

7.35 正算子的刻画

设 TE .C(V). 则以下条件等价：

(a) T 是正的 ；

下面的定理对正算子的刻画与 C 中非负数

的刻画是相对应的． 具体来说，复数 z 非负当

且仅当它有非负平方根， 这对应千条件 (c) . 此

外， z 非负当且仅当它有实的平方根，这对应

千条件 (d). 最后 ， z 非负当且仅当有复数 w 使

得 Z= 仇V, 这对应千条件 (e) .

(b) T 是自伴的且 T 的所有本征值非负；

(c) T 有正的平方根 ；

(d) T 有自伴的平方根；

(e) 存在算子 RE .C(V) 使得 T = R*R. 

证明 我们将证明 (a) 今 (b) ⇒ (c) • (d) • (e) 今 (a) .

首先假设 (a) 成立， 则 T 是正的 ． 显然 T 是自伴的（根据正算子的定义）．为证

(b) 中的其他结果，设 入是 T 的本征值， v 是 T 的相应千入的本征向量 ， 则

0~(Tv, v) = (入v, v〉＝入(v , v) 

于是 入 是非负数．因此 (b) 成立．

现在假设 (b) 成立，则 T 是自伴的，并且 T 的所有本征值都是非负的．由谱定理

( 7.24 和 7.29 ), V 有一个由 T 的本征向量组成的规范正交基 e1, ... , e九．设 T 的相应

千 e1, . .. , en 的本征值为 入1, .. . '入九，则每个 入］都是非负数． 设 R 是从 V 到 V 的线

性映射使得对 j = 1, . . . ,n 有

Rej =灯el

（见 3.5 ). 那么 R 是正算子（请自行验证）．此外，对每个 J 都有 R气］ ＝入jej =Tej , 

由此可得炉 =T. 于是 R 是 T 的正平方根，因此 (c) 成立．

显然 (c) 蕴涵 (d) C 因为由定义知正算子都是自伴的）．
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现在假设 (d) 成立，即有 V 上的 自伴算子 R使得 T=R2. 那么 T = R*R (因为

R* = R ), 所以 (e) 成立

最后，假设 (e) 成立． 设 RE L(V) 使得 T = R*R, 则 T* = (R* R)* = R*(R*)* = 

R*R = T, 所以 T 是自伴的为证明 (a) 成立 ， 注意到对每个 VE V 均有

(Tv, v>= (R* Rv, v) = (Rv, Rv>2: 0 

千是 T 是正的．

每个非负数都有唯一的非负平方根． 以下

命题表明正算子也具有类似的性质．

7.36 每个正算子都有唯一的正平方根

V 上每个正算子都有唯一的正平方根．

有的数学家采用半正定算子这个木

语，意思与正算子相同

证明 设 TE .C(V) 是正的， VE V 是 T 的一个本征向量．则有入 2 0 使得 Tv= 入v.

设 R 是 T 的正平方根． 往证 Rv = J>,v, 正算子可能有无穷 多个平方枝（尽

这将意味着 R 在 T 的本征向量上是唯一确定 管其中只有一个是正的）．例如，

的因为 V 有一个由 T 的本征向量构成的基 若 dim V > 1, 则 V 上的恒等算子

（由谱定理） ， 这意味着 R 是唯一确定的 ． 就有无穷多个平方楛．

. 

为证明 Rv= ✓豆 注意谱定理是说 V 有一个由 R 的本征向量构成的规范正交基

e1, ... , e九 ． 因为 R 是正算子，所以其本征值都是非负的．因此存在非负数 入1 , . .. , 入n

使得对每个 j = 1, .. . ,n 均有 Rej = /冈伤 ·

因为 e1, ... , en 是 V 的基，所以有 a1, ... , an E F 使得

v=a亿1+ · · ·+ an纭·

于是

Rv=a1~ 幻 + ··· +a叭欠en,

因此

R2v = a山e1 +···+ a九丛en .

而炉 = T 且 Tv= 入v. 所以上式表明

于是

a1入e1 +···+a九入en= a1入1 e1 + · · · +a九入芯n

上式意味着对 j = 1, ... , n 有 aj伈 － 朽） =0. 所以

v = 区 彴叶
{j : 朽＝入｝

Rv = 区 ajJ汕j = ./>.v 
{j 朽＝入｝ . 
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等距同构

保持范数的算子十分重要，它们应该有一个名字．

7.37 定义 等距同构 Cisometry)

• 算子 SE C(V) 称为等距同构，如果对所有 VE V 均有 IISvjj = llvll -

• 也就是说，算子是等距同构当且仅当它保持范数

在希腊语中，单词 isos 的意思是

相等：单词 metron 的意思是度量．

因此 isometry 的字面意思是度量相

等

例如，当入 E F 满足从l=l 时，入I 是等距

同构．我们马上就会看到如果 F = C , 则下面

的例子包括了所有的等距同构．

7.38 例 设从 ， 入九都是绝对值为 l 的标量， e1, . .. , en 是 V 的规范正交基 ，

SE .C(V) 满足 Sei =朽ei . 证明 S 是等距同构．

证明 设 VE V . 则

7.39 

且

v= (v,e1妇 +• • • + (v, e寸en

7.40 llvll2 = l(v, e扩 +· · ·+ l (v,e九〉尸，

这里我们利用了 6.30. 把 S 作用到 7.39 的两端可得

Sv = (v, e1)Se1 +· · · 十 (v, e动Sen

＝入1(v,e1沁+ ... 十入n(v, e心en ,

由于 l>-jl = 1. 上面最后的等式表明

7.41 IISvll2 = l(v, e1 沪+·· · + l (v,e戒 12.

比较 7.40 和 7.4 1 可得 llvll = IISvll- 也就是说 S 是等距同构．

实内积空间上的等距同构通常称为

正交算子．复内积空间上的等距同

构通常称为酉算子．我们将采用等

距同构这个术语，以使我们的结果

对于实内积空间和复内积空间都适

用 ．

以下定理给出了等距同构的若干等价条件．

(a) 和 (b) 的等价性表明一个算子是等距同构当

且仅当它保内积. (a) 和 (c) 的等价性 （或者 (a)

和 (d) 的等价性）表明， 一个算子是等距同构

当且仅当关于每一个 （或某一个）规范正交基，

其矩阵的列是规范正交的．习题 10 表明在前一

句话中也可用“行”代替“列".



7.42 等距同构的刻画

设 5 E .C(V) . 则以下条件等价：

(a) S 是等距同构；

(b) 对所有 u, v EV 均有 (Su, Sv>= (u, V>;
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(c) 对 V 中的任意规范正交向量组 e1,• .. ,en 均有 Se1, . .. , Sen 是规范正交的；

(d) V 有规范正交基 e1 , ... 'en 使得 Se1, ... , Sen 是规范正交的；

(e) S* S = I: 

(f) SS* = I: 

(g) S* 是等距同构；

(h) S 是可逆的且 s- 1 = S*. 

证明 首先假设 (a) 成立，即 S 是等距同构. 6.A 节的习题 19 和习题 20 证明了内积可

通过范数来计算． 由千 S 保范数，所以 S 保内积，故 (b) 成立． 更确切地，若 V 是

实内积空间，则对任意 u,v EV 有

(Su,Sv>= (IISu + Svl\2 - IISu —Svll2)/4 

= (\IS(u + v)\12 - \\S(u - v)\12) / 4 

= ( llu + v\12 - llu - vll2)/4 

= (u, V>,

其中第一个等式可以由 6.A 节的习题 19 推出，第二个等式可以由 S 的线性推出， 第

三个等式成立是因为 S 是等距同构，而最后的等式也是由 6.A 节的习题 19 推出 ． 若

V 是复内积空间，则由 6.A 节的习题 20 代替习题 19 可以得到同样的结论．无论哪种

情况，都有 (b) 成立．

现在假设 (b) 成立， 即 S 保内积．设 e1, .. ', en 是 V 中的一个规范正交向量组．

则由 (Se1, Se妢 = (e1, e汾知组 Se1 , . . . , Sen 是规范正交的． 因此 (c) 成立 ．

显然 (c) 蕴涵 (d).

现在假设 (d) 成立 设 e1 , . . . , en 是 V 的规范正交基使得 Sei , . . . , Sen 是规范正

交的则对 j, k = 1, ... , n 有

(S* Sej , e妢 = (e1, e妢

（这是因为左端等于 (Se1, Sek〉，而 (Se1 , .. . , Sen) 是规范正交的 ） ． 所有的向量

u, v E V 都可以写成 e1 , .'. , en 的线性组合， 因此上式表明 (S*Su, v) = (u, v〉．所 以

S*S = I , 也就是说 (e) 成立 ．

现在假设 (e) 成立，即 S*S = I. 一般地， 算子 S 未必与 S* 交换． 然而， S*S = I 
当且仅当 SS* = I, 这是 3.D 节习题 10 的一个特殊情形 ． 因此 SS* = I , 这证明了

(f) 成立
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现在假设 (t) 成立，即 SS* = I. 若 VE V, 则

\\S*v\\2 = (S*v, S*v) = (SS*v, v>= (v, V>= l\v\12. 

因此 S* 是等距同构，这证明了 (g) 成立 ．

现在假设 (g) 成立，即 S* 是等距同构． 已知 (a) ⇒ (e) 且 (a) 今 (f), 这是因为我

们已证明了 (a) 今 (b) 今 (c) ⇒ (d) • (e) • (f). 利用 (a) ⇒ (e) 及 (a) ⇒ (f), 并将其中的

S 换成 S*可得 SS* = I 且 S*S = I. 因此 S 可逆且 s-1 = S*, 也就是说 (h) 成立．

现在假设 (h) 成立，即 S 可逆且 s-1 = S* . 千是 S*S = I . 若 VE V, 则

\\SvJJ2 = (Sv, Sv>= (S* Sv, v>= (v, V>= llvll2 

因此 S 是等距同构，这证明了 (a) 成立．

我们已经证明 (a) ⇒ (b) • (c) • (d) • (e) • (f) • (g) 今 (h) ⇒ (a). • 

上述定理证明了每个等距同构都是正规的（见 7.42 的 (a), (e), (t)) . 千是，正规

算子的刻画可以用来给出等距同构的描述．复的情形见以下定理，实的情形在第 9 章

（见 9.36 ) .

I 
7.43 F = C 时等距同构的描述

设 V 是复内积空间， SE .C(V). 则以下条件等价：

(a) S 是等距同构．

(b) V有一个由 S 的本征向量组成的规范正交基，相应的本征值的绝对值均为 1.

证明 我们已经证明了 (b) 蕴涵 (a) (见例 7.38) .

为了证明另一个方面，假设 (a) 成立 ， 即 S 是等距同构． 由复谱定理 7.24, V 有

一个由 S 的本征向量组成的规范正交基 e1, . .. , e九．对于 jE{l, ... ,n}, 设入J 是相

应于 ej 的本征值， 则

I入j l = II 入jejll = l!Sejll = l!ejl! = 1 

因此 S 的每个本征值的绝对值都是 1, 这就完成了证明．

习题 7.C

. 

1 证明或给出反例：若 TE .C(V) 是自伴的，且 V 有一个规范正交基 e1, ·.. , en 使

得对每个 J 有 (Tei, e1>~0, 则 T 是正算子．

2 设 T 是 V 上的正算子． 设 v,w EV 使得

Tv= w 且 Tw= v. 

证明 v=w.

3 设 T 是 V 上的正算子， 且 U 是 V 的在 T 下不变的子空间．证明 T切 E .C(U) 是

U 上的正算子．
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4 设 TE .C(V, W) . 证明： T*T 是 V 上的正算子， TT* 是 W 上的正算子．

5 证明 V 上两个正算子的和是正算子．

6 设 TE .C(V) 是正算子． 证明：对每个正整数 k, Tk 是正算子．

7 设 T 是 V 上的正算子．证明： T 是可逆的当且仅当对每个满足 V =/- 0 的 VE V 均

有 (Tv, v) > 0. 

8 设 TE .C(V). 对 u,v EV 定义 (u,v)r 为 (u, V>T = (Tu, v〉 ． 证明 ： （，片是 V 上

的内积当且仅当 T 是（关千原内积(· ' .〉的）可逆正算子．

9 证明或反驳 ： F2 上的恒等算子有无穷多个自伴的平方根．

10 设 SE .C(V). 证明以下条件等价：

(a) S 是等距同构：

(b) 对所有 u, v EV 均有 (S飞， S*v〉= (u, V>:

(c) 对 V 中的每个规范正交组 e1, ... , em 均有 S*e1 , ... , S*em 是规范正交组：

(d) 对 V 中的某个规范正交基 e1, . .. , e九有 S*ei, .. . , S*en 是规范正交基．

11 设 Ti ,乃均为 .C(F勺 上的正规算子且两个算子的本征值均为 2, 5, 7. 证明 ： 存在

等距同构 SE .C (F3) 使得 Ti= S*乃s.

12 找出两个自伴算子 Ti, T2 E .C(F4) 使得它们的本征值均为 2,5,7, 但不存在等距

同构 SE .C(F4) 使得 T1 = S*T2S, 一定要解释为什么不存在满足条件的等距同

构．

13 证明或给出反例 ： 若 SE .C(V) 且存在 V 的规范正交基 e丘 ， e九使得对每个 ej

均有 IISeill = L 则 S 是等距同构．

14 设 T 是 7.A 节习题 2 1 的二阶导数算子．证明 -T 是正算子．

7.D 极分解与奇异值分解

极分解

回想一下我们在 C 和 .C(V) 之间做的类比．按照这个类比， 一个复数 z 相应千

一个算子 T, 而 2 相应于 T* . 实数 (z = z) 相应于自伴算子 CT= T*), 而非负数

相应千正算子（一个不太恰当的称谓）．

C 的另一个重要的子集是单位圆，它由所有满足团= 1 的复数 z 组成． 条件

团 = l 等价千乏z = l. 按照我们的类比，这相应于条件 T*T = I, 等价千 T 是等距

同构（参见 7.42 ) . 也就是说， C 中的单位圆相应千全体等距同构．

继续我们的类比，注意到每个非零复数 z 都可以写成

z= (盲） [z[ = (盲）五



176 第 7 章内积空间上的算子

的形式，其中第一个因子（即 z/lzl) 是单位圆中的元素．这种的类比使我们猜到，

任何算子 TE .C(V) 都可以写成等距同构乘以 J产于的形式．我们现在就来证明这个

猜测确实是对的 ， 在此之前先定义一个显然的记号 ， 其合理性由 7.36 保证．

7.44 记号 fl

若 T 是正算子，则用 fl 表示 T 的唯一的正平方根．

现在我们来陈述和证明极分解定理，它给出 V 上任意算子的一个漂亮的描述．

注意对每个 TE .C(V), T*T 都是正算子，所以 J产于定义合理．

7.45 极分解

设 TE .C(V). 则有一个等距同构 SE .C(V) 使得 T=Sff*页

证明 若 VE V, 则

千是对所有 VE V 均有

7.46 

[[Tvl[2 = (Tv, Tv>= (T*Tv, v>

＝（启启V, V>

=(✓ 千元，启v〉

= I IV亏叶12

IITvll = I I ✓ 宁千vi i

定义线性映射 S1: range ,/T-T' • rangeT 为

7.47 S1(启v) = Tv. 

证明的思路是把 S1 扩张成一个等距同构 SE C(V) 使得 T=Sff*于．现在来看具体

证明

首先必须验证出的定义是合理的．为此，假设 V1, V2 E V 使得 ff*冗勹＝

归迈．为使 7.47 给出的定义有意义，我们必须证明 Tv1 = Tv2. 注意

IITv1 - Tv2 II = IIT(v1 -四） II 

= II丙(v1 - v2) II 

= 11 ✓ 产于内－启v2II

=0, 

其中第二个等式成立是由千 7.46. 上式证明了 Tv1 = Tv2, 所以 S1 的确是定义合理

的请自行验证趴是线性映射

由 7.47 可知出把 range ,/'FT 映到 rangeT 上．显然，由 7.46 和 7.47 可知，对

所有 u E range ,/'FT 都有 I \ S1u\\ = \\u\\ . 



特别地， S1 是单的 ． 千是，对出应用线性

映射基本定理 3.22 可得

dim range启= dimrangeT 
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在余下的证明中，要把 S1 扩张成

整个 V 上的一个等距同构 s.

这表明 dim(range ff*于）1. = dim(rangeT)上（见 6.50). 所以可取 (range~)上的

规范正交基 er, . . . , em 和 (rangeT)上的规范正交基 Ji, . . ,,fm• 关键是这两个规范正

交基的长度相同（记为 m). 定义线性映射 S2: (rangeff*f')l.-+ (rangeT)1. 为

岛(a1e1+ .. ·+a叫玩） =a中 +···+am丘

对所有 w E (range ff*冗上均有 \\S2w[\ = \\w\\ (由于 6.25 ) .

现在设 S 是 V 上的算子，在 range~上和 S1 相等，在 (range ✓于T)1. 上和

岛相等更准确地说，回想一下，每个 VE V 都可以唯一地写成

7.48 V = u+ W, 

其中 u E range./'. 尸T且 w E (range ff*冗上 （见 6.47). 按照上述分解，对于 VE V 

定义 Sv 为

Sv =Siu+ S2w. 

对每个 VE V 均有

S(启v) = S1(启v) = Tv, 

所以 T = Sff*T. 剩下的就是证明 S 是等距同构．然而，这很容易由勾股定理得

到 ： 若 VE V 已经分解成 7.48 的形式，则

IISvll2 = IIS1u + S2wll2 = IIS1ull2 + IIS2wll2 = llul l2 + llw\12 = llvll2. 

其中第二个等式成立是由于 S1u E rangeT 和 S2wE(rangeT) ..L. • 

极分解定理 7.45 说的是， V 上的每个算子都是一个等距同构和一个正算子的乘

积于是， V 上的每个算子都可以写成两个算子的乘积，这两个算子都来自我们已

经完全描述并且能够比较好地理解的算子类. 7.43 和 9.36 描述了等距同构，谱定理

C7.24 和 7.29) 描述了正算子．

特别地， 考虑 F = C 的情形，设 T = SJ于T 是 TE .C(V) 的极分解，其中 S

是等距同构，则 V 有一个规范正交基使得 S 关于这个基有对角矩阵，并且 V 还有

一个规范正交基使得 ff*T 关千这个基有对角矩阵．注意 ： 未必有规范正交基使得

S 和 ff*T 的矩阵同时具有这么好的对角形式．也就是说， S 需要一个规范正交基，

而 ,/T*T 可能需要另一个不同的规范正交基．

奇异值分解

算子的本征值反映了算子的一些性质 ． 另一类数（称为奇异值） 也是很有用的．

回顾一下， 5.36 定义了本征空间和记号 E.
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7.49 定义 奇异值 (singular values) 

设 TE .C(V). 则 T 的奇异值就是 ff*了的本征值，而且每个本征值 入都要重

复 dimE(入 v'T"'T) 次．

因为 T 的奇异值都是正算子 ff+f' 的本征值，所以它们都非负．

7.50 例 定义 TE .C(F4) 为

T(z1, z2, z3, 五） = (0, 3z1, 2z2, -3z4). 

求 T 的奇异值

解 计算表明 T*T(z1 , z2, z趴 z4) = (9z1,4z2,0,9红） （请自行验证）． 千是

启(z1, z2,z趴 z4) = (3z1, 2z2, 0, 3沁，

从而 ,./'Ff' 的本征值为 3,2,0, 且

dimE(3, 启） = 2, dimE(2, 豆） = 1, dimE(O, 启） =l 

所以 T 的奇异值为 3,3, 2, 0. 

注意 -3 和 0 是 T 仅有的本征值．在这种情形下 ， 本征值并不包含 T 的定义中

用到的数 2, 但是奇异值包含了 2.

把谱定理和 5.41 (尤其是 5.4 l (e)) 用千正算子（因此也是自伴算子） J产于可

知，每个 TE C(V) 都有 dimV 个奇异值例如，在四维向量空间 F4 上，例 7.50 中

定义的算子 T 有四个奇异值（如前所见，它们是 3,3,2,0) .

以下命题表明，利用奇异值和 V 的两个规范正交基， V 上的每个算子都有一个

简洁的描述

I 
7.51 奇异值分解

设TE C(V) 有奇异值 S1, .. . , S九．则 V 有两个规范正交基 e1, - .. ,en 和 Ji , .. . Jn 

使得对每个 VE V 均有 Tv=s1(v,e1 〉Ji+···+ Sn(v, en)fn• 

证明 对~应用谱定理可知，有 V 的规范正交基 e1, . . . , e九使得对 j = 1, .. . ,n 

均有 ~e1 = s1ej. 

对每个 VE V 均有

v = (v, e1阳+· · ·+ (v, en)en 

（见 6.30) . 把~作用到这个等式的两端，则对每个 v EV 均有

启v = s1 (v, e1)e1 +· · ·+ Sn (v, e动en
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由极分解定理 7.45 可知 ， 有等距同构 SE L(V) 使得 T = Sff:.r. 把 S 作用到上面

的等式两端，则对每个 VE V 均有

T v = s 1 (v,e寸Se1 +· · · + Sn (v, en)Sen 

对每个］设儿= Sej . 因为 S 是等距同构，所以八 ，儿是 V 的规范正交基（见

7.42 ). 上面的等式现在变成对每个 VE V 均有

Tv = S1 (v, e1)fi +· · · + sn(v, e戒fn- . 
我们在研究从一个向量空间到另一个向量空间的线性映射时，讨论了线性映射关

千第一个向量空间的基和第二个向量空间的基的矩阵． 在研究算子（即从一个向量空

间到其自身的线性映射） 时，我们几乎总是让同一个基扮演这两种角色．

奇异值分解给了我们一个难得的机会一对算子的矩阵同时用到两个不同的基．

为此，设 TE L(V) . 设 S1 , . .. , Sn 为 T 的所有奇异值，负，... ,e九和八 ， 儿都是

V 的规范正交基使得奇异值分解 7.51 成立．因为对每个 J 均有 Tej = Sj儿，所以

S1 Q 

M(T, (e, , 心），(!, , . .. , 儿）） ＝ （也就是说 ， 只要允许我们在处理算子时使用两个：同的基，s九而）~是像通常那样只
使用单独的一个基， 那么 V 上每个算子关千 V 的某些规范正交基都有对角矩阵．

奇异值和奇异值分解有很多应用（习题中给出了一些）， 包括在计算线性代数中

的应用 ． 为了计算算子 T 的奇异值的数值近似值， 首先计算 T*T, 然后计算 T*T 的

近似本征值（计算正算子的近似本征值有很好的技术） . T*T 的这些（近似）本征值

的非负平方根就是 T 的（近似）奇异值． 也就是说，无需计算 T*T 的平方根就能得

出 T 的近似奇异值． 以下命题有助于解释采用 T*T而不采用 J严T 的合理性．

7.52 不对算子开平方描述其奇异值

设 TE L(V) . 则 T 的奇异值是 T*T 的本征值的非负平方根，且每个本征值 入

要重复 dimE(入 ， T*T) 次 ．

证明 谱定理表明有规范正交基 e1, .. . 'en 和非负数 入1 , ... , >-n 使得对 j = 1, . . . ,n 均

有 T*Tej = 朽ej· 易见，对 j = 1, ... ,n 均有 ./'Ff'ej = J闪ej , 这就得到了想要证

明的结果． . 
习题 7.D

1 取定 u,x EV, 其中 u =I- o. 定义 TE .C(V) 如下 ： 对每个 v EV 有 Tv = (v,u>x .

证明：对每个 V E V 有 ff*冗 ＝ 杻 (v, u)u. 

2 找出一个 TE .C (C2) 使得 0 是 T 仅有的本征值且 T 的奇异值是 5,0.
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3 设 TE £(V). 证明 ： 存在等距同构 SE £(V) 使得 T = J'_百亡s.

4 设 T E £(V) 且 s 是 T 的一个奇异值． 证明 ： 存在向量 VE V 使得 l l v l l = 1 且

IITvll = s . 

S 设 TE £(C2) 由 T(x, y) = (- 4y, x) 定义． 求 T 的奇异值．

6 求由 Dp=p' 定义的微分算子 D E 乌(R) 的奇异值，这里乌(R) 上的内积由例

6.33 给出

7 定义 TE £(F3) 为 T(z1,z2心） = (z3,2z1,3互） ． 求一个等距同构 SE£(F3) 使得

T= S五．

8 设 T E £(V) , SE £(V) 是一个等距同构， R E £(V) 是一个正算子使得 T=SR.

证明 R = J'_产于．

本题表明，如果把 T 写成等距同构与一个正算子的乘积（如同在极分解 7.45 中 ） ，

则此正算子必为 ✓.t可飞

9 设 T E £(V). 证明 ： T 是可逆的当且仅当存在唯一的等距同构 SE £(V) 使得

T =S五．

10 设 TE £(V) 是自伴的．证明 T 的奇异值等千 T 的本征值的绝对值（适当重复）．

11 设 TE £(V) . 证明 T 和 T* 有相同的奇异值．

12 证明或给出反例 ： 若 TE £(V) , 则 r2 的奇异值等于 T 的奇异值的平方．

13 设 T E £(V) . 证明 ： T 是可逆的当且仅当 0 不是 T 的奇异值．

14 设 TE £(V) . 证明 ： dimrangeT 等于 T 的非零奇异值的个数．

15 设 S E £(V) . 证明 ： S 是等距同构当且仅当 S 的所有奇异值都等千 l.

16 设 T1, T2 E £ (V). 证明 ： 兀和兀有相同的奇异值当且仅当存在等距同构

S1, S2 E £ (V) {吏f导兀= S1T2S2. 

17 设 TE £(V) 有如下奇异值分解： 对每个 VE V 有

Tv=s1(v,e1>Ji+ · ··+ Sn(v,e动fn,

其中 S1, . .. , Sn 是 T 的奇异值， e1, .. . 'en 和 Ji , ... , 儿都是 V 的规范正交基．

(a) 证明 ： 若 VE V , 则 T*v = s1 (v, Ji沁 +·· · +s九 (v, 儿〉en ·

(b) 证明 ： 若 VE V, 则 T*Tv = s产 (v, e1)e1 +· · ·+ Sn 2 (v, e动en·

(c) 证明 ： 若 VE V, 则 J严冗= s1(v,e1沁 +···+sn(v,en〉en·

(d) 设 T 是可逆的．证明 ： 若 VE V, 则

T-1 V = (v, 八〉幻
十 ．． ．十

(v, 儿〉e九

S1 S九

18 设 TE £(V) . 设§表示 T 的最小奇异值， s 表示 T 的最大奇异值．

(a) 证明对每个 VE V 均有 sl l vll~IITv ll ~sllvll-

(b) 设 入 是 T 的一个本征值． 证明 s~I入I~s.
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19 设 TE£(V). 证明 T 关于 V 上由 d(u, v) = llu -vii 定义的度量 d 是一致连续的．

20 设 S,T E£(V). 设 s 表示 S 的最大奇异值， t 表示 T 的最大奇异值， r 表示 S+T

的最大奇异值．证明 r~s + t. 
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复向量空间上的算子

本章将更深入地研究复向量空间上算子的结构，这里用不到内积，因此我们又回

到了一般的有限维向黛空间的情形． 为了避免某些平凡性，我们将假设 V-/= {O} . 于

是本章作如下假设：

8.1 记号 F、 V

• F 表示 R 或 C

• V 是 F 上的有限维的非零向量空间．

本章的学习目标

． 广义本征向量和广义本征空间

． 特征多项式和凯莱－哈密顿定理

． 算子的分解

． 极小多项式

• 若尔当形
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8.A 广义本征向量和幕零算子

算子幕的零空间

本章先来讨论算子幕的零空间

8.2 递增的零空间序列

设 TE L (V) . 则

{0} = nullT° C nullT1 C· · · C nullTk C nullTk+l C 

证明 设 k 是非负整数， v E nullTk. 则 Tkv = O, 因此 Tk+1v = T(Tkv) = T(O) = 0. 

于是 v E nul1Tk+1. 因此 null Tk C null Tk+1. . 
下面的命题是说，如果在这个子空间序列中有相邻的两项相等 ， 那么此后的所有

项都相等

I 
8.3 零空间序列中的等式

设 TE £(V). 设 m 是非负整数使得 null r m = null rm+l . 则

null Tm = null rm+l = null rm+2 = null r m+3 =· · ·. 

证明 设 k 是正整数往证

null ym+k = null y m.+k+ 1. 

由 8.2 我们已经知道 nu且 ym.+k C null ym+k+l _ 

因此

要证明另一个方向的包含关系，设 v E null ym+k+l, 则

ym.+1(Tkv) = ym.+k+1 v = 0 

Tkv E nullrm+l = null T m. 

千是 ym+kv = Tm(T灼） = 0, 从而 V E null ym+k. 这意味着 null ym+k+l C 

null ym+k. . 
上面的命题引出一个问题：是否有非负整数 m 使得 null ym = null ym+l? 以下

命题表明，这个等式至少在 m 等千 T 的定义域的维数时成立．

8.4 零空间停止增长

设 T E £,(V). 令 n = dim V. 则

null yn = null yn+l = null yn+2 = ... 

证明 因为 8.3 , 我们只需证明 null Tn = null rn+i. 假设不然，则由 8.2 和 8.3 得

{ 0} = null T0 c;; null T1 c;; . . . c;; null Tn c;; null Tn+ 1, 
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其中符号 g 的意思是“包含于但不等于“．在上述链的每个严格包含关系处维数至少

增加 1. 因此 dim null rn+l 2 n + 1, 矛盾，因为 V 的子空间的维数不可能大千 n. • 

遗憾的是， V = null T EB range T 并不是对每个 TE .C(V) 都成立． 然而，以下命

题是一个有用的替补．

8.5 V 等千 nullT小mV 和 rangeT小mV 的直和

设 T E .C(V) . 令 n = dim V. 则 V = null Tn EB range Tn. 

证明 先证

8.6 (null Tn) n (rangeTn) = {O} 

设 v E (nullTn) n (rangeTn) . 则 Tnv = 0, 存在 uEV 使得 V = T叩． 将 rn 作

用千前式两端得 Tnv = T2nu. 因此 T2"u = 0, 从而 T"u = 0 ( 由千 8.4). 于是

v=T冗 = 0, 完成了 8.6 的证明

现在由 8.6 可知 null Tn + range T" 是一个直和 （ 由于 1.45). 此外

dim(null Tn EB range Tn) = dim nu且 Tn + dim range Tn = dim V, 

上述第一个等式由 3.78 得到，第二个等式由线性映射基本定理 3.22 得到 ． 由上式可

得 null Tn EB range Tn = V. • 

8.7 例 设 TE .C (F勺定义为

T(z1, z2, 芶） = (4z2,0,5芶）

对千这个算子， null T + range T 不是子空间的直和． 因为 null T = {(z1,0,0) 

Z1 E F} 且 rangeT = {(气， o五） Z1,Z3 E F }, 所以 null T n range T i {O}, 因此

null T + range T 不是直和． 也请注意 null T+ rangeT i F 3. 

然而我们有 T叮z1,z2,z3) = (0, 0,125z3) . 千是 nullT3 = {(z1 , z2 , 0) : z1, z2 E F } 

且 rangeT3 = {(O,O,z3): z3 E F }. 因此 F3 = null T3 EB range T3. 

广义本征向昼

有些算子因为没有足够多的本征向量而没有一个好的描述．因此，本节将引入广

义本征向量的概念，这一概念对算子结构的描述起着重要作用 ．

为了理解为什么需要更多的本征向量，我们来考察如何通过算子定义域的不变子

空间分解来描述这个算子． 取定 TE £(V). 为了描述 T, 我们想要找到一个“好的＂

直和分解

V = U1 EB ··· EB Um, 
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其中每个 U1 都是 V 在 T 下的不变子空间 ． 可能存在的、最简单的非零不变子空间是

一维的上面分解中的每个 Uj 都是在 T 下不变的 V 的一维子空间，当且仅当 V 有

一个由 T 的本征向量组成的基（参见 5.41), 当且仅当 V 有如下本征空间分解

8.8 V = E(入， T) EB · · · EB E(入m,T),

其中 入 1 , . ..' 入m 是 T 的所有互不相同的本征值（参见 5.41 ) .

上一章的谱定理证明了， 若 V 是内积空间，则形如 8.8 的分解在 F=C 时对每

个正规算子都成立，而在 F = R 时对每个自伴算子都成立，这是因为这些形式的算

子有足够的本征向量来构成 V 的一个基（参见 7.24 和 7.29 ) .

可惜的是，即使在复向量空间上，形如 8.8 的分解对更一般的算子也可能不成

立 5.43 给出的算子就是一个例子，它没有足够多的本征向星使得 8.8 成立． 我们现

在要引入的广义本征向量和广义本征空间将会改善这种局面．

8.9 定义广义本征向量 (generalized eigenvector ) 

设 TE L(V), 入 是 T 的本征值．向量 V E V 称为 T 的相应于 入的广义本征向

量，如果 V =/= 0 且存在正整数］使得 (T- 入I)jv = 0. 

虽然在广义本征向量定义中等式

(T- 入J)iv = 0 

中的］可以是任意正整数 ， 但我们马上就要证

明，当 j = dimV 时每个广义本征向量都满足
这个等式．

i王意 ， 我们没有定义广义本征值的

概念，因为这样不会得到任何新东

西理由是 ： 如果对某个正整数 j,

(T- 入1)1 不是单的，则 (T- 入I) 也

不是单的，因此 入 是 T 的本征值．

8 . 10 定义广义本征空 间 (gener汕zed eigenspace ) , G (入， T)

设 T E .C(V) 且 入 E F. 则 T 的相应于入的广义本征空间 （记作 G(入 ， T)) 定义

为 T 的相应千 入 的所有广义本征向量的集合，包括 0 向量．

因为 T 的每个本征向量是 T 的广义本征向量 （在广义本征向量的定义中取

j = 1 ), 所以每个本征空间都包含在相应的广义本征空间中 ． 也就是说，如果

T E L(V) 且 入 E F, 则

E(入 ， T) c G(入， T)

以下命题表明 ， 如果 TE L(V) 且 入 E F , 则 G(入， T) 是 V 的子空间（因为 V 上

每个线性映射的零空间都是 V 的子空间） ．

8.11 广义本征空间的刻画

设 TE L(V) 且 入 E F 则 G(入 ， T) = null(T - .XI)小mV_
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证明设 v E null(T - >.I)小mV_ 由定义可知 VE G(入， T) . 因此我们有 G(入， T) J 

null(T -入I)小mV.

反过来，设 VEG(入， T). 则存在正整数 J 使得

v E null(T -入I)1.

由 8.2 和 8.4 (用 (T -入I) 代替 T ) 得到 v E null(T -入I)小mV _ 因此 G(入， T) C 

null(T -入I)中mV _ . 
8.12 例 定义 TE .C(C3) 为

T (z1,z2,z3) = (4z2, 0, 5z3) 

(a) 求 T 的所有本征值及相应的本征空间和相应的广义本征空间．

(b) 证明 c3 等千 T 的相应于不同本征值的广义本征空间的直和．

解

(a) 由本征值的定义可知， T 的本征值是 0 和 5. 容易看到，相应的本征空间是

E(O,T) = {(z1, 0, 0) : z1 E C} 和 E(5 , T) = {(O, O,z3): z3 E C }. 

注意到这个算子 T 没有足够的本征向量来张成它的定义域 c3.

对千所有的 z1, z2, z3 E C 都有 T叮z1,z2,z3) = (0, 0, 125z3). 于是由 8.11 可得

G(O, T) = {(z1, z2, 0) : z1, z2 E C}. 

我们有 (T - 5J)3(z1, z2心）＝（—125z1 + 300z2, -125z2, 0). 千是由 8.11 可得

G(5, T) = {(O, 0, z3) : Z3 E C}. 

(b) (a) 的结果表明 C3 = G(O, T) EB G(5, T). 

本章的主要目标之一是证明上面例子中 (b) 的结果对有限维复向量空间上的算子

总是成立的我们将在 8.21 中给出证明

我们以前在 5.10 中看到相应于不同本征值的本征向量线性无关． 现在我们对广

义本征向量证明类似的结果．

8.13 线性无关的广义本征向量

设 TE L(V), 入1, . .. )品是 T 的所有不同的本征值，内， ， Vm 分别为相应的广

义本征向量．则 V1 , . .. , Vm 线性无关．

证明设 a1 , ... , am 是复数，且满足

8.14 O=a1v1+· · ·+amVm -

令 k 是使得 (T- 入1Il内 =I- 0 成立的最大非负整数．令

W= (T - 入1Ilv1
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千是

(T - 入1I)w = (T -入1I)k+lv1 = 0, 

因此 Tw= 入1W- 于是对每个 入 EF 都有 (T- 入I)w = (入1 一入）w. 因此对每个 入 E F

都有

8.15 (T - >.J)nw = (入 1 一入）nw, 

其中 n = dim V. 

将算子

(T- 入1厅(T- 柲I)n ... (T- 压It

作用于 8.14 的两边，得到

0 = a1(T- 入1I)k(T - 心Ir·· ·(T - 灿I)飞

= a1(T- 入2I尸 (T- 如I)nw

= a1伈 － 入2尸伈 － 品）nw, 

其中我们利用 8. 11 得到上面第一个等式，利用 8.15 得到上面最后一个等式．

由上面的等式可得 a1 = 0. 通过类似的方式可得，对每个 J 都有 ai = 0. 于是

内，... , Vm 线性无关 . 
幕零算子

8.16 定义幕零的 ( nilpotent )

一个算子称为幕零的，如果它的某个幕等于 o.

8.17 例 幕零算子

(a) 定义为 N(z1 立2立3五） = (z3, Z4, 0, 0) 的算子 N E £(F4) 是幕零的，因为 N2 = 0. 

(b) Pm(R) 上的微分算子是幕零的，因为每个次数不超过 m 的多项式的 m+l 阶导

数都等千 o. 注意 ， 在这个 m+ l 维空间上，我们需要把幕零算子自乘到 m+ 1 

次幕才能得到 0 算子．

以下命题表明，不用考虑比空间的维数更

底的幕

8.18 n 维空间上幕零算子的 n 次幕等千 0

设 N E .C(V) 是幕零的，则 N小mV = Q. 

拉丁词 nil 的 意 思是无或 者零，

扛丁词 potent 的 意 思是幕于是

nilpotent 的字面意思是幕零．

证明 因为 N 是幕零的，所以 G(O, N) = V. 利用 8. 11 即得 null N小mV = V. • 
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如果 V 是复向量空间，则以下命题

的证明易由习题 7、定理 5.27 和定

理 5.32 得到 ． 但这里的证明思想要

比定理 5.27 的证明思想简单，并且

对实向量空间实和复向量空间都适

! 
更好的结果

I 
8 . 19 幕零算子的矩阵

给定 V 上的算子 T, 我们想要找到 V 的一

个基，使得 T 关千这个基的矩阵尽可能简单，

即这个矩阵包含很多 o.

以下命题表明，如果 N 是幕零的，那么可

以取 V 的一个基使得 N 关千这个基的矩阵有一

半以上的元素都等千 o. 在本章的后面将会有

设 N 是 V上的幕零算子，那么 V 有一个基使得 N 关千这个基的矩阵形如

C·.. :), 
其中对角线和对角线下方的元素都是 o.

证明 首先取 null N 的一个基 ， 将它扩充成 null N2 的基，再扩充成 nullN3 的基．如

此下去，最终得到 V 的一个基（因为 8. 18 表明 nullN小mV = V). 

现在我们来考虑 N 关千这个基的矩阵．第一列（或许前几列）全部由 0 组成，

因为相应的基向量包含于 null N. 下一组列来自 null N2 中的基向量． 任意这样的向

量被 N 作用后都是 null N 中的向量，也就是说，得到的向量是前面的基向量的线性

组合．因此这些列中所有的非零元素一定都出现在对角线的上方．再下一组列来自

null N3 的基向量．任意这样的向量被 N 作用都是 nullN2 中的向量，也就是说，得

到的向量是前面的基向量的线性组合． 于是，这又表明这些列中的非零元素都出现在

对角线上方．如此继续下去即可完成证明． . 
习题 8.A

1 定义 TE £,(C2) 为 T(w, z) = (z, 0) . 求 T 的所有广义本征向量．

2 定义 TE C(C2) 为 T(w,z)=(—z, w). 求 T 的相应于不同本征值的广义本征空间 ．

3 设 TE £,(V) 是可逆的． 证明对每个非零的入 E F 有 G(入， T) = G(½,T-1) . 

4 设 TE £,(V), a,(3 E F 满足 a=f.(3. 证明 G(a, T) n G(/3, T) = {O} . 

S 设 T E £,(V), m 是正整数， VE V 使得 rm-lV =/- 0 但 T叫= o. 证明：
v, Tv, T2v, .. . , rm-lv 是线性无关的．

6 定义 TE £,(C3) 为 T(z1, z2五） = (z2, Z3, Q). 证明 T 没有平方根．更确切地说，

证明不存在 SE £,(C3) 使得沪 = T.

7 设 NE £,(V) 是幕零的． 证明 0 是 N 仅有的本征值



8 证明或给出反例 ： V 上的幕零算子的集合是 L(V) 子空间 ．

9 设 S,T E ,C(V) 且 ST 是幕零的证明 TS 是幕零的．
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10 设 T E L(V) 不是幕零的．令 n = dim V. 证明 V = null T n-l EB range T九一1_

11 证明或给出反例 ： 若 V 是复向量空间， dimV = n, T E L(V), 则 Tn 是可对角

化的．

12 设 NE £(V), V 有一个基使得 N 关千这个基有上三角矩阵，其对角线上元素均

为 o. 证明 N 是幕零的 ．

13 设 V 是内积空间 ， N E L(V) 是正规的并且是幕零的． 证明 N= O.

14 设 V 是内积空间， NE L(V) 是幕零的．证明： V 有一个规范正交基使得 N 关千

这个基有上三角矩阵．

若 F=C, 则无需假设 N 是幕零的，这个结果即可由舒尔定理 6.38 得出．于是

本题只需对 F=R 的情况证明即可

15 设 NE L(V) 使得 nullN中m V-1 /; nullN小mV_ 证明： N 是幕零的，并且对每个

满足 O~j 三 dimV 的整数 J 都有 dim null NJ= j. 

16 设 TE L(V). 证明：

V = range T0 :J range T 1 :)· · · :J range Tk :) range Tk+ 1 :)• • • 

17 设 TE £(V), m 是使得 range rm = range rm+ l 的非负整数．证明：对每个

k> m 都有 range rk = range rm. 

18 设 r E £(V). 令 n = dim V. 证明 ：

rangern = rangern+l = rangern+2 = · · · . 

19 设 TE £,(V), m 是非负整数． 证明：

null Tm = null rm+l 当且仅当 range Tm= rangeTm+l 

20 设 TE £(C5) 使得 rangeT4 -I range T5. 证明 T 是幕零的．

21 找 出 一个向 量空 间 W 和 T E £,(W) , 使得对每个正整数 K 都有 null Tk <; 
nul1Tk+1 且 range Tk ;;2 range Tk+l. 

8.B 算子的分解

复向量空间上算子的刻画

前面我们看到，即使在有限维的复向量空间上， 算子的定义域也未必能分解成本

征空间的直和．本节我们将会看到，有限维的复向量空间上的每个算子都有足够多的

广义本征向量来给出一个分解．
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前面我们观察到，若 TE L(V), 则 nullT 和 rangeT 都在 T 下不变（参见 5.3 的

(c) 和 (d)). 现在我们要证明， T 的每个多项式的零空间和像空间也在 T 下不变．

8.20 p(T) 的零空间和像空间在 T 下是不变的

如果 TE L(V) 且 p E P(F), 则 nullp(T) 和 rangep(T) 在 T 下不变．

证明 如果 v E null p(T), 则 p(T)v = O. 因此

((p(T))(Tv) = T(p(T)v) = T(O) = 0 

从而 Tv E nullp(T) . 千是 nullp(T) 在 T 下不变．

如果 v E rangep(T), 则存在 uEV 使得 v = p(T)u. 因此

Tv = T(p(T)u) = p(T)(Tu) 

从而 Tv E range p(T) . 千是 rangep(T) 在 T 下不变． . 
下面的主要结构定理说明，复向量空间上的每个算子都可以看成是由几部分组成

的，其中每一部分都是恒等算子的标量倍加上一个幕零算子． 事实上，在广义本征空

间 G(入 ， T) 的讨论中已经完成所有困难的工作，所以现在的证明就简单了．

8.21 复向量空间上算子的刻画

假设 V 是复向量空间， TE L(V) . 设入1 , ... ' 入m 是 T 的不同本征值，则

(a) V = G(入 1 , T) EB · · · EB G(如， T);

(b) 每个 G(朽， T) 在 T 下都是不变的；

(c) 每个 (T- 入il)lc(朽 ，T) 都是幕零的．

证明 令 n = dim V. 回想一下，对每个］有 G(朽， T) = null(T- 入jl)九 （ 由千 8.1 1 ) .

由 8 .20 (取 p(z) = (z -朽）n) 可得 (b). 显然，由定义可得 (c) .

我们将通过对 n 用归纳法来证明 (a). 首先，注意到结果对 n = 1 成立 ． 因此假

设 n> l 且结果对所有更小维数的向量空间都成立．

因为 V 是复向量空间，所以 T 有一个本征值（参见 5.2 l ) , 千是 m 2: 1. 将 8.5

应用到 (T — 入1I) 上得到

8.22 V = G(从 T) EB U, 

其中 U = range(T- 入1I)九 ． 利用 8.20 (取 p(z) = (z — 入 1 )九），我们看到 U 在 T 下不

变由于 G(入1 , T) # {O}, 我们有 dim U < n. 于是可以对 Tiu 应用归纳假设

因为 T 的所有相应千 入1 的广义本征向量都在 G(入1 , T) 中，所以 Tiu 没有相应

于本征值入1 的广义本征向量．千是 T伈的每个本征值都在｛入2, ... , 入m} 中

由归纳假设， U = G(入2,Tlu) EB ·· · EB G(灿， Tiu) - 把它与 8.22 结合起来可知 ，

要完成证明，只需证明对 k=2, .. . ,m 均有 G(从， Tiu)= G(从， T).



8.B 算子的分解 191 

千是，取定 kE{2 , ... ,m} . 包含关系 G(从 ， Tiu) CG(从， T) 是显然的．

要证明另一个方向的包含关系，设 VEG(从， T) . 由 8.22 有 V = V1 + U, 其中

V1 E G(从 T) 且 uE U. 由归纳假设有

U= 四十． ． ．十 Vm ,

其中每个 Vj 都在 G(朽， T) 的子集 G(>-1 , Tiu) 中．千是

V = V1 + V2 十． ．． 十 Vm.

因为相应千不同本征值的广义本征向量线性无关（参见 8.13 ) , 所以由上式可知，除

j=k 外每个 Vj 都等千 o. 特别地， V1 = 0, 于是 V = u Eu. 因为 VE U, 所以有

V E G(从 ， T\u) - ■

我们知道，复向量空间上的算子可能没有足够多的本征向量来组成定义域的基．

以下命题表明复向量空间上的算子有足够多的广义本征向量来组成定义域的基．

8.23 广义本征向量的基

设 V 是复向量空间 ， T E .C(V). 则 V 有一个由 T 的广义本征向量组成的基．

证明 给 8 .21 中的每个 G(入j, T) 取一个基． 将所有这些基放在一起就得到 V 的一个

由 T 的广义本征向量组成基． . 
本征值的重数

设 V 是复向量空间， T E .C(V) , 则由 8.2 1 给出的 V 的分解是一个强大的工具．

包含在这个分解中的子空间的维数非常重要，应有一个名字．

8.24 定义重数 ( multiplicity )

• 设 T E £(V). T 的本征值 入的重数定义为相应的广义本征空间 G(入， T) 的维

数．

• 也就是说 ， T 的本征值 入的重数等千 小mnull(T - 入I)山m V _

由 8.11 可知 ， 上面的第二条是合理的．

8.25 例 定义 T E .C(C3) 为

T(z1, 砱， z3 ) = (6z1 + 3z2 + 4z3, 6互 + 2z3, 7z3) . 

T <关于标准基）的矩阵是
＼
丿
427 360 6 

0 

0 

(\ 

由 5 .32 可知， T 的本征值是 6 和 7. 请自行验证， T 的广义本征空间是
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G(6, T) = span((1, 0, 0), (0, 1, 0)) 禾□ G(7, T) = span((lO, 2, 1)) 

千是，本征值 6 的重数为 2, 本征值 7 的重数为 1.

由 8.21, 有直和分解 C3 = G(6, T) EB G(7, T) . 如 8.23 提到的那样， C3 有一个由

T 的广义本征向量组成的的基 (1 , 0, 0), (0 , 1, 0), (10, 2, 1) . 

上例中 T 的本征值的重数之和等于 3, 即 T 的定义域的维数． 以下定理表明这

在复向量空间上总成立．

8.26 重数之和等千 dimV

设 V 是复向量空间， TE L(V) . 则 T 的所有本征值的重数之和等千 dimV.

证明 由 8 .21 与直和维数的那个明显的公式 （参见 3.78 或 2.C 节的习题 16), 即可证

得想要的结果． . 
在某些书中，使用代数重数和几何重数这两个术语． 如果遇到这些术语，要知

道，代数重数与这里定义的重数是一样的，几何重数是相应的本征空间的维数．也就

是说，若 TE C(V), 入是 T 的本征值，则

入的代数重数= dim null(T -入I)dirn V = dim G(入， T),

入的几何重数= dimnull(T —入I)= dimE(入， T)

注意，按照以上定义，代数重数作为某个零空间的维数也有几何意义． 这里给出的重

数的定义比涉及行列式的传统定义更整洁． 由 10.25 可知这些定义是等价的

分块对角矩阵

将矩阵看作由更小的矩阵组成的矩

阵，我们就可以更好地理解矩阵．

阵，则实际上得到一个对角矩阵．

为了用矩阵形式来解释我们的结果，我们

提出以下定义，它推广了对角矩阵的概念．

若下面定义中的每个矩阵 Aj 是 1 X 1 矩

8.27 定义分块对角矩阵 ( block diagonal matrix) 

分块对角矩阵是形如

(:'·.. ~) 
的方阵，其中 A1 , .. ,,Am 位千对角线上且为方阵，矩阵的所有其他元素都等千

o. 
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8.28 例 5 X 5 矩阵

( 4) 0 0 0 0 

。 (: ~3 ) 0 0 

A= I 。 0 0 

。 0 0 (: :) 
是分块对角矩阵

。 0 0 

( A1 0 ' 

A= A2 

其中

\ 0 A3 丿

A, ~( 4) , A, ~ ( : ~3 ) , A, ~ ( : : ) 

这里 ， 我们将 5x 5 矩阵分解成一块一块的的内部矩阵， 以便说明它如何看作一个分

块对角矩阵．

注意 ， 在以下命题中 ， T 的矩阵比上三角矩阵有更多的零．

8.29 具有上三角块的分块对角矩阵

假设 V 是复向址空间， T E .C(V ) . 设 入丘．， 入m 是 T 的所有互不相同的本征

值，重数分别为 di , • .. , dm. 则 V 有一个基使得 T 关于这个基有分块对角矩阵

, 

.. 

＼

丿

年

m

矩

A

角

。

三

． ． ．

上
d1 

。

1 
A

x j d 

(

\ 

的示所下
• 女是都j A 

个每中其

A; ~ ( 入; 入J
证明 每个 (T - Aj I) le(入i ,T) 都是幕零的（参见 8.2 1 (c) ) . 对每个 j, G(朽 ， T) 是 dj

维向量空间，取 G(朽 ， T) 的一个基 ， 使得 (T- 入j l)lc(朽 ，T) 关于这个基的矩阵形如

8. 19 千是， Tlc(>.j,T) [等于 (T - 入j l) lc<入j,T) + 入jllc(朽，T) ] 关千这个基的矩阵就

是上面给出的 Aj 的形式．
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将这些 G(朽， T) 的基放在一起就组成 V 的一个基（根据 8.2 l (a)). T 关千这个基

的矩阵就具有想要的形式． . 
8.28 中的 5 X 5 矩阵就是 8.29 中提到的形式，其中每个块都是对角线元素相同的

上三角矩阵． 若 T 是 5 维向量空间上的一个算子，其矩阵如 8.28 中的形式，则 T 的

本征值是 4,2,1 C 由 5.32 即可得 ），重数分别为 1, 2, 2. 

8 .30 例 设 TE C(C勺定义为

T(z1,z趴芶） = (6z1 + 3z2 + 4z3, 6z2 + 2z3, 7芶）

T (关千标准基）的矩阵是

u~n 这是一个上三角矩阵，然而它并不是 8.29 给出的形式．

如 8.25 中所见， T 的本征值为 6 和 7, 相应的广义本征空间是

G(6, T) = span((l, 0, 0) , (0, 1, 0)) 禾□ G(7, T) = span((lO, 2, 1)) 

我们也看到 c3 的由 T 的广义本征向量组成的基是

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (10, 2, 1) 

T 关千这个基的矩阵是

(qp(;)) 
这是由 8.29 给出的具有上三角块的分块对角矩阵．

在 8.D 节讨论若尔当形时将看到，可以找到一个基使得算子 T 关于这个基有一

个矩阵，它比 8.29 给出的矩阵有更多的 o. 然而 ， 8.29 与其等价命题 8.2 1 已经非常有

用例如，下一小节将利用 8.21 证明复向量空间上每个可逆算子都有平方根

平方根

回想一下 ， 算子 TE C(V) 的平方根是满足炉 = T 的算子 R E C(V) (参见

7.33 ). 每个复数都有平方根， 但复向量空间上的算子并不都有平方根． 例如，在 8.A

节的习题 6 中， c3 上的那个算子就没有平方根．我们很快就会看到，这个算子的不

可逆性并不是偶然的我们首先证明，恒等算子加上一个幕零算子总有平方根．

8.31 恒等加幕零有平方根

设 N E C(V) 是幕零的，则 (I + N) 有平方根．
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证明 考虑函数 v'l+云的泰勒级数

8.32 尸= 1 + a1x + a2沪+···.

我们无需找出系数的显式公式，也不用担心这

个无限和是否收敛，因为我们只想从中受些启

发

因为 N 是幕零的，所以存在正整数 m 使得

因为 a1 = 1/2 , 所以上面的公式表

明 ，当 x 很小时 1 + x/2 是 v1"f+石

的一个很好的估计．

Nm = O. 在 8.32 中，如果用 N 替换 X, 用 1 替换 1, 则右端的无限和就成为一个有

限和（因为对所有的 j 2m 都有 NJ = O). 也就是说， 可以猜测 (I +N) 有形如

I+ a1N + a2炉+ . .. + am-1Nm-l _ 

的平方根．根据这个猜测，试取 a1, a2, ... , am-1 使得上面算子的平方等千 (I+ N). 

现在

(I五N +a2沪+ a3沪+· · ·+ am-1Nm- l)2 

= I+ 2a1N + (2a2 + a产）N2 + (2a3 + 2a西）沪＋．

+ (2am- 1 +包含 a1, · · ·, am-2 的项）Nm-1 

我们希望上式的右端等千 (I +N) . 千是，取 a1 使得 2a1 = 1 (从而 a1 = 1/2) . 再取

a2 使得 2a2 + a产 =0(从而幻 = -1/8). 然后再取 a3 使得上式右端 N3 的系数等于

0 (从而 a3 = 1/ 16 ) . 对 j =4, ... ,m — l 如此进行下去，每一步都解出一个 aJ 使得

上式右端 NJ 的系数等千 o. 事实上，我们并不关心这些 aj 的显式公式， 只需知道这

些 aj 的选取给出 (I + N) 的一个平方根． . 
以上引理对实向量空间和复向量空间都成立 ， 但以下命题却只对复向量空间成

立．例如， 一维实向量空间 R 上乘以 —l 的算子没有平方根．

8.33 C 上的可逆算子有平方根

设 V 是复向量空间如果 TE .C(V) 是可逆的，则 T 有平方根

证明 设 入1, . .. , 品 是 T 的所有互不相同的本征值． 对每个 J 都存在一个幕零算子

Nj E .C(G(朽 ， T)) 使得 Tic(入j ,T) = 入j I + Nj (参见 8.2l(c) ). 因为 T 是可逆的，所

以每个入｝都不等于 0, 千是对每个 J 都有

Nj T ic(朽，T) = 朽 (r +飞）
显然 Nj/入｝ 是幕零的，千是 (I+ Nj /朽）有平方根（由千 8.31 ) . 用复数＼的一个平

方根乘以 (I+ NJ/朽）的一个平方根就得到 Ti c(朽，T) 的一个平方根 Rj -

向量 V E V 可以唯一地写成

V = U1 + · · · 十 Um,

其中每个 Uj 都属于 G(.Xj, T) C 参见 8.21) . 利用这个分解，定义算子 R E C(V) 为
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Rv=R卫1 +· · ·+ Rmum. 

请自行验证 ， 这个算子 R 是 T 的平方根． . 
仿照本节的方法能够证明：如果 V 是复向量空间， TE .C(V) 是可逆的，那么对

每个正整数 k, T 都有 K 次方根．

习题 8.B

1 设 V 是复向量空间， NE £(V) 且 0 是 N仅有的本征值． 证明 N 是幕零的．

2 找出有限维实向量空间上的一个算子 T, 使得 0 是 T 仅有的本征值，但 T 不是幕

零的 ．

3 设 TE £(V). 设 SE£(V) 是可逆的 ． 证明 T 和 S—1TS 有相同的本征值，且它

们的重数也相同

4 设 V 是 n 维复向量空间 ， T 是 V 上的算子使得 null rn-2 -/= null T正1_ 证明 T

最多有两个不同的本征值．

5 设 V 是复向量空间， TE£(V). 证明 ： V 有一个由 T 的本征向量组成的基当且

仅当 T 的每个广义本征向量都是 T 的本征向量

对于 F = C, 本题给 5.41 的等价条件列表添加了一个等价条件．

6 定义 NE £(F5) 为

: ／厂BV 由B算：者：V4 月良。。
:: 块对角矩阵 ， 对于 j ~ I, ~JA, 与 s,~小of甘同 言 ）AB 是分块对角

AB ~ ( 小DB1·.. ~DBm ) 
10 设 F = C, T E £(V). 证明： 存在 D, N E £(V) 使得 T = D + N, 算子 D 是可

对角化的， N 是幕零的， DN = ND.

11 设 T E £(V), 入 E F. 证明：对 V 的每个使得 T 有上三角矩阵的基，入出现在 T

的矩阵的对角线上的次数等千 入 作为 T 的本征值的重数．
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8.C 特征多项式和极小多项式

凯莱－哈密顿定理

如果 F = C, 以下定义把 V 上的每个算子和一个多项式联系在一起．对千

F = R, 相应的定义将会在下一章给出．

8.34 定义特征多项式 （ characteristic polynorrual ) 

设 V 是复向量空间， T E .C(V). 令 入1 , ... ) 入m 表示 T 的所有互不相同的本征

值，重数分别为 d1, . .. , dm. 多项式

(z - 入沪 (z —灿）dm 

称为 T 的特征多项式．

8.35 例 设 TE £(C3) 是例 8.25 中定义的算子．由千 T 的本征值为 6 和 7, 重数是

2 和 1, 于是 T 的特征多项式是 (z - 6)气z - 7). 

8.36 特征多项式的次数和零点

设 V 是复向量空间， TE .C(V). 则

(a) T 的特征多项式的次数等千 dimV;

(b) T 的特征多项式的零点恰好是 T 的本征值．

证明 显然 (a) 由 8.26 可得，而 (b) 由特征多项式的定义可得． . 
大部分教材利用行列式来定义特征多项式（由 10.25 可知，这两个定义是等价

的）．这里采用的方法更简单，并且由此得到凯莱－哈密顿定理的一个简单证明 ． 在下

一章，我们将看到这个定理对千实向量空间也成立（参见 9.24).

8.37 凯莱－哈密顿定理

设 V 是复向量空间， TE £(V) . 令 q 表示 T 的特征多项式．则 q(T) = O. 

证明 设 入1 , . . . ) 如 是算子 T 的所有不同的

本征值，设 di ,• . . ,dm 是相应的广义本征空

间 G(从 T), ... , G(忙， T) 的维数对于每个

j E {l, ... , m}, 我们知道 (T —入iI)lcc入j,T) 是

幕零的 ． 由于 8.18, (T - >.il)叫G(朽，T) = 0. 

根据 8.2 L. V 中每个向量都是 G(入i, T), ... , 

G(压， T) 中的向量之和．因此要证明 q(T) = 0, 

只需说明对每个 J 都有 q(T) Ice朽 ，T) = 0. 

1842 年英国数学家阿瑟 · 凯莱

(1821 - 1895 ) 完成了他的学士学

位，此前他已经发表了三篇数学论

文. 1827 年爱尔兰数学家威廉 · 罗

恩· 哈密顿 ( 1 805- 1865) 成为教

授，当时他 22 岁，还是一名本科

生！
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取定 jE{l, . .. ,m}. 我们有

q(T) = (T- 入1 I沪 (T - 灿I)d.,..

上面等式右边的算子是交换的，因此可以把因子 (T- 入IF泸移到右边表达式的最后

一项由于 (T - 祒）dj la(朽 ，T) =0, 所以 q(T)la(入; ,T) = 0. • 

极小多项式

本小节引入与每个算子相联系的另一个重要的多项式． 先从以下定义开始．

8.38 定义 首一多项式 (monic polyno皿al)

首一多项式是指最高次数的项的系数为 1 的多项式．

8.39 例 多项式 2 + 9z2 + z7 是 7 次首一多项式．

8.40 极小多项式

设 TE£(V). 则存在唯一一个次数最小的首一多项式 p 使得 p(T) = 0. 

证明 设 n = dimV. 则组

I,T,T气... , T戎

在 .C(V) 中不可能是线性无关的，因为向量空间 .C(V) 的维数是 n2 (参见 3.61), 而

这个组的长度是忙 +1. 设 m 是使得组

8.41 1,T,T气... ,T"' 

线性相关的最小的正整数．线性相关性引理 2.21 表明在上述组中有一个算子是它前

面的那些算子的线性组合．因为 m 是使得上述组线性相关的最小正整数，所以 Tm

是 I,T,T气. . ,rm-1 的线性组合． 于是有标量 ao, a1, a2 , . . . , am- 1 E F 使得

8.42 a。f+ a1T + a2T2 +· · ·+ am- 1Tm- l + Tm = o. 

定义首一多项式 p E P(F) 为

p(z) = ao + a1z + a2z2 +· · ·+ am_1zm-l + zm 

则 8.42 表明 p(T) = 0. 

要证明上述结果的唯一性，注意到 m 的选取表明没有次数小千 m 的首一多项式

q E P(F) 满足 q(T) = O. 假设 q E P(F) 是次数为 m 的首一多项式，而且 q(T) = 0. 

那么 (p- q)(T) = 0 且 deg(p - q) < m. 现在 m 的最小性表明 q = p. • 

上述命题保证了下面定义的合理性．
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8.43 定义极小多项式 (minimal polynomial) 

设 TE £(V) . 则 T 的极小多项式是唯一一个使得 p(T) = 0 的次数最小的首一
多项式 p.

上述命题的证明表明， V 上每个算子的极小多项式的次数最多为 (dim V)2 . 凯

莱－哈密顿定理 8.37 告诉我们，如果 V 是复向量空间，则 V 上每个算子的极小多项

式的次数最多为 dimV. 下一章将会看到这一显著的改进对实向量空间也成立．

假设已知某个算子 T E £(V) (关千某个基） 的矩阵． 可以通过计算机程序求 T

的极小多项式：对 m= 1, 2, ... , 相继地考虑线性方程组

8.44 a。M(I) + a1M(T) + · · · + am- 1M(rr-1 = -M(T)气

直到这个方程组有一个解 ao,a1,a五· ·,am- 1· 

千是标量 ao, a1 , a趴 . .. , am- 1 ,l 就是 T 的极小

多项式的系数． 所有这些都可以利用像高斯消

元法这种熟悉且（对计算机而言）快速的方法

来计算

可以把 8.44 看作是关于 m 个变量

ao,a1, .. . ,am- l 的 (dim V)2 个线

性方程组成的方程组．

8.45 例 设 T 是 cs 上的算子，它（关于标准基）的矩阵是

。 。 。 。 - 3 

1 。 。 。 6 

。 1 。 。 。

。 。 1 。 。

。 。 。 1 。

求 T 的极小多项式．

解 因为这个矩阵有大量的 O, 所以这里不需要高斯消元法． 只 需简单地计算 M(T)

的各次幕， 并注意到， 直到 m = 5 时 8 .44 才有解． 通过计算可知， T 的极小多项式

等千泸 - 6z + 3. 

以下命题完全刻画了作用在一个算子上等千 0 的多项式．

8.46 q(T) = 0 表明 q 是极小多项式的一个倍式

设 T E £,(V), q E P(F). 则 q(T) = 0 当且仅当 q 是 T 的极小多项式的多项式

倍．

证明 设 p 是 T 的极小多项式．

首先证明容易的一方面． 设 q 是 p 的多项式倍．则存在一个多项式 s E P(F) 使

得 q = ps . 千是
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q(T) = p(T)s(T) = 0 s(T) = 0 

要证明另 一个方面，设 q(T) = 0. 根据多项式的带余除法 4.8, 存在多项式

s , r E P(F) 使得

8.47 q = ps + r 

且 degr < degp. 于是

0 = q(T) = p(T)s(T) + r(T) = r(T) 

由上式可得 r = 0 (若不然，令 r 除以它的最高次项系数将得到一个首一多项式，作

用到 T 上为 o. 这个多项式将有比极小多项式更低的次数，矛盾）． 因此 8.47 成为

q = ps, 即 q 是 p 的多项式倍． . 
以下命题只对复向量空间陈述，因为我们尚未对 F = R 的情况定义特征多项式．

然而，在下一章将会看到这个结果对实向量空间也成立．

8.48 特征多项式是极小多项式的多项式倍

设 F = C , T E ,C(V) . 则 T 的特征多项式是 T 的极小多项式的多项式倍．

证明 由 8.46 和凯莱－哈密顿定理 8.37 立即可得． . 
我们知道（至少当 F = C 时） T 的特征多项式的零点恰好是 T 的本征值 （参见

8.36). 现在我们要证明极小多项式有同样的零点（尽管这些零点的重数可能不同） ．

8.49 本征值是极小多项式的零点

设 TE ,C(V). 则 T 的极小多项式的零点恰好是 T 的本征值．

证明 设

p(z) = a。 +a1z+心+ ... + am-1Zm-l + zm 

是 T 的极小多项式．

首先，设 入 E F 是 p 的一个零点 ． 则 p 可以写成

p(z) = (z —入）q(z) , 

其中 q 是系数在 F 中的首一多项式（参见 4. 11) . 因为 p(T) = O, 所以对所有 VE V 

都有

0 = (T - 入I)(q(T)v)

又因为 q 的次数小于极小多项式 p 的次数 ， 所以至少存在一个向量 V E V 使得

q(T)v =I= O. 千是由上面的等式可知，入是 T 的本征值．

要证明另一个方面，假设入 E F 是 T 的本征值． 千是存在 VE V 且 V =/= Q 使得

Tv= 入v. 用 T 反复作用等式两端可知，对每个非负整数］都有 TJv =入J v . 因此
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O=p(T)v=(a。J + a1T + a2T2 +· · ·+ am- 1Tm-l +尸）v

= (ao + a1 入 +a因+· · · + am-l入m-1+ 炉）v

=p(入）v. 

因为 V 1'0, 所以由上面的等式得 p(入） = o. • 

下面三个例子说明我们的结果如何用千求极小多项式，以及用于了解某些算子的

本征值为什么不能精确地计算．

8.50 例 求例 8.30 中算子 TE .C(C3) 的极小多项式．

解 在例 8.30 中注意到 T 的本征值是 6 和 7. 于是由 8.49, T 的极小多项式是

(z - 6)(z - 7) 的多项式倍

在例 8.35 中 ， 我们看到 T 的特征多项式是 (z - 6)2(z - 7) . 于是由 8.48 和上一

段 ， T 的极小多项式是 (z - 6)(z - 7) 或者 (z - 6)2(z - 7). 简单的计算表明

(T - 6I)(T - 7 I) -/= 0. 

因此 T 的极小多项式是 (z — 6)2(z - 7) . 

8 .51 例 定义 TE £(C3) 为 T(z1五心） = (6z1, 6z2, 7芶），求 T 的极小多项式．

解 容易看出算子 T 的本征值是 6 和 7, 特征多项式是 (z - 6)2 (z - 7). 

于是，和上例一样 ， T 的极小多项式是 (z-6)(z-7) 或者 (z - 6)2(z - 7). 简单

的计算表明

(T - 6I) (T - 7 I) = 0 

因此 T 的极小多项式是 (z - 6)(z - 7). 

8 .52 例 例 8.45 中的算子的本征值是什么？

解由 8.49 和例 8.45 的解可知， T 的本征值与方程

泸 - 6z + 3 = 0 

的解是一样的．可惜这个方程的解不能用有理数、有理数的根以及通常的算术运算表

示（其证明远远超出了线性代数的范围）． 因此无法用我们所熟悉的形式给出 T 的任

何本征值的准确表达．数值方法可以给出 T 的很好的近似本征值：

- 1.67, 0.51 , 1.40, - 0.12 + l.59i, —0.12 - l.59i, 

但我们在这里不讨论数值方法．就像实系数多项式一样（参见 4.15), 非实数本征值

与其复共辄是成对出现的．
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习题 8.C

1 设 TE ,C,(C4) 的本征值是 3,5,8. 证明 (T - 3I)2(T - 5I)2(T - 81)2 = 0. 

2 设 V 是复向量空间， 5 和 6 是 TE ,C,(V) 仅有的本征值．令 n = dimV. 证明

(T- 51)九-l(T - 6J)n-l = Q. 

3 找出一个 C4 上的算子 ， 其特征多项式是 (z - 7)2(z - 8)2. 

4 找出一个 C4 上的算子，其特征多项式是 (z - l)(z - 5)3, 极小多项式是 (z - 1) 

(z - 5)2. 

5 找出一个 C4 上的算子，其特征多项式和极小多项式都是 z(z - 1)2(z - 3). 

6 找出一个 c4 上的算子，其特征多项式是 z(z -1)2(z - 3), 极小多项式是 z(z - 1) 

(z - 3) . 

7 设 V 是复向量空间， P E ,C, (V) 使得 p2 = P. 令 m = dimnullP, n = 

dimrangeP. 证明 P 的特征多项式是 zm(z-l)n.

8 设 TE ,C,(V). 证明： T 是可逆的当且仅当 T 的极小多项式的常数项非零．

9 设 T E £(V) 有极小多项式 4 + 5z - 6z2 - 7 z3 + 2z4 + z5 . 求 y-1 的极小多项式．

10 设 V 是复向量空间， TE ,C,(V) 是可逆的． 令 p 表示 T 的特征多项式， q 表示 y-1

的特征多项式． 证明 ： 对所有非零的 z E C 都有

1 1 
q(z) =硐 Z小mV士）

11 设 TE £(V) 是可逆的． 证明存在多项式 p E P(F) 使得 y-1 = p(T) . 

12 设 V 是复向量空间， TE ,C, (V). 证明 ： V 有一个由 T 的本征向量组成的基当且

仅当 T 的极小多项式没有重复的零点．

对于复向量空间，本题给 5.41 的等价条件列表添加了一个等价条件．

13 设 V 是内积空间， TE ,C,(V) 是正规的．证明 T 的极小多项式没有重复的零点．

14 设 V 是复内积空间， SE ,C, (V) 是等距同构．证明 S 的特征多项式的常数项绝对

值为 1.

15 设 TE C(V) , vEV. 

(a) 证明：存在唯一一个具有最小次数的首一多项式 p 使得 p(T)v = O. 

(b) 证明： p 整除 T 的极小多项式．

16 设 V 是内积空间， TE £(V). 设 T 的极小多项式是

2 ao + a1z + a2z +· · ·+ am-1Z m-1 +z m 

证明 ： T* 的极小多项式是

——- 2 ao + a1z + a2z +· · ·+ am-1Z m-1 +z m 
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17 设 F = C , TE .C(V). 设 T 的极小多项式的次数是 dimV. 证明 T 的特征多项

式等于 T 的极小多项式．

18 设 ao , . .. ,a正1 E C. 设 T E .C(C n) (关千标准基）的矩阵是

0 -a。

1 0 - a1 

1 ·. . - a2 

0 - an- 2 

1 -a九一1

求 T 的极小多项式和特征多项式．

本题表明每个首一多项式都是某个算子的特征多项式．

19 设 V 是复向量空间， TE L (V). 设 T 关于 V 的某个基的矩阵是上三角的，这个

矩阵的对角线元素是 入1, ... , 入九 ． 证明 T 的特征多项式是 (z -入1)· · · (z -入n) -

20 设 V 是复向量空间， Vi,--·,Vm 都是 V 的非零子空间使得 V = Vi EB· · •EB Vm . 设

TE L(V), 每个 U 在 T 下不变． 对每个 j, 令 Pj 表示 Tl vj 的特征多项式． 证明

T 的特征多项式是 Pl ·· ·Pm· 

8.D 若尔当形

我们知道，如果 V 是复向量空间，那么对千每个 TE .C(V), V 都有一个基使得

T 关千这个基有较好形式的上三角矩阵（参见 8.29 ). 本节将会得到更好的结论： V 

有一个基，使得 T 关于这个基的矩阵，除了对角线以及紧位千对角线上方的元素之

外， 其余元素都为 o.

首先来看幕零算子的两个例子．

8.53 例 设 NE£(F4) 是定义为

N(z卢2, Z3五） = (0, Z1立2, Z3) 

的幕零算子． 如果 V = (1, 0, 0, 0), 则 N炽 N2v,Nv,v 是 F4 的基. N 关千这个基的

矩阵是

幕零算子的下一个例子更复杂．

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

0 0 0 0 
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8.54 例 设 NE ,C(F6) 是定义为

N(z1, z2,z3,Z4,Z5, Z6 ) = (O,z1, z2, 0 ,z4, 0) 

的幕零算子． 不像上例中的幕零算子有好的性质，这个幕零算子没有向量 VE F 6 

使得 N5v, N约， N3v, N2v, Nv, v 是 y6 的基但是，如果取 V1 = (1,0,0,0,Q,Q), V2 = 
(0, 0, 0, 1, 0 , 0), V3 = (0, 0, 0, 0, 0, 1) , 则 N2内 ， Nv1, v1 , N为 ， 为 ， V3 是 y6 的基 . N 关千

这个基的矩阵是

( 。 1 0 ~ 。 。 。

0 0 1 。 。 。

\ 0 0 0 丿 0 0 。

。 0 0 (~ ~) 。

。 0 0 。

0 0 0 0 0 (0) 

这里， 矩阵内部被分成一块一块的，旨在说明可以将上面的 6x 6 矩阵看作一个分块

对角矩阵： 它包含一个 3 X 3 块 ， 此块对角线上方的元素为 1, 其余元素为 0 : 一个

2 X 2 块，此块对角线上方的元素为 1, 其余元素为 0; 一个 1 X 1 块，元素为 o.

以下命题表明，每个幕零算子 NE£(V) 都与上例性质相似．具体来说，存在有

限个向量 V1, . . . , Vn E V, 使得 V 有一个由形如 Nkv1 的向量组成的基，其中 J 从 1

取到 n, k ( 以相反的顺序） 从 0 取到使得 N峦巧 =J 0 的最大的非负整数 mj · 以下命

题的矩阵解释，参见 8.60 的证明的第一部分．

8.55 对应千幕零算子的基

设 NE C(V) 是幕零的 ． 则存在向量 V1, •• · ,Vn EV 和非负整数 m1,• .. ,m九使得

(a) Nm田，.. , N内， V1 , . .. , N叫压，.. . , N压 ， Vn 是 V 的基 ；

(b) Nm计lv1 = . . . = N如+1vn = 0. 

证明 对 dimV 用归纳法首先注意到若 dimV = 1 则结论显然成立（在这种情况
下，仅有的幕零算子是 0 算子，千是可以将 V1 取为任意非零向量， 令 m1 = 0 ). 现

在假设 dim V > I 且结论对所有维数更小的向量空间都成立．

因为 N 是幕零的，所以 N 不是单的．由千 3.69, N 不是满的，因此 rangeN 是

V 的维数比 V 小的子空间千是我们可以对限制算子 NI range N E £ (range N) 应用归

纳法假设． （可以忽略 rangeN = { O} 这种平凡情况，因为在这种情况下， N 是 0 算

子，将内， . ..'V九取为 V 的任意基，令 m1 =· · · = mn = O, 即得所求． ）

将我们的归纳法假设应用到 NlrangeN 可知，存在向量 V1 , . .. , Vn E range N 和非

负整数 m1, . . . , m九使得

8.56 Nm, 内 ， . . , N内 ， V1 > . .. 'Nmn 压， . .. ,Nvn, Vn 
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是 rangeN 的基，且

Nm1+lv1 = ... = N呾+lVn = Q. 

因为每个 Vj 都属于 rangeN, 所以对每个 J 都存在 Uj EV 使得 Vj = Nuj . 千是

对每个 J 和每个非负整数 K 都有 Nk+luj = N灼j · 现在我们断言

8.57 Nm产1回 .,Nu1,u1, . . . ,N叽+1un, . .. ,N四，匹

是 V 中的线性无关向量组． 要证明这个断言，假设 8.57 的某个线性组合等千 o. 把

N 应用到这个线性组合上，即得 8.56 的一个线性组合等于 o. 然而组 8.56 是线性无

关的，因此在 8.57 原来的线性组合中，除了向量

Nm1 +1u1, .. . , N叽+ I匹，

的系数之外，其他系数都等千 0. 上面这个向量组等于

N如内， ， N加压·

再次利用组 8.56 的线性组合，即可得到这些向量系数也等于 o. 这就完成了组 8.57

的线性无关性的证明

现在将 8.57 扩充成 V 的基

8.58 Nm叶1u1,---,NU1,U1,--· , N如+1四，， Nun, Un, W1 , ... , Wp 

（由千 2.33, 这是可行的）．每个 Nw1 都属于 rangeN, 因此属千 8.56 张成的子空

间 ． 组 8.56 中每个向量都等千 N 在组 8.57 的某个向量上的作用于是组 8.57 中有一

个向量 Xj 使得 Nwj = N巧．现在设

u九十j=Wj-Xj ,

则 Nu九十j = o. 此外，

Nm叶1u1, ... ,Nu1,u1, .. . ,N叩+lun, ... , Nun, Un, U九十1, · · ·, Un+p 

张成 v , 因为它张成的子空间包含每个 Xj 和每个 u九十j ' 因此包含每个 Wj (因为 8.58

张成 V) .

上面的张成组是 V 的基，因为它与基 8.58 长度相同（这里我们经使用了 2.42 ).

这个基具有所要求的形式． . 
在以下定义中，每个儿的对角线上都是 1870 年法国数学家卡术耶 · 若尔当

T 的一些本征值 入j' 而紧位千 Ai 对角线上方 (1838- 1922) 首先发表了 8.60 的
的元素都是 L AJ 的所有其他元素都是 0 (为 证明

了理解为什么每个 入J 都是 T 的本征值， 参见

5.32 ). 这些朽不需要是不同的. AJ 也可以是

只包含 T 的一个本征值的 1 X 1 矩阵（朽） ．
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8.59 定义若尔当基 Oordan basis) 

设 TE£(V) . V 的基称为 T 的若 尔当基， 如果 T关千这个基具有分块对角矩阵

其中每个 A, 都是形如 (,::, 1 。)。
Aj = 

J 

1

入。

的上三角矩阵

8.60 若尔当形

设 V 是复向量空间．如果 TE .C(V), 则 V 有一个基是 T 的若尔当基．

证明 首先考虑幕零算子 NE .C(V) 和 8.55 给出的向量 vl ,· ·· , vnEV. 注意到， 对千

每个 j, N 都将组 N叩庄 . .. ,Nvj , Vj 中的第一个向量映成 0, 并且 N 将这个组中除

第一个向量之外的其余向量映成了它的前一个向量．也就是说， 8.55 给出 了 V 的一

个基，关于这个基， N 具有分块对角矩阵，其中对角线上的每个矩阵都形如

0 1 0 . 

1 

0 0 

因此结论对幕零算子成立．

现在设 TE£(V). 设入1, ...'入m 是 T 的所有不同的本征值．千是有广义本征空

间分解

V=G(入1,T) EB ·· ·EB G(入m , T) ,

其中每个 (T- 入iI)lc(朽 ，T) 都是幕零的 （参见 8.21 ) . 千是每个 G(朽 ， T) 的某个基是

(T- 入iI)lc(朽，T) 的若尔当基 （参见上一段）．将这些基组合起来就得到了 V 的一个

基 ， 并且是 T 的若尔当基． . 



习题 8.D

1 求例 8.53 中算子 N 的特征多项式和极小多项式．

2 求例 8.54 中算子 N 的特征多项式和极小多项式．
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3 设 NE£(V) 是幕零的．证明： N 的极小多项式是 zm+l, 其中 m 是 N 关千任意

若尔当基的矩阵中紧位于对角线上方的直线上连续出现的 1 的最大个数．

4 设 TE £(V), V1, ... , Vn 是 V 的基，且为 T 的若尔当基． 试描述 T关千基 Vn, .. . , 

V1 的矩阵．

S 设 T E£(V), V1, ... , Vn 是 V 的基，且为 T 的若尔当基． 试描述产关于这个基

的矩阵．

6 设 NE £(V) 是幕零的， V1, . .. , Vn 和 m1, ... ,m九如 8 .55 中所示． 证明 N加内， ' 

N加'Vn 是 null N 的基．

由本题可知， n 等于 dimnullN, 只依赖于 N, 不依赖于为 N 选取的那个特殊的

若尔当基．

7 设 p, q E P(C) 是具有相同零点的首一多项式， q 是 p 的多项式倍． 证明：存在

TE£(Cdeg q) 使得 T 的特征多项式是 q 且 T 的极小多项式是 p.

8 设 V 是复向量空间， TE£(V). 证明 ： V 不能分解成 V 的两个在 T 下不变的真

子空间的直和当且仅当 T 的极小多项式形如 (z - 入）dimV, 其中 入 E C.



实向量空间上的算子

第 9章
欧几里得在解释几何

（ 出自拉斐尔大约在

15IO 年绘制的 《雅典

学院》 ） ．

上一章我们学习了有限维复向量空间上算子的结构． 本章将利用关千复向量空间

上算子的结果来学习实向量空间上的算子．

本章作如下假设：

9.1 记号 F、 V

• F 表示 R 或 C

• V 表示 F 上的有限维非零的向量空间．

本章的学习目标

． 实向量空间的复化

． 实向量空间上算子的复化

． 有限维实向量空间上的算子有本征值或二维不变子空间

• 特征多项式和凯莱－哈密顿定理

． 实内积空间上的正规算子的刻画

． 实内积空间上的等距同构的刻画
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9.A 复化

向量空间的复化

我们马上就会看到， 一个实向量空间 V 可以自然地嵌入到一个复向量空间 中，

后者称为 V 的复化.v 上的每个算子都可以扩张为 V 的复化上的算子． 因此， 关千

复向扯空间上算子的结果可转化为实向量空间上算子的信息．

我们先定义实向量空间的复化．

9.2 定义 V 的 复化 ( complexification of V) , Ve 

设 V 是实向量空间

• V 的复化 （记作 Ve) 等千 V Xv. 其元素是有序对 (u, v), 其中 u,v EV, 

但我们把它写作 u+iv.

• 定义 Ve 上的加法为

如+ iv1) + (迈 ＋ 四） = (u1 + 迈） + i(v1 十 四）

其中 U1, 内，迈， V2 EV. 

• 定义 Ve 上的复标量乘法为

(a + bi) (u + iv) = (吵 — bv) + i(av + bu) 

其中 a, b E R , u , v EV. 

上面复标量乘法的定义起因于通常的代数性质与等式 i2 = -1. 如果记住这个诱

因，就不必去背上面的定义了 ．

通过将 uEV 与 u+iO 等同起来，就可以把 V 看作 Ve 的子集．因此，从 V 构

造 Ve 可以看做是从 Rn 构造 en 的推广．

9.3 Ve 是复向量空间

设 V 是实向量空间，则关于上面定义的加法和标量乘法， Ve 是复向量空间 ．

以上命题的证明留作习题．注意， Ve 的加法单位元是 O+iO, 通常写作 o.

关千复化，你觉得该成立的可能都成立， 通常只需直接验证一下，就像以下命题

阐述的那样．

9.4 V 的基是 Ve 的基

设 V 是实向量空间．

(a) 如果内 ， ， v九是 V C作为实向量空间）的基，则它也是 Ve C作为复向量空

间）的基

(b) Ve (作为复向量空间）的维数等千 V (作为实向量空间）的维数．
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证明 为证 (a), 设 V1, • .. ,Vn 是实向量空间 V 的基．那么，在复向量空间 Ve 中

span (v1, ... 心）包含了所有的 V1, .. . , Vn,iV1 , . .. ,iVn - 因此 V1, . .. , V九张成了复向量

空间 Ve.

为证 V1, ... , V九在复向量空间兄中线性无关，设入， ，丛 E C 且

入1 V1 十 ． ． ．十 入nVn = 0 

那么，由上面的等式和我们的定义可得

(Re 入1趴+ ... 十 (Re 入n)Vn =0 且 (Im 入1)v1 +· · 十 (Im 丛）Vn = Q 

由千 V1 , . . . , Vn 在 V 上是线性无关的，由上面的等式可得 Re 入1 =· .. =Re丛 =0 且

Im 入1 =· · ·= Imn = O. 于是入1 = ... =丛= o. 因此 V1, .. ,,Vn 在 Ve 中是线性无

关的，这就完成了 (a) 的证明

显然，由 (a) 立即可得 (b) .

算子的复化

现在我们可以定义算子的复化．

9.5 定义 T 的复化 C complexification of T) , Tc 

设 V 是实向量空间， TE L(V). T 的复化是定义为 Tc(u+iv) =Tu+iTv 的算

子 Tc E £ (Ve), 其中 u,vE V. 

. 

请自行验证，如果 V 是实向量空间， TE .C(V), 则 Tc 确实属于 .C(Vc) . 这里

的关键是，我们对复标量乘法的定义可用来证明 ： 对所有 u,v EV 和所有复数入 有

花（入(u+iv))= 入花 (u+ iv).

以下例子是理解典型算子复化的好方法．

9.6 例 设 A 是 nxn 的实矩阵．定义 TE L(R九）为 Tx = Ax, 其中将 R九 中元素

看作 nxl 列向量．将 en 等同千 Rn 的复化，对每个 z E C九有 Tcz = Az, 其中仍

将 C九中元素看作 nxl 列向量．

也就是说，如果 T 是 A 确定的 R九上的矩阵乘算子，那么复化 Tc 也是 A 确定

的矩阵乘算子，只是作用在更大的定义域 C九上．

以下命题是有意义的，因为 9.4 告诉我们，实向量空间的基也是它的复化的基．

以下命题的证明由定义立即可得．

9.7 花的矩阵等于 T 的矩阵

设 V1, .. . ' Vn 是实向量空间 V 的基， TE£,(V). 则 M(T) = M(Tc), 其中这两

个矩阵都是关千基 V1 , ... 'Vn 的矩阵．
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以上命题和例 9.6 提供了对复化的全面认识，因为一旦选定一个基，每个算子本

质上看起来都像例 9.6. 算子的复化也能用矩阵来定义，但这里采用的方法更自然，

因为它不依赖于基的选取．

我们知道， 一个非零的有限维复向量空间上的每个算子都有本征值（参见 5.21 ),

因此有一维不变子空间 ． 我们已经看到非零的有限维实向量空间上算子的一个例子

（例 5 . 8(a)), 它没有本征值，从而也没有一维不变子空间． 然而，现在我们要证明一

维或二维的不变子空间总是存在的注意观察复化是怎样给出以下定理的一个简单证

明的．

9 .8 每个算子都有一维或二维不变子空间

非零的有限维向量空间上的每个算子都有一维或二维不变子空间．

证明 非零的有限维复向量空间上的每个算子都有本征值（参见 5.21 ), 从而有一维不

变子空间

因此，假设 V 是实向量空间， TE .C(V) . 复化 Tc 有本征值 a+ bi C 由千 5 .21 ) ,

其中 a,b E R . 因此，存在不全为 0 的 u,v EV 使得 Tc (u + iv) = (a + bi) (u + iv). 利

用花的定义，最后一个等式可以重新写为

Tu+ i Tv = (au - bv) +(av+ 加） i. 

千是

Tu= au - bv 且 Tv =av+ bu. 

令 U 等千组 U, V 在 V 中张成． 则 U 是 V 的一维或二维子空间．上面的等式表明

U 在 T 下不变． . 
复化的极小多项式

设 V 是实向量空间， TE C(V). 反复使用 Tc 的定义可知，对所有正整数 n 和

所有 u, v EV 有

9.9 (Tc f(u +iv)= Tnu + i Tnv. 

注意到以下命题意味着 Tc 的极小多项式的系数都是实数．

9.10 Tc 的极小多项式等千 T 的极小多项式

设 V 是实向量空间， TE C(V). 则 Tc 的极小多项式等千 T 的极小多项式．

证明 令 p E P(R) 表示 T 的极小多项式． 由 9.9 易知 p(Tc) = (p(T))c, 因此

p(Tc) = 0. 

设 q E P(C) 是使得 q(Tc) = 0 的首一多项式．则对每个 uEV 有 (q(Tc))(u) = 

o. 令 r 表示第 J 个系数是 q 的第］个系数的实部的多项式，则 r 是首一多项式且

r(T) = O. 因此 deg q = degr 2: degp. 
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综合前面两段可知， p 是 Tc 的极小多项式． . 
复化的本征值

现在转向算子的复化的本征值问题．和前面一样，我们期望成立的性质都成立．

先来证明 Tc 的所有实本征值恰为 T 的所有本征值． 我们给出这一结果的两种不

同的证明．第一种证明更初等，但第二种证明更短，并且给出一些有用的见解．

1 9.11 Tc 的实本征值

设 V 是实向量空间， TE£,(V), 入 E R. 则 入 是 Tc 的本征值当且仅当入是 T

的本征值

证明 l 首先假设 入 是 T 的本征值．则存在 v EV 且 V =/- 0 使得 Tv = 入v. 于是

Tcv= 入V, 这就证明了入是 Tc 的本征值，从而完成证明的一个方面．

要证明另一个方面，现在假设入是 Tc 的本征值． 则存在 u,v E V 且 u + iv =/- 0 

使得

花(u+iv)= 入(u+iv)

由上式可知 Tu= 入u 且 Tv= 入v. 因为 u=/-0 或 V =I- O, 所以入是 T 的本征值． . 
证明 2 由千 8.49, T 的所有（实）本征值是 T 的极小多项式的所有（实）零点．仍

由 8.49, Tc 的所有实本征值是 Tc 的极小多项式的所有实零点 ． 由于 9.10, 这两个

极小多项式相同千是 T 的所有本征值恰为 Tc 的所有实本征值． . 
以下定理表明， Tc 对千本征值入 与其复共扼入的表现是对称的 ．

9.12 Tc - 入I 和 Tc - 入I

设 V 是实向量空间， TE£(V), 入 E C, j 是非负整数 ， u, v EV. 则

(Tc - 入I)J(u +iv) = 0 当且仅当 (Tc - 入I尸 (u - iv) = 0. 

证明 对］用归纳法． 首先注意到 ， 若 j = o, 则 （因为一个算子的 0 次幕是恒等算

子）这个定理断言 u + iv = 0 当且仅当 u - iv = 0, 这显然是对的．

于是，现在假设 j 2 1 且定理对 j - 1 成立． 设 (Tc - 入J)J(u +iv) = 0. 则

9.13 (Tc - 入J)1-1 ((Tc - 入I)(u + iv)) = 0. 

记 入 = a+ bi, 其中 a,b E R, 我们有

9.14 (Tc - 入I)(u +iv) = (Tu - au+ bv) + i(Tv - av - bu) 

且

9.15 (Tc -入I)(u — iv) = (Tu —au + bv) - i(Tv —av - bu) 

由归纳法假设以及 9. 1 3 和 9.14 可得
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(Tc -入J)i-1((Tu- au+ bv) - i(Tv- av- bu))= 0. 

现在，由上式和 9.15 可得 (Tc -入J)i(u - iv)= 0, 这就完成了证明的一个方面．

在上面的证明中用入代替入并用 -v 代替 V, 即可证明另一个方面． . 
上述定理有一个重要推论如下，它说的是如果一个数是 Tc 的本征值，则它的复

共辄也是 Tc 的本征值．

9.16 Tc 的非实的本征值成对出现

设 V 是实向量空间， TE .C(V), 入 EC. 则入是 Tc 的本征值当且仅当 入是 Tc

的本征值．

证明 在 9. 12 中取 j = 1. • 

由定义，实向量空间上算子的本征值是实数．因此，数学家有时非正式地提到实

向量空间上算子的复本征值时，他们指的是算子的复化的本征值．

回想一下，本征值的重数定义为相应千这个本征值的广义本征空间的维数 （参见

8.24). 以下命题是说，复化的本征值的重数等千其复共辄的重数．

9.17 入的重数等千 M 的重数

设 V 是实向量空间， TE 瓜V), 入 EC 是 Tc 的本征值．则入 作为 Tc 的本征

值的重数等千 入作为 Tc 的本征值的重数．

证明 设 u产iv1 , • • ·,um+ivm 是广义本征空间 G(入， Tc) 的基，其中 U1 , ... ,U加 内 ， ' 

Vm E V. 则利用 9. 12 , 简单验证即知 U1 - iv1 , ... , Um - ivm 是广义本征空间 G(入 , Tc ) 

的基因此，入和入作为花的本征值都有重数 m. • 

9. 18 例 设 TE £(R勺 定义为

T(x1心2,X3) = (2x1,X2 一功， X2 +乓） ．

T 关千 R3 的标准基的矩阵是
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9. 1 7 预期的那样

我们已经见过 R2 上没有本征值的算子的例子（例 5.8(a) ). 以下定理表明， R3

上没有这样的例子 ．
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9. 19 奇数维向量空间上的算子有本征值

奇数维实向量空间上的每个算子都有本征值．

证明 设 V 是奇数维实向量空间 ， TE ,C(V) . 因为 Tc 的非实的本征值是成对出现

的 ， 并且它们的重数相等（由千 9. 17 ), 所以 Tc 的所有非实的本征值的重数之和为

偶数

由千 8.26 , Tc 的所有本征值的重数之和等千 Ve 的（复）维数，所以上一段的

结论表明 Tc 有实本征值． 由千 9. 1 1. Tc 的每个实本征值也是 T 的本征值． . 
复化的特征多项式

上一章我们定义了有限维复向量空间上算子的特征多项式（参见 8.34). 要定义

有限维实向量空间上算子的特征多项式，以下命题是关键的一步．

9.20 花 的特征多项式

设 V 是实向量空间， TE ,C(V). 则 Tc 的特征多项式的系数都是实数．

证明 设入是 Tc 的非实的本征值，重数为 m. 由千 9.17, 入也是 Tc 的重数为 m 的

本征值千是，花的特征多项式包含因子 (z — 入严和 (z - X)m. 将这两个因子相

乘，得到

(z- 入尸(z -入严= (z2 - 2(Re 入）z + I 矿）m

上式右边的多项式的系数都是实数．

Tc 的特征多项式是上面形式的项和 (z - t)d 形式的项的乘积，其中 t 是 Tc 的实

本征值， 重数为 d. 因此， Tc 的特征多项式的系数都是实的． . 
现在我们可以将有限维实向量空间上的算子的特征多项式定义为它的复化的特

征多项式．

9.21 定义 特征多项式 (characteristic polynomial ) 

设 V 是实向量空间， TE C(V). 则 T 的特征多项式定义为 Tc 的特征多项式．

9.22 例 设 T E .C(R勺 定义为

T(xi, x趴巧） = (2x1 心2 - X趴迈 ＋ 巧）

我们在 9.18 中已经注意到， Tc 的本征值是 2, 1 + i, 1 - i, 重数均为 1. 于是复化 Tc

的特征多项式是 (z - 2)(z - (1 + i))(z - (1 - i)), 即 戎- 4z2 + 6z - 4. 因此， T 的

特征多项式也是 z3 - 4z2 + 6z - 4. 

以下命题中 T 的本征值都是实的（因为 T是实向量空间上的算子）．



9.23 特征多项式的次数和零点

设 V 是实向量空间， TE£(V). 则

(a) T 的特征多项式的系数都是实的；

(b) T 的特征多项式的次数为 dimV;

(c) T 的所有本征值恰为 T 的特征多项式的所有实零点．

证明由 9.20 知 (a) 成立．

由 8.36(a) 知 (b) 成立．
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由于 8.36(b), T 的特征多项式的所有实零点恰好是 Tc 的所有实本征值．由千

9.11, 它们是 T 的所有本征值．于是 (c) 成立． . 
上一章我们对复向量空间证明了凯莱－哈密顿定理 8.37. 现在也能对实向量空间

证明它

I 
9.24 凯莱－哈密顿定理

设 TE£(V), q 是 T 的特征多项式，则 q(T) = O. 

证明对复向量空间我们已经证明这一定理． 因此假设 V 是实向量空间．

由复的凯莱－哈密顿定理 8.37 可知 q(Tc) = O. 因此我们也有 q(T) = 0. • 

9.25 例设 T E .C(R勺 定义为

T(x1心2心3) = (2x1心2- 巧，叩＋巧） ．

如我们在 9.22 中所见， T 的特征多项式是去 - 4z2 + 6z —4. 千是，由凯莱－哈密顿

定理可知 T3 - 4T2 + 6T - 41 = 0, 这也可以通过直接的计算来验证．

现在可以证明另一个我们之前只对复的情况才知道的结果．

9.26 特征多项式是极小多项式的多项式倍

设 TE £,(V). 则

(a) T 的极小多项式的次数至多是 dimV:

(b) T 的特征多项式是 T 的极小多项式的多项式倍．

证明由凯莱－哈密顿定理立即可得 (a).

由凯莱－哈密顿定理和 8.46 可得 (b) .

习题 9.A

1 证明 9.3.

. 
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2 设 V 是实向量空间， TE£(V). 证明 Tc E£(Ve). 

3 设 V 是实向量空间， Vl, · · · ,Vm EV. 证明 ： vi , .. . , Vm 在 Ve 上线性无关当且仅

当 V1, .. . , Vm 在 V 上线性无关

4 设 V 是实向量空间， V1, .. - ,Vm EV. 证明： V1 , ... ,Vm 张成 Ve 当且仅当 V1, · · · , 

Vm 张成 v.

5 设 V 是实向量空间， S,T E 瓜V). 证明： (S+T)c = Sc +Tc, (入T)c =入Tc

（入 E R ).

6 设 V 是实向量空间， TE 瓜V). 证明 ： Tc 可逆当且仅当 T 可逆．

7 设 V 是实向量空间， NE£(V). 证明： Nc 是幕零的当且仅当 N 是幕零的．

8 设 TE£(R勺， 5, 7 是 T 的本征值．证明 Tc 没有非实的本征值．

9 证明没有算子 TE £(R7) 使得 (T2 + T + I) 是幕零的．

10 找出一个算子 TE£(C7) 使得 (T2 +T+ I) 是幕零的．

11 设 V 是实向量空间， TE£(V), 存在 b,c ER 使得 T2 + bT + cl = O. 证明 ： T 

有本征值当且仅当 b2~4c.

12 设 V 是实向量空间， TE£(V), 存在 b,c ER 使得沪< 4c 且 (T2 + bT + cl) 是

幕零的．证明 T 没有本征值

13 设 V 是实向量空间， T E £(V), b, c E R 使得沪< 4c. 证明：对千每个正整数

j, null(T2 + bT + cI)J 的维数都是偶数．

14 设 V 是实向量空间， dim V = 8, TE 以V) 使得 (T2 + T + I) 是幕零的．证明

(T2 + T + 1)4 = 0. 

15 设 V 是实向量空间， TE 织V) 没有本征值．证明 ： V 的每个在 T 下不变的子空

间都是偶数维的．

16 设 V 是实向量空间证明 ： 存在 TE £(V) 使得 T2 = -I 当且仅当 V 是偶数维

的．

17 设 V 是实向量空间， TE 瓜V) 满足 T2 =—I . 在 V 上定义复标量乘法如下：若

a,b ER 则 (a+ bi)v =av+ bTv. 证明：

(a) 上面定义的 V 上复标量乘法和 V 上的加法使 V 成为一个复向量空间 ．

(b) V 作为复向量空间的维数是 V 作为实向量空间的维数的一半．

18 设 V 是实向量空间， TE £(V) . 证明以下条件等价：

(a) 花的所有本征值都是实的．

(b) V 有一个基使得 T 关千这个基有上三角矩阵．

(c) V 有一个由 T 的广义本征向量组成的基

19 设 V 是实向量空间， dim V = n, TE 瓜V) 使得 null rn-2 =/ null T九- 1. 证明 ：

T 最多有两个不同的本征值， Tc 没有非实的本征值．
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9.B 实内积空间上的算子

现在将注意力转向内积空间情形． 我们将在实内积空间上给出正规算子的一个完

整描述．定理 9.34 证明的一个关键步骤需要上一节的定理 9.8 : 有限维实向量空间上

的算子有一维或二维不变子空间 ．

在描述了实内积空间上的正规算子之后，我们将利用这个结果来完整描述实内积

空间上的等距同构．

实内积空间上的正规算子

复谱定理 7.24 完整描述了复内积空间上的正规算子．本小节将完整描述实内积

空间上的正规算子．

我们先描述二维实内积空间上非自伴的正规算子．

9.27 非自伴的正规算子

设 V 是二维实内积空间， TE £(V) . 则以下条件等价 ：

(a) T 是正规的但不是自伴的．

(b) T 关于 V 的每个规范正交基的矩阵都有

(: ~b ) 
的形式，其中 b =/= 0. 

(c) T 关千 V 的某个规范正交基的矩阵有

(: ~b ) 
的形式，其中 b > 0. 

证明 首先假设 (a) 成立，则 T 是正规的但不是自伴的． 设 e1,e2 是 V 的规范正交基 ，

且

9.28 M(T, (e心）） ＝ （ ：； ）
则 IITe平 = a2 十沪且 IIT*e计尸= a2 + c2 . 因为 T 是正规的，根据 7.20 有 I ITe1II = 

IIT飞 11. 于是 b2 = c2. 因此 c =b 或 C = - b. 但是 Ci b, 否则从 9.28 的矩阵可以看

出 T 将是自伴的．因此 c = - b, 千是

9.29 M(T, (e心）） = ( : ~b ) 

T* 的矩阵是上面矩阵的转置．利用矩阵乘法计算矩阵 TT* 和矩阵 T*T C请现在就

做一下） ． 因为 T 是正规的，所以这两个矩阵相等．这两个矩阵的左上角的元素相等，
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所以 bd = ab. 现在 b =/= 0, 否则从 9.28 的矩阵可以看出 T 将是自伴的． 于是 d = a, 

这就证明了 (a) 蕴涵 (b).

现在假设 (b) 成立，要证 (c) 成立．取 V 的一个规范正交基 e1,e2 . 我们知道 T

关于这个基的矩阵有 (b) 给出的形式，且 b =/= O. 若 b > 0, 则 (c) 成立，从而 (b) 蕴

涵 (c). 若 b < 0, 请自行验证， T 关千规范正交基 e1, -e2 的矩阵等于（乌~)'其中

—b > 0. 因此在这种情况下也有 (b) 蕴涵 (c).

现在假设 (c) 成立，则 T 关于某个规范正交基的矩阵有 (c) 给出的形式，且 b > 0. 

显然 ， T 的矩阵不等千它的转置（因为 b=/=O) . 因此 T 不是自伴的 ． 现在，利用矩阵

乘法验证矩阵 TT* 和矩阵 T*T 相等． 也就是说 TT*= T*T. 因此 T 是正规的．于

是 (c) 蕴涵 (a) . • 

以下定理告诉我们，正规算子限制到不变子空间上仍是正规的．这将允许我们对

dimV 用归纳法来证明我们对正规算子的刻画（定理 9.34).

9 .30 正规算子和不变子空间

设 V 是内积空间， TE C(V) 是正规的， U 是 V 的在 T 下不变的子空间．则

(a) U上在 T 下不变 ；

(b) u 在 T* 下不变；

(c) (Tiu)*= (T*)如

(d) Tiu E C(U) 和 Tlu.L E C(U上）都是正规算子．

证明 首先证明 (a). 设 e丘. . ,em 是 U 的规范正交基．将其扩充成 V 的规范正交基

e1, . .. ,em小，． ． ，儿（由 6.35 知这是可行的）．因为 U 在 T 下不变，所以每个 Tej

都是 e1, .. . ,em 的线性组合．千是 T 关于基 e1, ... ,em, 八 ， ， 儿的矩阵形如

e1 em Ji f九

e, ( A B 

M(T) = 
em 

Ji 

。 C 
fn 

这里， A 是 mxm 矩阵， 0 是所有元素均为 0 的 nxm 矩阵， B 是 mxn 矩阵， C

是 nxn 矩阵．为了方便，沿着矩阵的上边和左边列出了基

根据 6.25, 对每个 j E {l , ... , m}, 11Te1 胪等于 A 的第］列元素的绝对值的平方

和．因此
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9.31 立 IITe1ll2 = A 的元素绝对值的平方和．
J = l 

对每个 j E {1, .. . ,m}, IIT*ejll2 等于 A 和 B 的第］行元素的绝对值的平方和 ． 因此
m 

9.32 汇 IIT飞 112 = A 和 B 的元素绝对值的平方和
J=l 

因为 T 是正规的，根据 7.20, 对每个 J 都有 IITe1II = I IT* e1 II- 千是
m m 

汇 IITej l产 ＝ 区 IIT飞 112
J= l J =l 

由这个等式和 9.31 及 9.32 可知， B 的元素绝对值的平方和等于 0. 也就是说， B 是

所有元素均为 0 的矩阵．千是

e1 em Ji fn 

e1 

A 0 

9.33 M(T) = em 

Ji 

0 C 
fn 

这表明 ， 对每个 k , T儿在八，． ，儿张成的子空间中 ． 因为 Ji, .. .'儿是 u.1 的基，

从而只要 v E u.1 就有 TvE U气也就是说 u.1 在 T 下不变．这就证明了 (a).

要证 (b) , 注意到 M(T) 的共枙转置 M(T*) 的左下角有一个由 0 构成的块 （这

是因为，如上所示， M(T) 在右上角有一个由 0 构成的块）． 也就是说， 每个 T*e1 可

写成 e1 , . . . ' em 的线性组合于是 U 在 T* 下不变．这就证明了 (b).

要证 (c), 令 S = Tiu E £(U). 取定 VE U. 则对所有 u EU 都有

(Su, v>= (Tu, v>= (u, T*v) 

根据 (b), T*v E U, 所以上式表明 S*v = T*v. 也就是说 (Ti u)* = (T*) l u- 这就证

明了 (c) .

要证 (d), 注意到 T 与广可交换（因为 T 是正规的） ， 并且由 (c) 知 (Tiu)* = 
(T* )lu - 于是， Ti u 与它的伴随可交换，因此是正规的．根据 (a), 互换 U 和 u.1 的

角色可知 T\u上 也是正规的 ． 这就证明了 (d). • 

以下定理表明实内积空间上的正规算子接 注意，若算子 T 关于某个基有分块

近千有对角矩阵． 具体来说，我们得到每个块 对角矩阵，则这个矩阵的对角线上

最大为 2 X 2 的分块对角矩阵． 每个 1 X 1 块上的元素都是 T 的本

我们不能指望得到比以下定理更好的结 征值
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果，因为在实内积空间上存在关千任意基都没有对角矩阵的正规算子． 例如，由

T(x, y) = (-y, x) 定义的算子 TE .C(R2) 是正规的 （请自行验证），但它却没有本征

值于是这个特殊的 T 甚至关千 R2 的任意基都没有上三角矩阵．

9.34 F = R 时正规算子的刻画

设 V 设实内积空间， TE£,(V). 则以下条件等价：

(a) T 是正规的

(b) V 有规范正交基使得 T 关千这个基有分块对角矩阵，对角线上的每个块是

1 X 1 矩阵，或者是形如

(: ~b ) 
的 2 X 2 矩阵，其中 b > 0. 

证明 首先假设 (b) 成立．请自行验证，关千 (b) 中给出的基， T 的矩阵与广的矩阵

（即 T 的矩阵的转置）可交换（对这两个分块对角矩阵的乘积用 8.B 节的习题 9). 于

是 T 与 T* 可交换，即 T 是正规的，这就证明了 (b) 蕴涵 (a).

现在假设 (a) 成立，则 T 是正规的．我们将通过对 dimV 用归纳法证明 (b) . 首

先注意到结论在 dim V = 1 或 dimV = 2 时成立（前者是平凡的．对于后者，若 T 是

自伴的则利用实谱定理 7.29, 若 T 不是自伴的则利用定理 9.27).

现在假设 dim V > 2 且对更小维数的向量空间结论成立．如果 V 有在 T 下不变

的一维子空间，则令 U 表示这样的子空间（也就是说，如果 T 有本征向量，令 U 是

这个本征向量张成的空间），否则令 U 是 V 的在 T下不变的二维子空间（由定理 9. 8,

总存在一维或二维不变子空间）．

如果 dimU = 1, 取 U 中一个范数为 1 的向量，则这个向量是 U 的规范正交基，

Tiu E .C(U) 的矩阵是 1 X 1 矩阵． 如果 dimU = 2, 则 Tiu E .C(U) 是正规的 （由千

9.30 ), 但不是自伴的（否则，由 7.27 知 T切有本征向量，从而 T 有本征向量） ． 于

是，可以取 U 的一个规范正交基， Tiu E .C(U) 关千这个基的矩阵有所要求的形式

（参见 9.27).

现在 u.L 在 T 下不变， Tiu上是 u.L 上的正规算子（由千 9.30 ). 由归纳法假设，

u.L 有规范正交基， Tlu.L 关于这个基的矩阵有所要求的形式．将这个基和 U 的基放

在一起给出了 V 的规范正交基， T 关千这个基的矩阵有所要求的形式．于是 (b) 成

立． . 
实内积空间上的等距同构

正如我们将要看到的，以下例子是实内积空间上等距同构的关键的组成部分．同

时请注意，以下例子表明 R2 上的等距同构可以没有本征值．



9.B 实内积空间上的算子 221 

9.35 例 设 0 E R . 则 R2 上（以原点为中心） 的逆时针旋转 0 角度的算子是等距同

构，这在几何上看是显然的．这个算子关千标准基的矩阵是

( cos 0 - sin 0 . 
sin0 cos0 ) 

若 0 不是 7t 的整数倍，则 R2 上没有可以映为其自身的标量倍的非零向量， 因此这个

算子没有本征值．

以下定理表明，实内积空间上的每个等距同构由以下三部分组成： 一部分是二维

子空间上的旋转， 一部分是恒等算子， 一部分是乘以—l.

9.36 F = R 时等距同构的刻画

设 V 是实内积空间， SE C(V). 则以下条件等价 ：

(a) S 是等距同构．

(b) V 有规范正交基使得 S 关千这个基有分块对角矩阵，对角线上的每个块是由

1 或 -1 构成的 1 X 1 矩阵，或者是形如

( ws0 -sin0 
sin0 oos0 ) 

的 2 X 2 矩阵，其中 0 E (0, 六） ．

证明 首先假设 (a) 成立，则 S 是等距同构． 因为 S 是正规的，根据定理 9.34, V 有

规范正交基， S 关千这个基有分块对角矩阵，对角线上的每个块是 1 X 1 矩阵，或者

是形如

9.37 (: ~b ) 
的 2 X 2 矩阵，其中 b > O. 

如果入是 s (关于上述基）的矩阵对角线上 1 X 1 矩阵的元素，那么存在基向量

ej 使得 Sej = 入ej . 因为 S 是等距同构，所以囚 = 1. 于是 入 = 1 或 入 = -1, 因为

只有这两个实数的绝对值是 1.

现在考虑位于 S 的矩阵对角线上形如 9.37 的 2 X 2 矩阵． 有基向量 ej, ej+1 使得

S ej = aej + beHI. 

于是

1 = llej ll2 = 11Sejll2 = a2 + b2 

由上式及 b > O 可知，存在 0 E (0, 六）使得 a = cos0 且 b = sin 0. 千是矩阵 9.37 具有

所要求的形式，这就完成了这个方向的证明．
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反之，现在假设 (b) 成立，则 V 有规范正交基使得 S 关于这个基的矩阵具有定理

所要求的形式．千是有直和分解

V = U1 EB· ·· EB Um, 

其中每个 Uj 都是 V 的一维或二维子空间．进一步，任意两个属于不同 U1 的向量都

是正交的，并且每个 Sluj 都是 Uj 映到 U1 的等距同构．若 VE V, 则有

V = U1 + · · · 十 Um,

其中每个 Uj 属千 Uj · 应用 S 到上式并取范数可得

IIS中= IISu1 + · · ·+ Sumll2 

= IISu1ll2 +.'. + IISumll2 

= llu平+ · .. +II巳 112

= llvll2-

千是 S 是等距同构，因此 (a) 成立．

习题 9.B

1 设 SE .C(R3) 是等距同构．证明 ： 存在非零向量 XE R3 使得 S2x = x. 

2 证明：奇数维实内积空间上的每个等距同构都有本征值 1 或 -1.

3 设 V 是实内积空间．对 u, v,x,y EV 定义

(u + iv, x + iy>= (u,x〉十 (v, y>+ ((v, X>- (u,y))i 

证明：这是 Ve 上的复内积．

. 

4 设 V 是实内积空间， TE .C(V) 是自伴的．证明 ： Tc 是上题定义的内积空间 Ve

上的自伴算子．

5 利用上题，通过复化和复谱定理 7.24 给出实谱定理 7.29 的证明．

6 找出内积空间上一个有不变子空间的算子 T, 这个不变子空间的正交补在 T 下不

是不变的．

本题表明，如果没有假设 T 是正规的，则定理 9.30 有可能不成立．

7 设 TE .C(V) , T 关千 V 的某个基有分块对角矩阵

8 :{ 
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迹与行列式

本书的重点始终是线性映射和算子，而不是矩阵． 本章对矩阵的关注要多一些，

因为我们将定义并讨论算子的迹和行列式，然后把这些概念与矩阵的相应概念联系起

来本书在最后解释了行列式在体积和积分理论中所起到的重要作用．

本章作如下假设：

10.1 记号 F、 V

• F 表示 R 或 C

• V 是 F 上的有限维非零向量空间 ．

本章的学习目标

． 基变换及其对算子的矩阵的影响

． 算子的迹和矩阵的迹

． 算子的行列式和矩阵的行列式

． 行列式和体积
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10.A 迹

为了研究迹和行列式， 我们需要了解在基变更时算子的矩阵是如何变化的． 因此

我们先给出关于基变更的必要材料．

基的变更

恒等算子 I E .C(V) 关千 V 的任意基的矩阵都是对角线上元素是 1 其余位置元素

是 0 的对角矩阵． 如下面的定义 ， 我们仍用符号 I 表示这个矩阵．

＼
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注意 ， 我们用符号 I 表示（所有向量空间上的）恒等算子和（所有可能大小的）

单位矩阵． 你应该能从上下文中确定 I 指的是什么 ． 例如，考虑等式 M(I) = I. 左

端的 I 代表恒等算子，右端的 I 代表单位矩阵．

如果 A 是与 I 大小相同的方阵（像通常一样，其中的元素属于 F ), 则 AI =

I A= A (请自行验证）．

10.3 定义可逆的 ( invertible )、逆 ( inverse), A-1 

方阵 A 称为可逆的，如果存在一个同样大小的方阵 B 使得 AB= BA= I. 称

B 是 A 的逆，记作 A-l.

如同 3.54 中的证明那样，我们可以得到 ：

如果 A 是可逆的方阵，则存在唯一的矩阵 B 使

得 AB = B A= I (因此记号 B = A-1 是合理

的）．

在 3.C 节 ， 我们定义了从一个向量空间到另一个向量空间的线性映射关于两个基

（一个是第一个向量空间的基，另一个是第二个向量空间的基）的矩阵． 算子是一个

向量空间到自身的线性映射， 我们在讨论算子时几乎总是对两个向量空间使用同一个

基（毕竟所讨论的两个向量空间是相同的）．因此， 我们通常说一个算子关千某个基

的矩阵，并且最多显示一个基，因为我们在这两个相同的向量空间中使用同一个基．

以下定理是一种少见的情况，即使对千将向量空间映到其自身的算子，我们也要

用到两个不同的基． 它只是 3.43 的一个确切的重述（取 U 和 W 都等千 V), 但现在

有些数学家使用木语 非奇异的和

奇异的，意思分别与可逆的和不可

逆的相同
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我们更仔细地把这些基明确地包含在记号中．定理成立是根据矩阵乘法的定义 （参见

3.43 及其前面的内容） ．

I 
10.4 线性映射之积的矩阵

假设回 ， Un 和 V1, ... , V九以及 Wl , · . . , w九都是 V 的基． 设 S,T E£(V) . 则

M(ST, (u1 , ... , 厮） ， (w1 , --· , wn)) = 

M(S, (vi, . . . , Vn), (wi, ... , Wn))M(T, (ui, ... , 四） ， (v1 , 五））

以下定理讨论的是恒等算子 I 关千两个不同的基的矩阵． 注意， 把 Uk 写成

内， ， Vn 的线性组合，所用的标量就构成 M(I, (u1, ... , 四）， (V1, ... , Vn)) 的第 k

列 ．
厂—

10.5 恒等算子关于两个基的矩阵

设压 ， Un 和 V1 , . .. , V九都是 V 的基． 则矩阵 M(I, (ui, . . . , 四）， (vl,·· · , vn))

和 M (I, (vi, 心）， (u1, .. . , 四））都是可逆的，且它们互为逆．

证明 在 10.4 中，用巧代替 Wj, 用 I 代替 S 和 T, 可得

I = M(I, (vi, 心）， (u1, 心））M(I, 如，心），（内，心））

互换诸，u 和诸 v 的角色，可得

I = M(I, (ui, 心）， (V1, 心））M(I, (内，五）， (u1, 心））

由这两个等式即得所要的结果． . 
10.6 例 考虑 F2 的基 (4,2),(5,3) 和 ( 1 , 0) ,(0, 1). 显然

叩 ((4,2),(5 , 3)),((1 , 0) ,(0 , 1 ))) = ( : :) , 

因为 1(4, 2) = 4(1, 0) + 2(0, 1) 且 1(5 , 3) = 5(1, 0) + 3(0, 1) 

请自行验证，上面矩阵的逆是

（ 丿1 分n
千是由 10.5 可得

叫I, ((1 , 0) , (0, 1)) , ((4,2), (5,3))) = 
3 5 
歹＿歹

- 1 2 

现在我们可以看到在基变更时 T 的矩阵是怎样变化的．在以下定理中，我们有 V

的两个不同的基回忆一下，记号 M(T,(u1 , - - · , 四） ） 是 M(T, (u1, . .. , 四），如，． , 

曰）的缩写
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10.7 基变更公式

设 TE .C(V). 令 U1 , ... 'Un 和 V l , ... ' Vn 是 V 的基 A= M(I,(u1 , .. . ,un), 

(VJ 1·, ·1 Vn)) • 则

M(T,(u1, 心）） =A—1M(T, (vi, 心））A

证明 在 10.4 中，用 Uj 代替巧，用 I 代替 S, 得到

10.8 M (T, (u1, 心）） = A-1 M (T, (u1, ... , Un), (v1, 心）），

其中用到了 10.5.

再利用 10.4 , 此时用 Vj 代替 Wj, 同时也用 1 代替 T, 用 T 代替 S, 得到

M (T,(u1, 心）， (vi , 心）） = M(T, (vi, 五））A

将上面的等式代入 10.8 即得所要的结果． . 
迹：算子与矩阵间的联系

假设 TE .C(V), 入 是 T 的本征值． 令 n = dim V. 回忆一下，我们定义入的重数

为广义的本征空间 G(入 ， T) 的维数 （参见 8.24 ) , 且这个重数等于 dimnull(T —入I)"

（参见 8.11 ) . 再回忆一下，若 V 是复向量空间，则 T 的所有本征值的重数之和等于

n (参见 8.26 ) .

在下面的定义中，”按重数重复＂的全体本征值之和指的是，若 入1, ... ' 入m 是 T

的互不相同的本征值（或 Tc 的互不相同的本征值，若 V 是实向量空间） ， 且其重数

分别为 di,• .. ,dm , 则这个和为

d1 入1+ · · · +dm入m ·

或者，如果你更喜欢将本征值按其重数重复地列出来，全体本征值可记为入1 ) .. . ) 入，1

（其中 n 等于 dim V), 则”按重数重复＂的全体本征值之和等于

入1 十． ． ．十 入n·

10.9 定义算子的迹 ( trace of an operator ) 

设 TE C (V) . 

• 若 F =C, 则 T 的迹等千 T 的按重数重复的全体本征值之和 ．

• 若 F=R, 则 T 的迹等千 Tc 的按重数重复的全体本征值之和．

T 的迹记为 traceT.
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10 . 10 例 设算子 TE £(C3) 的矩阵为

u~1~ :) 
千是 ， T 的本征值是 l,2+3i,2-3i, 重数都为 1 (请自行验证）． 计算所有本征值之

和得到 traceT = 1 + (2 + 3i) + (2 - 3i). 也就是说 traceT = 5. 

迹和特征多项式联系紧密 ． 设入1, ...' 丛 是 T 的本征值 （或 Tc 的本征值，如果

V 是实向量空间），其中每个本征值按重数重复．则由定义（参见 8 .34 和 9.21 ) , T 

的特征多项式等千

(z - 入1) .. ·(z- 丛）

展开上面的多项式 ， T 的特征多项式可以写成

10.11 沪－（入1 + ... 十 丛）zn-1 + .. . + (-1 )九 伈．．，入n),

由上面的表达式立即得到以下定理．

10. 12 迹和特征多项式

设 TE £,(V), n = dim V. 则 traceT 等千 T 的特征多项式中 zn- 1 的系数的相

反数．

本节的其余部分主要讨论如何利用 T (关于任意一个基）的矩阵来计算 traceT.

首先考虑最容易的情形． 设 V 是复向量空间， T E £,(V), 如在 8.29 中那样取 V

的一个基． 关于这个基 T 有上三角矩阵，其对角线元素恰好是 T 的按重数重复的全

体本征值．千是 traceT 等于 T 关于这个基的矩阵 M(T) 的对角线元素之和．

同样的公式也适用千例 10.10 中的算子 T E £,(C勺， 它的迹等千 5. 在那个例子

中，矩阵不是上三角形式． 然而，那个例子中的矩阵的对角元素之和等千 5 , 这也是

算子 T 的迹．

现在你应该能猜到， traceT 等于 T 关千任意基的矩阵的对角线元素之和． 值得

注意的是，这个猜测被证明是对的．为给出证明，我们先给出下面的定义．

10.13 定义 矩阵的迹 (trace of a matrix ) 

定义方阵 A 的迹为其对角线元素之和 ， 记作 trace A. 

现在我们已经定义了算子的迹和方阵的迹， 在两个不同的环境中用了相同的词

“迹“． 只有证明两个概念本质上是一样的，这个术语才是合适的 ． 我们将会看到，

trace T = trace M (T, (v1, 五）） 确实是对的，其中 V1, .. , ,Vn 是 V 的任意一个基．

在证明中将需要以下引理．
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10.14 AB 的迹等于 BA 的迹

如果 A 和 B 是相同阶数的方阵，则 trace(AB) = trace(BA). 

证明 假设
＼
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n 

＝ 汇(BA 对角线上的第 k 项）
k=l 

= trace(BA). 

证毕．

现在可以证明，算子关于某个基的矩阵的对角线元素之和并不依赖于这个基．

10.15 算子的矩阵的迹不依赖千基

. 

设 TE £(V). 如果 U1, .. . ,Un 和 V1, ... , Vn 都是 V 的基，则

traceM(T, (u1, . . . , 四）） = traceM(T, (vi, 心））

证明 设 A=M(I,(u1, ... , 四），（内，． ， 压））．则

traceM(T, (u1, 心）） = trace(A-1 (M(T, (v1, 五））A)) 

= trace((M (T, (vi, 五））A)A-1) 

= traceM(T, (vi, . . . , Vn)), 

其中第一个等式由 10.7 得到，第二个等式由 10.1 4 得到． . 
以下定理是本节最重要的结果， 说的是算子的迹等千该算子的矩阵的对角线元素

之和．这个定理没有指明所用到的基，因为根据上面的结果， 对每个基来说，算子的

矩阵的对角线元素之和都相同
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10.16 算子的迹等千其矩阵的迹

若 TE £,(V) . 则 trace T = trace M (T). 

证明 由千 1 0.15 , traceM(T) 与 V 的基的选取无关．因此，要证明对 V 的每个基都

有

trace T = trace M (T) , 

只需证明上式对 V 的某个基成立．

我们已经讨论过，若 V 是复向量空间，选取 8.29 中的那个基就能得出所要的结

果若 V 是实向量空间，则把复的情况应用到复化 Tc 上（其被用千定义 traceT)

就能得出所要的结果． . 
如果知道了复向量空间上一个算子的矩阵，利用上述定理，不求算子的任何本征

值就可以求出所有本征值的和，如下例所示．

10.17 例 考虑 C5 上的一个算子 ， 它的矩阵是

0 0 0 0 - 3 

1 0 0 0 6 

0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 

我们不知道这个算子的任何本征值的精确公式， 但却知道它的本征值之和等千 o . 因

为上面矩阵的对角线元素之和等千 o.

通过转换成矩阵的迹的语言，我们可以利用 10.16 给出算子的迹的一些有用性质

的简单证明，其中有些性质是已经证明过的 ， 或者是显然的 ． 以下定理的证明是这种

方法的一个例子． 一般来说， S+T 的本征值不能通过将 S 和 T 的本征值相加得出 ．

因此，如果不用 10. 1 6 以下定理将很难证明 ．

10 . 18 迹是可加的

若 S, T E 瓜V) . 则 trace(S + T) = trace S + trace T . 

证明 取 V 的一个基则

trace(S + T) = trace M (S + T) 

= trace (M(S) + M(T)) 

= trace M (S) + trace M (T) 

= trace S + trace T , 
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其中第一个和最后一个等式由 10. 16 得到．根据矩阵的迹的定义，第三个等式是显然

的． ．

以下定理的叙述并未步及迹，但其

简短证明却用到了迹． 在数学中一

旦有类似的事情发生，我们可以确

信背后一定隐藏着 一个很好的定

义 ．

利用前面这些方法可以得到下面的奇妙结

果．这个结果在无限维向量空间上的推广可以

导出现代物理（特别是量子理论）的一些重要

结论．

10.19 恒等算子不是 ST 与 TS 之差

不存在算子 S, TE £,(V) 使得 ST-TS=I.

证明 设 S,T E £,(V). 取 V 的一个基．则

trace(ST -TS)= trace(ST) - trace(TS) 

= traceM(ST) - traceM(TS) 

= trace(M(S)M(T)) - trace(M(T)M(S)) 

= 0, 

第一个等式由 10.18 得到，第二个等式由 10.1 6 得到， 第三个等式由 3.43 得到，第四

个等式由 10. 14 得到显然 I 的迹等于 dimV, 不等于 o. 因为 ST - TS 和 I 有不同

的迹，所以它们不相等． . 
习题 10.A

1 设 T E C(V), 内， .'Vn 是 V 的基证明 ： 矩阵 M(T, (v1, ... , 压）） 是可逆的当

且仅当 T 是可逆的 ．

2 设 A 和 B 是大小相同的方阵且 AB=l. 证明 BA=l.

3 设 TE C(V) 关千 V 的每个基的矩阵都相同 ． 证明 T 是恒等算子的标量倍．

4 设 U1, .. . ,Un 和 V1, . . . , V九都是 V 的基．设算子 T E C(V) 使得对 k = 1, . . . , n 都

有 Tvk = Uk · 证明 ：

M(T,(内，五）） = M(I,(u1 , 心），（内，五））

5 设 B 是复方阵，证明： 存在可逆的复方阵 A 使得 A-1BA 是上三角矩阵．

6 找出一个实向量空间 V 及 T E C(V) 的例子，使得 trace(T2) < 0. 

7 设 V 是实 向量空 间， T E C(V), V 有一个由 T 的本征向量组成的基． 证明

trace(T勺 2: o. 
8 设 V 是内积空间， v,w E V. 定义 T E C(V) 为 Tu = (it, v>w. 求 traceT.

9 设 PE C(V) 满足尸 = P. 证明 trace P = dim range P. 
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10 设 V 是内积空间， TE £(V) . 证明 trace T* = trace T. 

11 设 V 是内积空间， TE £(V) 是正算子， traceT = 0. 证明 T=O.

12 设 V 是内积空间 ， P,Q E L(V) 是正交投影． 证明 trace(PQ)~0.

13 设算子 TE £(C3) 的矩阵是

(:; 一:~=:~ )
已知—48 和 24 是 T 的本征值．不用计算机也不用纸和笔， 求 T 第三个本征值．

14 设 T E £ (V), c E F . 证明 trace(cT) = ctraceT. 

15 设 S, TE L(V) . 证明 trace(ST) = trace(TS). 

16 证明或给出反例 ： 若 S,T E L(V) 则 trace(ST) = (trace S) (trace T). 

17 设 TE 瓜V) 使得对所有 SE£(V) 都有 trace(ST) = 0. 证明 T=O.

18 设 V 是内积空间， e1, . .. 'en 是 V 的规范正交基， TE L(V) . 证明 ：

trace(T*T) = I ITe平+· · ·+ 11T enll2 

试说明上式右端与 V 的规范正交基 e1, .. . 'en 的选取无关．

19 设 V 是内积空间． 证明 ： (S,T>= trace(ST*) 定义了 .C(V) 上的一个内积．

20 设 V 是复内积空间， TE L(V), 入1, .. . , >-n 是 T 的按重数重复的全体本征值． 设
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21 设 V 是 内积空间， T E .C(V) , 对每个 V E V 都有 IIT* v ll 三 I ITvll- 证明 T 是正规

的．

本题对无限维内积空间不成立，从而引出所谓的亚正规算子，其理论已经比较成

热．

10.B 行列式

算子的行列式

现在可以定义算子的行列式了．注意下面的定义仿照定义迹的方法，用本征值之

积代替了本征值之和．
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10.20 定义 算子的行列式 ( determinant of an operator ) , det T 

设 T E £(V) .

• 若 F = C , 则 T 的行列式是 T 的按重数重复的全体本征值之积．

• 若 F = R , 则 T 的行列 式是 Tc 的按重数重复的全体本征值之积．

T 的行列式记为 det T.

设 入1, ... ' 压 是 T 的全体互不相同的本征值（或 Tc 的全体互不相同的本征值，

如果 V 是实向量空间 ） ， 且其重数分别为 d1, . . . , dm, 上面的定义表明

detT = 欢 .. . 入岱．

或者 ， 如果你更喜欢将本征值按其重数重复地列出来，全体本征值可记为 入11 " 'l 入，t

（其中 n 等于 小mV ) , 上面的定义表明

det T = 入1 ... 入n·

10 .21 例 设算子 T E .C (C3) 的矩阵是

( ; ~I~ :) 
T 的本征值为 1, 2 + 3i, 2 - 3i, 并且重数都是 1 (请自行验证）． 计算这些本征值的乘

禾只f导 det T = 1 · (2 + 3i) · (2 — 3i), 即 detT = 13. 

行列式和特征多项式联系紧密． 设 入斤 ． ． ，丛是 T 按重数重复的全体本征值（或

花 的本征值 ， 如果 V 是实向量空间）． 则由 10. 1 1 给出的 T 的特征多项式的表达式

给出了 以下定理．

I 
10.22 行列式和特征多项式

设 T E L( V), n= dimV. 则 det T 等千 (- 1 )九乘以 T 的特征多项式的常数项．

把上述定理和 1 0. 12 结合起来 ， 得到以下结论．

10.23 特征多项式、 迹和行列式

设T E £(V) . 则 T 的特征多项式可写为沪- (traceT)zn- 1 +- · ·+(- l t ·(det T) . 

现在我们要证明行列式的一些简单而重要的性质 ． 下一小节介绍利用 T (关千任

意基） 的矩阵计算 det T 的方法．

由于我们的定义 ， 下面这个重要定理就有了一个简单的证明．
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10.24 可逆等价千行列式非零

V 上的算子是可逆的当且仅当它的行列式是非零的．

证明 首先，设 V 是复向量空间， T E L (V) . 算子 T 是可逆的当且仅当 0 不是 T 的

本征值． 显然，这个条件成立当且仅当 T 的本征值的乘积不等于 o. 因此 ， T 是可逆

的当且仅当 <let T =/- 0. 

现在考虑 V 是实向量空间且 T E C(V) 的情况．此时仍有 T 是可逆的当且仅当 0

不是 T 的本征值，这个条件成立当且仅当 0 不是 Tc 的本征值（由千 9. 11. Tc 和 T

有相同的实本征值）． 因此我们再次得到 T 是可逆的当且仅当 <let T =/- 0. • 

有些教科书把以下定理作为特征多项式的定义，而把我们的特征多项式定义作为

结果

I 
10.25 T 的特征多项式等千 det(zI - T) 

设 T E C(V) . 则 T 的特征多项式等千 det(zI - T). 

证明 首先设 V 是复向量空间若 入， z E C , 则入是 T 的本征值当且仅当 (z - 入）是

(zl - T) 的本征值，这是因为

-(T- 入I) = (zI - T) - (z - 入）I

等式两端同时取 dimV 次幕，然后再取零空间可知， 入 作为 T 的本征值的重数等千

(z - 入）作为 (zI - T) 的本征值的重数．

令 入1 ' ... ' 丛表示 T 的按重数重复的全体本征值，上一段表明，对 z E C, 

(zI - T) 的按重数重复的全体本征值为 z - 入1 , . .. ' z -丛．而 (zI - T) 的行列式就是

这些本征值的乘积．也就是说

det(zI - T) = (z -凡 (z -丛）

根据定义，上式右端即 T 的特征多项式， 这就完成了 T 是复 向量空间的情形的证

明 ，

若 V 是实向量空间，把复向量空间的情况应用到 Tc 上即得所要的结果 ． . 
矩阵的行列式

我们的下一个任务是找到利用 T (关于任意基）的矩阵来计算 detT 的方法． 首

先讨论最简单的清形．设 V 是复向量空间， T E C(V), 并如 8.29 那样取 V 的一个基

使得 T 关于这个基有上三角矩阵，且矩阵的对角线恰好包含 T 的按重数重复的全体

本征值 于是关于这个基 ， detT 等于 M(T) 的全体对角线元素之积 ．

在上一节处理迹时，我们发现公式”迹 ＝ 对角线元素之和“对 8.29 给出的上三

角矩阵成立，而且关于任意基都成立． 对行列式也是这样吗？ 也就是说， 算子的行列

式等千算子关千任意基的矩阵的对角线元素之积吗？
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遗憾的是，行列式要比迹复杂得多．特别地， detT 未必等千 T 关千任何基的矩

阵 M(T) 的对角线元素之积．例如，例 10.2 1 中的算子的行列式等千 13, 但是那个

矩阵的对角线元素之积却等千 o.

对千每个方阵 A, 我们想定义 A 的行列式（记作 detA) 使得无论用哪个基来计

算 M(T) 都有 det T = det M(T) . 为了寻找矩阵的行列式的正确定义，先来计算某

些特殊算子的行列式．

10.26 例 设 a1, . .. ,an E F. 令

A= 。2 

0a 1 

0a 
an 

an气°
在这个矩阵中，除了右上角的元素和紧位千对角线之下的那条直线上的元素之外， 其

余元素都等千 o. 设 V1, .. .'Vn 是 V 的基， T E £,(V) 使得 M(T,(v1, ... , vn)) = A. 

我们来求 T 的行列式．

解 首先设对每个 .i = 1, .. . , n - l 均有 aj f 0. 注意到组 vi, Tv1, T2内， , yn-lv1 

等千 内 ， a1v2,a诏2闷，... ,a1 ···an-IVn. 

千是 V1, T内 ， .. . ,T九一 1V1 是线性无关的（因

为所有的 aj 都非零）． 因此，若 p 是次数不超

过 n- l 的首一多项式， 则 p(T)v1 -/ 0. 因此 T

的极小多项式的次数不可能小千 n.

请自行验证，对每个 J 都有 T吵j = a1· ·• a九巧．所以 Tn = a1· · ·anl . 因此

沪- a1···an 是 T 的极小多项式． 因为 n = dim V, 并且特征多项式是极小多项式

正如此例，计算极小多项式通常是

求特征多项式的有效方法．

9.26 的多项式倍，所以 沪 - a1···an 也是 T 的特征多项式．

因此由 10.22 可得

detT = (— 1)正1a1···an.

如果某个 aj 等千 0 , 则对某个 J 有 Tvj = O, 由此可知 0 是 T 的一个本征值， 因

此 detT = 0. 也就是说， 上面的公式在某个 aj 等千 0 时也成立．

因此，为使 detT = det M(T), 我们必须让例 10.26 中的矩阵的行列式等千

(-l)n-la1···a九．但我们现在还没有足够的证据来对任意方阵的行列式的定义做出

一个合理的猜想．

为了计算一类更复杂的算子的行列式， 我们引入排列的概念．
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10.27 定义排列 ( permutation ), perm n 

抖卡．

• (l, . .. ,n) 的一个排列是一个组 (m1 , ••· , mn)• l , ... ,n 中的每个数恰好在其

中出现一次

• (1 , ... , n) 的所有排列组成的集合记为 permn.

例如， (2 , 3, 4, 5, 1) E perm 5. 可以把 permn 的元素看作前 n 个正整数的一个重

10.28 例 设 a1 , . . . , an E F , Vt , .. . , v, 飞 是 V 的基．考虑如下排列 (Pt, · · . ,Pn) E 

permn: 将 ( 1 , . . . , n) 拆成连续整数的组，然后把每组的第一项移到该组的最后 ． 例

如，取 n=9, 则排列

(2 , 3,1,5,6, 7, 4, 9, 8) 

可以这样得到：将 ( 1 , 2, 3) , (4, 5, 6, 7), (8, 9) 各组中的第一项移到最后 ， 得到 (2 , 3 , 1 ),

(5 , 6, 7, 4) ,(9, 8), 然后再把它们放在一起即得上面的排列 ．

设算子 T E £,(V) 使得对 k = 1, ... , n 有 Tvk = akvpk. 求 detT.

解如果 (P1 , · · · , 阳） 是排列 (2 , 3, ... , n , 1), 则我们的算子 T 与例 10.26 定义的算子

T 是相同的， 因此本例推广了例 10.26.

算子 T 关千基 V1 , ... ' Vn 的矩阵是分块对角矩阵

A~(:'·.. ADJ 
其中每个块都形如 10.26 中的方阵

相应地，我们有 V = Vi EEl · · ·EEl VM , 其中每个 U 在 T 下不变 ， 每个 Tl vi 形如

10.26 中的算子． 由于 detT = (detT忆） (detTlvM) C 因为 U 的广义本征空间的维

数之和等于 dimV ), 我们有

det T = (— l)n1-l . . . (- l)nM - la1 知，

其中 U 的维数为 nj (相应地每个 A1 的大小为 n1 x n1) , 这里我们用到了 10.26 中 的

结果

上面出现的数 (-1)" 1 - l ... (-1)叩 - 1 称为相应排列 (P1 , · · · , P九）的符号 ， 记为

sign(p1 , . . . , Pn) (这只是一个临时的定义， 等到我们定义了任意排列的符号之后将改

用一个等价的定义 ） ．

为将其写成不依赖于特殊排列 (Pi ,·· · , Pn) 的形式， 令 A1,k 表示例 10.28 中矩阵

A 的第 J 行第 k 列元素． 则
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知 = { 0, 若 jjp伈
ak, 若 j = Pk· 

例 10.28 给出我们要得到的

10.29 detA = 汇(11只，. . . ,mn)Eperm n 
(sign(m1 , .. . , 四）） Am1 , 1 · · · A如心

注意除了对应于排列 (pl, · ·· ,Pn) 的那个和项之外，其余的每个和项都等于 0 (这也

是其他排列的符号尚未定义却没有关系的原因）．

现在我们可以猜测对任意方阵 A, detA 应该定义为 10.29. 这将被证明是对的．

现在我们可以忽略动机， 开始更加正式的推导． 首先需要定义任意排列的符号．

10.30 定义排列的符号 (sign of a permutation ) 

• 如果在组 (m1 , .. . , mn) 中使得 l~j<k~n 且］出现在 K 后面的整数对

(j, k) 的个数是偶数， 那么排列 (m1, ... , mn) 的符号定义为 1; 如果这种数对

的个数是奇数，则定义为 -1.

• 也就是说，排列的符号等于 1, 如果自然顺序被改变了偶数次：等于 -1, 如

果自然顺序被改变了奇数次．

10.31 例排列的符号

• 在组 (2, 1 ,3,4) 中 ， 使得 j< k 并且 J 出现在 K 之后的整数对 (j, k) 只有 ( 1 , 2). 

所以排列 (2, 1, 3, 4) 的符号等千 -1.

• 在排列 (2,3 , . . . , n , 1) 中，使得 j < k 并反序出现的整数对 (j, k) 只有 ( 1 , 2) , 

(1 , 3) , . .. , (1, n) . 因为这样的对共有 n-1 个，所以这个排列的符号等千

(— l )n-1 (注意，这与例 10.26 中出现的量一致） ．

以下定理表明， 交换一个排列中的两个元素将改变该排列的符号．

10.32 交换排列中的两个元素

交换一个排列中的两个元素， 该排列的符号将乘以 -1.

证明 假设有两个排列，其中第二个排列是通过交换第一个排列中的两个元素得到的．

如果那两个被交换元素在第一个排列中是自然顺序 ， 则它们在第二个排列中就不再是

自然顺序，反之亦然现在我们看到的非自然顺序数对的数目的净改变量为 1 或 -1

（两者都是奇数）．

有些教科书采用木语符号函数，它

与符号同义 ．

考虑介于那两个被交换的元素之间的每

个元素如果一个中间元素最初和那两个被交

换的元素都是自然顺序 ， 则现在它与那两个被

交换的元素都不是自然顺序． 类似地，如果一个中间元素最初与那两个被交换的元素
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都不是自然顺序，则现在它和那两个被交换的元素都是自然顺序． 如果一个中间元素

最初只与那两个被交换的元素之一是自然顺序，则结果仍是如此．千是，对千中间的

每个元素来说，非自然顺序数对的数目的净改变量为 2、 -2 或 0 (都是偶数）．

对于所有其他的元素，非自然顺序数对的数量没有变化．所以非自然顺序数对

的数量的变化总量是一个奇数． 于是第二个排列的符号等于 -1 乘以第一个排列的符
J习
丐 · . 

下一个定义的动机来自 10.29 .

10.33 定义矩阵的行列式 ( determinant of a matrix ), det A 

nxn 矩阵
\) 

nn l, 

..

. 

九

AA 
.. .

. 

.. 11 ', 
1 

... 

n 

AA (\ 

= A 

的行列式 （记作 detA ) 定义为

detA = 区 (sign(m1 , ... , mn))Am , , 1 ·· ·A加，n
(m1, ... , rr压）E p erm n 

10 .34 例 行列式

• 若 A 是 1 X 1 矩阵 (Au ) , 则 det A = A1 ,1• 因为 perml 只有一个元素，即

(1), 所以它的符号是 1.

• 显然 perm 2 有两个元素，即 (1 , 2) 和 (2, 1). 其符号分别是 1 和 -1. 因此

det ( ~::: ~::: ) = A1 , 1心，2 - A2.1A1,2 

为保证理解这个过程，你应该仅用上面给

出的定义找出任意 3 X 3 矩阵的行列式公式．
perm3 有 6 个元素．一般来说，

permn 有 n! 个元素 ． 心意，随着

n 的增大， n丿迅速增大．

10 .35 例 计饵上三角矩阵

A1,1 

的行列式．

A~( 0 ·.. A九九． ）
解 排列 ( 1 , 2.. . . , n) 的符号为 1, 因此对 10.33 中 定义 detA 的求和式贡献了一项

A1.1···An .n · 任意其他的排列 (m1 , . .. , m,n) E perm n 至少包含一个元素 mj 使得
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mj > j, 所以 A叫j = 0 (因为 A 是上三角矩阵）． 千是 1 0.33 中其他的每个项对求和

都没有贡献

因此 det A= A1,1· · · An,n · 也就是说， 上三角矩阵的行列式等于对角线元素的

乘积

设 V 是复向量空间， TE .C(V), 如 8.29 那样取 V 的一个基， T 关千这个基有一

个上三角矩阵，对角线元素刚好包含 T 的按重数重复的全体本征值．因此例 10.35 告

诉我们 detT = detM(T), 其中的矩阵是关千那个基的矩阵．

我们的目标是证明 det T = det M(T) 对 V 的每个基都成立， 而不只是对 8.29 中

的基为此， 需要给出行列式的一些性质．以下定理是其中的第一个性质 ．

10.36 交换矩阵的两列

设 A 是方阵 ， B 是通过交换 A 的两列得到的矩阵．则 det A = - det B . 

证明 考虑 10.33 中 detA 的定义中那个求和式和 detB 的定义中相应的求和式．这两

个和式中出现的那些 Aj,k 的乘积是相同的，只是相应的排列不同. detB 中相应于一

个给定的 Aj,k 的乘积的排列是通过交换 detA 的相应排列中的两个元素得到的，所

以 detB 的排列的符号等千 detA 的相应排列的符号乘以 -1 (参见 10.32 ) . 因此我

们有 det A = - det B. . 
如果 TE L(V), 并且 T (关于某个基）的矩阵具有两个相同的列，则 T 不是单

的，于是 detT = O. 虽然这个解释使以下定理看似合理，但却不能当成证明，因为

我们现在还不知道 detT = detM(T) 是否对基的每个选择都成立．

10.37 有两个相等列的矩阵

如果方阵 A 有两个列是相同的 ， 则 detA = O. 

证明 设方阵 A 有两个列是相同的把 A 的这两个相同的列交换仍得到最初的矩阵

A. 因此 ， 由 10. 36 (取 B=A) 得

<let A = - <let A, 

从而 detA = 0. . 
回忆一下 3.44, 如果 A 是 nxn 矩阵

A~(:~·: ••• :IJ 
则我们可以把 A 的第 k 列看作一个 nx l 矩阵，记为 A心
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Ap (}: ) 
要注意，具有两个下标的 A1,k 表示 A 的一个元

素，而具有一个圆点占位符和一个下标的 A.,k

表示 A 的一个列这个记号使我们可将 A 写成

(A. ,1 . . . A. ,n), 

这是非常有用的．

有些教材把行列式定义为方阵的

函数，这个函数对每个列都是线性

的，并且满足 10.38 和 det I = 1. 

要证明这样的函数存在且唯一需要

做大量的工作．

以下定理说明 ， 把矩阵 A 的列重新排列，行列式就变成了 A 的行列式乘以这个

排列的符号．

I 
10.38 重排矩阵的列

设 A = (A,1 .. . A,n) 是 nxn 矩阵， (m1, . . . ,n1, 九）是一个排列．则

det(A,m1 .. . A.,mn ) = (sign(m1, .. . , mn)) det A 

证明 我们可以通过一系列步骤把矩阵 (A.,m,1 . . . A. ,mn) 变成 A. 每一步交换两

列，根据 10.36, 得到的行列式等千前一个行列式乘以 -1. 需要的步骤数等千把排列

(m1, ...'mn) 变成排列 (1, ... , n) 需要交换元素的次数．为完成证明，只需注意到如

果 (m1, . . . , mn) 的符号是 1, 则这个次数是偶数；如果 (m1, . . . , mn) 的符号是 - 1,

则是这个次数是奇数（根据 10.32, 并注意到排列 (1, . .. , n) 的符号是 1). • 

关于行列式的以下定理也是有用的

10.39 行列式是每一列的线性函数

设 k,n 是满足 1~k~n 的正整数．固定除 A.,k 之外的那些 nxl 矩阵

A山 . , A.,n• 则把 nx l 列向量 A.,k 映为

<let(A. l . .. A.,k . . . A.,n) 

的函数， 是从 F 上的 n x l 矩阵构成的向量空间到 F 的线性映射．

证明 线性由 10.33 易得，因为 10.33 中的每个和项都恰好包含 A 的第 K 列中的一个

元素

我们现在可以证明方阵的行列式的一个重

要性质．这个性质使我们能够把算子的行列式
l8 1 2 年法国数学家雅克 · 比内和奥

古斯丁－路易 · 柯西最早证明了以

和它的矩阵的行列式联系起来． 注意，这个证已；定理．

明比关千迹的相应结果的证明复杂得多（参见

10.14). 

. 
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10.40 行列式是可乘的

若 A 和 B 是大小相同的方阵，则 det(AB) = det(BA) = (detA)(detB) . 

证明 令 A = (A,1 . . . A.,n) , 其中每个 A.,k 都是 A 的一个 nxl 的列 ． 令
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＝汇立归， 1 尽，九 det(Aem1 . . . Aem,,), 
订•1=1 mn=l 

其中最后一个等式是反复利用了 det 作为每一列的函数的线性 C 10.39 ). 在上面的

最后一个求和式中，存在某个 j =I= k 使得 ffij = ffik 的所有项都可以忽略，因为具有
两个相同列的矩阵的行列式等于 0 (由千 10.37 ). 因此我们不需要对 m1, .. . , 1nn 的

所有取值求和，只需对使得这些 ffij 具有不同值的排列求和，其中每个 ffij 都取值千

1, .. . ,n. 也就是说

det(AB) = 区(mi, .. ,,mn)Eperm n 

区
(m1 , ... ,mn)Eperm n 

Bm,,l ... Bmn,n det(Aem, . . . Aem了' )

Bm1 ,1 ·· · B加，n(sign(m1, ... , 四）） detA 

= (det A) 汇
(m1, ... ,m九）Epermn 

(sign(m1, ... , 如））B阿1· · ·Bmn,n 

= (detA)(detB), 

其中第二个等式由 10.38 得到

上一段证明了 det(AB) = (det A)(det B) . 交换 A 和 B 的角色得 det(BA) = 

(det B)(det A), 即 det(BA) = (det A)(det B) . • 



现在我们可以证明，算子的矩阵的行列式

与计算这个矩阵所使用的基无关．

10.41 算子的矩阵的行列式不依赖于基
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注意 ， 以下定理的证明与关于

迹的类似结果的证明相似 （参见

10. 15). 

设 TE C(V), 四 卫n 和 V1, .. . , Vn 都是 V 的基． 则

detM(T,(四心）） = detM(T, (vi, 心））

证明 令 A=M(I,(u1 ,- - ·, 匹），（内，．．，叫）．则

detM(T, (u1, 心）） = det(A-1(M (T, (vi, 心））A) ) 

= det((M(T, (vi, 心））A)A- 1) 

= detM(T, (vi, .. . , Vn)) , 

其中第一个等式由 10.7 得到，第二个等式由 10.40 得到 ． . 
以下定理表明，算子的行列式等千该算子的矩阵的行列式． 这个定理并没有指明

所用到的基，因为根据以上定理，对千每个基来说，算子的矩阵的行列式都相同．

10.42 算子的行列式等千它的矩阵的行列式

设 TE C(V) . 则 detT = detM(T). 

证明 由 10.41 可知 detM(T) 与 V 的基的选取无关．因此，要证明对 V 的每个基都

有 det T = det M(T), 只需证明结果对 V 的某个基成立．

我们已经讨论过，若 V 是复向量空间，则像 8.29 那样取 V 的一个基，即得所

要的结果若 V 是实向量空间，则把复的情况应用到复化 Tc C用于定义 detT) 上，

即得所要的结果． . 
如果知道复向量空间上一个算子的矩阵，利用上述定理，不求算子的任何本征值

就可以求出所有本征值的乘积．

10.43 例设 T 是 cs 上的算子，其矩阵为

0 0 0 0 —3 

1 0 0 0 6 

0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 
我们不知道这个算子的任何本征值的精确公式，但知道它的本征值的乘积等千 -3 ,

因为上面矩阵的行列式等千 -3 .
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通过转换成矩阵行列式的语言，利用 10.42 容易证明算子的行列式的一些有用性

质 ， 其中有些性质是已经证明过的，或者是显然的可以如此证明以下定理．

10.44 行列式是可乘的

设 S, TE C(V) . 则 det(ST) = det(T S) = (det S) (det T). 

证明 取 V 的一个基，则有

det(ST) = det M (ST) 

= det(M(S)M(T)) 

= (detM(S))(detM(T)) 

= (detS)(detT), 

其中第一个和最后一个等式由 10.42 得到 ， 第三个等式由 10.40 得到．

上一段证明了 det(ST) = (detS)(detT) . 交换 S 和 T 的角色即得 det(TS) = 

(det T) (det S). 因为 F 中元素的乘法是交换的，所以 det(TS) = (detS)(detT) . • 

行列式的符号

我们在最后一章引入行列式之前就已经证明了线性代数的基本结果． 虽然行列式

对千更高等的课题是有价值的研究工具， 但是它们在基础线性代数中并未发挥多少作

用（当该课题得到恰当处理时 ）．

大多数应用数学家认为，行列式很

少用 于复杂的数值计算．

行列式在大学数学中确实有一个重要的应

用，即用于计算某些体积和积分． 在这一小节

我们解释实向量空间上的行列式的符号的含义．

然后在最后一小节，我们将利用所学习的线性代数知识来弄清楚行列式和这些应用之

间的联系．因此要利用线性代数来处理分析中的一部分内容

首先来看研究体积时需要用到的一些纯线性代数的结果． 我们在内积空间的假设

下考虑回想一下，内积空间中的等距同构是保持范数的算子．以下定理表明 ， 每个

等距同构的行列式的绝对值都等于 1.

10.45 等距同构的行列式绝对值为 1

设 V 是内积空间 ， S E .C(V) 是等距同构．则 Jdet S I = 1. 

证明 首先考虑 V 是复内积空间的情形． 此时 S 的所有本征值的绝对值都为 1 ( 参见

7.43 的证明） ． 因此 S 的所有本征值（按重数计）的乘积的绝对值也是 I. 也就是说

Jdet SI = 1. 

现在假设 V 是实内积空间，在这种情况下我们给出两种不同的证明．
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证明 l: 在由 9.B 节练习 3 给出的关于复化 Ve 的内积空间中，易知 Sc 是 Ve 上

的等距同构．因此，由我们已经证明的复内积空间的情况，有 \detSc\ = 1. 根据实

向量空间上行列式的定义，有 det S = det Sc , 所以 \detS\ = 1. 

证明 2: 根据 9.36, V 有一个规范正交基使得关于这个基 M(S) 是分块对角矩

阵，对角线上的每个块是由 1 或 -1 组成的 1 X 1 矩阵，或是形如

(cos0 -sin0 

sin 0 cos0) 

的 2 X 2 矩阵，其中 0 E (0, 六）．注意到每个如上形式的 2x2 矩阵的行列式都等千 1

（因为 cos20+sin20 = 1). S 的行列式是其块的行列式的乘积，是一些 l 和一些—l

的乘积． 因此 \detS\ = 1. • 

实谱定理 7.29 指出实内积空间上的自伴算子 T 有一个由本征向量组成的规范正

交基 关千这个基，每个本征值出现在 M(T) 的对角线上的次数等于它的重数． 因

此 detT 等千它的本征值（按重数计）的乘积． 当然，这个结论在复向量空间中对每

个算子都成立，无论是不是自伴的．

回想一下，如果 V 是内积空间且 TE C(V), 则 T*T 是正算子， 因此有唯一的

正平方根．记为 J产于（参见 7.35 和 7.36). 因为 J严T是正的，所以它的所有本征

值都是非负的（还是参见 7.35), 因此 det ,./T*T 2: 0. 这些考虑在下面的例子中起了

重要作用．

10.46 例 设 V 是实内积空间， TE .C(V) 是可逆的（因此 detT 是正的或者是负的）．

找出 detT 的符号的一个几何解释

解 首先考虑等距同构 S E .C(V). 由于 10.45, S 的行列式等千 1 或者 -1. 注意到

{v E V : Sv = - v} 

三三三~三三詈三；二三三；工二
数是偶数则 detS = L 如果这个子空间的维数

是奇数则 detS = - 1. 

回到任意可逆算子 T E .C(V), 由极分解定理 7.45 可知，存在等距同构 S E £(V)

使得

T = S严．

10.44 告诉我们

det T = (<let S)(<let迈）

本例之前的叙述指出 detff*于 ~ o. 因此 det T 是正的还是负的取决千 detS 是正的

还是负的． 上一段已经看到， 这取决千 S 的反向子空间是偶数维的还是奇数维的．
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因为 T 是 S 与一个根本不使任何向量反向的算子（即 Jpf' ) 的乘积，所以我

们有理由说， detT 是正或者是负取决千 T 使向量反向偶数次还是奇数次．

体积

以下定理是研究体积的一个关键的工具．回想一下，例 10.46 之前的那段话指出

det ✓ 阿 ~o.
I 

10.47 ldet Tl = det归

设 V 是内积空间， TE C(V). 则 ldet Tl = det ✓ 产T.

1 习题 8 给出该定理的另一种证明 . I 证明 由极分解定理 7.45 , 存在等距同构 SE
C(V) 使得 T=S,/.产r. 因此

ldet Tl = ldet SI det启= det啊，

其中第一个等式由 10.44 得到，第二个等式由 10.45 得到． . 
现在转向 R九中的体积问题． 在这一小节剩下的部分， 取定一个正整数 n. 我们

只考虑带有标准内积的实内积空间 R飞

我们想给 Rn 的每个子集 Q 赋予 n 维体积（当 n=2 时，通常称为面积而不是体

积）． 首先讨论长方体，长方体有一个很直观的体积概念．

10.48 定义长方体 ( box )

Rn 中的长方体是集合

{(Yi, ... , Yn) E R n : Xj < Yj < Xj + Tj, j = 1, ... , n}, 

其中几 ， Tn 是正整数， (x11 . .. ,xn)E R九．数 r1,• . . ,rn 称为长方体的边长．

请自行验证，当 n=2 时，长方体是边平行千坐标轴的矩形 ； 当 n=3 时，长方

体就是我们熟悉的边平行于坐标轴的三维长方体 ．

我们将长方体的体积定义为长方体的边长的乘积，与直观的体积概念一致．

10.49 定义长方体的体积 ( volume of a box ) 

R九中边长为几 ， Tn 的长方体 B 的体积定义为 r1• · • r五，记为 volumeB.

熟悉外，则度的读者会从这里认出这

个概念

现在对任意集合 DC Rn 定义体积，想法

是把 Q 写成很多小长方体的并集， 然后再把这

些小长方体的体积相加．这些小长方体的并集

对 Q 近似得越精确，我们对 volumeD 的估计就

越好



10.50 定义体积 (volume )

设 nc R飞则 Q 的体积 （记作 volume fl) 定义为

volume B1 + volume B2 +· · · 
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的下确界，其中 B1,B趴．．是长方体序列，其并集包含 n, 取遍所有这样的长

方体序列

我们将仅使用直观的体积概念．我们的目的是理解线性代数，而体积的概念属于

分析学（不过很快就会看到体积与行列式的紧密联系）． 因此，本节其余部分将依赖

直观的体积概念， 而不依赖其严格的发展，但在接下来的线性代数部分我们还是要保

持一贯的严密如果适当解释，这里关于体积所说的一切都是正确的 ： 这里使用的直

观方法都可以运用分析学的手段转化成恰当的正确定义、正确陈述和正确证明．

10.51 记号 T(O)

对定义在集合 Q 上的函数 T, 定义 T(D) 为 T(O) = {Tx : x E 0}. 

对千 TE .C(R九）和 0 C R n, 我们要利用 T 和 volumeO 给出 volumeT(O) 的公

式．先来看看正算子．

I 
10.52 正算子 T 使体积改变了 detT 倍

设 TE .C(R九）是正算子 ， 0 C R n. 则 volumeT(O) = (detT)(volumeO) . 

证明 为了理解这个结果为什么是对的，首先考虑一种特殊情况：入1 , .. , , >-n 是正整

数， TE .C(Rn) 定义为

T(x1 , ... , 环）＝（入1X1, · , · , 入n吓）

这个算子把第 J 个标准基向量拉伸了 入3 倍．如果 B 是 R九中边长为 T1, ... 'Tn 的

长方体， 则 T(B) 就是 R九中边长为 入ir, . . ,'入nT 的长方体长方体 T(B) 的体积是

入1 入订1 ... Tn• 而长方体 Q 的体积是 r1· · • r九 ． 注意到 detT = 入1· · ·>. 九 ． 因此对

R"' 中的每个长方体 B 都有

volumeT(B) = (detT)(volumeB) 

由千 Q 的体积是用长方体体积和来逼近的，从而有

volumeT(O) = (detT)(volumen). 

现在考虑任意正算子 T E .C(R九）．由实谱定理 7.29 , R九有规范正交基 e1, ... , e九 '

并且有非负整数 入， ，丛使得对 j = 1, . ,, , n 有 Tej = 入jej· 在 e1, , , ,' en 是 R"' 的

标准基的特殊情况下，这个算子与上一段定义的算子是一样的．对任意的规范正交

基 e1 , ,,,' en, 这个算子与上一段那个算子有相同的性质 ： 把规范正交基的第 J 个基

向址拉伸 入］倍． 对体积的直觉使我们相信，体积关千每个规范正交基的性质都是一
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样的这种直觉连同上一段的特殊情形告诉我们， T 把体积改变了 入1 . .. 入九倍，即

detT 倍．

下一个工具是以下定理，它说的是等距同构不改变体积．

10.53 等距同构不改变体积

设 SE.C(R九）是等距同构， nc R兀则 volume S(D) = volume n. 

证明对 x,y E Rn 有

. 

IISx - Syll = 11S(x —y)II = llx —YII 

也就是说 S 不改变两点之间的距离．仅这个性质就足以使我们确信 S 不改变体积．

但是，如果需要更强的说服力，考虑 9.36 给出的实内积空间上等距同构的完整

描述按照 9.36, S 可被分解成一些片段，每个片段或者是某个子空间上的恒等映射

（它显然不改变体积），或者是某个子空间上的乘以 -1 映射 （ 它显然也不改变体积），

或者是二维子空间上的一个旋转（它还是不改变体积）．也可以用 9.36 连同 9.B 节的

习题 7 将 S 写成算子之积，其中每一个算子都不改变体积．不论哪种方式都能使我

们确信 S 不改变体积． . 
现在可以证明算子 TE£(Rn) 使体积改变了 ldet TI 倍． 注意，极分解定理对证

明极为重要

尸吏体积改变 ldetTI 倍
设 TE £(R吓 n c R飞则 volumeT(n) = ldetTl(volumen). 

证明 由极分解定理 7.45, 存在等距同构 SE .C (V) 使得

T=S启．

若 OcR九，则 T(O) = S(ff*穴0)). 因此

volume T(O) = volumeS(西(0))

= volume豆(0)

= (<let 丙） (volume 0 ) 

= !det T l(volumeO) , 

第二个等式成立是因为等距同构 S 不改变体积（参见 10.53 ) , 第三个等式成立是根

据 I0.52 (应用于正算子 J°M') , 第四个等式成立是根据 10.47. • 

上述定理导致了行列式出现在重积分的变量替换公式中 ． 我们仍将含糊而直观地

描述一下．

本书中我们遇到的几乎所有的函数都是线性的请注意在下面的材料中并未假设

函数 J 和 6 是线性的 ．
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以下定义旨在表达积分的思想 ， 而不是要作为一个严格的定义．

10.55 定义积分 ( integral ) , 儿 f

设 nc R气 J 是 Q 上的实值函数. f 在 Q 上的积分 （记作 Inf 或儿 J(x) dx) 

定义如下 ： 将 Q 分成足够小的小块使得 J 在每个小块上几乎是常值函数 ， 在每

个小块上用 J 的值（几乎是常数）乘以这个小块的体积，然后再对所有的小块

求和，就得到了积分的一个近似． 对 Q 的分块越细，这个近似就越精确．

实际上 ， 上面定义中的 Q 应该是一个适当的集合（例如，开集或可测集），并且

f 也应该是一个适当的函数（例如，连续的或可测的），但我们不必担心这些技术问

题注意儿 f(x) dx 中的 x 是哑变量，可以换成任何其他符号

现在我们定义可微和导数的概念． 注意 ， 在这个语境下 ， 导数是一个算子，而不

像在一元微积分中那样是一个数．以下定义中的 T 的唯一性留作习题 9.

10.56 定义可微 (differentiable ) 、 导数 ( derivative), a'(x) 

设 Q 是 Rn 的开子集， 6 是从 Q 到 Rn 的函数．对千 XE D, 称函数 6 在 x 点可

微， 如果存在算子 TE £(Rn) 使得

lim 
lla(x + y) —a(x) -Tyll = 0. 

y丑O IIYII 
若 6 在 x 点可微，则称满足上式的唯一的算子 T E ,C(R九）为 6 在 x 点的导数，

记作矿(x).

导数的思想是，对固定的 x 和很小的 IIYI I

叩+ y)~a(x) + (a'(x))(y) , 

因为 a'(x) E £(Rn), 所以这是有意义的．

设 Q 是 Rn 的开子集 ， 6 是从 Q 到 Rn 的函数，我们可以写

若 n = 1, 则上面定义的导数就是

一元微积分中通常意义下的导数所

诱导的 R 上的算子．
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以下定理称为变量替换公式，因为可以把 y = a(x) 看成一个变量替换，就像证
明后面那两个例子所阐述的那样．

10.58 积分中的变量替换

设 Q 是 Rn 的开子集， a : n-+ Rn 在 Q 的每一点可微， J 是定义在 a(D) 上的实

值函数． 则

J叩） f (y)dy= In知(x)) ldet 矿(x) I dx 

证明 设 x En, r 是 Q 的一个包含 x 的小子集，使得在集合 6们）上 J 约等于常数

J(a(x)) . 

把一个集合中的每个向量都加上一个固定的向量（例如 a(x)) 可得另一个具有

相同体积的集合．利用导数可以给出 6 在 x 点附近的近似，由此可得

volumea(r):::::: volume[(矿(x))(r)]

对算子 a' (x) 应用 10.54, 上式变成

volumea(r):::::: ldet a'(x) l(volumer) 

设 y = a(x) . 上式左端乘以 J(y), 右端乘以 J (a(x)) (因为 y=a位），所以这两个械

相等），得到

J(y) volume a(f) :::::: J (a(x)) ldet a'(x) I (volume r) 

现在把 Q 分成许多小块，并且把上式对应于各小块的那些等式加起来，即得所求． . 
做变量替换的要点是，在做替换 Y = f(x) 时， 一定会包含因子 ldet a'(x)I, 就像

10.58 右端那样 ． 最后，通过两个重要的例子来说明这一点

10.59 例极坐标

定义 er: R 2 ---+ R2 为

cr(r, 0) = (rcos0, rsin0) , 

这里使用 r,0 而不是 X1, X2 作为坐标，对熟悉极坐标的每个人来说都很显然（而对其

他人来说却很神秘） ． 请自行验证，对千这个 er, 相应千 10.57 的偏导数的矩阵是

( cos 0 -r sin 0 , 
sin0 rcos0) 

上面这个矩阵的行列式等千 r, 这解释了在利用极坐标计算积分时为什么会有一个因

子 r.

例如，下式是函数 J 在 R2 的一个圆盘上的积分，注意那个额外的因子 r :

1-11! 一：： f(x, y) dy dx = fo2.,.. fo1 J(r cos 0, r sin 0)r d1、 d0
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10.60 例球坐标

定义 u: R 3 ---+ R3 为

u(p, <p, 0) = (p sin cp cos 0, p sin cp sin 0, p cos cp), 

这里使用 P, 0, cp 而不是 X1心2心3 作为坐标，对熟悉极坐标的每个入来说都很显然

（而对其他人来说却很神秘）． 请自行验证，对千这个 (J' 相应千 10.57 的偏导数的矩

阵是 ( :::: 二。: ::: 厂二。: -;::~~ 了二。。
勹言:;~:~ 钉列式~c;::, sin,a,-: 这:::释了在利用。球坐杅.l算积分时为什么会有

例如，下式是函数 J 在 R3 的一个球上的积分，注意那个额外的因子沪 sin 怀

Jl J\/'i=x2 厂二了 J(x, y, z) dz dy dx 
- 1 -沉 －寸－丑－沪

＝厂 J六 f1 f (p sin cp cos 0, p sin cp sin 0, p cos cp)p2 sin cp dpdcp d0 
0 0 0 

习题 10.B

1 设 V 是实向量空间， TE£(V) 没有本征值．证明 detT > O. 

2 设 V 是偶数维的实向量空间， T E 瓜V), detT < 0. 证明 T 至少有两个不同的

本征值

3 设 T E £(V), n = dim V > 2. 令 入1 ' .. . ' 入九是 T 的 （或 Tc 的，如果 V 是实向

量空间）按重数重复的全体本征值．

(a) 求 T 的特征多项式中 zn-2 的系数关于 入丘．，丛的公式．

(b) 求 T 的特征多项式中 z 的系数关千 入1 , .. . ' 丛的公式．

4 设 T E £(V), c E F. 证明 det(cT) = c中mVdetT.

5 证明或给出反例： 若 S, T E £(V) 则 det(S + T) = <let S + det T. 

6 设 A 是分块上三角矩阵

、
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7 设 A 是 nxn 实矩阵， SE .C(Cn) 是 en 上的算子，其矩阵等于 A, TE .C (R勹

是 R九上的算子，其矩阵也等千 A. 证明： trace S = trace T 且 det S = detT. 

8 设 V 是内积空间 ， TE .C(V). 证明

det T* = <let T. 

由此证明 !<let Tl = <let,/. 严冗这给出 10.47 一个不同的证明．

9 设 Q 是 Rn 的开子集， 6 是从 Q 到 Rn 的函数， xEf2 且 6 在 x 点可微． 证明 ：

满足 10.56 中等式的算子 TE .C(R九）是唯一的．

本题表明记号矿(x) 是合理的．

10 设 TE .C(R叮， xER飞证明： T 在 x 点可微且 T' (x) = T . 

11 找出 6 的一个适当的假设，然后证明 10.57 .

12 设 a, b, c 是正数．找出一个已知体积的集合 f2 C R3 和一个算子 TE .C(R3) 使得

T(O) 等于椭球

2 

{ (x,y,z) E R3: ~+~+ f < 1 } , 

并求上述椭球的体积．
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