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总之这个就是波波讲义的浓缩版

chap 1. 偏微分方程定解问题

一. 三个基本方程类以及最基本方程形式
1. 波动方程类：∂2

t u = a2∆u+ f(t, x⃗) ⇒ 弦振动方程：∂2
t u = a2∂2

xu+ f(t, x⃗)

2. 热传导方程类：∂tu = a2∆u+ f(t, x⃗) ⇒ 一维热传导方程：∂tu = a2∂2
xu+ f(t, x⃗)

3. 场位方程类：∆u = f(t, x⃗) ⇒ 拉普拉斯方程（场位方程）：∆3u = f(x, y, z)

二. 含有两个自变量的一阶线性偏微分方程的特征线法

a(x, y)
∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u = f(x, y) (1.1)

1. 列出特征线方程
dx

a(x, y)
=

dy

b(x, y)

2. 从以上特征方程求出首次积分 φ(x, y) = C1

3. 做自变量替换 ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y), 其中 ψ(x, y) 为与 φ(x, y) 无关的任意函数
4.利用新变量 ξ, ψ 代替 x, y 化简原方程，则新的一阶线性偏微分方程不再含有 ξ 的偏导数项，借
助一阶常微分方程公式求解即可

y′ + P (x)y = Q(x) ⇒ y = e−
∫
P (x)dx(

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx+ C) (1.2)

三. 含有三个自变量的一阶线性偏微分方程的特征线法

a(x, y, z)
∂u

∂x
+ b(x, y, z)

∂u

∂y
+ c(x, y, z)

∂u

∂z
+D(x, y, z)u = f(x, y, z) (1.3)

1. 列出特征线方程
dx

a(x, y, z)
=

dy

b(x, y, z)
=

dz

c(x, y, z)

2. 从以上特征方程求出两个彼此独立的首次积分 φ(x, y, z) = C1, ψ(x, y, z) = C2

3. 做自变量替换 ξ = φ(x, y, z)

η = ψ(x, y, z)
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再取 τ = θ(x, y, z)，其中 θ(x, y, z) 与 ξ(x, y, z), ψ(x, y, z) 无关偏导数项，借助一阶常微分方程公
式求解即可

四. 含 n 个自变量的一阶线性偏微分方程的特征线法
n∑

j=1

bj(x1, x2, · · ·xn)
∂u

∂xj
= f(x1, x2, · · · , xn) (1.4)

1. 列出特征线方程 dx1/b1 = dx2/b2 = · · · = dxn/bn

2. 从以上特征方程求出 n-1 个彼此独立的首次积分

φk = (x1, x2, · · · , xn) = Ck, (k = 1, 2, · · · , n− 1)

3. 作自变量替换 ξj = φj(x1, x2, · · · , xn), (j = x1, x2, · · · , xn)

ξn = φn(x1, x2, · · · , xn).

φn 为任取的与 φj 独立的函数
4. 用 ξj 代替 x1, x2, · · · , xn 化简原方程, 借助一阶常微分方程公式求解即可
五. 自由弦振动方程的通解

utt = a2uxx(t > 0) ⇒ u = f(x− at) + g(x+ at) (1.5)

六. 达朗贝尔公式
无限长的弦的自由振动初值问题utt = a2uxx(t > 0,−∞ < x < +∞)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)
(1.6)

⇒ u =
1

2
[φ(x− at) + φ(x+ at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ (1.7)

非齐次问题，即泛定方程为 utt = a2uxx + f(x), 先求出泛定方程的一个特解将其齐次化；对于半
直线上的达朗贝尔公式，先进行相应的延拓
1.u(t, 0) = 0, 进行奇延拓
2.ut(t, 0) = 0, 进行偶延拓
七. 两个自变量二阶线性偏微分方程的分类和标准

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1ux + b2uy + cu = 0 (1.8)

特征方程为 a11y
2
x − 2a12yx + a22 = 0, 判别式 ∆ = a212 − a11a22

1.∆ > 0, 双曲型；不妨设 a11 ̸=0, 此时有

yx =
a12 +

√
∆

a11
; yx =

a12 −
√
∆

a11
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对应两族实特征线 φ(x, y) = h1, ψ(x, y) = h2, 做自变量替换 ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y) 则以 ξ, η 为
自变量时有 uξη + C1uξ + C2uη + C3u = 0, 其中 C1, C2, C3 为 ξ, η 的函数
2.∆ = 0, 抛物型；不妨设 a11 ̸=0, 此时有 yx = a12/a11, 对应唯一特征线族 φ(x, y) = h, 做自变
量替换 ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y), 其中 ψ(x, y) 可选取与 φ(x, y) 独立的任意函数，因此标准型为
uηη +D1uξ +D2uη +D3u = 0, 其中 D1, D2 为 ξ, η 的函数
3.∆ < 0, 椭圆形；不妨设 a11 ̸=0, 此时有

yx =
a12 + i

√
∆

a11
; yx =

a12 + i
√
∆

a11

对应两族成共轭形式的隐式解 φ(x, y) + iψ(x, y) = h1, φ(x, y) − iψ(x, y) = h2, 做自变量替换
ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y), 则标准型为 uφφ + uηη+E1uφ +E2uη +E3u = 0, 其中 E1, E2, E3 为 ξ, η

的函数
八. 叠加原理

1. 二阶微分算子

L =
n∑

k,l=1

akl
∂2

∂xk∂xl
+

m∑
l=1

bl
∂

∂xl
+ c (1.9)

则含有 n 个自变量的二阶线性偏微分方程可表示为 Lu(x⃗) = f(x⃗), x⃗ = (x1, x2, · · · , xn)
2. 设 ui 满足线性方程 Lui = fi, (i = 1, 2, · · · , n)，那么 u =

∑n
i=1 ciui 满足方程 Lu =

∑n
i=1 cifi

3.设 ui 满足线性方程 Lui = fi, (i = 1, 2, · · · )，那么级数 u =
∑+∞

i ciui 满足方程 Lu =
∑+∞

i cifi

4. 设 u(M,M0) 满足线性方程 (或线性定解条件)Lu = f(M,M0)，其中 M 表示自变量组，M0 表
示参数组,又积分 U(M) =

∫
V
u(M,M0)dM0 收敛，那么 U(M)满足 LU(M) =

∫
V
f(M,M0)dM0

5. 对于线性偏微分方程 Lu(x⃗) = f(x⃗), 其非齐次方程通解等于齐次方程的通解加上非齐次方程的
一个特解
九. 齐次化原理

1. 定理：对于弦的纯受迫振动问题utt = a2uxx + f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0
(1.10)

则其解 u(t, x) =
∫ t

0
w(t, x, τ)dτ , 而 w(t, x, τ) 满足齐次方程wtt = a2wxx, (t > τ,−∞ < x < +∞)

w|t=τ = 0, wt|t=τ = f(τ, x)
(1.11)

作自变量平移 t1 = t− τ , 则由达朗贝尔公式求得

w(t1, x, τ) =
1

2a

∫ x+at1

x−at1

f(τ, ξ)dξ =
1

2a

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(τ, ξ)dξ (1.12)

2. 求解弦振动非齐次方程初值问题utt = a2uxx + f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)
(1.13)
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令 u = u1 + u2, 其中 u1 满足原问题对应的其次问题，由达朗贝尔公式求解u1tt = a2uxx, (t > 0,−∞ < x < +∞)

u1|t=0 = φ(x), u1t|t=0 = ψ(x)

u2 满足相应的费其次但初值为 0 的纯受迫振动问题，由齐次化原理求出u2tt = a2u2xx + f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞)

u2(0, x) = 0, u2t(0, x) = 0

因此

u(t, x) = u1(t, x) + u2(t, x)

=
1

2
[φ(x− at) + φ(x+ at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ +
1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(τ, ξ)dξ (1.14)

特别地

u = u(r), v = ru(r) ⇒ ∆3u = urr +
2

r
ur =

1

r
Vrr
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chap 2. 分离变量法

一. 预备知识
1. 二阶常系数微分方程 y′′ + py′ + qy = 0, 特征方程为 λ2 + pλ+ q = 0

(1) 特征方程有两个不同实根 λ1, λ2, 通解 y = C1e
λ1x + C2e

λ2x

(2) 特征方程由唯一实根 λ0, 通解 y = C1e
λ0x + C2xe

λ0x

(3) 特征方程有一对共轭复根 λ1,2 = α± iβ, 通解为 y = C1e
αxcosβx+ C2e

αxsinβx

2. 欧拉方程 x2yxx + pxyx + qy = 0, 作变换 t = lnx，方程化为 ytt + (p− 1)yt + qy = 0

3. 余弦级数展开

f(x) =
A0

2
+

+∞∑
n=1

An cos nπx
l
, x ∈ [0, l]

系数

An =
2

l

∫ l

0

f(x) cos nπx
l
dx, (n = 0, 1, 2, · · · )

正弦级数展开

f(x) =
+∞∑
n=1

An sin nπx
x
, x ∈ [0, l]

系数

An =
2

l

∫ l

0

f(x) sin nπx
l
dx, (n = 1, 2, 3, · · · )

二. 常见固有值问题y′′ + λy = 0

y(0) = 0, y(l) = 0
⇒

λn = (nπ
l
)2, (n = 1, 2, · · · )

yn(x) = sin nπx
ly′′ + λy = 0

y′(0) = 0, y′(l) = 0
⇒

λn = (nπ
l
)2, (n = 0, 1 · · · )

yn(x) = cos nπx
ly′′ + λy = 0

y(0) = 0, y′(l) = 0
⇒

λn = ( (2n+1)π
2

)2, (n = 0, 1 · · · )

yn(x) = sin (2n+1)πx
2ly′′ + λy = 0

y′(0) = 0, y(l) = 0
⇒

λn = ( (2n+1)π
2

)2, (n = 0, 1 · · · )

yn(x) = cos (2n+1)πx
2ly′′ + λy = 0

y(θ) = y(θ + 2l)
⇒

λn = (nπ
l
)2, (n = 0, 1 · · · )

yn(θ) = An cos nπx
l

+Bn sin nπx
l

三. 两个分离变量典型例子与分离变量法
1.无限长圆柱体稳态温度边值问题：一个无限长圆柱 (x2+ y2 < a2,−∞ < z < +∞)内部无热源，
边界柱面温度为 F (x, y), 则柱内稳态温度分布满足∆2u = 0, (x2 + y2 < a2)

u|x2+y2=a2 = F (x, y)
(2.1)
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化为极坐标 ∆2u = 1
r

∂
∂r
(r ∂u

∂r
) + 1

r2
∂2u
∂2θ

= 0

u|r=a = F (acosθ, b cos θ) ≜ f(θ)
(2.2)

分离变量得固有值问题以及微分方程Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0

Θ(θ) = Θ(θ + 2π)
, r2R′′ + rR′ − λR(r) = 0

⇒ u(r, θ) = A0 +B0lnr +
+∞∑
n=1

(Anr
n +Bnr

−n)(Cn cosnθ +Dn sinnθ) (2.3)

2. 弦振动的混合问题： 
∂2u
∂t2

= a2 ∂2u
∂x2 , (0 < x < l, t > 0)

u(t, 0) = u(t, l) = 0

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x)

(2.4)

u(t, x) =
+∞∑
n=1

(2
l

∫ l

0

φ(ξ) sin nπξ
l
dξ · cos nπat

l
+

2

nπa

∫ l

0

ψ(x) sin nπξ
l
dξ · sin nπat

l

)
sin nπx

l

(2.5)

四.Strum-Liouville 定理
1. 权重：对于二阶齐次偏微分方程 b0(x)y

′′(x) + b1(x)y
′(x) + b2(x)y(x) + λy(x) = 0, 两端同时乘

以待定权重 ρ(x)，方程化为 ρ(x)b0(x)y
′′(x)+ ρ(x)b1(x)y

′(x)+ b2(x)ρ(x)y(x)+ λρ(x)y(x) = 0, 使
此方程前两项构成全导数，则权值 ρ(x) 为

ρ(x) =
1

b0(x)
exp{

∫
b1(x)

b0(x)
dx} (2.6)

方程化为 Strum-Liouville 型方程[k(x)y′(x)]′ − q(x)y(x) + λρ(x)y(x) = 0

k(x) = ρ(x)b0(x), q(x) = −b2(x)ρ(x)

2. 固有函数系 {yn(x)}+∞
n=1 是完备的，即对 ∀F (x) ∈ L2

ρ[a, b], f(x) 可在固有函数系 {yn(x)}+∞
n=1 下

展开为广义 Fourier 级数

f(x) =
∞∑

n=1

cnyn(x) (2.7)

cn = 1
∥yn(x)∥2

∫ b

a
ρ(x)f(x)yn(x)dx

∥ yn(x) ∥2=
∫ b

a
ρ(x)y2n(x)dx

(2.8)

五. 方程非齐次、边界条件为齐次的混合问题
1. 特解法：先求出 u 满足的非齐次方程与齐次边界条件的一个特解 u1，再做变换 u = v + u1, 则
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V 满足的新的混合问题的泛定方程和边界条件都是齐次的。
tip: 如果求得的 u1 只满足非齐次方程而不满足齐次边界条件，则可设 u2 = u1 + fn(x), fn(x) 为
n 次多项式, 再代入边界条件待定系数法求解
2. 利用叠加原理结合齐次化原理：考虑弦振动非齐次混合问题

utt = a2uxx + f(t, x), (t > 0, 0 < x < l)

u(t, 0) = u(t, l) = 0

u(0, x) = φ(x), uy(0, x) = ψ(x)

(2.9)

将 u 分解为 u = u1 + u2，分别满足
u1tt = a2u1tt, (t > 0, 0 < x < l)

u1(t, x) = u1(t, l) = 0

u1(0, x) = φ(x), u1t = ψ(x)

;


u2tt = a2u2xx + f(t, x), (t > 0, 0 < x < l)

u2(t, 0) = u2(t, l) = 0

u2(0, x) = 0, u2t(0, x) = 0

u1 由分离变量法求解，u2 可通过齐次化原理解出
wtt = a2wxx, (t > τ, 0 < x < l)

w(t, 0) = w(t, l) = 0

w|t=τ = 0, ∂w
∂t
|t=τ = f(τ, x)

再作时间平移 t1 = t− τ 则可求得 w

=⇒ u2(t, x) =

∫ t

0

w(t, x, τ)dτ

3. 固有函数展开法 (Fourier 方法)：利用对应的齐次方程以及已知的齐次边界条件组成一个齐次
问题，用分离变量法求解此齐次问题产生完备的正交函数系。非齐次方程的解可在这个完备的正
交函数系展开，然后再根据方程和定解条件求出展开系数
六. 一般非齐次混合问题

一般非齐次方程混合问题是指不仅泛定方程有可能非齐次化，而且边界条件也可能非齐次再进行
处理。常用方法是先把边界条件齐次化，再使用以上处理方程非齐次、边界条件为齐次的混合问
题的方法解决问题
齐次化方法：设满足边界条件的解为 v(t, x) = A(t)x + B(t), 利用两个端点的边界条件得出关于
A(x) 和 B(x) 的线性方程组从而解出 A(x)�B(x)；若无解则客舍 v(t, x) = A(t)x2 + B(x)。求出
v(t, x) 后作变换 u = w(t, x) + v(t, x), 这样 w(t, x) 满足齐次边界条件的混合问题
七. 环域内 Laplace 方程

∆2u = 0, (a1 < r < a2)

⇒u(r, θ) = C0 +D0 ln r +
+∞∑
n=1

(Cnr
n +Dnr

−n)(An cosnθ +Bn sinnθ)
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chap 3. 特殊函数

本章中主要讲述三维 Laplace 方程 (Helmholtz 方程) 进行在不同坐标系下坐标分离：在柱
坐标系进行坐标分离产生 Bessel 方程，在球坐标对称情形下产生 Legendre 方程；分别求解可得
Bessel 函数与 Legendre 函数。
一. 分离变量

Helmholtz 方程:∆3v + k2v = 0

1.定理:设 Xn(x), n = 1, 2 · · ·为区间 [0, a]上带权 ρ(x)的一元完备正交系，设 Ym(y),m = 1, 2 · · ·
为区间 [0, b] 上带权 σ(x) 的一元完备正交系，则二元函数系 Xn(x)Ym(y) 是 [0, a]× [0, b] 上加权
ρ(x) · σ(y) 的完备正交系，任取

f(x, y) ∈ L2
ρσ[[0, a]× [o, b]] = {f(x, y)

∫ a

0

∫ b

0

|f(x, y)|2ρ(x)σ(y)dydx < +∞}

有

f(x, y) =
+∞∑

nm=1

CnmXn(x)Ym(y)

with Cnm =

∫ a

0

∫ b

0
f(x, y)Xn(x)Ym(y)ρ(x)σ(y)dydx

∥Xn(x)∥2∥Ym(y)∥2

有时候 Y 的完备系是相对于每个固定的 n 而言的，即完备系为 Ynm(y)，则以上二元函数的广义
Fourier 展开定理修正为以下形式:
定理：: 设 Xn(x), n = 1, 2 · · · 为区间 [0, a] 上带权 ρ(x) 的一元完备正交系，对于每个固定的
n,Ynm(y),m = 1, 2 · · · 为区间 [0, b] 上带权 σ(x) 的一元完备正交系，则二元函数系 Xn(x)Ynm(y)

是 [0, a]× [0, b] 上加权 ρ(x) · σ(y) 的完备正交系，任取

f(x, y) ∈ L2
ρσ[[0, a]× [o, b]] = {f(x, y)

∫ a

0

∫ b

0

|f(x, y)|2ρ(x)σ(y)dydx < +∞}

有

f(x, y) =
+∞∑
n=1

+∞∑
m=1

CnmXn(x)Ynm(y)

with Cnm =

∫ a

0

∫ b

0
f(x, y)Xn(x)Ynm(y)ρ(x)σ(y)dydx

∥Xn(x)∥2∥Ynm(y)∥2

2. 在柱坐标系下分离变量：柱坐标系下 Helmholtz 方程为

∆3u+ k2u =
1

r

∂

∂r
(r
∂u

∂r
) +

1

r2
∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂z2
+ k2u = 0 (3.1)

令 u(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)Z(z), Z ′′/Z = −µ,Θ′′/Θ = −σ = −ν2, λ = k2 − µ 代入整理得Z ′′ + µZ = 0,Θ′′ + σΘ = 0

(rR)′ + (λr − ν2

r
)R = 0

进行变换 x =
√
λr, 记 y(x) = R( x√

λ
), 方程化为 ν 阶 Bessel 方程

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0 (3.2)
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3. 在球坐标系下分离变量：

1

r2
∂

∂r
(r2

∂u

∂r
) +

1

r2 sin θ
∂

∂θ
(sin θ∂u

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
+ k2u = 0 (3.3)

令 u = R(r)Θ(θ)Φ(φ),Φ′′/Φ = −µ, (sinθΘ′)′/(sinθΘ)− µ/sin2θ = −λ, 代入得

Φ′′ + µΦ = 0

1

sin θ (sin θΘ
′)′ + (λ− µ

sin2 θ
)Θ = 0 (3.4.a)

1

r2
(r2R′)′ + (k2 − λ

r2
)R = 0 (3.4.b)

式 (3.4.b) 在 k ̸= 0 时称为球 Bessel 方程，在 k = 0 时为欧拉方程；
令 x = cos θ, µ = m2, y(x) = Θ(arccosx), 则式 (3.4.a) 化为

[(1− x2)y′]′ + (λ− m2

1− x2
)y = 0 (3.5)

式 (3.5) 称为 m 阶伴随 Legendre 方程，特别地，在 m = 0 时为 legendre 方程

[(1− x2)y′]′ + λy = 0or(1− x2)y′′ − 2xy′ + λy = 0 (3.6)

三.Legendre 函数
1.Legendre 函数表示
(1) 微分表示：

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

(2) 二项式展开表示：

Pn(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k, n = 0, 1, 2 · · ·

(3) 积分表示：其中 c 为围绕着 x 的任意闭路

Pn(x) =
1

2n2πi

∮
c

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz

Pn(x) =
1

π

∫ π

0

(x+
√
1− x2i cos θ)ndθ

(4) 母函数表示:

(1− 2xt+ t2)−1/2 =
+∞∑
n=o

Pn(x)t
n, |t| < 1

2. 函数性质
(1) 奇偶性：Pn(−x) = (−1)nPn(x)

(2) 次数性质：Pn(x) 是 n 次多项式
(3) 特殊点的函数值：

Pn(x) =


0, n = 2m+ 1 ≥ 1

(−1)m(2m−1)!!
2m!!

, n = 2m ≥ 2

1, n = 0

Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n
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(4) 递推公式

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0

nPn(x)− xP ′
n(x) + P ′

n−1(x) = 0

nPn−1(x)− P ′
n(x) + xP ′

n−1(x) = 0

P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x)

(5) 模的平方：

∥ Pn(x) ∥2=
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1

(6) 正交性： ∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x) = 0, n ̸= m

(7) 广义傅里叶展开：取 f(x), x ∈ [−1, 1] 有

f(x) =

+∞∑
−∞

CnPn(x)

Cn =
1

∥ Pn(x) ∥2

∫ 1

−1

f(x)Pn(x)dx =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

f(x)Pn(x)dx

特别的 ∫
Pn(x)dx =

Pn+1(x)− Pn−1(x)

2n+ 1

四.Bessel 函数
1.Bessel方程：x2y′′+xy′+(x2−ν2)y = 0, (ν ⩾ 0),通解为 y = CJν(x)+DNν(x),Jν(x)和 Nν(x)

分别为第一类和第二类 Bessel 函数

Jν(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + ν + 1)
(
x

2
)2k+ν

ν ̸= m,Nν =
cos νπ
sin νπ Jν(x)−

1

sin νπJ−ν(x),

ν = m,Nm(x) = lim
ν→m

Nν(x)

(m ∈ Z+)

2. 函数性质
(1) 递推公式

(xνJν(x))
′ = xνJν−1(x)

(x−νJν(x))
′ = −x−νJν+1(x)

2J ′
ν(x) = Jν−1(x)− Jν+1(x)

2νx−1Jν(x) = Jν−1(x) + Jν+1(x)

⇒
(1
x

d

dx

)n

(xνJν) = xν−nJν−n(x)(1
x

d

dx

)n

(x−νJν) = (−1)nx−(ν+n)Jν+n(x)
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(2) 渐进性质

lim
x→0

Jν(x) =

1, ν = 0

0, ν > 0

lim
x→0

Nν(x) = ∞

lim
x→+∞

Jν(x) = lim
x→+∞

Nν(x) = 0

(3) 零点和震荡性:Jν(x), J ′
ν(x), Jν(x) + hxJ ′

ν(x) 都有无穷可数个非负零点，且分布在 (0,+∞) 内
(4) 整阶 Bessel 函数的母函数和积分表示：

exp{x
2
(ξ − ξ−1)} =

+∞∑
n=−∞

Jn(x)ξ
n, (0 < ξ < +∞)

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π

ei(x sin θ−nθ)dθ

五. 方程求解
1. 三维拉普拉斯方程在轴对称情形下的解：此时 u = u(r, θ), 固有值 λn = n(n+ 1)

∆3u = 0 ⇒ u(r, θ) =
+∞∑
n=0

[Cnr
n +Dnr

−(n+1)]Pn(cos θ) (3.7)

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2
, P3(x) =

5x3 − 3x

2

2.Bessel 方程
(1).Bessel 方程固有值问题 (rR′)′ + (λr − ν2

r
)R = 0, (0 < r < a)

|R(0)| < +∞, αR(a) + βR′(a) = 0
(3.8)

令 λ = ω2, x = ωr, 则泛定方程化为标准 Bessel 方程

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0 ⇒ y = AJν(x) +BNν(x)

即泛定方程解为

R(r) = AJν(ωr) +BNν(ωr)

with |R(0)| < +∞ ⇒ R(r) = AJν(ωr)

将 r = a 边界条件代入得 αJνωa+ βωJ ′
ν(ωa) = 0

设以上方程的非负实根从小到大依次为 (ω0 = 0), ωk1, ωk2, · · · , ωkn, · · · 其中 ω0 = 0 的解只能在
零阶 Bessel 方程第二类边界条件下才有可能，ωkn 是指在第 k 类边界条件下解得的第 n 个正根，
则 λn = ω2

kn

Rn(r) = Jν(ωknr)
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(2).Bessel 函数系下广义 Fourier 展开
固有函数系 Jν(ωr) 是完备的带权正交系 (权值为 r)，所以任取函数 f(r) ∈ L2

r[0, a],f(r) 可在此函
数系下展开为 Fourier-Bessel 级数

f(r) =
+∞∑

n=0or1

CnJν(ωknr)

Cn =
1

N2
νkn

∫ a

0

rf(r)Jν(ωknr)dr

N2
νkn =∥ Jν(ωknr) ∥2=

∫ a

0

rJ2
ν (ωknr)dr

在 a 点附加三类不同边界条件可得
N2

ν1n = a2

2
J2
ν+1(ω1na)

N2
ν2n = 1

2
(a2 − ν2

w2
2n
)J2

ν (w2na)

N2
ν3n = 1

2
(a2 − ν2

ω2
3n

+ a2α2

β2ω2
3n
)J2

ν (ω3na)

边界条件：αu+ β u
n⃗
= φ(x, y, z); 第一类边界条件 α ̸= 0, β = 0, 第二类边界条件 α = 0, β ̸= 0, 第

三类边界条件 α ̸= 0, β ̸= 0

特别地

1− x2 =
+∞∑
n=1

CnJ0(ωnx) ⇒ Cn =
8

ω3
nJ1(ωn)

3. 虚变量的 Bessel 方程
x2y′′ + xt′ − (x2 + ν2)y = 0, (ν ⩾ 0), 令 ξ = ix 则化为 ν 阶 Bessel 方程

ξ2
d2y

dξ2
+ ξ

dy

dξ
+ (ξ2 − ν2)y = 0

⇒y(x) = CJν(ix) +DJν(ix)

引入实函数

Iν(x) = e( − i
νπ

2
)Jν(ix) =

+∞∑
k=0

1

k!Γ(k + ν + 1)
(
x

2
)2k+ν

Kν(x) =
π[−Iν(x) + I−ν(x)]

2 sin νπ (ν ̸= n),Kn(x) = lim
ν→n

Kν(x)(n ∈ Z)

Iν(x)�Kν(x) 仍为 ν 虚变量 Bessel 方程的解，分别称为 ν 阶虚变量 Bessel 函数

⇒ y(x) = AIν(x) +BKν(x)

4. 球 Bessel 方程与球 Bessel 函数
球 Bessel 方程为 x2y′′ + 2xy′ + [x2 − l(l + 1)]y = 0，令 z(x) =

√
xy(x)

球 Bessel 方程化为 l + 1/2 阶 Bessel 方程

x2z′′ + xz′ + [x2 − (l +
1

2
)2]z = 0

⇒ y(x) =
C√
x
Jl+ 1

2
(x) +

D√
x
Nl+ 1

2
(x)
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chap 4. 积分变换方法

一.Fourier 变换
1. 定义：

F (λ) = F [f(x)] =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iλxdx

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (λ)eiλxdλ

2. 性质:

F [c1f1(x) + c2f2(x)] = c1F [f1(x)] + c2F [f2(x)]

F [f(x)eiλ0x] = F(λ− λ0)

F [fn(x)] = (iλ)nF(λ)

F [f(x) ∗ g(x)] = F(λ)G(λ)

F [

∫ x

−∞
f(ξ)dξ] =

1

iλ
F (λ)

3. 高维 Fourier 变换

F (λ, µ, ν) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y, z)e−i(λx+µy+νz)dxdydz

f(x, y, z) =
1

(2π)3

∫∫∫ +∞

−∞
F (λ, µ, ν)ei(λx+µy+νz)dλ, dµdν

especially F [∆3u] = −(λ2 + µ2 + ν2)ū

4.Fourier 变换求解步骤
(1) 找出 Fourier 变换的自变量 (作用于全局上), 设立像函数
(2) 对原定解问题进行 Fourier 变换，求出像函数满足的定解问题
(3) 求解像函数
(4) 反变换
5. 正弦余弦变换设 f(x) 是定义在 [0,+∞) 上的函数
(1). 正弦变换及反变换

f s(λ) =

∫ +∞

0

f(x) sinλxdx

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

f s(λ) sinλxdλ

(2). 余弦变换及反变换

f c(λ) =

∫ +∞

0

f(x) cosλxdx

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

f c(λ) cosλxdλ
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6. 常用 Fourier 反变换相关∫ +∞

−∞
e−a2x cos bxdx =

√
π

a
e−

b2

4a

e−x2

∗ 1

4
√
πt
e−

x2

16t = e−
x2

1+16t
1√

1 + 16t

F−1[cos aλ2t] =
1

2
√
2πat

(cos x
2

4at
+ sin x2

4at
)

F−1[sin aλ2t] =
1

2
√
2πat

(cos x
2

4at
− sin x2

4at
)

二.Laplace 变换
1. 定义：

F (p) = L[f(t)] =

∫ +∞

0

f(t)e−ptdt, p ∈ C

2. 性质

L[αf(t) + βg(t)] = αL[f(t)] + βL[g(t)]

L[eλtf(t)] = F (p− λ)

L[f(αt)] =
1

α
F (

p

α
)

L[f (n)(t)] = pnF (p)− pn−1f(0+)− pn−2f ′(0+)− · · · − fn−1(0+)

L[tnf(t)] = (−1)nF (n)(p)

L[

∫ t

0

f(ξ)dξ] =
F (p)

p

L[f(t) ∗ g(t)] = F (p)G(p), L−1[F (p)G(p)] = f(t) ∗ g(t)

L[f(t− τ)] = e−pτF (p), (t ≥ τ)

L[
f(t)

t
] =

∫ +∞

p

F (p)

f(t+ T ) = f(t), L[f(t)] =
1

1− epT

∫ T

0

f(t)e−ptdt

3. 常用结果

f(t) = L−1[F (p)] =
n∑

k=1

Res[F (p)ept, pk], ( lim
p→∞

F (p) = 0)

L[1] =
1

p
L[
tn

n!
] =

1

pn+1
, (n = 0, 1, 2 . . . ) L[

tα

p(α+ 1)
] =

1

pα+1
, (α > −1) L[eat] =

1

p− a

L[cosωt] = p

p2 + ω2
L[sinωt] = ω

p2 + w2
L[sinhωt] = ω

p2 − ω2
L[coshωt] = p

p2 − ω2

L[
ebt − eat

t
] = ln p− a

p− b
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chap 5. 基本解方法

一.δ 函数
1. 定义：δ 函数为满足以下两个条件的函数

δ(x) =

+∞, x = 0

0, x ̸= 0∫ +∞

−∞
δ(x)dx = 1

2. 性质
(1) 筛选性 ∫ +∞

−∞
δ(x)φ(x)dx = φ(0)

∫ b

a

δ(x− ξ)φ(x)dx =

φ(ξ), ξ ∈ [a, b]

0, ξ /∈ [a, b]
∀φ(x) ∈ C(R)

(2) 对称性:δ(x) = δ(−x)
(3) 卷积性质：δ(x) ∗ φ(x) = φ(x) ∗ δ(x) = φ(x)

(4)Fourier 变换与反变换

F (δ(x)) =

∫ +∞

−∞
δ(x)e−iλxdx = 1

F−1(1) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eiλxdλ = δ(x)

(5)Fourier 展开: 当 x, ξ ∈ (−l, l) 时，

δ(x− ξ) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cos nπx
l

+ bn sin nπx
l

)

with

an = 1
l

∫ l

−l
δ(x− ξ) cos nπx

l
dx = 1

l
cos nπξ

l
, (n = 0, 1, 2, · · · )

bn = 1
l

∫ l

−l
δ(x− ξ) sin nπx

l
dx = 1

l
sin nπξ

l
, (n = 1, 2, 3, · · · )

(6) 导数与原函数 ∫ +∞

−∞
δ′(x)φ(x)dx = −φ′(0)∫ +∞

−∞
δ(n)(x)φ(x)dx = (−1)nφ(n)(0)

分别要求 φ(x) ∈ C1(R), φ(x) ∈ Cn(R)

H(x) =

0, x < 0

1, x ⩾ 0
⇒ H ′(x) = δ(x)

3.Fourier 变换中包含 δ(x) 的常用函数

F [eiax] = 2πδ(λ− a)

F [cos ax] = π
(
δ(λ− a) + δ(λ+ a)

)
F [x] = 2πiδ′(λ)
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4. 高维 Fourier 变换
(1) 定义：δ(x, y, z) = δ(x)δ(y)δ(z)

(2) 性质

δ(x, y, z) =

+∞, (x, y, z) = (0, 0, 0)

0, else∫∫∫ +∞

−∞
δ(x, y, z)dxdydz = 1∫∫∫ +∞

−∞
δ(x− ξ, y − η, z − ς)f(x, y, z)dxdydz = f(ξ, η, ς)

∫∫∫
V

δ(M −M0)f(M)dM =

f(M0),M ∈ V

0, else

二. 基本解
设 L 是自变量 (x1, x2, · · · , xn) 的线性偏微分算子，则非齐次方程 Lu = f(M) 的基本解为
LU = δ(M)，其中 M = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn

1. 定理：如果 U(M) 是基本解方程 LU = δ(M) 的解，则 u(M) = U(M) ∗ f(M) 为原方程的解
2. 常用基本解
(1)∆3U = δ(x, y, z) 有中心对称形式解

U = − 1

4πr
, r =

√
x2 + y2 + z2 (5.1)

(2)∆2U = δ(x, y) 有中心对称形式解

U = − 1

2π
ln 1

r
, r =

√
x2 + y2 (5.2)

3.Green 第二公式

3D :

∫∫
S

(
u
∂v

∂n⃗
− v

∂u

∂n⃗

)
dS =

∫∫∫
V

(u∆3v − v∆3u)dV

2D :

∫
l

(
u
∂v

∂n⃗
− v

∂u

∂n⃗

)
dl =

∫∫
D

(u∆2v − v∆2u)dS

三. 边值问题的格林函数法
1. 引理：格林函数具有对称性 (倒易性)G(M1,M2) = G(M2,M1), (Mi) = (ξi, ηi, ζi, i = 1, 2, 3)

2. 电像法
(1) 边界为平面：像电荷正负与原电荷相反，位置关于平面 (边界) 作对称即可
(2) 边界为球面：设球面半径为 R，原电荷到球心距离为 ρ,(r<R), 则像电荷为 (−R

ρ
q, R

2

ρ
)

3. 三维泊松方程第一类边值问题∆3u = −f(x, y, z), ((x, y, z) ∈ V )

u|∂V = φ(x, y, z)
(5.3)

此边值问题对应格林函数∆3G = −δ(x− ξ, y − η, z − ζ), ((x, y, z), (ξ, η, ζ) ∈ V )

G|∂V=0

(5.4)
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若 f(M), φ(M) 都为连续函数，而 G(M,M0) 是边值问题 (5.4) 解得的格林函数，则 (5.3) 的基本
解为

u(M) =

∫∫∫
V

f(M0)G(M,M0)dM0 −
∫∫

∂V

φ(M0)
∂G

∂n⃗0

(M,M0)dS0 (5.5)

其中 n⃗0 为几何体 V 在边界的外法向量 (用 ξ, η, ζ 表示)
四. 初值问题的基本解法

1.ut = Lu 型方程初值问题∂u
∂t

= Lu+ f(t,M), (t > 0,M ∈ Rn, n = 1, 2, 3)

u|t=0 = φ(M)
(5.6)

对应的基本解问题为 ∂U
∂t

= LU, (t > 0,M ∈ Rn, n = 1, 2, 3)

U |t=0 = δ(M)
(5.7)

则 (5.6) 的基本解为

u(t,M) = U(t,M) ∗ φ(M) +

∫ t

0

U(t− τ,M) ∗ f(τ,M)dτ (5.8)

2.utt = Lu 型方程初值问题utt = LU + f(t,M), (t > 0,M ∈ Rn, n = 1, 2, 3)

u|t=0 = φ(M), ut|t=0 = ψ(M)
(5.9)

对应的基本解问题为 Utt = LU, (t > 0,M ∈ Rn, n = 1, 2, 3)

U |t=0 = 0, Ut|t=0 = δ(M)
(5.10)

则 (5.9) 的基本解为

u(t,M) = U(t,M) ∗ ψ(M) +
∂

∂t

[
U(t,M) ∗ φ(M)

]
+

∫ t

0

U(t− τ,M) ∗ f(τ,M)dτ (5.11)

特别地utt = a2∆3u, (t > 0,−∞ < x, y, z +∞)

u|t=0 = φ(x, y, z), ut|t=0 = ψ(x, y, z)

⇒U =
δ(r − at)

4πar
, r =

√
x2 + y2 + x2 (5.12)

⇒u =
1

4πa2t

∫∫
Sat

ψ(ξ, η, ζ)dS +
∂

∂t

[ 1

4πa2t

∫∫
Sat

φ(ξ, η, ζ)dS
]

(5.13)utt = a2∆2u, (t > 0,−∞ < x, y, z +∞)

u|t=0 = φ(x, y, z), ut|t=0 = ψ(x, y, z)

⇒u =
1

2πa

∫∫
Dat

ψ(ξ, η)dξdη√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

+
1

2πa

∂

∂t

∫∫
Dat

φ(ξ, η)dξdη√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

(5.14)
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