




算法基础 2019-2020 学年第一学期期末考试参考答案 

一、 基础题 
1. (5 分) 证明：当𝑛𝑛 ≥ 2时，𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 2𝑛𝑛2 log2 𝑛𝑛 ≥ 2𝑛𝑛2 = 2𝑔𝑔(𝑛𝑛) ≥ 0，即存在

𝑐𝑐 = 2, 𝑛𝑛0 = 2，使得对所有𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0，有𝑓𝑓(𝑛𝑛) ≥ 𝑐𝑐𝑔𝑔(𝑛𝑛) ≥ 0成立，故𝑓𝑓(𝑛𝑛) =
Ω(𝑔𝑔(𝑛𝑛)). 
 

2. (5 分) 答案：c 
说明：由二叉树的性质可知，在查找𝑥𝑥的检索序列中，比𝑥𝑥大的序列是逆

序，比𝑥𝑥小的序列是顺序，即 103>95>XX>93 或 78<83<XX<89<93，故选 c. 
 

3. (5 分) 答案：b 
说明：同时找出最小值和最大值，可以对元素两两成对处理，每次比较一对

元素，将较大的和当前最大值比较，较小的和当前最小值比较，因此每 2 个

元素需要 3 次比较。当元素个数 n 为奇数，先把一个元素设为最大值和最小

值的初值，剩下的元素成对处理，共需(𝑛𝑛 − 1)/2 × 3 = 906次比较。 
 

4. (5 分) 解：（主方法） 

递归式𝑇𝑇(𝑛𝑛) = 4 �𝑛𝑛
3
� + 5𝑛𝑛中，𝑎𝑎 = 4, 𝑏𝑏 = 3,𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 5𝑛𝑛，log3 4 > 1，故存在

某个常数ε > 0，有𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 𝑂𝑂(𝑛𝑛log3 4−ε)，对应主定理的第 1 种情况，故

𝑇𝑇(𝑛𝑛) = Θ(𝑛𝑛log3 4) 
 

5. (5 分) 解： 
 
（方法一）代入法证明𝑇𝑇(𝑛𝑛) = 𝑂𝑂(𝑛𝑛) 
假设正常数𝑐𝑐，使得对所有𝑚𝑚 < 𝑛𝑛，有𝑇𝑇(𝑚𝑚) ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐成立。 
当𝑛𝑛 = 0时，𝑇𝑇(0) = 0 ≤ 𝑐𝑐 ∙ 0成立. 
当𝑛𝑛 = 1时，要使𝑇𝑇(1) = 2 ≤ 𝑐𝑐成立，需要𝑐𝑐 ≥ 2. 

则𝑇𝑇(𝑛𝑛) = 𝑇𝑇 �𝑛𝑛
2
� + 𝑇𝑇 �𝑛𝑛

5
� + 2𝑛𝑛 ≤ c
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𝑐𝑐 + 1)𝑛𝑛. 

当
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𝑐𝑐 + 1 ≤ 𝑐𝑐即𝑐𝑐 ≥ 4时，𝑇𝑇(𝑛𝑛) ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐成立，故𝑇𝑇(𝑛𝑛) = 𝑂𝑂(𝑛𝑛). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



（方法二）构造递归树如下 

 

树高的上界为log2 𝑛𝑛，下界为log5 𝑛𝑛， 
根据每一层的代价，求整棵树的代价的上下界. 
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下界：𝑇𝑇(𝑛𝑛) ≥ 2𝑛𝑛 �1 + 7
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（代入法 O(n)???） 
 

6. (5 分) 解： 3 ≤ 𝑏𝑏ℎ(𝑥𝑥) ≤ 4 

上界：记黑高为𝑏𝑏ℎ(𝑥𝑥)，则红黑树的内部结点至少有2𝑏𝑏ℎ(𝑥𝑥) − 1个（所有结点

都是黑色且是满二叉树的情况），故2𝑏𝑏ℎ(𝑥𝑥) − 1 ≤ 25，可得𝑏𝑏ℎ(𝑥𝑥) ≤ 4. 

下界：设树高为ℎ，则树的内部结点至多有2ℎ − 1个，故2ℎ − 1 ≥ 25，ℎ ≥
5，由于红黑树中，红结点的孩子必须是黑结点，故𝑏𝑏ℎ(𝑥𝑥) ≥ h/2 = 5/2，故

𝑏𝑏ℎ(𝑥𝑥) ≥ 3. 
 
 
 
 



 

二、 计算题 
1. (10 分) 

m[i, j] = �
0                                     𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗

min
𝑖𝑖≤𝑘𝑘<𝑗𝑗

{𝑚𝑚[𝑖𝑖, 𝑘𝑘] +𝑚𝑚[𝑘𝑘 + 1, 𝑗𝑗] + 𝑝𝑝𝑖𝑖−1𝑝𝑝𝑘𝑘𝑝𝑝𝑗𝑗     𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 

 

因为P[0..6] = (4,20,4,30,15,10,4) 

故𝐴𝐴1:4*20, 𝐴𝐴2:20*4, 𝐴𝐴3:4*30, 𝐴𝐴4:30*15, 𝐴𝐴5:15*10, 𝐴𝐴6:10*4 
𝑃𝑃0=4, 𝑃𝑃1=20, 𝑃𝑃2=4, 𝑃𝑃3=30, 𝑃𝑃4=15, 𝑃𝑃5=10, 𝑃𝑃6=4 
 

m[1,1]=0, m[2,2]=0, m[3,3]=0, m[4,4]=0,m[5,5]=0, m[6,6]=0 

 

m[1,2]=m[1,1]+m[2,2]+P0P1P2=4*20*4=320   k=1 

m[2,3]=m[2,2]+m[3,3]+P1P2P3=20*4*30=2400  k=2 

m[3,4]=m[3,3]+m[4,4]+P2P3P4=4*30*15=1800  k=3 

m[4,5]=m[4,4]+m[5,5]+P3P4P5 = 30*15*10=4500   k=4 

m[5,6]=m[5,5]+m[6,6]+P4P5P6 = 15*10*4=600   k=5 

 

m[1,3] = min( 

m[1,1]+m[2,3]+𝑃𝑃0𝑃𝑃1𝑃𝑃3 = 2400+4*20*30=4800 
m[1,2]+m[3,3]+𝑃𝑃0𝑃𝑃2𝑃𝑃3 = 320+4*4*30=800   k=2 

) 

m[2,4] = min( 

m[2,2]+m[3,4]+𝑃𝑃1𝑃𝑃2𝑃𝑃4 = 1800+20*4*15=3000   k=2 
m[2,3]+m[4,4]+𝑃𝑃1𝑃𝑃3𝑃𝑃4 =2400+20*30*15=11400   

) 

m[3,5] = min( 

m[3,3]+m[4,5]+𝑃𝑃2𝑃𝑃3𝑃𝑃5 = 4500+4*30*10=5700 
m[3,4]+m[5,5]+𝑃𝑃2𝑃𝑃4𝑃𝑃5 =1800+4*15*10=2400   k=4 

) 

m[4,6] = min( 

m[4,4]+m[5,6]+𝑃𝑃3𝑃𝑃4𝑃𝑃6 = 600+30*15*4=2400  k=4 
m[4,5]+m[6,6]+𝑃𝑃3𝑃𝑃5𝑃𝑃6 =4500+30*10*4=5700 

) 

 

m[1,4] = min( 

m[1,1]+m[2,4]+𝑃𝑃0𝑃𝑃1𝑃𝑃4 = 3000+4*20*15=4200 
m[1,2]+m[3,4]+𝑃𝑃0𝑃𝑃2𝑃𝑃4 =320+1800+4*4*15=2360  k=2 
m[1,3]+m[4,4]+𝑃𝑃0𝑃𝑃3𝑃𝑃4 = 800+4*30*15=2600 

) 

m[2,5] = min( 

m[2,2]+m[3,5]+𝑃𝑃1𝑃𝑃2𝑃𝑃5 = 2400+20*4*10=3200  k=2 
m[2,3]+m[4,5]+𝑃𝑃1𝑃𝑃3𝑃𝑃5 =2400+4500+20*30*10=12900 



m[2,4]+m[5,5]+𝑃𝑃1𝑃𝑃4𝑃𝑃5 = 3000+20*15*10=6000 
) 

m[3,6] = min( 

m[3,3]+m[4,6]+𝑃𝑃2𝑃𝑃3𝑃𝑃6 = 2400+4*30*4=2880 
m[3,4]+m[5,6]+𝑃𝑃2𝑃𝑃4𝑃𝑃6 =1800+600+4*15*4=2640 
m[3,5]+m[6,6]+𝑃𝑃2𝑃𝑃5𝑃𝑃6 = 2400+4*10*4=2560  k=5 

) 

 

m[1,5]=min( 

m[1,1]+m[2,5]+𝑃𝑃0𝑃𝑃1𝑃𝑃5=3200+4*20*10=4000 
m[1,2]+m[3,5]+𝑃𝑃0𝑃𝑃2𝑃𝑃5=320+2400+4*4*10=2880  k=2 
m[1,3]+m[4,5]+𝑃𝑃0𝑃𝑃3𝑃𝑃5=800+4500+4*30*10=6500 
m[1,4]+m[5,5]+𝑃𝑃0𝑃𝑃4𝑃𝑃5=2360+4*15*10=2960 

) 

m[2,6]=min( 

m[2,2]+m[3,6]+𝑃𝑃1𝑃𝑃2𝑃𝑃6=2560+20*4*4=2880  k=2 
m[2,3]+m[4,6]+𝑃𝑃1𝑃𝑃3𝑃𝑃6=2400+2400+20*30*4=7200 
m[2,4]+m[5,6]+𝑃𝑃1𝑃𝑃4𝑃𝑃6=3000+600+20*15*4=4800 
m[2,5]+m[6,6]+𝑃𝑃1𝑃𝑃5𝑃𝑃6=3200+20*10*4=4000 

) 

 

m[1,6]=min( 

m[1,1]+m[2,6]+𝑃𝑃0𝑃𝑃1𝑃𝑃6=2880+4*20*4=3200 
m[1,2]+m[3,6]+𝑃𝑃0𝑃𝑃2𝑃𝑃6=320+2560+4*4*4=2944  k=2 
m[1,3]+m[4,6]+𝑃𝑃0𝑃𝑃3𝑃𝑃6=800+2400+4*30*4=3680 
m[1,4]+m[5,6]+𝑃𝑃0𝑃𝑃4𝑃𝑃6=2360+600+4*15*4=3200 
m[1,5]+m[6,6]+𝑃𝑃0𝑃𝑃5𝑃𝑃6=2880+4*10*4=3040 

) 
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所以最优乘法次序应该为(𝐴𝐴1𝐴𝐴2)(((𝐴𝐴3𝐴𝐴4)𝐴𝐴5) 𝐴𝐴6)。 
 
 
2. (10 分) 若 x 在 S[1..m-1]中，GS(x)表示自 S[m-1]起从右往左数第 GS(x)个数

是第一个等于 x 的数；若 x 不在 S[1..m-1]中，GS(x)=m。字符集对应的 GS(x)函
数值如下： 
 

x A B C D E F G H 
GS(x) 1 7 2 5 4 9 15 15 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3. (10 分)  
Step 1：将最小结点的孩子变为根节点 

 
 

Step 2：合并根为 24 和根为 18 的结点 

 
Step 3：合并根为 17 和根为 38 的结点 

 
 



4. (10 分) 
 
方法一： 使用 Bellman-Ford 算法 
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使用 Bellman-Ford 算法，利用对边的松弛操作来降低最短路径 
B: 4     AB / AFGEB 
C: 6     ABC 
D: -5    AFD 
E: -11   AFGE 
F: -7    AF 
G: -9    AFG 
H: -16   AFGEH 
 
方法二：利用 Johnson 算法求解 
构造一个新结点 S，且令 S 到图中所有点的距离都为 0，然后使用 Bellman-Ford
算法求出 S 到图中所有点的距离。 
 



A/-3

D/-8

B/0

S

C/0

F/
-10

G/
-12

E/
-14

H/
-19

4

-
7

5
2

16

8-

2

15
9- 

-5

-2
-5

1
4

-2

7

 
如上图，每个结点内部标记的数据即是ℎ(𝑣𝑣) = 𝛿𝛿(𝑠𝑠, 𝑣𝑣)的值。 
 
利用 h(v)函数计算图中点对间新的路径长度𝑤𝑤�(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) + ℎ(𝑢𝑢) − ℎ(𝑣𝑣). 
 
 
得到新路径图如下所示： 
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利用 Dijkstra 算法寻找上图中 A 到其余结点的最短路径。 
过程如下： 
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其中结点内部黑色的值表示（新图中）该点到点 A 的最短距离，红色值表示结

点被访问的顺序。 
由上图可知 A 到各点的最短路径，结合原图可知 A 到各点最短路径长度： 
 
A——>B：最短路径为 A-B 或者 A-F-G-E-B，最短路径长度为 4 
A——>C：最短路径为 A-B-C，最短路径长度为 6 
A——>D：最短路径为 A-F-D，最短路径长度为-5 
A——>E：最短路径为 A-F-G-E，最短路径长度为-11 
A——>F：最短路径为 A-F，最短路径长度为-7 
A——>G：最短路径为 A-F-G，最短路径长度-9 
A——>H：最短路径为 A-F-G-E-H，最短路径长度为-16 
 
 
 

三、问答题 
 
1.（5 分） 
存在，如𝑓𝑓(𝑛𝑛) = sin𝑛𝑛 ,𝑔𝑔(𝑛𝑛) = cos𝑛𝑛. 
 
2.（5 分） 
方法一：转化为 LCS 问题求解 
 
设序列为 L=<a1,a2,…,an>，先将该序列按递增序列排序得到新的序列为

X=<b1,b2,…,bn>，显然 X 与 L 的最长公共子序列即为 L 的最长递增子序列。 
时间复杂度分析：利用快速排序或归并排序对序列 L 排序，时间复杂度为

𝑂𝑂(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)，对两个长度都为 n 的序列求最长公共子序列，时间复杂度为𝑂𝑂(𝑛𝑛2)，
所以总的时间复杂度为𝑂𝑂(𝑛𝑛2)。 
 
 
 
 



方法二：动态规划法求解 
 
设序列为 L=<a1,a2,…,an>，令 dp[i] 表示以 ai 结束的所有递增子序列的最长长

度，有如下递推式： 
dp[1] = 1 
dp[i] = max{1, dp[j]+1} | aj<ai && j<i} 
 
具体算法如下： 
pre[1-n] 表示 ai 所在的最长递增子序列中的 ai 前面那个数的下标。 

for ( i=2; i<=n; i++ ) 

 for( j=i-1; j>=1; j-- ){ 

  dp[i] = 1 

  if( aj < ai && dp[j]+1 > dp[i] ){ 

 dp[i] = dp[j] + 1; 

 pre[i] = j; 

} 

} 
 
最后只需再遍历一次 dp 数组找到最大值的下标并利用 pre 找出最长递增序列即

可。 
 
时间复杂度分析：该算法有两层循环，复杂度为𝑂𝑂(𝑛𝑛2)。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



四、算法设计 
1.（10 分） 
方法一：深度优先遍历 
 
对图进行深度优先遍历，如果在遍历的过程中发现一条深度遍历路线中有结点

第二次被访问到，那么有环。可以用一个变量标记某结点的访问状态：未访问

过，正在访问（其后结点还没有全部访问），访问过（其后结点都已经访问

过），然后判断每一个结点的深度遍历路线即可。 
采用邻接表存储，只需存储 e 条边和 n 个结点，每个结点和每个边都只会访问

一次，故最坏时间复杂度为𝑂𝑂(𝑛𝑛 + 𝑒𝑒). 
 
方法二：拓扑排序 
 
方法是重复删除一个入度为 0 的顶点，将该顶点从图中删除并将该结点及其所

有的出边从图中删除（即该结点指向的结点的入度减 1），最终若图中所有点都

被删除则没有环路，否则存在环。 
同样采用邻接表存储，遍历所有边求各个顶点入度的时间复杂度为𝑂𝑂(𝑒𝑒)，即边

的个数。找出入度为 0 的结点的时间复杂度是𝑂𝑂(𝑛𝑛)。遍历所有边删除入度为 0
的结点的出边的复杂度为𝑂𝑂(𝑒𝑒)。故总的时间复杂度为𝑂𝑂(𝑛𝑛 + 𝑒𝑒)。 
 
具体算法如下： 
设原图为 G 
初始： 求每个顶点的入度 degree 
  并将入度为 0 的顶点加入到队列 queue 中 
while ( queue 不为空) 

tmp_u = queue.top() 
 for tmp_u 到达的每个顶点 v 
  删除边(tmp_u, v)，v.degree-- 

if (v.degree==0) queue.push(v) 
 queue.pop() 
 将顶点 tmp_u 从图 G 中删除 
if (G 为空) 不存在环 
else       存在环 
 
(注：如果采用邻接矩阵存储则时间复杂度为𝑂𝑂(𝑛𝑛2)) 
 
 
 
 
 
 



2. (10 分) 
 
该问题的实质为分数背包:n 件物品，背包承重：M ，物品价值：Pi ，物品重量

为 Vi 
算法思路为：先按 Pi /Vi（单位万元收益）对项目进行排序，然后采用贪心算

法，优先选择收益较高的项目； 
 
GREEDY-PROJECT(n,M,A) //A 为结构体，里面有 P，V，w 属性 

for i=1 to n 

   A[i].w=A[i].P/A[i].V 

sort(A) //按 A[i].w 的大小对 A 数组进行降序排序 

ans=0 

for j=1 to n 

   if(M>A [i].V) 

     ans+= A[i].P 

     M-= A [i].V 

   else 

     ans+= A[i].P * M/ A [i].V 

     break 

return ans 
 
上述算法的时间复杂度为排序的时间+O(n) 
排序算法可使用快速排序算法，其最坏情况的时间复杂度为 O(n2) 
使用归并排序算法和堆排序算法，其最坏情况的时间复杂度为 O(nlgn) 
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