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2021 年 11 月 2 日

1 第一题

1.1 题目

a. [â, eαâ
†−α∗â] = αeαâ

†−α∗â

b. |α〉 = eαâ
†−α∗â|0〉

1.2 解答

第一问：由 [A, eλB] = λ[A,B]eλB 可知：

[a, eαa
†−α∗a] = [a,αa† − α∗a]eαa

†−α∗a

= α[a, a†]eαa
†−α∗a

= αeαa
†−α∗a

第二问：由第一问可知，

eαa
†−α∗a|0〉 = 1

α
[a, eαa

†−α∗a]|0〉

=
1

α
aeαa

†−α∗a|0〉

即

a(eαa
†−α∗a|0〉) = α(eαa

†−α∗a|0〉)

所以 eαa
†−α∗a|0〉 是 a 的本征态，所以 |α〉 = eαa

†−α∗a|0〉
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2 第二题 2

2 第二题

2.1 题目

一般来说, 二次型的哈密顿量 (能量算符) 可以通过幺正变换化成谐振
子的形式。如已知某体系能量算符为

Ĥ =
5

3
â†â+

2

3
[â2 + (â†)2] where [â, â†] = 1

可以通过如下变换 (设系数 u,v 为实数)

b̂ = uâ+ vâ†

b̂† = uâ† + vâ

使能量算符化为谐振子形式

Ĥ = λb̂†b̂+ E0

求系数 λ, E0 及体系能谱 (能量算符本征值)。
提示: 要求算符 b̂ 满足如下对易关系

[b̂, b̂†] = 1

2.2 解答

将题目中的 b, b† 的形式带入题目给的哈密顿量中，有

H = λ(ua† + va)(ua+ va†) + E0

= λ(u2 + v2)a†a+ λuv(a2 + (a†)2) + λv2 + E0

与含 a, a† 的式子对比可得：

λ(u2 + v2) =
5

3

λuv =
2

3

λv2 + E0 = 0

再由 [b, b†] = 1 可得

u2 − v2 = 1



3 第三题 3

以上四个式子可以解出来：

λ = 1, E0 = −1

3

所以哈密顿量在 b†b 空间中可以写成：

H = b†b− 1

3

所以能谱为：

En = n− 1
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3 第三题

3.1 题目

假设 {|1 >, |2 >}�������������������������

Ĥ = E(|1 >< 1|− |2 >< 2|+ |1 >< 2|+ |2 >< 1|)

试求体系本征能量和相应的本征态。

3.2 解答

�|1 >=

(
1

0

)
, |2 >=

(
0

1

)

则

H = E

(
1 1

1 −1

)

本征方程

H|ψn >= En|ψn >

解的

E1 =
√
2E, |ψ1 >=

√
2+

√
2

2 |1 > +
√

2−
√
2

2 |2 >;

E2 = −
√
2E, |ψ2 >= −

√
2−

√
2

2 |1 > +
√

2+
√
2

2 |2 >;
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4 第四题

4.1 题目

在三维 ket 矢空间有一组正交归一的基矢 {|1 >, |2 > �|3 >} 及相互对
易的算符 Â, B̂ 。已知算符 Â, 算符 B̂ 在这组基矢的矩阵表示为：

A =




1 0 0

0 −1 0

0 0 −1



 , B =




2 0 0

0 1 i

0 −i 3





试求算符 Â 与算符 B̂ 的一组正交归一的共同本征态，并写出这些共同本征

态对应于算符 Â 与算符的本征值。说明能否以这些本征值为量子数标定不

同的共同本征态。

4.2 解答

1) 计算可得：AB = BA，即 A，B 有共同本征态。
2) 设共同本征态形式：

|ψ >= α|1 > +β|2 > +γ|3 >

则

A|ψ >=




α

−β
−γ





B|ψ >=




2α

β + iγ

−3β + 3γ





显然

|ψ1 >=




1

0

0



 ��������

A 已经是对角形式，将 B 对角化，由
(

1 i

−i 3

)
= T

(
2 +

√
2

2−
√
2

)
T−1
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对应的共同本征态

|ψ2 >=

√
2 +

√
2

2
|3 > +i

√
2−

√
2

2
|2 >

|ψ3 >=

√
2 +

√
2

2
|2 > +i

√
2−

√
2

2
|3 >

在 {|ψ1 >, |ψ2 > �|ψ3 >} 下对应的本征值：

A : (1,−1,−1)

B :
(
2, 2 +

√
2, 2−

√
2
)

即 B 解除了 A 的子空间的简并，� 可以用 A，B 的本征值作为量子数
标记不同的共同本征态。或者回答只用 A 的本征值无法做到，而只用 B 已
经可以做到了。


