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前
!!

言

*代数结构+是计算机科学系开设的*离散数学+系列课程的第一个课程
$

它主

要讲授计算机科学所需要的代数方面的基础知识$为今后学习和研究提供不可或

缺的工具
$

本书是在中国科学技术大学计算机科学系
-#*+

年的讲义基础上$经过十年教

学实践不断修改完善而成的
$

全书共有八章
$

第
-

章是在高中代数的基础上将集合的运算和性质作一个系统地总结
$

特别

介绍了集合的归纳定义$它在计算机科学中有着广泛的应用
$

第
!

章讲述初等数论的基本知识
$

它不仅为后面学习群!环!域提供一些具体

素材和实例$也为今后学习数字通讯!编码理论准备必要的知识
$

第
,

章!第
%

章介绍关于映射和关系的知识$内容是标准的
$

后面的四章分别讲述了几个基本的代数系统###群!环!域!格
$

由于学生不熟

悉这部分所体现的近世代数的基本研究思想和方法$我们强调了代数结构本身%而

不是该结构中的元素特性&以及不同代数结构之间的相互联系$并配有不同难度的

例题
$

该书每章后面均配有一定数量的习题
$

在此$我向过去几年里对此书的前身提供意见的郑玉芳老师和许多学生表示

谢意$并欢迎广大读者对此书给予更多的批评和指正
$

借这次重印的机会$对书中出现的排版错误和手误进行了订正$这里非常感谢

中国科学技术大学韩文廷老师的帮助
$

孙淑玲

!""#

年
%

月

,

%
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第
!

章
!

集
!!

合

集合是数学中最基本的概念$它已深入到各种科学和技术领域中$特别是应用

于数学的各个分支中
!

本章的内容是在高中数学课所介绍的基础上略有提高$引入

了幂集!积集概念以及计算机科学中常用的集合的归纳定义
!

!"!

!

集合的基本概念

!"!"!

!

集合

!!

集合是一些对象的总体
!

总体中的对象称之为集合的元素或成员
!

给定任意一

个对象
"

以及集合
#

$如果
"

是集合
#

的一个元素$我们将写成
"

"

#!

如果
"

不是

集合
#

的一个元素$则写成
"

#

#!

习惯上称之为集合的事物$通常在数学上是可以接受的
!

例如(

-?

!

*小于
%

的非负整数集合+是由四个元素组成的集合
!

这四个元素分别是

"

$

-

$

!

$

,

"

!?

!

*全体活着的中国人+是个集合
!

集合中元素的个数很多$但是有限的
!

由

于生死的变化$要列出这个集合的成员是困难的
!

这种困难是实践上的$不是理论

上的"

,?

!

*大于等于
,

的整数集合+是个有无限多个元素的集合
!

要判断一个整数

是否是它的元素很容易"

%?

!

*在具有无限存贮量的计算机上$运行足够长的时间之后能停止运行的所

有
@A

B

CA."

程序组成了一个无限集合+

!

但计算理论已经证明$判断任意程序是否

,

!

,



是这个集合的元素的算法是不存在的
!

从而这个集合是不可判定的"

/?

!

*全体大于
"

$小于
-

的整数集合+

!

在这个集合中没有任何元素$我们称它

为空集$并记为
$

!

集合是以它的元素来表征的
!

一个有有限多个元素的集合可以用列出它的全

部元素的方法来说明
!

这些元素用大括号括起来$并且元素之间用逗号分开
!

一般

集合用大写字母表示$集合元素用小写字母表示
!

当集合
$

中有有限多个元素时$

用
%

$

%

表示集合中的元素个数
!

特别对于空集
$

$

%$%

D"!

例如(

-?

!

$D

-

%

$

&

$

'

.$

%

$

&

$

'

是集合
$

的元素$

%

$

%

D,

"

!?

!

(D

-

"

$

!

$

%

$

.

$

+

.$

(

是小于
-"

的非负偶数集合
!

%

(

%

D/!

集合$特别是有无限多个元素的集合$通常用指出集合中元素性质的方法来说

明
!

例如$记
!

是全体整数集合
!

-?

!

全体偶数集合为-

"

%&

)

"

!

$

"D!

)

."

!?

!

大于
-"

的整数集合-

"

%

"

"

!

且
"

'

-"

."

,?

!

有理数集合
"

D

-

"

'

)

%

"

$

)

"

!

且
)

(

"

.

!

!"!"#

!

集合的相等

同一个集合可以有不同的表示法
!

例如$

$D

-

E-

$

-

.$

(D

-

"

%

"

"

!

$

"

!

D-

.$

*D

-

"

%

"

"

#

$

%

"

%

D-

.$其中
#

表示全体实数集合
!

这就产生了一个问题$即如何

判断两个集合是同一个集合
!

定义
$%$

!

给定两个集合
$

和
(

$如果集合
$

中的每个元素都是集合
(

中的

元素$反过来集合
(

中的每个元素也都是集合
$

中的元素$那么称集合
$

和集合

(

相等$并记为
$D(!

用这个定义可直接验证上面的集合
$

$

(

$

*

是相等的集合$

$D(D*!

定理
$%$

!

$

$

(

$

*

是任意集合$集合间的相等关系满足(

-?

!

自反性
!

$D$

"

!?

!

对称性
!

若
$D(

$则
(D$

"

,?

!

传递性
!

若
$D(

$

(D*

$则
$D*!

证明
!

在定义
->-

中$将
(

改成
$

以后显然成立$它说明
$D$!

又在定义

->-

中$先说后一句话$再说前一句话$也就是说集合
(

的每个元素都是集合
$

中

的元素$反过来集合
$

的每个元素也都是集合
$

中的元素$其意思与原来完全相

同$所以当
$D(

时$必有
(D$!

下面证明传递性
!

已知
$D(

$对于任何
"

"

$

$必有
"

"

(!

又由
(D*

$从
"

"

(

推出
"

"

*!

反过来$由
$D(

$

(D*

及相等关系的对称性推出
(D$

$

*D(!

,

"

,



对于任何
"

"

*

$由于
*D(

$必有
"

"

(!

又由
(D$

$从
"

"

(

推出
"

"

$!

对照定

义
->-

知
$D*!

!"!"$

!

集合的包含

集合的相等与包含是集合间的两种最基本的关系
!

现在定义两个集合的包含

关系
!

定义
$%&

!

$

和
(

是两个集合
!

如果集合
$

中的每个元素都是集合
(

中的元

素$我们称集合
(

包含集合
$

$而集合
$

叫做集合
(

的一个子集$表示成
(

)

$

或

$

*

(!

如果集合
(

包含集合
$

$并且至少一个元素属于集合
(

而不属于集合
$

$我

们称集合
(

真包含集
$

$而集合
$

叫做集合
(

的一个真子集
!

例如$偶数集合是整数集合的真子集
!

集合-

-

$

!

$

,

$

%

.是集合-

"

%

"

"

!

且
"

+

"

+

/

.的子集$但不是真子集
!

定理
$%&

!

$

$

(

$

*

是任意集合
!

集合间的包含关系满足(

-?

!

自反性
!

$

*

$

"

!?

!

反对称性
!

若
$

*

(

且
(

*

$

$则
$D(

"

,?

!

传递性
!

若
$

*

(

且
(

*

*

$则
$

*

*!

证明
!

-?

$

,?

的证明留作习题
!

这里只证
!?!

若
$

*

(

且
(

*

$

$由集合包含的定义知集合
$

中的每个元素都是集合
(

中

的元素$并且集合
(

中的每个元素都是集合
$

中的元素
!

这正是集合
$

和集合
(

相等的定义$从而得出
$D(!

定理
$%'

!

对于任何集体
$

$

$*

$!

证明
!

用反证法
!

假设空集
$

不是某个集合
$

的子集$那么至少有一个元素

"

$

"

"$

且
"

#

$!

而
$

是空集$它没有任何元素$即对任何
"

必有
"

#$

!

产生矛

盾
!

故不可
!

由此得出
$

是任何集合
$

的子集
!

由定理
->,

知$空集
$

是唯一的
!

这是因为假若
$

-

和
$

!

都是空集
!

因为
$

-

是空集$得出
$

-

*$

!

!

因为
$

!

是空集$得
$

!

*$

-

!

由集合包含关系的反对称性

知
$

-

D

$

!

!

在研究一个特定问题时$假设有一个足够大的集合使一切集合都包含在它之

中
!

这个足够大的集合称之为万有集合$并记为
+!

对于任何集合
$

均有
$

*

+!

!"!"%

!

幂集

$

$

(

$)是集合$把它们放在一起构成一个新的集合-

$

$

(

$).

!

这种集合以

,

#

,



集合作为元素称为集族
!

集族通常用花写字母
!

$

"

$)表示
!

一个集合的全部子集构成的集族叫做该集合的幂集
!

若
$D

-

%

$

&

$

'

.$

$

的幂

集
#

%

$

&是有
+

个元素的集族(

#

%

$

&

,

-

$

$-

%

.$-

&

.$-

'

.$-

%

$

&

.$-

%

$

'

.$-

&

$

'

.$-

%

$

&

$

'

..

!

!!

定理
$%(

!

$

是有限集合$

%

#

%

$

&

%

D!

%

$

%

!

证明
!

$

是有限集合$

%

$

%

D-!$

的
.

元子集的个数就是从
-

个元素中选取
.

个不同元素的方法
*

.

-

D

-

&

.

&

%

-E.

&

% &

&

$这里
.

可以取
"

$

-

$)$

-

这
-F-

个值
!

故有

/

#

%

$

&

/,

*

"

-

0

*

-

-

0

)

0

*

-

-

!

!!

在二项式定理

%

"

0

)

&

-

,

*

"

-

"

-

)

"

0

*

-

-

"

-

1

-

)

0

)

0

*

-

-

"

"

)

-

中$令
"D

)

D-

$于是有
!

-

D*

"

-

F*

-

-

F

)

F*

-

-

!

从而
%

#

%

$

&

%

D!

-

D!

%

$

%

!

!"!"&

!

积集

定义
$%'

!

对于正整数
-

$有序
-

数组%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&是
%

.

为第
.

个分量的
-

个对象的序列
!

两个有序
-

数组是相等的$当且仅当它们的每个分量都是相等的
!

定义
$%(

!

-

个集合
$

-

$

$

!

$)$

$

-

的积集
$

-

=$

!

=

)

=$

-

是由全体有序

-

数组%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&构成的集合$其中
%

.

"

$

.

$

-

,

.

,

-!

特别地$若
$

-

D$

!

D

)

D$

-

D$

时$记
$

-

=$

!

=

)

=$

-

为
$

-

!

例如$

$D

-

-

$

!

.$

(D

-

2

$

-

.$

*D

-

"

.$

3D

$

$那么

$

4

(

,

-%

-

$

2

&$%

-

$

-

&$%

!

$

2

&$%

!

$

-

&.$

$

4

*

,

-%

-

$

"

&$%

!

$

"

&.$

*

4

$

,

-%

"

$

-

&$%

"

$

!

&.$

$

4

3

, $

!

注意$这里
$=*

(

*=$!

定理
$%)

!

$

$

(

是两个有限集合$

%

$=(

%

D

%

$

%

,

%

(

%

!

证明
!

从集合
$

中任取一个元素
%

作为第一分量$从集合
(

中任取一个元素

&

作为第二分量构成的有序
!

数组%

%

$

&

&是
$=(

的一个元素
!%

与
&

的不同取法

构成不同的有序
!

数组
!

从集合
$

中选取一个元素有
%

$

%

种方法$从集合
(

中选

取一个元素有
%

(

%

种方法
!

它们可以构成
%

$

%

,

%

(

%

个不同的
!

数组
!

于是
%

$=(

%

D

%

$

%

,

%

(

%

!

同理可以证明
%

$

-

=$

!

=

)

=$

-

%

D

%

$

-

%

,

%

$

!

%

,),

%

$

-

%

!

,

$

,



!"#

!

集合的运算

我们在前一节谈到集合间的一些联系$如包含!子集等$各种不同集合的进一

步联系是通过集合上的各种运算显示出来的
!

定义
$%)

!

集合
$

与
(

的并$交$差集
$

-

(

$

$

.

(

$

$E(

分别为

$

-

(

,

-

"

/

"

"

$

或
"

"

(

.$

$

.

(

,

-

"

/

"

"

$

且
"

"

(

.$

$

1

(

,

-

"

/

"

"

$

且
"

#

(

.

!

!!

由定义看出
$

-

(

是由或是在集合
$

中$或是在集合
(

中的元素组成的
!$

.

(

是由集合
$

和集合
(

的公共元素组成的
!$E(

是由在集合
$

中但不在集合

(

中的元素组成的
!

若取
$

为万有集合
+

$

+E(

称为集合
(

的补集$并记为/

(!

不

难看出

/

(

,

-

"

/

"

"

+

且
"

#

(

.

,

-

"

/

"

#

(

.

!

!!

例如$

$D

-

"

$

-

$

!

.$

(D

-

-

$

!

$

,

.$

+D

-

"

%

"

"

!

且
"

0

"

.

!

$

-

(

,

-

"

$

-

$

!

$

,

.$

$

.

(

,

-

-

$

!

.$

$

1

(

,

-

"

.$

!

(

1

$

,

-

,

.$

/

$

,

+

1

$

,

-

"

/

"

"

!

且
"

0

,

.

!

!!

定理
$%*

!

对于任意集合
$

$

$

-

/

$D+

$

$

.

/

$D

$

!

证明
!

由并与交运算的定义

$

-

/

$

,

-

"

/

"

"

$

或
"

"

/

$

.

,

-

"

/

"

"

$

或
"

#

$

.

,

+!

$

.

/

$

,

-

"

/

"

"

$

且
"

"

/

$

.

,

-

"

/

"

"

$

且
"

#

$

.

, $

!

!!

例
$

!

证明/

$

*

/

(

当且仅当
(

*

$!

证明
!

用反证法证明必要性
!

假设
(

*

$

不成立$那么至少存在一个元素
"

"

"

(

且
"

"

#

$

$从而
"

"

"

/

$!

另一方面
"

"

"

(

$故
"

"

#

/

(!

这就是说$至少存在一个

元素
"

"

$使
"

"

"

/

$

且
"

"

#

/

(

$与/

$

*

/

(

相矛盾$故不可
!

于是仅当
(

*

$

时有/

$

*

/

(!

可用类似的方法证明充分性
!

例
&

!

证明
$

.

(D

/

$

-

/

(!

,

%

,



证明
!

证明的思路是先证明
$

.

(

*

/

$

-

/

(

$再证明/

$

-

/

(

*

$

.

(

$利用集合

间包含关系的反对称性得到
$

.

(D

/

$

-

/

(!

下面我们先证
$

.

(

*

/

$

-

/

(!

任取
"

"

$

.

(

$由补运算的定义知
"

#

$

.

(

$即
"

"

$

与
"

"

(

不能同时成

立
!

由此得出
"

#

$

或
"

#

(!

再由集合并运算的定义知
"

"

/

$

-

/

(

$这里
"

是

$

.

(

的任意元素$故
$

.

(

*

/

$

-

/

(!

再证/

$

-

/

(

*

$

.

(!

任取
"

"

/

$

-

/

(

$由并运算的定义知
"

"

/

$

或
"

"

/

(!

因
$

.

(

*

$

$从上例知

/

$

*

$

.

(!

当
"

"

/

$

时$必有
"

"

$

.

(!

同样因
$

.

(

*

(

$从上例知/

(

*

$

.

(!

当
"

"

/

(

时$必有
"

"%

$

.

(

%

!

综上分析知/

$

-

/

(

的每个元素都是
$

.

(

的元素$

即/

$

-

/

(

*

$

.

(!

1

定理
$%+

!

对任意集合
$

$

(

$

*

下面等式成立(

-?

!

$

-

(D(

-

$

$

$

.

(D(

.

$

"

!?

!

$

-

%

(

-

*

&

D

%

$

-

(

&

-

*

$

$

.

%

(

.

*

&

D

%

$

.

(

&

.

*

"

,?

!

$

-

%

(

.

*

&

D

%

$

-

(

&

.

%

$

-

*

&$

$

.

%

(

-

*

&

D

%

$

.

(

&

-

%

$

.

*

&"

%?

!

$

-$

D$

$

$

.

+D$

"

/?

!

$

-

/

$D+

$

$

.

/

$D

$

!

证明
!

/?

已在定理
->.

中证明
!

其余的均可由集合并!交运算的定义直接证明
!

定理
$%,

!

下面三个关于集合
$

和
(

的命题是相互等价的(

-?

!

$

*

(

"

!?

!

$

-

(D(

"

,?

!

$

.

(D$!

证明
!

我们的证明方法是通过证明
-?

2

!?

2

,?

2

-?

来说明它们是等价的
!

首先证明
-?

2

!?!

已知
$

*

(

$

$

的每个元素都是
(

中的元素$从集合并运算的定义知

$

-

(

,

-

"

/

"

"

$

或
"

"

(

.

,

-

"

/

"

"

(

.

,

(!

!!

再证明
!?

2

,?!

已知
$

-

(D(

$等式两边同时与
$

求交仍然相等
!

然后再定理
->*

中的诸

性质

$

.

(D$

.

%

$

-

(

&

D

%

$

-$

&

.

%

$

-

(

&

%?

D$

-

%

$.

(

&

,?

,

&

,



D$

%%

$.

(

&

.$

&

%?

D$

-

%%

(

.$

&

-

%

(

.

/

(

&&

-?

$

/?

D$

-

%

(

.

%

$-

/

(

&&

,?

D$

-

%

(

.

/

(

&

-?

$

%?

D$

-$

/?

D$! %?

最后证明
,?

2

-?!

已知
$

.

(D$

$任取
"

"

$

.

(

$由集合交运算的定义知
"

"

$

且
"

"

(

$特别

注意到
"

"

(

$由
"

的任意性$得到
$

.

(

*

(!

将
$

.

(D$

代入即是所求的结果

$

*

(!

1

对集合的运算可以用
G7<<

图直观地表示
!

在图
-

中用矩形表示万有集合
+

$

圆表示集合
$

$

(

$

*!

图
$

!

-.//

图

!"$

!

集合的归纳定义

前面谈到有限集合可以用列出集合元素的方法$也可用刻画集合元素性质的

,

'

,



方法来表述
!

但是用集合元素来定义集合$特别是无限集合$不总是很方便的
!

例如

5

H8:HA

程序集合!自然数集合等
$

对这样的集合通常自然地采用归纳定义
$

集合的归纳定义是由基础语句$归纳语句和终结语句三个部分组成的
!

先看个例子
!

非负偶整数集合
5

可以定义为

5

,

-

"

/

"

"

!

$

"

0

"

且
&

)"

!

$使
"

,

!

)

.

!

它也可以归纳定义如下(

-?

!

%基础语句&

"

"

5

"

!?

!

%归纳语句&结果
-

"

5

$则
-F!

"

5

"

,?

!

%终结语句&除了有限多次使用
-?

$

!?

产生的整数之外再也没有其他元素

属于
5!

在这个例子中$我们可以看出(基础语句为该集合提供了基本建筑块
!

这些基

本块应该尽可能地少
!

归纳语句指出如何从集合已有元素构造出其他元素
!

构造方

法要简单可行
!

终结语句表述构造方法的完备性$即除掉基础语句给出的元素外$

集合的每个元素都能用归纳语句提供的方法构造出来$并且该集合的全体元素就

是有限次使用基础语句和归纳语句所得到的全部元素
!

在计算机科学中符号行起着重要作用$在行文编辑程序!处理代数公式程序以

及定理证明程序中$对符号行的运算是核心
!

字母表是由有限多个符号组成的集

合$记为
!

!

从
!

中选取有限个符号排成一行称为字母表
!

上的一个行
!

令
!

D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.$

"D%

.

-

%

.

!

)

%

.

6

!

其中
%

.

-

$

%

.

!

$)$

%

.

6

"!

$那么称
"

是
!

上长为

6

的行
!

特别地$称长为
"

的行为空行$记作
"

!

现有
!

上的两个行
"D%

.

-

%

.

!

)

%

.

6

$

)

D&

7

-

&

7

!

)

&

7

8

$其中
%

.

-

$

%

.

!

$)$

%

.

6

$

&

7

-

$

&

7

!

$)$

&

7

8

"!

!

行
"

与行
)

的连

接是行
"

)

(

"

)

,

%

.

-

%

.

!

)

%

.

6

&

7

-

&

7

!

)

&

7

8

$

它是
!

上长为
6F8

的行
!

一般地$行的连接运算不满足交换律
!

特别地$

"

"

D

"

"D"

$即任何行与空行相连接$则保持不变
!

下面归纳定义两个常用的集合
!

F和
!

3

!

定义
$%*

!

字母表
!

上所有非空行的集合
!

F定义如下(

-?

!

%基础语句&如果
%

"!

$则
%

"!

F

"

!?

!

%归纳语句&如果
"

"!

F且
%

"!

$则
%

与行
"

的连接
%"

"!

F

"

,?

!

%终结语句&集合
!

F只包含有限次使用
-?

$

!?

所得到的那些行
!

集合
!

F包括长为
-

$

!

$)的行$它是一个无限集合
!

特别要指出的是$在
!

F中

的每一个元素都是由有限多个符号组成的行
!

例如
!

D

-

%

$

&

.$那么

,

(

,



!

0

,

-

%

$

&

$

%%

$

%&

$

&%

$

&&

$

%%%

$

%%&

$).

!

!!

定义
$%+

!!

是字母表$

!

上所有行的集合
!

3定义如下(

-?

!

%基础语句&空行
""!

3

"

!?

!

%归纳语句&如果
"

"!

3且
%

"!

$则
%

与行
"

的连接
%"

"!

3

"

,?

!

%终结语句&除了有限次使用
-?

$

!?

构造的行以外$

!

3再没有其他元素
!

例如
!

D

-

%

$

&

.$那么

!

3

,

-

"

$

%

$

&

$

%%

$

%&

$

&%

$

&&

$

%%%

$

%%&

$).

,

-

"

.

-

!

0

!

!!

例
$

!

用归纳方法定义仅由整数$一目运算符
F

$

E

$二目运算符
F

$

E

$

3

$'

及括号组成的算术表达式集合
!

-?

!

%基础语句&令
3D

-

"

$

-

$

!

$)$

#

.$若
"

"

3

F

$则
"

是算术表达式"

!?

!

%归纳语句&如果
"

和
)

是算术表达式$则%

E"

&$%

F"

&$%

"F

)

&$%

"E

)

&$%

"

3

)

&$%

"

'

)

&是算术表达式"

,?

!

%终结语句&一个符号行是算术表达式$当且仅当它是有限次使用
-?

$

!?

得

到的
!

不难验证
,%-

$

""""

$%

,F*

&$%

,

3

%

E.-

&&$%%

F-

&

E

%%

F.

&'

*

&&都是上面定

义的集合中的元素
!

习
!!

题

->

下面的集合
$

和集合
(

是否是相等的/

%

-

&

$D

-

-

$

!

$

,

.$

(D

-

"

%

"

"

!

."

%

!

&

$D

-

-

$

!

$

%

.$

(D

-

-

$

!

$

!

$

%

."

%

,

&

$D

-

%

$

&

$

%&

.$

(D

-

&

$

%&

$

%

$

&

$

%

.

!

!>

已知
$

*

(

$

(

4

*

$证明
$

4

*!

,>

下面的等式是否成立/

%

-

&-

"

.

D

$

"

%

!

&

$

D"

"

%

,

&-

$

.

D

$

"

%

%

&

$

D

-

"

%

"

(

"

."

%

/

&

$

D

-

(

%

(

*

$

且
%

(

%

D"

."

%

.

&

#

%

$

&

D

$

!

%>

下面的命题是否成立/

%

-

&如果
$

(

(

$

(

(

*

$则
$

(

*

"

%

!

&如果
%

#

$

$

$

)

(

$则
%

#

(

"

%

,

&

%

#

%

$

&

%'

-

推出
$

($

!

,

)

,



/>

证明下列不等式(

%

-

&

$

.

%

/

$

-

(

&

D$

.

(

"

%

!

&

$

-

%

$

.

(

&

D$

"

%

,

&

$

-

$

$

!

$)$

$

-

为集合$证明

.

.

$

. ,

-

.

$

.

$

!

-

.

$

. ,

.

.

$

.

!

!!

.>

证明下列命题(

%

-

&

(

*

*

2

%

$

.

(

&

*

%

$

.

*

&"

%

!

&

$

*

*

$

(

*

*

2

%

$

-

(

&

*

*

"

%

,

&

$

和
(

是有限集合$那么
%

$

-

(

%,%

$

%

F

%

(

%

$并且仅当
$

.

(D

$

时等式成立
!

*>

用归纳法定义如下集合(

%

-

&十进制无符号整数$它应该包括
%

$

-.*

$

""-!

等"

%

!

&带有限小数部分的无符号实数$它应该包括
.>-

$

*-!!

$

.->!""

等"

%

,

&不以
"

打头的二进制偶整数$它应该包括
"

$

--"

$

-"-"

等
!

,

*!

,



第
"

章
!

数 论 初 步

数论是一个古老的数学分支
!

在本章中我们主要介绍初等数论中的基本知识$

它包括整除性!同余式!原根与指数等内容$为第
/

章以后学习群!环!域的知识提

供一个现实模型$也为今后学习保密通讯!密码体制作必要的准备
!

#"!

!

整
!

除
!

性

在现实世界的数量关系中$人们首先认识到
-

$

!

$

,

$)这些正整数$在正整数

之间可以做加法运算
!

为了能做减法运算又扩充到负整数和零
!

全体正整数构成了

自然数集合
0!

全体正负整数和零构成了整数集合
!!

整数集合和自然数集合是初

等数论研究的对象
!

在整数集合
!

中可以进行加!减!乘运算$并且满足一些规律%例如$加法的交

换律和结合律$乘法对加法的分配律等&

!

一般不能做除法运算$所以$研究整数间

能否相除是揭示整数特性的一个重要手段
!

#"!"!

!

整除关系及其性质

定义
&%$

!

%

$

&

是整数$

%

整除
&

当且仅当存在整数
9

$使得
%9D&

$并记为

%

%

&

$也称
%

是
&

的一个因子
!

整除性反映了两个整数之间的一种关系$如
E,

%

.

$

,

%

E.

$

% .!

定理
&%$

!

设
%

$

&

$

'

$

"

$

)

"

!!

整除关系具有如下一些性质(

-?

!

对任何
%

均有
%

%

%

"

!?

!

若
%

%

&

且
&

%

%

$则
%DI&

"

,

!!

,



,?

!

若
%

%

&

且
&

%

'

$则
%

%

'

"

%?

!

若
%

%

&

$则
%

%

%

&'

&"

/?

!

若
%

%

&

且
%

%

'

$则
%

%

%

&"F'

)

&"

.?

!

若
%

$

&

'

"

且
%

%

&

$则
%

,

&!

证明
!

-?

$

,?

$

%?

$

/?

利用整除定义可以证明
!

这里只证明
!?

和
.?!

证明
!?

!

由
%

%

&

和
&

%

%

$知存在
"

$

)

"

!

$使得
%"D&

$

&

)

D%!

将它们的左

边!右边分别相乘得到
%&"

)

D%&

$推出
"

)

D-!

从而只能有两种情况
"D

)

D-

或
"

D

)

DE-

$即
%D&

或
%DE&!

证明
.?

!

%

$

&

'

"

且
%

%

&

$必有
"

"

0

使
%"D&!

这里
"

0

-

$得出
%

,

&!

更一

般地$若
%

$

&

"

!

$且
%

$

&

(

"

$

%

%

&

$那么
%

%

%%%

&

%

!

由
.?

推出
%

%

%,%

&

%

$即
E

%

&

%,

%

,%

&

%

!

这表明非零的整数
&

只有有限多个因子
!

由于任何
"

"

!

$

"

,

"D"

$从而

"

有无限多个因子
!

1

#"!"#

!

最大公因子

有了整除的概念就可以定义两个整数的最大公因子
!

定义
&%&

!

%

$

&

是两个不同时为零的整数$

%

$

&

的最大公因子
9D

%

%

$

&

&

满足(

-?

!

9

%

%

$

9

%

&

$即
9

是
%

与
&

的公共因子"

!?

!

若
'

%

%

$

'

%

&

$则
'

,

9

$即
9

是
%

与
&

的所有公共因子中最大的一个
!

类似地可以定义%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

!

一个整数至少有两个因子(

-

和自身
!

两个整数至少有一个公因子
-!

前面已经

分析过$每个非零整数只有有限多少因子
!

从而当
%

$

&

不全为零时$它们的公因子

也只有有限多个
!9

则是最大的那个公因子
!

显然
9D

%

%

$

&

&

0

-!

例如$%

E,

$

E.

&

D,

$%

E,

$

.

&

D,

$%

!

$

,

&

D-!

如果两个整数的最大公因子为
-

$则称这两个整数是

互素的
!

为了考察是否存在整数
"

$

)

$使得
%

与
&

的最大公因子
9D%"F&

)

!

也就是

%

$

&

的最大公因子
9

是否能用
%

与
&

线性表示出来
!

为此$我们先扩大范围研究

集合

#

,

-

%"

0

&

)

/

"

$

)"

!

.

!

!!

该集合有如下性质(

-?

!

若
2

$

-

"

#

$则
2I-

"

#

"

!?

!

若
-

"

#

$

'

"

!

$则
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"

#

"

,?

!

记
#

中最小正整数为
9

$那么
#

中每个数都是
9

的倍数
!

反过来$

9

的每

,

"!

,



个倍数也必属于
#!

上面的性质
-?

和
!?

是显然的
!

现证明性质
,?!

因为
%

$

&

不全为零$

I%

$

I&

显

然属于集合
#!

也就是说$集合
#

中有正元素$所以
#

中一定存在着一个最小的正

整数
9!

任取
'

"

#

$有
'D

:

9F;

$其中
:

和
;

分别为
'

除以
9

得到的商和非负余

数$

"

,

;

+

9!

因为
9

"

#

$由性质
!?

知
:

,

9

"

#!

又因
'

"

#

$由性质
-?

知
;D'E

:

,

9

"

#!

由于
9

是
#

中最小的正整数$从而必有
;D"

$即
'D

:

,

9

$故

#

,

-
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0

&

)

/

"

$

)"

!

.

,

-

6

,

9

/

6

"

!

.

!

!!

下面证明
#

的最小正整数
9

就是
%

与
&

的最大公因子
!

由于
9

"

#

$存在
"

"

$

)

"

"

!

$使得
9D%"

"

F&

)

"

!

因为%

%

$

&

&

%

%

$%

%

$

&

&

%

&

$于是%

%

$

&

&

%

9!

由整除的性

质
.?

$知%

%

$

&

&

,

9!

另一方面$因为
%

"

#

$

&

"

#

$那么存在
6

-

$

6

!

"

!

$使得
%D

6

-

9

$

&D6

!

9

$从而
9

是
%

与
&

的公因子
!

而%

%

$

&

&是
%

与
&

的最大公因子$所以

9

,

%

%

$

&

&

!

综上知
9D

%

%

$

&

&

!

从上面的讨论看出$若
%

$

&

是不全为零的整数$那么一定存在整数
"

$

)

使
%"

F&

)

D

%

%

$

&

&

!

另外$整数
-

可以表示成
%"F&

)

形式的充要条件是%

%

$

&

&

%

-!

显

然$当
%

与
&

互素时$任何整数
-

都可以表示成
%"F&

)

的形式$由此得到(

定理
&%&

!

设
%

$

&

是不为零的整数$那么

-?

!

%

%

$

&

&是集合
#D

-

%"F&

)

%

"

$

)

"

!

.中最小的正整数"

!?

!

整数
-

可以表示成
%"F&

)

形式的充要条件是%

%

$

&

&

%

-!

利用定理
!>!

可以得到关于最大公因子的一些有用的性质
!

推论
&%$

!

若
2

为正整数$则%

2%

$

2&

&

D2

%

%

$

&

&

!

证明
!

%

2%

$

2&

&

D

形如
2%"F2&

)

的最小正整数

D2

,形如
%"F&

)

的最小正整数

D2

,%

%

$

&

&

!

特别有(

-?

!

若%

%

$

&

&

D9

$则
9D

%

%

$

&

&

D9

%

9

$

&

% &

9

!

两边除以
9

$得到 %

9

$

&

% &

9

D-!

!?

!

若
2

是
%

与
&

的公因子$

%D2%

-

$

&D2&

-

!

%

%

$

&

&

D2

%

%

-

$

&

-

&$所以

2

%

%

%

$

&

&$即
%

与
&

的公因子是最大公因子的因子
!
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推论
&%&

!

若%

%

$
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D-

$则%
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&
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证明
!

由%
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%
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知存在
"
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$
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"

$
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-
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"
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$使得
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F2

)

"

D-

$
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D-!

将这两个式子左右两边分别相乘$得到

%&"
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-
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%
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0

&"

-
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0
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-

&
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从而%

%&

$

2

&
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,
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推论
&%'

!

%

$

&

是不全为零的整数$对任意整数
"

有%

%

$

&

&

D

%

%

$

&F%"

&

!

证明
!

令
<

D

%

%

$

&

&$

=D

%

%

$

&F%"

&

!

由
<

%

%

$

<

%

&

知
<

%

%

&F%"

&$即
<

是
%

与
&F%"

的公因子
!

从推论
!>-

中的
!?

知
<

%

=!

另一方面
=

%

%

$

=

%

%

&F%"

&$推出

=

%

&!

从而
=

是
%

与
&

的公因子
!

同理
=

%

<

!

由定理
!>-

中
!?

和
=

$

<

'

"

$得出
=D

<

$即%

%

$

&

&

D

%

%

$

&F%"

&

!
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推论
&%(

!

若
'

%
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且%

'

$

&

&

D-

$则
'

%

%!

证明
!

由
'

%

%&

$

'

%

%'

$根据推论
!>-

中的
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知
'

%

%
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$
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而从推论
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知

%
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$

%'

&

D%

%

&

$

'

&

D%

,

-D%!

于是
'

%

%!

1

上面的证明%

%

$

&

&可以表示成
%"F&

)

形式的过程中$没有给出一种可行的方

法求出
"

和
)

!

我们利用推论
!>,!

可以得到求解
%"F&

)

D

%

%

$

&

&的欧几里得算

法
!

由于%

%

$

&

&

D

%

%

%

%

$

%

&

%

&$我们这里不妨假设
%

0

&
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定理
&%'
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%

$
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为正整数$有下列关系式(
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!
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+
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$
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.F!
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证明
!

在上述辗转相除的一系列关系式中$

&

'

;

"

'

;

-

'

)

;

.F-

'

;

.F!

0

"

是

一个非负的递减序列
!

因此经过数次相除以后所得到的余数必为
"!

我们这里假设

;
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根据推论
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%

;

.

$

;

.

0

-
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由上述辗转相除算法$不仅可以得到%

%

$

&

&$利用这些关系式反推回去$就可

以得到%

%

$

&

&

D%"F&

)

中的
"

$

)

的值
!

例
$
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计算%
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解
!

按定理
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提供的辗转相除算法得到关系式(
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%
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-
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-/

$

方程
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)

D#

的解为
"DE-/

$

)
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#"!"$

!

最小公倍数

定义
&%'

!

%

$

&

为整数$

%

与
&

的最小公倍数
'D

0

%

$

&

1满足(
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%

%

'

$

&

%

'

且
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若
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$则
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类似可以定义0

%

-

$

%

!
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%
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!

任何两个整数
%

$

&

存在着正公倍数$如
%
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%

!

我们知道$若
?

是
%

与
&

的公倍

数$则对于任何正整数
"

$

?"

也是
%

与
&

的公倍数
!

所以
%

与
&

不存在最大公倍

数
!

显然
%

与
&

有最小正公倍数
'!

我们称
'

为
%

与
&

的最小公倍数
!

对于两个非零整数的最小公倍数也有类似于最大公因子的结论
!

定理
&%(

!

%

$

&

为非零整数$

%

与
&

的每个公倍数均是最小公倍数的倍数
!

证明
!

考虑集合
#!D

-

%

与
&

的所有公倍数.

!

该集合有如下性质(
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若
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-
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"
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若
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"
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!

#!

中有最小正整数
?

$那么
#!

中每个元素均是
?

的倍数
!

反过来
?

的任意

倍数必属于
#!!

显然
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就是
%

与
&

的最小公倍数
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是显然的
!

因
#!
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%

与
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的所有公倍数组成的$
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中有正

数$从而
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中的最小正整数
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"
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$所以
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由
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!

这说明非零整数
%

$

&

的

每个公倍数都是最小公倍数的倍数
!

1

利用定理
!>%

可以得到关于最小公倍数的一些有用的性质
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推论
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为正整数$则0
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!
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由
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与
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的公倍数$从而0
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另一方面$若
8

是
2%

与
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的

公倍数$必有
2
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不妨令
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$那么
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是
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与
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推出
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推论
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若
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$
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为正整数$则0
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证明
!

首先讨论%

%

$

&
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的情况$0

%
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&

1是
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与
&

的最小公倍数$存在
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得出
&

%

2

-

!2

-

应该是满足此关系的最小正整数$所以
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中的
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从上面的结论$有
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这正是所要的结论
!
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!

素因子分解唯一性定理

%

是
&

的因子当且仅当
%

%

&!

如果正整数
&

只有
-

和
&

为其因子$则称
&

为素

数
!

例如
!

$

,

$

/

$

*

$
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$
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$
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$
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$)$每个大于
-

的整数都可以被一个素数整除$从

而得到该整数的素因子分解式
!

例如
."D!

!
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,

,
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如果不考虑因子出现的次序$

那么这种分解形式是唯一的
!

我们只叙述素因子分解唯一性定理$而不加以证明
!

定理
&%)

%素因子分解唯一性定理&

任意正整数都能用一种方式且只有一种方式写成素数的乘积
!

我们可以用加法作为构造自然数的手段$任何正整数
-D-F-F

)
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-

$其基

本元素就是
-!

当用乘法作为构造自然数的手段时$其基本元素是全体素数
!

这个

结论是素因子分解唯一性定理告诉我们的
!

那么有多少个素数呢/ 结论是(存在着无限多个素数
!

可用反证法证明这一结

论
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产生矛盾$故不可
!

所以有无限多个素数
!

一般来说$对给定的整数进行素因子分解是很困难的
!

首先遇到的问题是没有

一种*可行性算法+来确定所给的整数是否是素数
!

奥地利天文学家用厄氏筛法花

了
!"

年时间得到了
-"

+以内的素数
!!"

世纪
."

年代美国宣布他们的计算机内存

放着前
/=-"

+个素数
!-#+/

年
#

月美国在
1J@KL M2

超级计算机上计算的最

,

&!

,



大素数为
!

!-."#-

E-

'

-"

./"/"

!

这是目前人们知道的最大素数
!

#"#

!

线性不定方程

限制在某类数中%如正整数!有理数等&求解的方程叫丢番图方程
!

最简单的丢

番图方程就是线性不定方程

%

-

"

-

0

%

!

"

!

0

)

0

%

-

"

-

,

-!

求其整数解
!

早在
-%""

多年前$隋朝2张丘健算径3一书中最后一问是世界著名的百鸡问

题
!

问题是(鸡翁一$值钱五$鸡母一$值钱三$鸡仔三$值钱一$百钱买百鸡$问鸡翁!

鸡母!鸡仔各几何/ 设鸡翁
"

只$鸡母
)

只$鸡仔
,A

只
!

由题意列出方程

/"

0

,

)

0

A

,

-""

"

0

)

0

,A

,

-""

-

!

消去
A

$得到
*"F%

)

D-""!

这时多元线性不定方程化为二元线性不定方程
!

以下我们只讨论二元线性不定方程
!

定理
&%*

!

%

$

&

$

-

为整数
!%"F&

)

D-

有解当且仅当%

%

$

&

&

%

-!

如果
"

"

$

)

"

是
%"F&

)

D-

的一组解$则通解为

"

,

"

"

0

&

%

%

$

&

&

B

$

!

)

,

)

"

1

%

%

%

$

&

&

B

$

其中
B

为整数
!

证明
!

由上节定理
!>!

对集合
#D

-

%"F&

)

%

"

$

)

"

!

.的讨论知
%"F&

)

D-

有解当且仅当%

%

$

&

&

%

-!

如果
"

"

$

)

"

是
%"F&

)

D-

的一组解$即
%"

"

F&

)

"

D-!

由于

"

"

0

&

%

%

$

&

&

% &

B

0

&

)

"

1

%

%

%

$

&

&

% &

B

,

-

$

所以
"D"

"

F

&

%

%

$

&

&

B

$

)

D

)

"

E

%

%

%

$

&

&

B

是
%"F&

)

D-

的解
!

反过来$若
"

$

)

是方

程
%"F&

)

D-

的解$则

%

%

"

1

"

"

&

0

&

%

)

1

)

"

&

,

"!

由此得出
&

%

%

%

"E"

"

&$即 &

%

%

$

&

&

%

%

%

$

&

&

%

"E"

"

&

!

而 %

%

%

$

&

&

$

&

%

%

$

&

% &

&

D-

$于是

,

'!

,



&

%

%

$

&

&

%

"E"

"

&$即
"D"

"

F

&

%

%

$

&

&

B

$其中
B

为一个整数
!

将
"

的表达式代入
%

%

"

E"

"

&

F&

%

)

E

)

"

&

D"

$解出
)

D

)

"

E

%

%

%

$

&

&

B!

由此可知该方程的通解为

"

,

"

"

0

&

%

%

$

&

&

B

$

!

)

,

)

"

1

%

%

%

$

&

&

B!

1

!!

例
$

!

前面的百鸡问题
*"F%

)

D-""!

因%

*

$

%

&

D-

$所以方程有解$

"

"

D"

$

)

"

D!"

是一组特解
!

通解为
"D%B

$

)

D!/E*B!

为保证
"

$

)

为正整数$

B

只能取值
"

$

-

$

!

$

,!

故该方程的解共有四组
!

它们是

"

,

"

)

,

!/

,A

,

*/

8

9

:

$

!

"

,

%

)

,

-+

,A

,

*+

8

9

:

$

!

"

,

+

)

,

--

,A

,

+-

8

9

:

$

!

"

,

-!

)

,

%

,A

,

+%

8

9

:

!

#"$

!

同余式与线性同余方程

#"$"!

!

同余式及其性质

!!

在
!>-

节中我们讲到整除性
!

整数
%

除以整数
&

$如果余数为
"

$称
&

%

%!

当

& %

时$余数有各种可能性
!

为了区分它们$我们引入同余的概念
!

定义
&%(

!

设
%

$

&

$

2

"

!

$

2

(

"

$

%

与
&

模
2

同余当且仅当
2

%

%

%E&

&$并记

为
%

;

&

%

NC;2

&

!

显然
%

;

&

%

NC;2

&与
%

;

&

%

NC;E2

&等价
!

所以$以后假设
2

'

"!

同余式有许多与通常等式相类似的性质
!

我们列举如下%设
%

$

&

$

'

$

"

$

)

"

!

&(

-?

!

%

;

%

%

NC;2

&"

!?

!

若
%

;

&

%

NC;2

&$则
&

;

%

%

NC;2

&"

,?

!

若
%

;

&

%

NC;2

&$

&

;

'

%

NC;2

&$则
%

;

'

%

NC;2

&"

%?

!

若
%

;

&

%

NC;2

&$

'

;

9

%

NC;2

&$则

%

0

'

;

&

0

9

%

NC;2

&$

!!

%'

;

&9

%

NC;2

&"

!!

/?

!

若
%

;

&

%

NC;2

&且
9

%

2

$则
%

;

&

%

NC;9

&"

.?

!

若
%

;

&

%

NC;2

&$则
%"

;

&"

%

NC;2

&"

*?

!

%"

;

%

)

%

NC;%2

&当且仅当
"

;

)

%

NC;2

&"

,

(!

,



+?

!

若
%"

;

%

)

%

NC;2

&且%

%

$

2

&

D-

$则
"

;

)

%

NC;2

&"

#?

!

"

;

)

%

NC;2

.

&$

-

,

.

,

;

当且仅当
"

;

)

%

NC;

0

2

-

$

2

!

$)$

2

;

1&

!

以上诸性质都可以由同余定义直接得到
!

证明从略
!

#"$"#

!

线性同余方程

%

$

&

为整数$我们要求线性同余方程
%"

;

&

%

NC;2

&的解
!

先看一个特殊

情况
!

定理
&%+

!

设%

%

$

2

&

D-!

对于每个整数
&

$同余方程
%"

;

&

%

NC;2

&有模
2

唯一解
!

证明
!

因为%

%

$

2

&

D-

$对于每个整数
&

都存在着
"

$

)

"

!

$使得
%"F2

)

D

&

$即
%"

;

&

%

NC;2

&

!"

就是该同余方程的解
!

下面证明解是模
2

唯一的
!

若
"

-

$

"

!

都是
%"

;

&

%

NC;2

&的解$即
%"

-

;

%"

!

;

&

%

NC;2

&

!

由于%

%

$

2

&

D-

$得到
"

-

;

"

!

%

NC;2

&

!

这说明方程的任意两个解

是模
2

同余的$即解模
2

唯一
!

1

定理
&%,

!

同余方程
%"

;

&

%

NC;2

&有解当且仅当%

%

$

2

&

%

&!

当条件满足时$

该同余方程有%

%

$

2

&个模
2

不同余的解(

"

,

"

"

0

2

%

%

$

2

&

B

%

NC;2

&$

!

"

,

B

,

%

%

$

2

&

1

-!

其中
"

"

是同余方程

%

%

%

$

2

&

"

;

&

%

%

$

2

&

NC;

2

%

%

$

2

% &

&

的解
!

证明
!

设
"

"

是同余方程
%"

;

&

%

NC;2

&的解
!

即
2

%

%

%"

"

E&

&

!

由于%

%

$

2

&

%

2

$

显然有%

%

$

2

&

%

%

%"

"

E&

&

!

又由%

%

$

2

&

%

%

$推出%

%

$

2

&

%

&!

反过来$当%

%

$

2

&

%

&

时$存在
"

-

$

)

-

"

!

$使
%"

-

F2

)

-

D&

$即
%"

-

;

&

%

NC;2

&

!

这表明
"

-

就是同余方

程
%"

;

&

%

NC;2

&的一个解
!

当满足同余方程有解的条件%

%

$

2

&

%

&

时$

%"

;

&

%

NC;2

&可以化成等价的同

余方程

%

%

%

$

2

&

"

;

&

%

%

$

2

&

NC;

2

%

%

$

2

% &

&

!

由于 %

%

%

$

2

&

$

2

%

%

$

2

% &

&

D-

$该方程有模 2

%

%

$

2

&

唯一解
"

;

"

"

NC;

2

%

%

$

2

% &

&

!

这

里不妨取
"

,

"

"

+

2

%

%

$

2

&

!

这个
"

"

也是
%"

;

&

%

NC;2

&的一个解
!

下面证明
"

"

F

,

)!

,



.

2

%

%

$

2

&

$

"

,

.

,

%

%

$

2

&

E-

也是
%"

;

&

%

NC;2

&的解
!

把它们代入方程

%

"

"

0

.

2

%

%

$

2

% &

&

,

%"

"

0

%

%

%

$

2

&

.2

;

&

%

NC;2

&

!

而

"

,

"

"

0

.

2

%

%

$

2

&

+

2

%

%

$

2

&

0

%%

%

$

2

&

1

-

&

2

%

%

$

2

&

,

2

$

所以
"

"

F.

2

%

%

$

2

&

$

"

,

.

,

%

%

$

2

&

E-

是%

%

$

2

&个模
2

不同余的解
!

反过来$假

设
)

是
%"

;

&

%

NC;2

&的一个解
!

必有
%"

"

;

%

)

;

&

%

NC;2

&$推出
"

"

;

)

NC;

2

%

%

$

2

% &

&

$即
)

D"

"

F6

2

%

%

$

2

&

!

令
.

表示
6

除以%

%

$

2

&的非负余数$那么
)

;

"

"

F.

2

%

%

$

2

&

%

NC;2

&

!

这说明
%"

;

&

%

NC;2

&除上述%

%

$

2

&个解之外没有其

他形式的解
!

1

!

例
$

!

解
-%"

;

!*

%

NC;,-

&

!

解
!

因%

-%

$

,-

&

D-

$

-%"

;

!*

%

NC;,-

&

!

有模
,-

唯一解$

-%"

;

!*

;

/+

%

NC;,-

&

!

因%

!

$

,-

&

D-

$利用同余式性质
+?

得到

*"

;

!#

%

NC;,-

&

!

又由
*"

;

!#

;

#-

%

NC;,-

&且%

*

$

,-

&

D-

$解出
"

;

-,

%

NC;,-

&

!

例
&

!

解
."

;

,"

%

NC;,,

&

!

解
!

%

.

$

,,

&

D,

且
,

%

,"

$由定理
!>+

知该同余方程有
,

个模
,,

不同余的解
!

与
."

;

,"

%

NC;,,

&等价的同余方程
!"

;

-"

%

NC;--

&中%

!

$

--

&

D-

$

"

;

/

%

NC;--

&是它的模
--

唯一解
!"

;

/F--B

%

NC;,,

&$

"

,

B

,

!

是同余方程
."

;

,"

%

NC;,,

&的三个模
,,

不同余的解$即该同余方程的解为

"

;

/

$

-.

$

!*

%

NC;,,

&

!

#"$"$

!

求解线性同余方程组

我国古代数学著作2孙子算经3中*物有不知其数+一问(*今有物不知其数
!

三

三数之余二$五五数之余三$七七数之余二$问物几何/+用数学语言来描述就是%设

其数为
"

&

"

;

!

%

NC;,

&

"

;

,

%

NC;/

&

"

;

!

%

NC;*

&

8

9

:

!

,

*"

,



这一问题的古代算法在程大位的2算法统宗3中总结成(

*三人同行七十稀$

五树梅花廿一枝$

七子团圆月正半$

除百零五便得知
!

+

意思是以
*"

$

!-

$

-/

分别乘该数除以
,

$

/

$

*

所得的余数
!

$

,

$

!

$将结果相加再模

-"/!

即

"

;

*"

,

!

0

!-

,

,

0

-/

,

!

,

!,,

;

!,

%

NC;-"/

&

!

国外数论文献中把这个算法称之为中国剩余定理
!

在下面定理中将给出证明
!

定理
&%1

!

设自然数
2

-

$

2

!

$)$

2

;

两两互素$对任意整数
%

-

$

%

!

$)$

%

;

$线

性同余方程组
"

;

%

.

%

NC;2

.

&$

-

,

.

,

;

均有解$并且解是模
2

-

2

!

)

2

;

唯

一的
!

证明
!

令
CD2

-

2

!

)

2

;

$

C

.

D

C

2

.

$%

C

.

$

2

.

&

D-

$

-

,

.

,

;!

对每个
.

$

C

.

&

.

;

-

%

NC;2

.

&有解并且当
7

(

.

时$

C

7

&

.

;

"

%

NC;2

.

&

!

现令
)

,

<

;

7

,

-

C

7

&

7

%

7

$显然

);

C

.

&

.

%

.

;

%

.

%

NC;2

.

&$

!

-

,

.

,

;

$

从而
)

是同余方程组的解
!

同时与
)

模
2

-

2

!

)

2

;

同余的数也是该同余方程组

的解
!

令
)

-

$

)

!

都是同余方程组的解$那么
)

-

E

)

!

;

"

%

NC;2

.

&$

-

,

.

,

;!

也就是

说
)

-

E

)

!

是
2

-

$

2

!

$)$

2

;

的公倍数$从而0

2

-

$

2

!

$)$

2

;

1

%

%

)

-

E

)

!

&

!

而
2

-

$

2

!

$)$

2

;

两两互素$0

2

-

$

2

!

$)$

2

;

1

D2

-

2

!

)

2

;

最后得出

)

-

;)

!

%

NC;2

-

2

!

)

2

;

&

!

1

!!

该定理的证明是构造性的$它已指明解线性同余方程组的具体步骤
!

例
$

!

解同余方程组

"

;

!

%

NC;,

&

"

;

,

%

NC;/

&

"

;

!

%

NC;*

&

8

9

:

!

!!

解
!

本题中
CD,

,

/

,

*D-"/

$

C

-

D,/

$

C

!

D!-

$

C

,

D-/!

由
,/&

-

;

-

%

NC;

!

&$

!-&

!

;

-

%

NC;/

&$

-/&

,

;

-

%

NC;*

&分别解出
&

-

D!

$

&

!

D-

$

&

,

D-!

从而

)

,

,/

,

!

,

!

0

!-

,

-

,

,

0

-/

,

-

,

!

,

*"

,

!

0

!-

,

,

0

-/

,

!

,

!,,!

)

;

!,

%

NC;-"/

&是该同余方程组的解
!

,

!"

,



定理
&%$2

!

线性同余方程组
"

;

%

.

%

NC;2

.

&$

.D-

$

!

$有解的充要条件是

%

2

-

$

2

!

&

%

%

%

-

E%

!

&

!

在条件满足时$该方程组的解模0

2

-

$

2

!

1唯一
!

证明
!

该方程组有解就是存在着整数
D

$

B

$使
"D2

-

BF%

-

且
"D2

!

DF%

!

$

即
2

-

BE2

!

DD%

!

E%

-

!

从定理
!>.

知该方程有解当且仅当%

2

-

$

2

!

&

%

%

%

!

E%

-

&

!

所以线性同余方程组有解的充要条件是%

2

-

$

2

!

&

%

%

%

-

E%

!

&

!

若当条件满足时$

"

-

和
"

!

都是该方程组的解$则

"

-

1

"

!

;

"

%

NC;2

-

&

"

-

1

"

!

;

"

%

NC;2

!

&

-

!

"

-

E"

!

是
2

-

$

2

!

的公倍数
!

于是0

2

-

$

2

!

1

%

%

"

-

E"

!

&$即
"

-

;

"

!

%

NC;

0

2

-

$

2

!

1&

!

它说明该方程组的解模0

2

-

$

2

!

1唯一
!

1

例
&

!

求解

"

;

!

%

NC;%

&

"

;

"

%

NC;.

&

-

!

!!

解
!

因%

%

$

.

&

%

%

!E"

&$该方程组有解并且解模
-!

唯一
!

下面就求它的解
!

由
"

;

!

%

NC;%

&$知
"D!F%6

-

$将
"

代入
"

;

"

%

NC;.

&$得到
%6

-

;

%

%

NC;.

&$化简后

为
6

-

;

-

%

NC;,

&

!

于是
6

-

D-F,6

!

!

再代入
"D!F%6

-

$得到
"D.F-!6

!

!

从而解

为

"

;

.

%

NC;-!

&

!

#"%

!

欧拉定理及欧拉函数

#"%"!

!

完系与缩系

!!

对于给定的整数
2

$每个整数都与且仅与集合-

"

$

-

$)$

2E-

.中一个数模
2

同余
!

一般地$

定义
&%)

!

整数集合-

"

-

$

"

!

$)$

"

2

.$如果每个整数都与且仅与该集合中一个

"

.

模
2

同余$则称-

"

-

$

"

!

$)$

"

2

.为模
2

的完系
!

显然-

"

$

-

$

!

$

,

$

%

.是模
/

的完系$-

-"

$

!-

$

!*

$

,+

$

E-

.也是模
/

的完系
!

不难看

出$模
2

的完系有两个特征$首先它是由
2

个元素组成的$其次这些元素相互不

模
2

同余
!

,

""

,



我们把模
2

的同余类表示成
$

.

D

-

"

%

"

"

!

$

"

;

.

%

NC;2

&.$

"

,

.

,

2E-!

每个整数都与-

"

$

-

$)$

2E-

.中一个数同余$所以每个整数只属于
$

"

$

$

-

$)$

$

2E-

中的一个
!

若
"

"

$

.

且%

"

$

2

&

D-

$那么
$

.

中的任意元素
)

都必有%

)

$

2

&

D

-!

这是因为
"

$

)

"

$

.

$

"

;

)

%

NC;2

&$即
"D

)

F62!

如果%

)

$

2

&

D9

$则必有

9

%

"!

再由
9

%

2

知
9

%

%

"

$

2

&

!

而%

"

$

2

&

D-

$从而%

)

$

2

&

D9D-!

若
"

"

$

.

且%

"

$

2

&

D-

$则称
$

.

是与
2

互素的同余类$与
2

互素的同余类

个数记为
#

%

2

&$称为欧拉函数
!

定义
&%*

!

在每个与
2

互素的同余类中取一个元素作为代表放在一起构成的

集合-

;

-

$

;

!

$)$

;

#

%

2

&

.叫做模
2

的缩系
!

例
$

!

-

"

$

-

$

!

$

,

$

%

$

/

.是模
.

的完系$六个同余类
$

.

D

-

.6F.

%

6

"

!

.$

"

,

.

,

/

中
$

-

$

$

/

是与
.

互素的同余类$故
#

%

.

&

D!!

-

-

$

/

.$-

*

$

E-

.都是模
.

的缩系
!

实际上$把-

-

$

!

$)$

2E-

.中与
2

互素的数放在一起就恰好是模
2

的一个

缩系
!

#

%

2

&就是不超过
2

且与
2

互素的正整数个数
!

不难验证
#

%

!

&

D-

$

#

%

,

&

D

#

%

%

&

D

#

%

.

&

D!

$

#

%

/

&

D

#

%

+

&

D%

$

#

%

*

&

D.!

我们规定
#

%

-

&

D-!

显然对于素数
@

$

#

%

@

&

D

@

E-!

引理
&%$

!

已知%

%

$

2

&

D-!

若-

"

-

$

"

!

$)$

"

2

.是模
2

的完系$则-

%"

-

$

%"

!

$

)

%"

2

.也是模
2

的完系$若-

;

-

$

;

!

$)$

;

#

%

2

&

.是模
2

的缩系$则-

%;

-

$

%;

!

$)$

%;

#

%

2

&

.也是模
2

的缩系
!

证明
!

-

"

-

$

"

!

$)$

"

2

.是模
2

的完系$由其定义
.

(

7

$

"

.

=

"

7

%

NC;2

&

!

如果

%"

.

;

%"

7

%

NC;2

&$由于%

%

$

2

&

D-

$推出必有
"

.

;

"

7

%

NC;2

&

!

这与-

"

-

$

"

!

$)$

"

2

.是模
2

的完系矛盾
!

由此得出
%"

-

$

%"

!

$)$

%"

2

是两两模
2

互不同余的
2

个

元素$它们正好构成一个模
2

的完系
!

-

;

-

$

;

!

$)$

;

#

%

2

&

.是模
2

的缩系$由其定义知%

;

.

$

2

&

D-

$

-

,

.

,#

%

2

&$并

且
.

(

7

$

;

.

=

;

7

%

NC;2

&

!

从%

;

.

$

2

&

D-

和%

%

$

2

&

D-

$根据推论
!>!

知%

%;

.

$

2

&

D-!

前面已经证明过
.

(

7

$

%;

.

=

%;

7

%

NC;2

&

!%;

-

$

%;

!

$)

%;

#

%

2

&

恰是
#

%

2

&个与

2

互素且两两模
2

不同余的元素
!

它们恰好构成模
2

的一个缩系
!

1

#"%"#

!

欧拉定理与费马定理

定理
&%$$

%欧拉定理&

如果%

%

$

2

&

D-

$则
%

#

%

2

&

;

-

%

NC;2

&

!

证明
!

取一个模
2

的缩系-

;

-

$

;

!

$)$

;

#

%

2

&

.

!

当%

%

$

2

&

D-

时$-

%;

-

$

%;

!

$)$

%;

#

%

2

&

.也是模
2

的缩系
!

任选一个
;

.

$必存在一个
;

7

使
;

.

;

%;

7

%

NC;2

&$并且不

同的下标
.

对应不同的下标
7

!

由此得出

,

#"

,



;

-

;

!

)

;

#

%

2

&

;

%;

7

-

,

%;

7

!

)

%

7

#

%

2

&

,

%

#

%

2

&

,

;

-

;

!

)

;

#

%

2

&

%

NC;2

&

!

由于%

;

.

$

2

&

D-

$

-

,

.

,#

%

2

&$根据推论
!>!

知

%

;

-

;

!

)

;

#

%

2

&

$

2

&

,

-

$

从前式立即推出

%

#

%

2

&

;

-

%

NC;2

&

!

1

!!

在定理
!>--

中取
2

为素数
@

$%

%

$

@

&

D-

就是
@

%

$

#

%

@

&

D

@

E-!

从而得到

费马定理(

@

为素数且
@

%

$则

%

@

1

-

;

-

%

NC;

@

&

!

!!

若
@

%

%

$

%

;

"

%

NC;

@

&$则显然成立
%

@

;

%

%

NC;

@

&

!

而当
@

%

时$从费马定

理知
%

@

E-

;

-

%

NC;

@

&

!

再由同余式性质
.?

$仍成立
%

@

;

%

%

NC;

@

&

!

所以$对于任

何
%

都有
%

@

;

%

%

NC;

@

&$其中
@

是素数
!

#"%"$

!

计算欧拉函数

引理
&%&

!

@

为素数$对一切正整数
-

$

#

%

@

-

&

D

@

-E-

%

@

E-

&

!

证明
!

小于等于
@

- 的数共有
@

- 个$其中与
@

- 有公因子
@

的数是
@

$

!

@

$)$

@

-E-

@

$一共有
@

-E-个
!

那么与
@

- 无公因子
@

的$即与
@

- 互素的数共有
@

-

E

@

-E-

D

@

-E-

%

@

E-

&个
!

1

定理
&%$&

!

当%

2

$

-

&

D-

时$

#

%

2-

&

D

#

%

2

&,

#

%

-

&

!

证明
!#

%

2-

&是小于等于
2-

且与
2-

互素的正整数个数$下面把所有小于

等于
2-

的正整数列成一个方阵

- 2F- !2F-

) %

-E-

&

2F-

! 2F! !2F!

) %

-E-

&

2F!

, 2F, !2F,

) %

-E-

&

2F,

4 4 4 4

2 2F2 !2F2

) %

-E-

&

2F2!

若%

2

$

;

&

D9

'

-

$那么
;

所在行的全部元素
;

$

2F;

$

!2F;

$)$%

-E-

&

2F;

均

与
2-

有公因子
9!

由此可知$与
2-

互素的数只能在%

2

$

;

&

D-

的
#

%

2

&行中寻

找$而当%

2

$

;

&

D-

时$-

;

$

2F;

$

!2F;

$)$%

-E-

&

2F;

.是
-

元集合$并且两

两模
-

不同余
!

它是模
-

的完系
!

在一个模
-

的完系中有
#

%

-

&个数与
-

互素
!

而

该完系中每个数均与
2

互素$从而它里面有
#

%

-

&个数与
2-

互素
!

从上分析得到
#

%

2-

&

D

#

%

2

&,

#

%

-

&

!

1

,

$"

,



若%

2

$

-

&

D-

$满足
E

%

2-

&

D

E

%

2

&

E

%

-

&的函数
E

称为积性函数
!

欧拉函数
#

是积性函数
!

从定理
!>-!

不难看出
!

若
-

的素因子分解式为
-D

@

8

-

-

@

8

!

!

)

@

8

6

6

$则

#

%

-

&

,

@

8

-

1

-

-

%

@

-

1

-

&)

@

8

6

1

-

6

%

@

6

1

-

&

,

-

-

1

-

@

% &

-

)

-

1

-

@

% &

6

!

!!

例
$

!

求
!

,%"除以
,%-

的余数
!

解
!

,%-D--

,

,-!

由欧拉定理
!

-"

;

-

%

NC;--

&$

!

,"

;

-

%

NC;,-

&

!

!

,%"

,

%

!

-"

&

,%

;

-

%

NC;--

&$

!

,%"

,

%

!

,"

&

--

,

!

-"

;

!

-"

,

%

!

/

&

!

;

-

%

NC;,-

&$

即
!

,%"是下面线性同余方程组的解(

"

;

-

%

NC;--

&

"

;

-

%

NC;,-

&

-

!

解得
"

;

-

%

NC;,%-

&$即
!

,%"

;

-

%

NC;,%-

&

!

本例说明费马定理的逆定理不成立$

!

,%"

;

-

%

NC;,%-

&$但
!

%

,%"!

例
&

!

解
#"

;

*

%

NC;-,

&

!

解
!

-,

是素数
!

由费马定理知
,

-!

;

-

%

NC;-,

&

!

"

;

,

-!

,

"

;

,

-"

,

#"

;

,

-"

,

*

;

%

-,

1

%

&

/

,

*

;

%

1

%

&

/

,

*

;

%

-,

0

,

&

!

%

1

!+

&

;

#

,

%

1

!

&

;

+

%

NC;-,

&$

"

;

+

%

NC;-,

&是该方程的解
!

#"%"%

!

威尔逊定理

威尔逊定理给出了判定素数的充要条件
!

为此先给出两个引理
!

引理
&%'

!

"

!

;

-

%

NC;

@

&恰好有两个解
"

;

-

$

@

E-

%

NC;

@

&

!

证明
!

"

!

;

-

%

NC;

@

&是二次同余方程
!

设
;

是其解$

;

!

E-

;

"

%

NC;

@

&$即

@

%

%

;F-

&%

;E-

&

!

这里有两种可能(若
@

%

%

;F-

&$则
;

;

@

E-

%

NC;

@

&"若
@

%

%

;E-

&$

则
;

;

-

%

NC;

@

&

!

1

引理
&%(

!

@

为奇素数$

%!

表示线性同余方程
%"

;

-

%

NC;

@

&的解
!

这里
%

可

以取值
-

$

!

$)$

@

E-!

当
%

=

&

%

NC;

@

&时$

%!

=

&!

%

NC;

@

&

!

若
%!

;

%

%

NC;

@

&$则

%D-

或
@

E-!

证明
!

由于
%

取值于-

-

$

!

$)$

@

E-

.$%

%

$

@

&

D-!

方程
%"

;

-

%

NC;

@

&恰好有

一个解
%!!

假若
%!

;

&!

%

NC;

@

&$在同余式两边同乘
%&

$

%%!&

;

%&!&

%

NC;

@

&

!

因

%%!

;

-

%

NC;

@

&$

&&!

;

-

%

NC;

@

&$推出
%

;

&

%

NC;

@

&

!

从而当
%

=

&

%

NC;

@

&时$

必有
%!

;

&!

%

NC;

@

&

!

又若
%!

;

%

%

NC;

@

&$同余式两边同乘
%

$有
%

!

;

-

%

NC;

@

&

!

从引理
!>,

知
%

;

-

%

NC;

@

&或
%

;

@

E-

%

NC;

@

&

!

1

,

%"

,



定理
&%$'

%威尔逊定理&

!

@

为素数当且仅当%

@

E-

&

&;

E-

%

NC;

@

&

!

证明
!

@

是素数
!

当
@

D!

时$显然%

!E-

&

&;

E-

%

NC;!

&

!

当
@

'

!

时
!

由引理

!>%

知
%

取值于集合-

!

$

,

$)$

@

E!

.时$存在
%!

(

%

且
%%!

;

-

%

NC;

@

&

!

当
%

取值

不同时相应的
%!

也是不同的$从而
!

$

,

$)$

@

E!

这
@

E,

个数可以把
%

与
%!

组成

一对$即

!

,

,

)%

@

1

!

&

;

-

%

NC;

@

&"

%

@

1

-

&

&,

%

@

1

-

&

,

!

,

,

)%

@

1

!

&

;@

1

-

;

1

-

%

NC;

@

&

!

!!

反过来$已知%

-E-

&

&;

E-

%

NC;-

&

!

令
%

是
-

的因子且
%

(

-!

由
-

%

%%

-E

-

&

&

F-

&$得到
%

%

%%

-E-

&

&

F-

&

!

显然
%

%

%

-E-

&

&

$于是
%

%

-!

由此推出
%D-!

这说

明
-

除了自身之外只有因子
-

$

-

是素数
!

#"&

!

整数的因子及完全数

-

为正整数$

9

%

-

&表示
-

的正因子数$

$

%

-

&表示
-

的正因子之和
!

显然

9

%

-

&

,

<

9

/

-

-

$

!$

%

-

&

,

<

9

/

-

9!

若
-D

@

8

-

-

@

8

!

!

)

@

8

6

6

$那么
@

E

-

-

@

E

!

!

)

@

E

6

6

$

"

,

E

.

,

>

.

$

-

,

.

,

6

是
-

的正因子
!

每个

E

.

有
8

.

F-

种不同的取值$从而
-

有%

8

-

F-

&%

8

!

F-

&)%

8

6

F-

&个正因子$即

9

%

-

&

,

%

8

-

0

-

&%

8

!

0

-

&)%

8

6

0

-

&$

$

%

-

&

,

<

"

,E

.

,

8

.

-

,

.

,

6

@

E

-

-

@

E

!

!

)

@

E

6

6

,

<

"

,E

.

,

8

.

-

,

.

,

6

1

-

@

E

-

-

@

E

!

!

)

@

E

6

1

-

6

1

-

<

8

6

E

6

,

"

@

E

6

% &

6

,

<

"

,E

.

,

8

.

-

,

.

,

6

1

-

@

E

-

-

@

E

!

!

)

@

E

6

1

-

6

1

-

@

8

6

0

-

6

1

-

@

6

1

% &

-

!

))))

,

@

8

-

0

-

-

1

-

@

-

1

-

,

@

8

!

0

-

!

1

-

@

!

1

-

,

)

,

@

8

6

0

-

6

1

-

@

6

1

-

!

不难看出$当%

2

$

-

&

D-

时$

$

%

2-

&

D

$

%

2

&,

$

%

-

&$

9

%

2-

&

D9

%

2

&,

9

%

-

&$即

,

&"

,



9

和
$

均是积性函数
!

定义
&%+

!

正整数
-

为完全数当且仅当
-

等于除自身之外的正因子之和$即

$

%

-

&

D!-!

例如
.D-F!F,

$

!+D-F!F%F*F-%

$

.

与
!+

是完全数
!

对于完全数已经得

到了很好的结果
!

定理
&%$(

!

@

为素数
!

如果
!

@

E-

也是素数$则
!

@

E-

%

!

@

E-

&是完全数
!

证明
!

@

与
!

@

E-

都是素数$由
!

@

E-

+

!

@

E-

知$%

!

@

E-

$

!

@

E-

&

D-!

$

是积性

函数且

$

%

!

@

1

-

&

,

!

@

1

-

!

1

-

,

!

@

1

-

$

!$

%

!

@

1

-

&

,

%

!

@

1

-

&

0

-

,

!

@

$

$

%

-

&

,$

%

!

@

1

-

%

!

@

1

-

&&

,$

%

!

@

1

-

&

$

%

!

@

1

-

&

,

%

!

@

1

-

1

-

&

,

!

@

,

!-!

它说明
!

@

E-

%

!

@

E-

&是完全数$

1

定理
&%$)

!

-

是一个偶完全数$必有
-D!

@

E-

%

!

@

E-

&$其中
@

和
!

@

E-

均为

素数
!

证明
!

-

为偶完全数$可以表示成
-D!

6

,

2

$其中
! 2

$

6

0

-!

根据完全数

的定义
$

%

-

&

D!-

$即

!

6

0

-

,

2

,$

%

!

6

,

2

&

,$

%

!

6

&

$

%

2

&

,

%

!

6

0

-

1

-

&

,

%

2

0

8

&

!

解出
2D

%

!

6F-

E-

&,

8

$这里
8

是
2

的小于
2

的因子之和并且
8

本身也是
2

的因

子$所以只能
8D-!

从而
2D!

6F-

E-

$

$

%

2

&

D2F-!

这说明
2

是素数
!

假设
6F

-

不是素数$

6F-D'

,

9

$

2D!

6F-

E-D!

'

,

9

E-D

%

!

'

E-

&%

!

'

%

9E-

&

F!

'

%

9E!

&

F

)

F-

&$这与
2

是素数矛盾$故不可
!6F-

为素数
@

!

综上分析知
-D!

@

E-

%

!

@

E-

&$

其中
@

和
!

@

E-

均为素数
!

1

形如
!

@

E-

的素数叫作
M7687<<7

数$截至
-#+/

年找到的最大
M7687<<7

数

为
!

!-."#-

E-!

#"'

!

原根与指数

本节我们要解同余方程
"

-

;

'

%

NC;2

&

!

当%

'

$

2

&

D-

时$

"

"

是
"

-

;

'

%

NC;

2

&的一个特解$而
)

是
"

-

;

-

%

NC;2

&的解$则
"

;

)

"

"

%

NC;2

&是
"

-

;

'

%

NC;

,

'"

,



2

&的解
!

反过来
"

-

;

'

%

NC;2

&的每个解都可以写成
)

"

"

形式$其中
)

是
"

-

;

-

%

NC;N

&的解
$

所以$解同余方程
O

-

;

'

%

NC;2

&$只要找到一个特解
"

"

$并用
"

"

乘以
"

-

;

-

%

NC;2

&的全部解就得到了
"

-

;

'

%

NC;2

&的全部解
!

下面我们就来研究
"

-

;

-

%

NC;2

&的解
!

为此引进阶!原根及指数的概念
!

#"'"!

!

%

模
2

的阶

当%

%

$

2

&

D-

时$考虑集合

$

,

-

-

/

-

"

!

且
%

-

;

-

%

NC;2

&.$

由欧拉定理知
#

%

2

&

"

$

且
#

%

2

&

'

"!

那么集合
$

中一定存在最小正整数
8!

集合

$

显然有如下性质(

-?

!

若
-

-

$

-

!

"

$

$则
-

-

I-

!

"

$

"

!?

!

若
-

"

$

$

'

"

!

则
'-

"

$

"

,?

!

集合
$

是由
8

的整数倍数组成的$并且只有这些整数倍数组成的$即
$D

-

6

,

8

%

6

"

!

.

!

我们称
8

为
%

模
2

的阶
!

由集合
$

的性质知$当%

%

$

2

&

D-

时$

%

模
2

的阶为

8

$那么对每个满足
%

-

;

-

%

NC;2

&的整数
-

均有
8

%

-!

特别地$

8

%#

%

2

&

!

不难看出

%

-

-

;

%

-

!

%

NC;2

&当且仅当
-

-

;

-

!

%

NC;8

&

!

推论
&%+

!

若%

%

$

2

&

D-

$

8

为
%

模
2

的阶$则
%

6 模
2

的阶为 8

%

8

$

6

&

!

证明
!

首先看满足%

%

6

&

7

;

-

%

NC;2

&的
7

应具有什么性质
!

从集合
$

的性质

知
8

%

6

,

7

$即

8

%

8

$

6

&

6

%

8

$

6

&

,

7

$

由于 8

%

8

$

6

&

$

6

%

8

$

6

% &

&

D-

$得到 8

%

8

$

6

&

%

7

,

%

6 的阶应是满足该性质最小的正整数$

故
%

6 的阶为 8

%

8

$

6

&

!

1

!

#"'"#

!

原根

定义
&%,

!

若%

<

$

2

&

D-

且
<

模
2

的阶为
#

%

2

&$则称
<

为模
2

的原根
!

例如$

!

是模
/

的原根$

#

%

/

&

D%

$

!

%

;

-

%

NC;/

&

!,

是模
*

的原根$

#

%

*

&

D.

$

,

.

;

-

%

NC;*

&

!

但并不是所有
2

都有原根
!

例如
2D+

$

#

%

+

&

D

#

%

!

,

&

D%!

-

-

$

,

$

/

$

*

.

是模
+

的缩系$而
-

模
+

的阶为
-

"

,

$

/

$

*

模
+

的阶为
!!

任何与
+

互素的数均与且

仅与-

-

$

,

$

/

$

*

.中的一个元素模
+

同余$故其模
+

的阶与该元素相同
!

由此可知正

,

("

,



整数
+

无原根
!

取
"

,

.

$

7

,#

%

2

&

E-

$

.

(

7

$显然
<

.

=

<

7

%

NC;2

&$-

<

"

$

<

-

$)$

<

#

%

2

&

E-

.构成

模
2

的缩系
!

也就是说$

<

是模
2

的原根$每个与
2

互素的
%

均与且仅与某个
<

.

模
2

同余$其中
"

,

.

,#

%

2

&

E-!

模
2

的原根都在-

<

"

$

<

-

$)$

<

#

%

2

&

E-

.中
!

若

%

8

$

#

%

2

&&

D-

$则
<

@ 也是模
2

的原根
!

下面接下去讨论哪些数有原根$其结论是所有的素数
@

都有原根$原根个数为

#

%

@

E-

&

!

为此先给出两个引理
!

引理
&%)

!

若
E

%

"

&是
-

次整系数多项式$

E

%

"

&

;

"

%

NC;

@

&至多有
-

个解
!

证明
!

E

%

"

&是
-

次整系数多项式$

E

%

"

&

D%

-

"

-

F%

-E-

"

-E-

F

)

F%

"

$其中

%

-

=

"

%

NC;

@

&

!

对
E

%

"

&的次数
-

进行归纳证明
!

当
-D-

时$

%

-

"F%

"

;

"

%

NC;

@

&且
%

-

=

"

%

NC;

@

&$由定理
!>*

知该线性同

余方程有唯一解
!

命题成立
!

假设
-D6

时$

%

6

"

6

F%

6E-

"

6E-

F

)

F%

"

;

"

%

NC;

@

&

至多有
6

个解
!

现
-D6F-!

如果
E

%

"

&

;

"

%

NC;

@

&无解$显然命题成立
!

如果
E

%

"

&

;

"

%

NC;

@

&至少有一个解
;

$即
E

%

;

&

;

"

%

NC;

@

&

!

E

%

"

&

;E

%

"

&

1

E

%

;

&

,

%

6

0

-

%

"

6

0

-

1

;

6

0

-

&

0

%

6

%

"

6

1

;

6

&

0

)

0

%

-

%

"

1

;

&

,

%

"

1

;

&

<

%

"

&%

NC;

@

&$

其中
%

6F-

=

"

%

NC;

@

&$

<

%

"

&是
6

次整系数多项式
!

E

%

"

&

;

%

"E;

&

<

%

"

&

;

"

%

NC;

@

&

的任意解
D

使%

DE;

&

<

%

D

&

D"

%

NC;

@

&$即
D

;

;

%

NC;

@

&或
<

%

D

&

D"

%

NC;

@

&$也

就是说
D

或是
;

或是
<

%

D

&

;

"

%

NC;

@

&的解
!

由归纳假设知后者至多有
6

个解$所

以
E

%

"

&至多有
6F-

个解
!

命题对
-D6F-

也成立
!

1

引理
&%*

!

若
-

0

-

$则
<

"

#

$

#

%

"

&

%

$&

证明
!

由
9

%

-

知-

9

-!

故
<

"

#

$

#

%

"

&

%

<

"

#

$

#

$

% &

"

&

考虑集合
*

9

$其中
9

是
-

的因子
!

*

9

,

-

2

/

-

,

2

,

-

且%

2

$

-

&

,

9

.

,

-

2

/

-

,

2

,

-

且 2

9

$

-

% &

9

,

-

.$

显然
%

*

9

%

D

#

-

% &

9

!

-

-

$

!

$)$

-

.中每个元素均在且仅在一个
*

9

中$从而

-

,

<

9

/

-

/

*

9

/,

<

9

/

-

#

-

% &

9

,

<

9

/

-

#

%

9

&

!

1

!!

例如
-D.

$

-

的因子分别为
-

$

!

$

,

$

.!

集合
*

-

D

-

-

$

/

.$

*

!

D

-

!

$

%

.$

*

,

D

-

,

.$

,

)"

,



*

.

D

-

.

.

!

定理
&%$*

!

@

为素数$

8

%

%

@

E-

&

!

那么模
@

阶为
8

的数恰好有
#

%

8

&个
!

证明
!

对于每个
8

%

%

@

E-

&$令模
@

阶为
8

的元素个数记为
%

%

8

&

!

如果对某个

8

不存在模
@

阶为
8

的元素$那么
%

%

8

&

D"!

如果存在
%

$

%

与
@

互素且
%

模
@

阶为

8

$即
%

8

;

-

%

NC;

@

&

!

在集合-

%

"

$

%

-

$)$

%

8E-

.中$由于各个元素的指数模
8

不同

余$所以这些元素均模
@

不同余
!

而对于
"

,

.

,

8E-

$

%

%

.

&

8

,

%

%

8

&

.

;

-

%

NC;

@

&$

%

"

$

%

-

$)$

%

8E-均是
"

8

;

-

%

NC;

@

&的解
!

根据引理
!>/

$该同余方程至多有
8

个

解
!

这说明
%

"

$

%

-

$)$

%

8E-是它的全部解$从推论
!>*

知
%

6 模
@

阶为
8

当且仅当

%

6

$

8

&

D-!

-

"

$

-

$)$

8E-

.中有
#

%

8

&个与
8

互素的数$所以-

%

"

$

%

-

$)$

%

8E-

.中有

#

%

8

&个模
@

阶为
8

的数$即
%

%

8

&

D

#

%

8

&

!

综上知$对任何
8

%

%

@

E-

&均成立
%

%

8

&

,

#

%

8

&

!

另一方面$根据费马定理%

%

$

@

&

D-

$

%

@

E-

;

-

%

NC;

@

&

!

若
%

模
@

的阶为
B

$则

必有
B

%

%

@

E-

&

!

满足该条件的
%

至少有
@

E-

个
!

由前面假设
%

%

8

&是模
@

阶为
8

的元素个数
!

再由引理
!>.

得到

<

8

/

%

@

1

-

&

%

%

8

&

0@

1

-

,

<

8

/

%

@

1

-

&

#

%

8

&

!

并推出
%

%

8

&

0#

%

8

&

!

最后得到
%

%

8

&

D

#

%

8

&$即模
@

阶为
8

的数恰好有
#

%

8

&个
!

1

特别取
8D

#

%

@

&$模
@

阶为
#

%

@

&的元素个数为
#

%

#

%

@

&&

D

#

%

@

E-

&

!

这说明

有
#

%

@

E-

&个模
@

的原根
!

例如
,*

是素数$它的原根数为

#

%

#

%

,*

&&

,#

%

,.

&

,#

%

!

!

&

#

%

,

!

&

,

!

-

,

%

!

1

-

&

,

,

-

%

,

1

-

&

,

-!!

通过简单计算知
-

是
!

的原根$

,

是
%

的原根$可以证明(

2

有原根当且仅当
2D

!

$

%

$

@

6

$

!

,

@

6

$其中
@

是奇素数$

6

为正整数
!

再次说明
+

没有原根
!

#"'"$

!

指数

设
<

为模
@

的原根$-

<

"

$

<

-

$)$

<

@

E!

.为模
@

的缩系
!

对每个整数
-

$若%

-

$

@

&

D-

$则存在
2

$

"

,

2

,

@

E!

$使得
-

;

<

2

%

NC;

@

&成立
!

我们称
2

为
-

%对于原根

<

&的模
@

指数$并记为
P<;

<

-!

若有
8

使
-

;

<

8

%

NC;

@

&$而
-

;

<

P<;

<

-

%

NC;

@

&$所以
8

;

P<;

<

-

%

NC;

@

E-

&

!

模
@

指数有如下性质(

-?

!

@

%&

$

P<;

<

%&

;

P<;

<

%FP<;

<

&

%

NC;

@

E-

&"

,

*#

,



!?

!

@

%

$

P<;

<

%

8

;

8

,

P<;

<

%

%

NC;

@

E-

&

!

这些性质从指数的定义很容易证出
!

不难看出模
@

指数与对数函数有相类似

的性质
!

定理
&%$+

!

若%

-

$

@

&

D-

$

<

为模
@

的原根$则同余方程
"

6

;

-

%

NC;

@

&有解

当且仅当%

6

$

@

E-

&

%

P<;

<

-!

当条件满足时$该方程有%

6

$

@

E-

&个解
!

证明
!

令
)

DP<;

<

"

$

"

;

<

)

%

NC;

@

&代入
"

6

;

-

%

NC;

@

&得到
<

)

6

;

<

P<;

<

-

%

NC;

@

&$

即
)

6

;

P<;

<

-

%

NC;

@

E-

&

!

该方程有解
)

当且仅当%

6

$

@

E-

&

%

P<;

<

-!

并且条件满

足时有%

6

$

@

E-

&个解
!

它们是

);)

-

$

)

!

$)$

)

%

6

$

@

1

-

&

%

NC;

@

1

-

&

!

那么
"

;

<

)

-

$

<

)

!

$)$

<

)

%

6

$

@

E-

&

%

NC;

@

&是
"

6

;

-

%

NC;

@

&的解
!

1

例
$

!

解同余方程
"

+

;

,

%

NC;--

&

!

解
!

查原根指数表知
--

的最小原根是
!

$

,

对于原根
!

的模
--

指数是
+

$令
)

DP<;

!

"

$先解
+

,

)

DP<;

!

,D+

%

NC;-"

&

!

因%

+

$

-"

&

D!

$该线性同余方程有
!

个模

-"

不同余的解$它们是

);

-

$

.

%

NC;-"

&$

由此得到
"

;

!

-

$

!

.

;

!

$

#

%

NC;--

&$它们是
"

,

;

,

%

NC;--

&的解
!

例
&

!

解线性同余方程
/"

;

*

%

NC;--

&

!

解
!

由
/"

;

*

%

NC;--

&$以及
--

的最小原根为
!

知

P<;

!

/

0

P<;

!

"

;

P<;

!

*

%

NC;-"

&

!

从原根指数表知
P<;

/

D%

$

P<;

!

*D*

$代入上式得到
P<;

!

"

;

,

%

NC;-"

&$故
"

;

+

%

NC;--

&是原同余方程的解
!

例
'

!

解同余方程
"

+

;

,

%

NC;-%,

&

!

解
!

因
-%,D--

,

-,!

要解
"

+

;

,

%

NC;-%,

&就是要解同余方程组

"

+

;

,

%

NC;--

&

"

+

;

,

%

NC;-,

&

-

!

由例
-

知
"

+

;

,

%

NC;--

&的解为
"

;

!

$

#

%

NC;--

&

!

用例
-

中的方法解出
"

+

;

,

%

NC;-,

&的解为
"

;

%

$

.

$

*

$

#

%

NC;-,

&

!

下面求解

"

;

%

%

NC;--

&

"

;

&

%

NC;-,

-

&$

其中
%D!

$

#

"

&D%

$

.

$

*

$

#!

求解方法在
!>,>%

小节中已详述过$这里只给出结果
"

D-,

,

.

,

%F--

,

.

,

&

%

NC;-%,

&

!

代入
%

$

&

的值$得到

,

!#

,



"

,F

#

$

F

!"

$

F

,/

$

F

%.

%

NC;-%,

&

!

!!

目前对给定素数
@

如何求出模
@

的原根尚无一般的方法
!

另外$给定一个整数

%

$它是哪些素数的原根也没有一般的方法
!

在使用时可在一般的数论书中查到小

素数的原根及相应的指数表
!

表
-

给出了
/"

以内的素数的最小原根及相应的指

数
!

该表中第一行列出
/"

以内的全部素数
@

$第一列是正整数
-!

素数
@

相应列中

数值为
-

的元素对应的
-

值则是该素数的最小原根
<

$该列的其他元素则

是
P<;

<

-!

表
$

!

素数
!

%

,

)2

&的最小原根和指数表

@

'

, / * -- -, -* -# !, !# ,- ,* %- %, %*

- " " " " " " " " " " " " " "

! - - ! - - -% - ! - !% - !. !* -+

, , - + % - -, -. / - !. -/ - !"

% ! % ! ! -! ! % ! -+ ! -! -! ,.

/ / % # / -. - !! !" !, !! !/ -

. , # / -/ -% -+ . !/ !* - !+ ,+

* * -- -- . -# -! !+ ,! ,# ,/ ,!

+ , , -" , . , -! , ,+ ,# +

# . + ! + -" -" ! -. ," ! %"

-" / -" , -* , !, -% !% + -" -#

-- * * -! # !/ !, ," , ," *

-! . -, -/ !" * -# !+ !* -, -"

-, % / -% -+ -- -- ,- ,! --

-% # * !- -, !! ,, !/ !" %

-/ . -- -* !* !- -, ,* !. !-

-. + % + % . % !% !% !.

-* -" * !- * * ,, ,+ -.

-+ # -! -- !. -* -. !# -!

-# -/ # % ,/ # -# %/

!" / !% + !/ ,% ,* ,*

!- -, -* !# !! -% ,. .

!! -- !. -* ,- !# -/ !/

!, !" !* -/ ,. -. /

!% + -, !# -, %" !+

!/ -. -" -" % + !

,

"#

,



续表
-

@

'

, / * -- -, -* -# !, !# ,- ,* %- %, %*

!. -# / -! -* -* !#

!* -/ , . / , -%

!+ -% -. ,- -- / !!

!# # !- * %- ,/

," -/ -% !, -- ,#

,- # !+ ,% ,

,! / -" # %%

,, !" -+ ,- !*

,% + -# !, ,%

,/ -# !- -+ ,,

,. -+ ! -% ,"

,* ,! * %!

,+ ,/ % -*

,# . ,, ,-

%" !" !! #

%- . -/

%! !- !%

%, -,

%% %,

%/ %-

%. !,

习
!!

题

->

证明(

%

-

&若
%

%

&

$

%

'

"

$则%

%

$

&

&

D%

"

%

!

&%%

%

$

&

&$

&

&

D

%

%

$

&

&

!

!>

证明(

%

-

&对所有
-

'

"

成立%

-

$

-F-

&

D-

"

%

!

&当
-

'

"

时$%

-

$

-F6

&可取什么值/

,>

求
"

和
)

使得

%

-

&

,-%"F-/#

)

D-

"

%

!

&

,-%-"F-/#!

)

D-!

,

##

,



%>

证明(对于所有
-

'

"

$有
.

%

%

-

,

E-

&

!

/>

证明(若对于某个
2

有
-"

%

%

,

2

F-

&

!

则对所有
-

'

"

$

-"

%

%

,

2F%-

F-

&

!

.>

求
!,%/

及
,%/.

两个数的素数分解式
!

*>

证明(当
-

'

"

时$

-

%

-F-

&决不会是一个平方数
!

+>

令
-D/

&

F-

$证明
-F-

$

-F!

$

-F,

$

-F%

均为合数
!

#>

求下列方程的所有整数解

%

-

&

"F

)

D!

"

%

!

&

!"F

)

D!

"

%

,

&

-/"F-.

)

D-*!

-">

求下列方程的负整数解(

%

-

&

."E-/

)

D/-

"

%

!

&

."F-/

)

D/-!

-->

用
,"

张票面值为
/

分!

-

角!

!

角
/

分的纸币$换
/

元钱
!

问有多少种不同的兑换方法/

-!>

某人用
">##

元买了苹果和桔子共
-!

个$每只苹果比每只桔子贵
,

分钱$买的苹果数多

于桔子数
!

问苹果和桔子各买多少个/

-,>

若
6

;

-

%

NC;%

&$问
.6F/

模
%

同余几/

-%>

证明(每个大于
,

的素数模
.

或同余
-

或同余
/!

-/>

证明(相继的两个立方数之差决不能被
,

整除
!

-.>

证明(若一个整数的各位数字之和能被
,

整除$那么该数也能被
,

整除
!

-*>

证明(

%

-

&

-"

6

;

%

E-

&

6

%

NC;--

&$

6D"

$

-

$

!

$)"

%

!

&推出一个整数能被
--

整除的判别法
!

-+>

解下列线性同余方程(

%

-

&

!"

;

-

%

NC;-*

&"

! !

%

!

&

,"

;

.

%

NC;-+

&"

%

,

&

%"

;

.

%

NC;-+

&" %

%

&

,"

;

-

%

NC;-*

&

!

-#>

解下列同余方程组(

%

-

&

"

;

-

%

NC;!

&

"

;

-

%

NC;,

-

&"

%

!

&

"

;

,-

%

NC;%-

&

"

;

/#

%

NC;!.

-

&"

%

,

&

"

;

-

%

NC;!

&

"

;

-

%

NC;,

&

"

;

.

%

NC;*

8

9

:

&"

%

%

&

!"

;

-

%

NC;/

&

,"

;

!

%

NC;*

&

%"

;

-

%

NC;--

&

8

9

:

!

!">

试求同时满足如下两条要求的正整数
"

$

)

$

A

(

%

-

&它们分别乘以
,

$

/

$

*

所得乘积模
!"

的余数是公差为
-

的算术级数"

%

!

&它们分别乘以
,

$

/

$

*

所得乘积除以
!"

得到的商分别等于%

-

&中的相应的余数
!

!->

求满足
!

%

-

$

,

%

%

-F-

&$

%

%

%

-F!

&$

/

%

%

-F,

&$

.

%

%

-F%

&的最小整数
-

%

'

!

&

!

!!>

计算
#

%

%!

&$

#

%

%!"

&$

#

%

%!""

&

!

,

$#

,



!,>

小于
-+

且与
-+

互素的正整数是哪些/ 当
2D-+

$

%D/

时$验证引理
!>-!

!%>

@

为素数$%

2

$

-

&

D

@

$问
#

%

2-

&与
#

%

2

&

#

%

-

&之间有什么关系/

!/>

证明(

%

-

&如果
.

%

-

$则
#

%

-

&

,

-

,

"

%

!

&如果
-E-

和
-F-

均为素数$

-

'

%

$则
#

%

-

&

,

-

,

!

!.>

%

-

&验证
-F!D

!

,

#

%

,

&$

-F,D

%

!

#

%

%

&$

-F!F,F%D

/

!

#

%

/

&$

-F/D

.

!

#

%

.

&$

-F!

F,F%F/F.D

*

!

#

%

*

&$

-F,F/F*D

+

!

#

%

+

&"

%

!

&推想一个定理"

%

,

&证明你的定理
!

!*>,-%

-/#除以
*

的余数是多少/

!+>*

,//的末位数是什么/ 末两位数是什么/

!#>

@

为素数
!

证明(对非负整数
6

$%

6F-

&

@

E6

@

;

-

%

NC;

@

&$并由此推出费马定理
!

,">

假设
@

是一个奇素数
!

证明(

%

-

&

-

@

E-

F!

@

E-

F

)

F

%

@

E-

&

@

E-

;

E-

%

NC;

@

&"

%

!

&

-

@

F!

@

F

)

F

%

@

E-

&

@

;

"

%

NC;

@

&

!

,->

计算
9

%

%!

&$

9

%

%!"

&$

9

%

%!""

&$

$

%

%!

&$

$

%

%!"

&$

$

%

%!""

&

!

,!>

求具有
."

个因子的数
-

%

-

+

-"

%

&

!

,,>

证明

<

9

/

-

-

9

,

-

-

$

%

-

&

!

!!

,%>

证明所有的偶完全数以
.

或
+

结尾
!

,/>

若
-

为偶完全数$

-

'

.

$证明
-

;

-

%

NC;#

&

!

,.>

证明

<

@,

"

$

%

@

&

,

<

@,

"

#

%

@

&

0

<

@,

"

9

%

@

&

!

!!

,*>

求
!

$

%

$

*

$

+

$

--

$

-,

$

-%

模
-/

的阶是多少/

,+>

%

-

&算出关于原根
!

的最小指数%

NC;!#

&"

%

!

&利用此表解
#"

;

!

%

NC;!#

&"

%

,

&利用此表解
"

#

;

!

%

NC;!#

&

!

,#>

问
%/*

#--

;

-

%

NC;-""!-

&对不对/ %这里
%/*

$

#--

都是素数$

-""!-D--

,

#--!

&

%">

求
,*

的
-!

个原根
!

%->

证明(若
@

$

:

为奇素数$

:

%

%

%

@

F-

&$则有
:

%

%

%F-

&或
:

%

!6

@

F-

$其中
6

为某个整数
!

%!>

证明(若
%

模
@

的阶为
,

$则
%F-

模
@

的阶为
.!

,

%#

,



第
#

章
!

映
!!

射

$"!

!

映射的基本知识

定义
'%$

!

设
$

和
(

是任意两个集合
!

如果有一个确定的规律%或法则&

E

$它

把集合
$

中的每个元素
%

都对应成集合
(

的唯一确定的元素
&

$则称这个规律%或

法则&

E

为从集合
$

到集合
(

的一个映射$表示成
E

(

$

>

(

或
>??

$

E

(!

定义
'%&

!

如果元素
%

"

$

经过映射
E

变成元素
&

"

(

$则记成
E

%

%

&

D&

或

E

(

%

>

&

$称
&

为元素
%

在映射
E

之下的像$或者叫做映
E

在
%

点的值$而
%

叫
&

的原像
!

从映射的定义看到$集合
$

中每个元素在映射
E

的作用下均有像并且像是唯

一的
!

集合
(

中的元素可能没有原像
!

集合
$

中的不同元素可能有相同的像$而集

合
(

中的不同元素的原像必是集合
$

的不同元素
!

如果
$

和
(

都是通常的数集合$那么从集合
$

到集合
(

的映射就是普通的

函数
!

可见$映射的概念就是函数概念的推广
!

若
$

本身是一个积集$

$D$

-

=$

!

=

)

=$

-

$

E

是从集合
$

到集合
(

的映射$元素%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&$

%

.

"

$

.

$

-

,

.

,

-

在映射
E

之下的像记为
E

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

"

(

$它是相当于普通的多元函数
!

设
E

(

$

>

(

$

E

%

%

&

D&!

我们说%

%

$

&

&

"

E

!

也就是说$把映射
E

看成是由全部原

像与像构成的有序二数组组成的集合
!

从而映射
E

是
$=(

的子集
!

由于集合
$

中任意元素
%

的像是唯一的$若%

%

$

&

&

"

E

且%

%

$

'

&

"

E

$则必有
&D'!

定义
'%'

!

E

(

$

>

(

$集合
$

的全部元素在映射
E

之下的全体像组成的集合称

之为
E

的值域$记为
G

E

!

显然

G

E

,

-

&

/

&

"

(

$存在
%

"

$

使
E

%

%

&

,

&

.

*

(!

!!

定义
'%(

!

设
E

(

$

>

(

$

<

(

$

>

(!

如果对任何
%

"

$

都有
E

%

%

&

D

<

%

%

&$则称

,

&#

,



映射
E

与
<

是相等的$记为
E

D

<

!

例
$

!

$D

-

%

-

$

%

!

$

%

,

$

%

%

.$

(D

-

&

-

$

&

!

$

&

,

.

!

若
E

%

%

-

&

D

E

%

%

,

&

D&

!

$

E

%

%

!

&

D

E

%

%

%

&

D&

-

$则
E

是从集合
$

到集合
(

的映射$其值域
G

E

D

-

&

-

$

&

!

.

!

例
&

!

$D

-

%

-

$

%

!

$

%

,

.$

(D

-

&

-

$

&

!

$

&

,

.

!

若
=

%

%

-

&

D&

-

$

=

%

%

-

&

D=

%

%

!

&

D

&

!

$

=

%

%

,

&

D&

,

$则
=

不是从集合
$

到集合
(

的映射$这是因为它在
%

-

点的值不

唯一
!

又若
?

%

%

-

&

D?

%

%

!

&

D&

-

$则
?

也不是从集合
$

到集合
(

的映射$其原因是

$

中的元素
%

,

没有像
!

有了定义
,>%

我们知道从集合
$

到集合
(

的映射怎样才是不同的
!

下面我们

要计算从集合
$

到集合
(

可以定义多少个不同的映射
!

定理
'%$

!

从有限集合
$

到集合
(

的映射共有
%

(

%

%

$

%个
!

证明
!

$

$

(

是有限集合
$D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.$

(D

-

&

-

$

&

!

$)$

&

2

.$

%

$

%

D-

$

%

(

%

D2!

E

$

<

(

$

>

(!

E

与
<

是从集合
$

到集合
(

的不同映射是指

%%

E

%

%

-

&$

E

%

%

!

&$)$

E

%

%

-

&&

(

%

<

%

%

-

&$

<

%

%

!

&$)$

<

%

%

-

&&$

即至少存在一个
-

,

.

"

,

-

$使
E

%

%

.

"

&

(

<

%

%

.

"

&

!

映射
E

在
%

-

$

%

!

$)$

%

-

点的取

值是相互无关的$在每一点上的取值都是
(

集合中的任意一个元素$所以有
2

种

可能性
!

从而
E

的取值方式共有
2

- 种
!

故从集合
$

到集合
(

的映射共有
%

(

%

%

$

%

个
!

定理证毕
!

1

例
$

!

令
$D

-

%

-

$

%

!

.$

(D

-

&

-

$

&

!

$

&

,

.$从集合
$

到集合
(

的映射共有

%

(

%

%

$

%

D,

!

D#

个$它们是

E

-

E

!

E

,

E

%

E

/

E

.

E

*

E

+

E

#

%

-

&

-

&

-

&

-

&

!

&

!

&

!

&

,

&

,

&

,

%

!

&

-

&

!

&

,

&

-

&

!

&

,

&

-

&

!

&

,

而从集合
(

到集合
$

的映射共有
%

$

%

%

(

%

D!

,

D+

个$它们是

<

-

<

!

<

,

<

%

<

/

<

.

<

*

<

+

&

-

%

-

%

!

%

-

%

!

%

-

%

!

%

-

%

!

&

!

%

-

%

-

%

!

%

!

%

-

%

-

%

!

%

!

&

,

%

-

%

-

%

-

%

-

%

!

%

!

%

!

%

!

,

'#

,



$"#

!

特 殊 映 射

本节介绍几种具有特殊性质的映射
!

它们在以后各章节中起着重要作用
!

定义
'%)

!

E

(

$

>

$

$对
$

中任意元素
%

$均有
E

%

%

&

D%

$称
E

为
$

上的恒同

映射$记为
H

$

!

定义
'%*

!

E

(

$

>

(!

如果
G

E

D(

$则称
E

为满射
!

如果
E

%

%

-

&

D

E

%

%

!

&$必推出
%

-

D%

!

$则称
E

为单射
!

如果
E

是满射且为单射$则称
E

为双射
!

定义
'%+

!

若
E

是从集合
$

到集合
(

的双射$定义
E

E-

%

&

&

D%

$如果
E

%

%

&

D

&!

那么
E

E-称为映射
E

的逆映射
!

令
E

(

$

>

(

$任取
$

的子集
#

$定义
#

的像集

E

%

#

&

,

-

E

%

"

&

/

"

"

#

.

!

特别当
#D

$

时$

E

%

$

&

D

$

$当
#D$

时$

E

%

$

&叫映射
E

的像集$记为
&N

E

!

显然

E

(

$

>

E

%

$

&为满射
!

定理
'%&

!

E

是从集合
$

到集合
(

的双射$如上定义的
E

E-是从集合
(

到集合

$

的双射
!

证明
!

从定义
,>*

知

E

1

-

,

-%

&

$

%

&

/

%

%

$

&

&

"E

.

!

!!

首先要说明如此定义的
E

E-是从集合
(

到集合
$

的映射$这是因为
E

是满射$

集合
(

中的每个元素
&

均有
%

"

$

使%

%

$

&

&

"

E

!

从而%

&

$

%

&

"

E

E-

$即对于集合
(

中的每个元素
&

在
E

E-的作用下均有像
!

又因
E

是单射$集合
(

中的每个元素
&

的

原像是唯一的$所以集合
(

中的每个元素
&

在
E

E-的作用下像是唯一的
!

由于
E

是从
$

到
(

的映射$所以集合
$

的每个元素
%

一定出现在%

%

$

&

&

"

E

中$从而每个
%

都出现在%

&

$

%

&

"

E

E-中
!

也就是说
$

的每个元素对于映射
E

E-都

有原像$所以
E

E-是从
(

到
$

的满射
!

设%

&

-

$

%

&

"

E

E-

$%

&

!

$

%

&

"

E

E-

$有%

%

$

&

-

&$%

%

$

&

!

&

"

E

!

由于
E

是映射$元素
%

的像是唯一确定的$故
&

-

D&

!

!

也就是说$集合
$

的任意元素
%

对于映射
E

E-的原

像唯一$所以
E

E-是从
(

到
$

的单射
!

综上分析$知
E

E-是双射
!

1

,

(#

,



定理
'%'

!

$

$

(

是有限集合$存在着从
$

到
(

的满射的充要条件是
%

$

%

0%

(

%

!

证明
!

设
E

是从
$

到
(

的满射$集合
(

中的每个元素都在集合
$

中对于映射

E

有原像
!

而
(

中的不同元素的原像一定是不同的
!

而且
(

中的元素
&

在
$

中的

原像可能不只一个
!

所以集合
$

中的元素个数一定大于集合
(

中的元素个数$

即
%

$

%0%

(

%

!

反过来$

$

$

(

是有限集合$

$D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.$

(D

-

&

-

$

&

!

$)$

&

2

.$

%

$

%0

%

(

%

$即
-

0

2!

定义
E

(

$

>

(

E

%

%

.

&

,

&

.

-

,

.

,

2

$

&

2

2

+

.

,

-

8

9

:

!

它是从
$

到
(

的满射
!

1

定理
'%(

!

$

$

(

是有限集合$如果存在着从集合
$

到集合
(

的双射$则
%

$

%

D

%

(

%

!

证明
!

设
E

是从
$

到
(

的双射$显然
E

也是从
$

到
(

的满射$由定理
,>,

知

%

$

%0%

(

%

!

E

的逆映射
E

E-

$在定理
,>,

中已证明它是从
(

到
$

的双射$显然它也

是从
(

到
$

的满射$同理得到
%

(

%0%

$

%

!

从而
%

$

%

D

%

(

%

!

1

定理
'%)

!

两个
-

元素集合间有
-

&

个不同的双射
!

证明
!

$

$

(

是两个
-

元集合$

$D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.$

(D

-

&

-

$

&

!

$)$

&

-

.

!

E

是

从
$

到
(

的双射$它把
$

与
(

的元素之间建立了一种一对一的关系
!

E

在
%

-

点的

值有
-

种选择$当确定
E

%

%

-

&

D&

.

-

后$

E

在
%

!

点的值就只有
-E-

种选择$它只能

取
(E

-

&

.

-

.中的值
!

当确定
E

%

%

!

&

D&

.

!

后$

E

在
%

,

点的值有
-E!

种选择$它只能

取
(E

-

&

.

-

$

&

.

!

.中的值
!

如此进行下去
!

当
E

在
%

-E-

点的值确定后$

E

在
%

-

点的值

只有唯一一种选择$不同的取值方式对应着不同的双射$所以从
$

到
(

有
-

&

个不

同的双射
!

1

例
$

!

设
E

%

-

&

D!-

是从整数集合到偶数集合的双射
!

它的逆映射是
E

E-

%

!-

&

D-!

这里整数集合与偶数集合都是无限集合
!

所以可能存在双射把整数集合映到

它的真子集偶数集合上
!

例
&

!

#

为实数集合$

E

(

0=0

>

0

$

E

%

"

$

)

&

D"

,

)

!

E

是满射
!

由于
E

%

,

$

!

&

D

E

%

-

$

.

&

D.

$所以
E

不是单射
!

例
'

!

令
5

为万有集合
#

%

5

&是所有集合构成的集族
!

并运算
-

(

#

%

5

&

=

#

%

5

&

>

#

%

5

&

!

-

%

$

$

(

&

D$

-

(!

任取
$

"

#

%

5

&$%

$

$

$

&

"

#

%

5

&

=#

%

5

&$

-

%

$

$

$

&

D

$-

$D$

$%

$

$

$

&是
$

的原像$所以并运算是满射
!

而%

$

$

$

&是
$

的另一个原像$所以并运算不是单射
!

,

)#

,



同理$交运算也具有相同的性质$而补运算是从
#

%

5

&到
#

%

5

&的双射
!

例
(

!

$

是有限集合$

$D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.$

(D

-

"

$

-

.

!

对于
$

的每个子集
I

定义
E

%

I

&

D

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&$其中

&

.

,

" %

.

#@

$

- %

.

"

I

8

9

:

$

!

-

,

.

,

-!

E

是从集合
$

的幂集
#

%

$

&到集合
(

- 的一个映射并且是双射
!

任取
(

- 的一个元素%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&$

&

.

"

(

$

-

,

.

,

-!

构造集合
ID

-

%

.

%

%

.

"

$

$

&

.

D-

.

!

显然
I

是
$

的子集$即
I

"

#

%

$

&$并且

E

%

I

&

,

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

!

即
I

是%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&的原像
!

所以
E

是满射
!

设
$

的子集
I

-

和
I

!

都是%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&的原像
!

那么从
%

.

"

I

!

推出
&

.

D

-

$从而
%

.

"

I

-

!

反之亦然
!

所以
I

-

DI

!

也就是说
(

- 中任意元素只有一个原像$

即
E

是单射
!

综上得知
E

是从
#

%

$

&到
(

- 的双射
!

$"$

!

映射的合成

设
E

(

$

>

(

$

<

(

(

>

*

$

E

%

%

&

D&

$

<

%

&

&

D'!

那么连续执行
E

和
<

映射$它的总

效果是把集合
$

的元素
%

映到集合
*

的元素
'!

这就构成了一个新的映射
!

这个新

的映射叫做
E

和
<

的合成映射$记为
<

@

E

%图
!

&

!

注意这里
E

写在右边表示先执行
E

映射再执行
<

映射
!

于是$对于
%

"

$

有

<@E

%

%

&

,

<

%

E

%

%

&&

!

图
&

,

*$

,



!!

如果
$

$

(

$

*

都是通常的数集合$

E

$

<

都是函数
!

那么上面叙述的合成映射就

是通常的复合函数
!

下面讨论合成映射的性质
!

定理
'%*

!

如果映射
E

(

$

>

(

存在着逆映射
E

E-

$那么
E

E-

@

E

DH

$

!

证明
!

E

(

$

>

(

$任取
%

"

$

$

E

%

%

&

D&

"

(!

E

有逆映射$那么
E

E-

%

&

&

D%!

E

1

-

@E

%

%

&

,

E

1

-

%

E

%

%

&&

,

E

1

-

%

&

&

,

%

$

映射与其逆映射的合成映射为恒同映射$即
E

E-

@

E

DH

$

!

1

定理
'%+

!

映射的合成满足结合律
!

证明
!

设
E

(

$

>

(

$

<

(

(

>

*

$

=

(

*

>

3

$要证明

%

=

@<

&

@E

,

=

@

%

<@E

&

!

!!

首先看到%

=

@

<

&

@

E

与
=

@

%

<

@

E

&

!

都是从集合
$

到集合
3

的映射
!

任取
$

中元

素
%

$假设
E

%

%

&

D&

$

<

%

&

&

D'

$

=

%

'

&

D9

$其中
&

"

(

$

'

"

*

$

9

"

3!

由

%

=

@<

&

@E

%

%

&

,

=

@<@

%

E

%

%

&&

,

=

@<

%

&

&

,

=

%

<

%

&

&&

,

=

%

'

&

,

9

$

=

@

%

<@E

&%

%

&

,

=

%

<@E

%

%

&&

,

=

%

<

%

E

%

%

&&&

,

=

%

<

%

&

&&

,

=

%

'

&

,

9

$

得知%

=

@

<

&

@

E

%

%

&

D=

@

%

<

@

E

&%

%

&

!

由
%

的任意性得到

%

=

@<

&

@E

,

=

@

%

<@E

&

!

1

!!

定理
'%,

!

设
E

(

$

>

(

$

<

(

(

>

*!

-?

!

若
E

$

<

是满射$则
<

@

E

也是满射"

!?

!

若
E

$

<

是单射$则
<

@

E

也是单射"

,?

!

若
E

$

<

是双射$则
<

@

E

也是双射$并且
<

@

E

的逆映射%

<

@

E

&

E-

D

E

E-

@

<

E-

!

证明
!

E

(

$

>

(

$

<

(

(

>

*

的合成映射
<

@

E

(

$

>

*!

-?

!

任取集合
*

的元素
'!

因
<

(

(

>

*

是满射$存在
&

"

(

使
<

%

&

&

D'!

而
E

(

$

>

(

是满射$存在
%

"

$!

使
E

%

%

&

D&!

<@E

%

%

&

,

<

%

E

%

%

&&

,

<

%

&

&

,

'!

%

就是元素
'

对于
<

@

E

的原像$从而
<

@

E

是满射
!

!?

!

留作习题
!

,?

!

由
-?

$

!?

知$当
E

$

<

为双射时$

<

@

E

也是双射
!

下面证明%

<

@

E

&

E-

D

E

E-

@

<

E-

!

首先
E

(

$

>

(

$

<

(

(

>

*

$则%

<

@

E

&

E-

(

*

>

$!

而
E

E-

(

(

>

$

$

<

E-

(

*

>

(

$则

E

E-

@

<

E-

(

*

>

$!

任取集合
*

的元素
'

$存在
&

"

(

$

%

"

$

使
<

E-

%

'

&

D&

$

E

E-

%

&

&

D%!

由合成映

射的定义

E

1

-

@<

1

-

%

'

&

,

E

1

-

%

<

1

-

%

'

&&

,

E

1

-

%

&

&

,

%

$

,

!$

,



又
<

@

E

%

%

&

D

<

%

E

%

%

&&

D

<

%

&

&

D'

$可知%

<

@

E

&

E-

%

'

&

D%!

由元素
'

的任意性知

%

<@E

&

1

-

,

E

1

-

@<

1

-

!

1

$"%

!

置
!!

换

本节介绍一种特殊的双射###有限集合上的双射$称之为置换
!

它在本课程以

及组合数学中有很重要的作用
!

$"%"!

!

置换的定义与性质

定义
'%,

!

$

是有限集合
!

从
$

到自身的双射称为集合
$

中的置换
!

若
%

$

%

D-

$则
$

中的置换称为
-

元置换
!

$D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.$

-

元置换
$

表示成

$,

%

-

%

!

)

%

-

$

%

%

-

&

$

%

%

!

& )

$

%

%

-

9

:

A

B

&

$

!$

%

%

.

&

"

$

$

-

,

.

,

-!

由于
$

是
$

上的双射$

$

%

%

.

&

($

%

%

7

&$

.

(

7

!

特别地$

$

H

,

%

-

%

!

)

%

-

%

-

%

!

)

%

9

:

A

B

-

称为恒同置换
!

例
$

!

$D

-

-

$

!

$

,

$

%

$

/

.$

$

D

- ! , % /

% &

! / - % ,

$其中
$

%

-

&

D!

$

$

%

!

&

D/

$

$

%

,

&

D-

$

$

%

%

&

D%

$

$

%

/

&

D,!

在置换中$我们只关心集合
$

各元素相对位置的变化$并不关心元素本身
!

所

以下面我们把
-

元集合都看成-

-

$

!

$)$

-

.$一共有
-

&

个不同的
-

元置换
!

前面讲过$双射存在逆映射$并且逆映射也是双射$对于置换
$

必定存在逆置

换
$

E-

!

若

$,

- !

)

-

$

%

-

&

$

%

!

& )

$

%

-

% &

&

$

它的逆置换

$

1

-

,

$

%

-

&

$

%

!

& )

$

%

-

&

- !

% &

-

!

,

"$

,



!!

例
&

!

求上例中
$

的逆置换
!

解
!

$

1

-

,

- ! , % /

% &

! / - % ,

1

-

,

! / - % ,

% &

- ! , % /

,

- ! , % /

% &

, - / % !

!

!!

例
'

!

求
$D

-

-

$

!

$

,

.上的全部置换
!

解
!%

$

%

D,

$

$

上有
.

个不同的置换$它们是

$

-

,

- ! ,

% &

- ! ,

$

$

!

,

- ! ,

% &

- , !

$

$

,

,

- ! ,

% &

! - ,

$

$

%

,

- ! ,

% &

, ! -

$

$

/

,

- ! ,

% &

! , -

$

$

.

,

- ! ,

% &

, - !

!

其中
$

-

是恒同置换
!

在置换
$

中$如果
$

%

-

&$

$

%

!

&$)$

$

%

-

&为奇排列%排列中逆序的个数为奇

数&$则称
$

为奇置换
!

如果
$

%

-

&$

$

%

!

&$)$

$

%

-

&为偶排列$则称
$

为偶置换
!

例
-

中的
$

里
!/-%,

的逆序数为
/

$所以
$

是奇置换
!

例
,

中
$

/

里
!,-

的逆序数为
!

$

所以
$

/

是偶置换
!

我们知道任何两个双射的合成映射仍是一个双射
!

两个置换
$

.

和
$

7

相继执

行仍是一个置换
!

这个置换称为
$

.

与
$

7

的乘积$记为
$

7

,

$

.

!

在例
,

中$

$

%

,

$

!

,

- ! ,

% &

, ! -

- ! ,

% &

- , !

,

- , !

% &

, - !

- ! ,

% &

- , !

,

- ! ,

% &

, - !

,$

.

$

$

!

,

$

%

,

- ! ,

% &

- , !

- ! ,

% &

, ! -

,

, ! -

% &

! , -

- ! ,

% &

, ! -

,

- ! ,

% &

! , -

,$

/

$

这里
$

%

,

$

!

($

!

,

$

%

!

由此看出$置换的乘法不满足交换律
!

$"%"#

!

轮换

轮换是一种特殊的转换
!

定义
'%1

!

设
%

-

$

%

!

$)$

%

;

是集合
$D

-

-

$

!

$)$

-

.的
;

个不同的元素$

$

是

$

上的置换$它使
$

%

%

-

&

D%

!

$

$

%

%

!

&

D%

,

$)$

$

%

%

;E-

&

D%

;

$

$

%

%

;

&

D%

-

$并且
$

中的其他元素
%

均有
$

%

%

&

D%

$即其他元素在
$

的作用下保持不动
!

我们称
$

是长

为
;

的轮换$记作

$,

%

%

-

%

!

)

%

;

&

!

称
%

-

$

%

!

$)$

%

;

为轮换
$

搬动的元素
!

若
$

D

%

%

-

%

!

)

%

;

&$则
$

E-

D

%

%

;

%

;E-

)

%

-

&

!

例
,

中
$

/

D

- ! ,

% &

! , -

D

%

-!

,

#$

,



J

&$

$

E-

/

D

%

,!-

&

D

%

-,!

&

D

- ! ,

% &

, ! -

D

$

.

!

不难看出%

%

-

%

!

)

%

;

&

D

%

%

!

%

,

)

%

;

%

-

&

D

)

D

%

%

;

%

-

)

%

;E-

&

!

轮换的乘积可用下面列表方式进行
!

例如
$

D

%

-,%

&$

&

D

%

-!

&$

$

,

&,

%

-,%

&%

-!

&

,

%

-!,%

&$

C?? C??

! ! -

C?? C??

, - !

C?? C??

% , ,

C?? C??

- % %

&

,

$,

%

-!

&%

-,%

&

,

%

-,%!

&$

C?? C??

, , -

C?? C??

- ! !

C?? C??

% % ,

C?? C??

! - %

这里
$

,

&(&

,

$

!

又若
$

D

%

-!

&$

&

D

%

,%

&$则
&

,

$

D

$

,

&

!

这是因为这两个轮换搬动元素集合

的交为空$即它们没有共同搬动的元素的缘故
!

我们称这样的轮换是不相交的轮

换
!

也就是说不相交的轮换乘积是可以交换的
!

定理
'%1

!

每个置换都可以写成若干个不相交的轮换之积
!

证明
!

轮换只跟搬动了的元素有关系
!

我们对置换所搬动的元素个数进行

归纳
!

当置换只搬动两个元素$它们是
.

和
7

$那么
$

D

%

.

7

&是长为
!

的轮换
!

命题

成立
!

假设置换搬运的元素个数小于
2

时$命题成立
!

现在置换
$

搬动
2

个元素

%

2

0

,

&$

$

必定搬动了某个元素
.!

由于
$

是有限集合上的双射$序列
.

$

$

%

.

&$

$

!

%

.

&$)$

$

6

%

.

&$)不可能两两互不相同$必存在
B

'

"

$使
$

B

%

.

&

D.

$令满足该式

的最小正整数为
;

$那么它们构成一个长为
;

的轮换
'

"

D

%

.

$

%

.

&)

$

;E-

%

.

&&

!

现

在观察
'

E-

"

$

$原来
$

不搬动的元素仍保持不动
!.

$

$

%

.

&$)$

$

;E-

%

.

&这
;

个元素也

保持不动
!

从而
'

E-

"

$

搬动元素个数小于
2!

由归纳假设知
'

E-

"

$

D

'

-

'

!

)

'

D

$其中

'

.

$

'

7

%

.

(

7

&是两两互不相交的
!

而
$

D

'

"

'

-

'

!

)

'

D

!

这里
'

"

只搬动
.

$

$

%

.

&$)$

$

;E-

%

.

&$而
'

-

$

'

!

$)$

'

D

不搬动
.

$

$

%

.

&$)$

$

;E-

%

.

&

!

所以
'

"

与
'

7

$

-

,

7

,

D

是非

交的
!

这就证明了命题对置换搬动
2

个元素时也成立
!

1

这里要说明的是$如果不考虑轮换因子书写的顺序$那么任何置换表示成不相

,

$$

,



交的轮换之积其形式是唯一的
!

例如

$,

- ! , % / . * + #

% &

. , / - * % ! # +

,

%

-.%

&%

!,/*

&%

+#

&

!

!!$

为置换$使
$

-

D

$

H

的最小正整数
-

称为
$

的阶
!

若
$

D

%

%

-

%

!

!

)

%

;

&是长为

;

的轮换$那么
$

的阶为
;!

定理
'%$2

!

置换的阶等于它的轮换分解中各因子长度的最小公倍数
!

证明
!

从定理
,>#

知置换
$

D

'

-

'

!

)

'

D

$其中
'

-

$

'

!

$)$

'

D

是两两互不相交

的轮换$它们的阶分别为
2

-

$

2

!

$)$

2

D

!

令
2

是
2

-

$

2

!

$)$

2

D

的最小公倍数$

2D

0

2

-

$

2

!

$)$

2

D

1

!

显然

$

2

,'

2

-

'

2

!

)

'

2

D

,'

6

-

2

-

-

'

6

!

2

!

!

)

'

6

D

2

D

-

,$

H

!

设
$

的阶为
;

$必有
;

%

2!

$

;

,'

;

-

'

;

!

)

'

;

D

,$

H

!

由于
'

-

$

'

!

$)$

'

D

是两两互不相交的$必有
'

;

.

D

$

H

$

-

,

.

,

D!

而由
'

.

的阶为
2

.

知
2

.

%

;

$

-

,

.

,

D!

又推出
2

%

;!

由整除的反对称性质$得出
2D;!

1

$"%"$

!

对换

两个文字的轮换叫做对换
!

任何轮换可以表示成对换的乘积

%

%

-

%

!

)

%

;

&

,

%

%

-

%

;

&%

%

-

%

;

1

-

&)%

%

-

%

,

&%

%

-

%

!

&

!

由于每个置换可以表示成不相交的轮换之积$于是每个置换可以表示成对换之积
!

但是表示方法不唯一
!

例如

$,

- ! , % /

% &

! / % , -

,

%

-/

&%

-!

&%

,%

&

,

%

-,

&%

,%

&%

%/

&%

!%

&%

-%

&

!

在两种分解中对换因子个数的奇偶性相同
!

定理
'%$$

!

对换是奇置换
!

证明
!

在对换%

.

7

&中不妨假设
.

+

7

$

%

.

7

&

,

- !

)

.

1

- . .

0

-

)

7

1

-

7 7

0

-

)

-

- !

)

.

1

-

7

.

0

-

)

7

1

- .

7

0

-

)

% &

-

!

下面一排数中逆序数为
!

,%

7

E.

&

E-!

故对换是奇置换
!

,

%$

,



置换
$

D

- !

)

-

%

-

%

!

)

%

% &

-

乘以特殊形式的对换%

.

!

.F-

&得

$

%

.

!

.

0

-

&

,

- !

)

-

%

-

%

!

)

%

% &

-

%

.

!

.

0

-

&

,

- !

)

.

1

- . .

0

- .

0

!

)

-

%

-

%

!

)

%

.

1

-

%

.

0

-

%

.

%.

0

!

)

%

% &

-

$

其效果是把原来置换中
%

.

与
%

.F-

交换位置
!

如果
%

.

+

%

.F-

$逆序数增加
-

$如果
%

.

'

%.F-

$逆序数减少
-!

总之$逆序数的奇偶性发生变化
!

所以$一个置换与形如

%

.

!

.F-

&的对换相乘得到的置换与原置换奇偶性相反
!

一般形式的对换%

.

7

&$不妨假设
.

+

7

$

%

.

!

7

&

,

%

.

!

.

0

-

&%

.

0

-

!

.

0

!

&)%

7

1

-

!

7

&%

7

1

!

!

7

1

-

&)%

.

!

.

0

-

&

那么
$

%

.

7

&将把
$

的奇偶性改变
!

%

7

E.

&

E-

次$从而
$

%

.

7

&与
$

的奇偶性相反
!

从上面的分析看出$奇置换分解成奇数个对换因子之积$偶置换分解成偶数个

对换因子之积
!

定理
'%$&

!

全体
-

元置换中奇置换与偶置换各半$都有-

&

!

个
!

证明
!

全体
-

元置换共有
-

&

个
!

每个置换或者是奇置换或者是偶置换$两者

必居其一
!

令全体
-

元偶置换为集合
$

-

$全体
-

元奇置换为集合
(

-

!

E

是从
$

-

到

(

-

的映射$对任何
$"

$

-

$

E

%

$

&

D

$

%

-!

&

!

任取
&"

(

-

$

&

%

-!

&

"

$

-

$

E

%

&

%

-!

&&

,&

!

&

%

-!

&是
&

的原像
!

E

为满射$又若
$

-

$

$

!

"

$

-

都是
&"

(

-

的原像$即
$

-

%

-!

&

D

$

!

%

-!

&$推出
$

-

D

$

!

!

所以
E

为单射
!

从而
E

为从
$

-

到
(

-

的双射
!

由定理
,>%

知

%

$

-

%

D

%

(

-

%

!

因为
%

$

-

-

(

-

%

D-

&

$

$

-

.

(

-

D

$

$所以
%

$

-

%

D

%

(

-

%

D

-

&

!

!

$"&

!

开 关 函 数

$"&"!

!

定义和性质

!!

令
K

!

D

-

"

$

-

.$

-

元开关函数
E

%

"

-

$

"

!

$)$

"

-

&是从
K

-

!

到
K

!

的映射
!

从定理

,

&$

,



,>-

不难看出
-

元开关函数有
!

!

-

个
!

例如$二元开关函数共有
!

!

!

D-.

个
!

它们是

"

-

"

!

E

"

E

-

E

!

)

E

-%

E

-/

" " " " "

" - " " "

- " " " -

- - " - "

)

- -

- -

- -

" -

其中函数
E

-

定义了两个布尔量之间逻辑乘运算$记为
"

-

,

"

!

!

它的运算规则如下

左表
!

"

-

"

!

"

-

,

"

!

" " "

" - "

- " "

- - -

"

-

"

!

"

-

,

"

!

" " "

" - -

- " -

- - -

只有当
"

-

$

"

!

都取值
-

时函数
"

-

,

"

!

才取值
-!

函数
E

*

定义了两个布尔量之间的

逻辑加运算$记为
"

-

F"

!

!

它的运算规则如上右表所示
!

只有当
"

-

$

"

!

都取值
"

时

函数
"

-

F"

!

才取值为
"!

下面定义布尔量的逻辑补运算$它的运算规则是

"

"

E

" -

- "

即函数
"

E与
"

的取值相反
!

定义
'%$2

!

设
E

%

"

-

$

"

!

$)$

"

-

&与
<

%

"

-

$

"

!

$)$

"

-

&是
-

元开关函数
!

对%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

"

K

-

!

定义

E

1

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

,

E

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&$

%

E

0

<

&%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

,

E

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

0

<

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&$

%

E

,

<

&%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

,

E

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

,

<

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&$

称
E

E

为
E

的补函数$

E

F

<

$

E

,

<

分别称为
E

与
<

的和函数与积函数
!

例如
E

%

"

-

$

"

!

&

D"

-

,

"

!

$

<

%

"

-

$

"

!

&

D"

!

$从下面真值表看出

%

E

0

<

&%

"

-

$

"

!

&

,

"

!

$%

E

,

<

&%

"

-

$

"

!

&

,

"

-

,

"

!

$

E

1

%

"

-

$

"

!

&

,

"

1

-

0

"

1

!

!

,
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"

-

"

! "

E

-

"

E

!

"

E

-

F"

E

!

E <

E

E

E

F

< E

,

<

" " - - - " " - " "

" - - " - " - - - "

- " " - - " " - " "

- - " " " - - " - -

定理
'%$'

!

设
E

$

<

$

=

是开关函数$那么

-?

!

结合律
!

%

E

F

<

&

F=D

E

F

%

<

F=

&$

%

E

,

<

&,

=D

E

,%

<

,

=

&

!

!!

!?

!

交换律
!

E

F

<

D

<

F

E

$

E

,

<

D

<

,

E

!

!!

,?

!

分配律
!

E

F

%

<

,

=

&

D

%

E

F

<

&,%

E

F=

&$

E

,%

<

F=

&

D

%

E

,

<

&

F

%

E

,

=

&

!

!!

%?

!

E

F"D

E

$

!

E

,

-D

E

!

/?

!

E

F

E

E

D-

$

!

E

,

E

E

D"!

证明
!

因
E

$

<

$

=

仅有两种可能的取值$采用*穷举法+可证明上述性质$例如(

E <

=

<

F=

E

,%

<

F=

&

E

,

< E

,

=

E

,

<

F

E

,

=

" " " " " " " "

" " - - " " " "

" - " - " " " "

" - - - " " " "

- " " " " " " "

- " - - - " - -

- - " - - - " -

- - - - - - - -

E

,%

<

F=

&与
E

,

<

F

E

,

=

取值完全相同$故
E

,%

<

F=

&

D

E

,

<

F

E

,

=!

1

下面用定理
,>-,

证明一些等式
!

例
$

!

证明(

E

F

E

D

E

$

E

,

E

D

E

!

证明
!

E

0

E

,

%

E

0

E

&

,

-

,

%

E

0

E

&

,

%

E

0

E

1

&

,

E

0

%

E

,

E

1

&

,

E

0

"

,

E

$

,
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E

,

E

,

%

E

,

E

&

0

"

,

%

E

,

E

&

0

%

E

,

E

1

&

,

E

,

%

E

0

E

1

&

,

E

,

-

,

E

!

!!

例
&

!

证明(

E

F-D-

$

E

,

"D"!

证明
!

E

0

-

,

E

0

%

E

0

E

1

&

,

%

E

0

E

&

0

E

1

,

E

0

E

1

,

-

$

E

,

"

,

E

,

%

E

,

E

1

&

,

%

E

,

E

&

E

1

,

,

E

,

E

1

,

"!

!!

例
'

!

如果
E

F

<

D-

$

E

,

<

D"

$则
<

D

E

E

!

证明
!

若
<

D

E

E

$显然
E

F

<

D-

$

E

,

<

D"!

如果函数
=

也满足
E

F=D-

$

E

,

=

D"

$那么

=

,

=

,

-

,

=

,

%

E

0

E

1

&

,

E

,

E

0

=

,

E

1

,

"

0

=

,

E

1

,

=

E

1

$

E

1

,

E

1

,

-

,

E

1

,

%

E

0

=

&

,

E

1

,

E

0

E

1

=

,

"

0

E

1

=

,

=

E

1

!

从而
=D

E

E

!

这说明

E

0

<

,

-

E

,

<

,

-

"

的解存在且唯一$

<

D

E

E

!

例
(

!

证明
E

F

<

D

E

E

,

<

E

!

证明
!

我们的思路是先证明%

E

F

<

&,%

E

E

,

<

E

&

D"

$%

E

F

<

&

F

%

E

E

,

<

E

&

D-

$然

后利用例
,

的结果得到
E

F

<

D

E

E

,

<

E

!

%

E

0

<

&

,

%

E

1

,

<

1

&

,

%

E

,

%

E

1

,

<

1

&&

0

%

<

,

%

E

1

,

<

1

&&

,

%%

E

,

E

1

&

,

<

1

&

0
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<

,

<

1

&

,

E

1

&

,

%

"

,

<

1

&

0

%

"

,

E

1

&

,

"

0

"

,

"

$

%

E

0

<

&

0

%

E

1

,

<

1

&

,

E

0

%%

<

0

E

1

&

,

%

<

0

<

1

&&

,

E

0
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<

0

E

1

&

,

-

&

,

E

0

%

<

0

E

1

&

,

%

E

0

E

1

&

0

<

,

-

0

<

,
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!!

例
)

!

证明(

E

F

%

E

,

<

&

D

E

$

E
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E

F

<

&

D

E

!

证明
!

E

0

%

E

,

<

&

,

%

E

,

-

&

0

%

E

,

<

&

,

E

,

%

-

0

<

&

,

E

,

-

,

E

$

E

,

%

E

0

<

&

,

%

E

0

"

&

,

%

E

0

<

&

,

E

0

%

"

,

<

&

,

E

0

"

,

E

!

!!

例
*

!

E

$

<

$

=

为
-

元开关函数$如果
E

,

<

D

E

,

=

且
E

F

<

D

E

F=

$则
<

D=!

,
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,



证明
!

当
<

D-

时$

E

,

-D

E

,

=

$

E

F-D

E

F=!

推出
E

D

E

,

=

$

-D

E

F=!

用
E

E

同时乘以
-D

E

F=

两边$得到

E

1

,

E

1

,

%

E

0

=

&

,

E

1

,

=!

而

=

,

=

,

%

E

0

E

1

&
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=

,

E

0

=

,

E

1

,

=

E

0

E

1

,

E

0

E

1

,
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!!

当
<

D"

时$

E

,

"D

E

,

=

$

E

F"D

E

F=

$推出
E

,

=D"

$

E

D

E

F=!

用
E

E

同时乘

以
E

D

E

F=

两边$得到

E

,

E

1

,

E

1

,

%

E

0

=

&

,

E

1

,

=

$

即
E

E

,

=D"

$而

=

,

=

,

%

E

0

E

1

&

,

=

,

E

0

=

,

E

1

,

"

0

"

,

"!

!!

我们看到
<

与
=

取值完全相同$故
<

D=!

例
-

$例
%

$例
/

分别证明了
-

元开关函数的幂等律!摩尔根律和吸收律
!

这些

性质今后都可以直接引用
!

$"&"#

!

开关函数的小项表达式

通常一个开关函数可以有许多相互等价的表达方式
!

为了理论上研究的方便$

需要一种标准的表达方式$使得每个开关函数有唯一的表达式$并且不同的开关函

数有不同的表达式
!

下面介绍的小项表达式就是其中的一个方法
!

对任意
-

元开关函数
E
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-
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%

-
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$
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!
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-
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这是因为当
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时$等式右边为
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-
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%

"

$

"

!
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-
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E
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"

$
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-
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而当
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-
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"

$
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-
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"

!
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-
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从而前面的等式成立
!

把这一等式应用到二元开关函数
E

%
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-

$

"

!
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-
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-
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&
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0
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0

E
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$
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!

!

把这事实推广到
-

元开关函数有

E
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!
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-
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-
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-

$
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其中

"

%
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-

当
"

,

%

时$

"

当
"

(

%

时-

!

从而

"

%

-

-

"

%

!

!

)

"

%

-

-

,

-

当
"

-

,

%

-

$

"

!

,

%

!

$)$

"

-

,

%

-

时$

"

其他-

!

前面的公式就是
-

元开关函数
E

%

"

-

$

"

!

$)$

"

-

&的小项表达式$其中
"

%

-

-

"

%
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%

-

-

称为小项
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元开关函数有
!

- 个不同的小项
!

例
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元开关函数
E
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&
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-
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-
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-
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-

&
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-
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&
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-
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-

"

E

!

"

E

,

!

$"&"$

!

集合的特征函数

定义
'%$$

!

5

为集合$

K

!

D

-

"

$

-

.$对
5

的每个子集
$

*

5

$定义一个函数

(

$

(

5

>

K

!

$

,

!%

,



(

$

%

"

&

,

-

当
"

"

$

$

"

当
"

#

$

-

!

(

$

称为集合
$

的特征函数
!

显然$

5

的不同子集对应着不同的特征函数
!5

为有限集合时$

5

的子集个数

为
!

%

5

%

!

从
5

到
K

!

的映射个数也是
!

%

5

%

!

令
<

%

$

&

D

(

$

$

<

是从
#

%

5

&到-

E

%

E

(

5

>

K

!

.的双射
!

如果取
5DK

-

!

$

K

-

!

的
!

!

-

个子集从
K

-

!

到
K

!

的
!

!

-

个开关函数可以建立一一

对应关系
!

对应的方法是(对于
$

*

K

-

!

$

$

的特征函数

(

$

%

"

-

$

"

!

$)$

"

-

&

,

"

当%

"

-

$

"

!

$)$

"

-

&

#

$

时$

-

当%

"

-

$

"

!

$)$

"

-

&

"

$

时
8

9

:

!

容易看出(若
$

-

$

$

!

的特征函数分别是
(

$

-

$

(

$

!

那么集合
$

-

.

$

!

$

$

-

-

$

!

的特

征函数是
(

$

-

,

(

$

!

$

(

$

-

F

(

$

!

!

这样集合上的三种基本运算补%

E

&$交%

.

&$并

%

-

&分别对应着开关函数的三种逻辑补$逻辑乘和逻辑加
!

把集合的运算规则与开

关函数的运算规则加以比较$对它们的相似之处就不难理解了
!

这一点在第
/

章中

将有进一步的叙述
!

习
!!

题

->

下列关系中哪些能构成映射$请说明理由
!

其中
0

为自然数集合$

#

为实数集合
!

%

-

&-%

"

-

$

"

!

&

%

"

-

$

"

!"

0

$

"

-

F"

!+

-"

."

%

!

&-%

)

-

$

)

!

&

%

)

-

$

)

!"

#

$

)

!

D

)

!

-

."

%

,

&-%

)

-

$

)

-

&

%

)

-

$

)

!"

#

$

)

!

!

D

)

-

.

!

!>

令
E

(

$

>

(

$其中
$D

-

E-

$

"

$

"

.

!

$

E

%

"

-

$

"

!

&

,

" "

-

,

"

!

'

"

$

"

-1

"

!

"

-

,

"

!

,

"

-

!

!!

%

-

&

E

的值域
G

E

是什么/

%

!

&从
$

到
G

E

有多少个不同的映射/

,>

下列函数中哪些是单射!满射和双射/ 说明理由
!

其中
!

为整数集合$

!

F为正整数集合
!

%

-

&

<

(

!

>

!

F

,

<

$

<

(

-

>%

-

%

F-!

%

!

&

E

(

!

>

0

-

-

"

.$

E

%

7

&

;

7

%

NC;,

&

!

%%

7

NC;,

&表示
7

除以
,

的非负余数
!

&

%

,

&

E

(

!

>

!

$

E

%

-

&

D-F-

$

<

(

!

>

!

$

<

%

-

&

D-E-!

%

%

&

E

(

0

>

-

"

$

-

.$

E

%

7

&

D

"

7

为奇数$

-

7

为偶数-

!

,

"%

,



%

/

&

E

(

0

>

0

$

E

%

7

&

D

7

!

F!

7

E-/!

%>$

$

(

是有限集合
!

试给出一个从
$=(

到
(=$

的双射$并由此验证

%

$=(

%

D

%

(=$

%

!

/>

令
#

0

"

1表示全体实系数多项式
!

%

-

&证明(

;

;"

E

%

"

&

D

E

!

%

"

&是从
#

0

"

1到
#

0

"

1的映射
!

它的值域是什么/ 是否为满射/ 是否

为双射/

%

!

&证明(

H

%

E

%

"

&&

,

D

"

"

E

%

B

&

;B

是从
#

0

"

1到
#

0

"

1的映射
!

它的值域是什么/ 是否为满射/

是否为双射/

.>

设
$D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.$

%

(

%

D2

$

#

%

(

&表示集合
(

中元素构成的全体有序
-

数组$即

#

%

(

&

,

-%

&

.

-

$

&

.

!

$)$

&

.

-

&

/

&

.

7

"

(

$

-

,7,

-

.

!

以
K

表示从
$

到
(

的映射全体
!

对于
K

中的每个映射
E

$令

<

%

E

&

,

%

E

%

%

-

&$

E

%

%

!

&$)$

E

%

%

-

&&

!

证明(

<

是从
K

到
#

%

(

&的双射$并由此证明从
$

到
(

的映射有
2

- 个
!

*>

令
)

(

#

>

L

$

$

和
(

是
#

的子集合$证明

)

%

$

-

(

&

,)

%

$

&

-

)

%

(

&$

)

%

$

.

(

&

*

)

%

$

&

.

)

%

(

&

!

给出一个例子说明
)

%

*.

(

&

()

%

$

&

.)

%

(

&

!

+>

令
)

(

#

>

L

$

$

是
#

的子集$

$

在
#

中的补E

$D#E$!

当
)

是单射或满射时$讨论
)

%

E

$

&

与
)

%

$

F

&的关系
!

#>

E

$

<

$

=

是从
!

到
!

的映射$

E

%

"

&

D,"

$

<

%

"

&

D,"F-

$

=

%

"

&

D,"F!

$计算

E@<

$

<@E

$

<@

=

$

=

@<

$

E@<@

=!

!!

-">

令
E

是从
$

到
(

的单射
!

<

是从
(

到
*

的单射
!

证明
<

@

E

是从
$

到
*

的单射
!

-->

令
#D

-

-

$

!

$

,

$).$给出两个从
#

到
#

的映射
E

和
<

$使得
E

@

<

DH

#

$但是
<

@

E

(

H

#

!

如果

E

是双射$会发生什么情况/

-!>

设

$,

- ! , % / .

% &

, - % / . !

$

!&,

- ! , % / .

% &

! % - , . /

$

计算
&$

$

&

!

$

$

$

!

&

$

$

E-

&$

!

-,>

把下列置换写成不相交的轮换之积
!

%

-

&%

!/*

&%

*+

&%

-%/

&"

%

!

&%

*!+-/

&%

!-

&%

%*.

&%

-!

&

!

-%>

把下列置换写成不相交的轮换之积(

%

-

&

- ! , % / . * +

% &

+ ! . , * % / -

"

,

#%

,



%

!

&

- ! , % / . * +

% &

, . % - + ! / *

"

%

,

&

- ! , % / . * +

% &

, - % * ! / + .

!

-/>

求下列置换的阶(

%

-

&%

%*

&%

!.-

&%

/.*

&%

-!,%

&"

%

!

&%

-.,

&%

-,/*

&%

.*

&%

-!,%/

&

!

-.>

证明(任何
-

元置换可以表示成%

-!

&$%

!,

&$)$%

-E--

&的乘积
!

-*>

求证下列恒等式(

%

-

&

"

-

D"

-

"

!

"

,

F"

-

"

E

!

"

,

F"

-

"

!

"

E

,

F"

-

"

E

!

"

E

,

"

%

!

&

"

-

"

!

F"

!

"

,

F"

,

"

E

-

D"

-

"

!

F"

E

-

"

,

!

-+>

如果
E

F

<

D

<

$求证下面三个等式成立(

%

-

&

E

,

<

F

E

E

D-

"

%

!

&

E

E

F

<

D-

"

%

,

&

E

,

<

E

D"!

-#>

写出下列
!

元开关函数的小项表达式(

%

-

&恒为
-

的函数"

%

!

&当且仅当两个变量取值相同时函数值为
-!

,

$%

,



第
$

章
!

二 元 关 系

%"!

!

基 本 概 念

%"!"!

!

关系

!!

定义
(%$

!

$

-

$

$

!

$)$

$

-

是集合$

$

-

=$

!

=

)

=$

-

的子集称为
$

-

=$

!

=

)

=$

-

上的一个
-

元关系
G!

如果
GD

$

$称
G

为空关系或平凡关系
!

如果
GD

$

-

=$

!

=

)

=$

-

$则称
G

为万有关系
!

G

是
$=(

上的二元关系$也叫做从集合
$

到集合
(

的关系
!G

的定义域为

-

"

/

"

"

$

$

&

)"

(

$%

"

$

)

&

"

G

.

!

G

的值域为

-

)

.

)"

(

$

&

"

"

$

$%

"

$

)

&

"

G

.

!

如果%

%

$

&

&

"

G

$我们说
%

与
&

有关系
G

$记为
%G&!

如果%

%

$

&

&

#

G

$我们说
%

与

&

没有关系
G

$记为
%G&!

当
$D(

时$

G

称为
$

上的二元关系
!

例
$

!

令
M

是整数集合
!

上的*小于关系+$因
%

+

.

$%

%

$

.

&

"

M!

而%

.

$

%

&

#

M!

例
&

!

以自然数集合
0

作为万有集合
!

令
C

表示*)是)的倍数+关系
!%C!

$

!C%!

一般地$

"C

)

G&

6

"

0

$使
"

,

6

,

)

!

对所有
"

"

0

均有
"C"

$

"C-!

若
@

"

0

且
@

'

-

$从
@

C"

必推出
"D-

或
"D

@

$那

么
@

称为素数
!

如果
"C!

$则
"

为奇数
!

例
'

!

实数集合上的二元关系可在笛卡儿平面上图示出来$例如关系

G

,

-%

"

$

)

&

//

"

/0/

)

/

,

-

.

!

它的图示是图
,

中画阴影的部分
!

对比映射
E

(

$

>

(

和
$=(

上的二元关系
G

$

,

%%

,



E

,

-%

"

$

)

&

/

"

"

$

$

)"

(!

并且
E

%

"

&

,

)

.

!

G

,

-%

"

$

)

&

/

"

"

$

$

)"

(

并且
"G

)

.

!

图
'

E

的定义域
3

E

D$

$而
G

的定义域
3

G

*

$!

在
E

中$如果%

"

$

)

-

&

"

E

$%

"

$

)

!

&

"

E

必有
)

-

D

)

!

!

而在

G

中可能存在
"

"

"

$

$

)

-

$

)

!

"

(

且
)

-

(

)

!

使%

"

"

$

)

-

&

"

G

$%

"

"

$

)

"

&

"

G!

所以$关系这个概念是从映

射概念引伸出来的$它反映集合间的联系比映射还

要广泛
!

由于关系是集合
!

有些关系也可以采用归纳定

义
!

例如(自然数集合上的*小于+关系的归纳定义

如下(

-?

!

%基础语句&%

"

$

-

&

"

G

"

!?

!

%归纳语句&如果%

"

$

)

&

"

G

$则%

"

$

)

F-

&

"

G!

%

"F-

$

)

F-

&

"

G

"

,?

!

%终结语句&

G

只由有限次使用
-?

$

!?

所得到的那些元素组成
!

%"!"#

!

关系的性质

定义
(%&

!

G

是
$

上的关系
!

-?

!

如果对于
$

的每个元素
"

均有
"G"

$则称
G

是自反的"

!?

!

如果对于
$

的每个元素
"

均有
"G"

$则称
G

是不自反的"

,?

!

对每个
"

$

)

"

$

$如果
"G

)

必能推出
)

G"

$则称
G

是对称的"

%?

!

对每个
"

$

)

"

$

$如果
"G

)

$

)

G"

必能推出
"D

)

$则称
G

是反对称的"

/?

!

对每个
"

$

)

$

A

"

$

$如果
"G

)

$

)

GA

必能推出
"GA

$则称
G

是传递的
!

从这个定义看出如下两点(首先$一个关系
G

不具有*自反+性质$并不一定具

有*不自反+性质
!

这两个性质不是互补的$这是因为可能集合
$

中的一些元素
"

使得
"G"

成立$而另一些元素
"

使
"G"

成立
!

其次关系
G

的反对称性可等价地

叙述成(如果
"

(

)

且
"G

)

$则必有
)

G"!

例
$

!

字母表
!

D

-

%

$

&

$)$

"

$

)

$

A

.上定义的所有行组成的集合
!

3上定义关

系
G

-

$

G

!

$

G

,

(

"G

-

)

G

"

与
)

的长度相等$

"G

!

)

G

"

比
)

长$

"G

,

)

G

"

的某个真前缀是
)

的一个真后缀
!

G

-

是自反的$

G

!

是不自反的$

G

,

既不是自反的也不是不自反的$这是因为

%%G

,

%%

而
%&G

,

%&!

,

&%

,



例
&

!

在
!

3上定义
G

%

$

G

/

$

G

.

(

"G

%

)

G

"

是
)

的子串$

"G

/

)

G

"

与
)

都有一个相同的非空前缀$

"G

.

)

G

"

与
)

相等
!

G

%

是反对称的$

G

/

是对称的$

G

.

既是对称的也是反对称的
!

例
'

!

在
!

3上定义
G

*

$

G

+

$

G

#

(

"G

*

)

G

"

是
)

的前缀$

"G

+

)

G

"

是
)

的子字$

"G

#

)

G

"

与
)

有相同的字符
!

G

*

和
G

+

都是传递的$

G

#

不具有传递性$例如
%%G

#

&'

$

&'G

#

'9

$但是
%&G

#

'9!

%"!"$

!

关系的表示

前面我们用集合形式表示
$=(

上的关系
G

$

G

,

-%

"

$

)

&

/

"

"

$

$

)"

(

$

"G

)

.

!

本节介绍另外两种关系的表示形式$即关系矩阵和关系图
!

设
G

是从有限集合
$

到有限集合
(

的关系$其中
$D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

2

.$

(D

-

&

-

$

&

!

$)$

&

-

.

!

定义矩阵
"D

%

2

.

7

&$

2

.

7

,

"

当
%

.

G&

7

时$

-

当
%

.

G&

7

时
8

9

:

!

称为
G

的关系矩阵$它是
2=-

矩阵$即关系矩阵
"

的行数和列数分别是集合
$

和集合
(

的元素个数
!

例
$

!

$D

-

%

-

$

%

!

$

%

,

.$

(D

-

&

-

$

&

!

.

!G

是
$=(

上的关系$

G

,

-%

%

-

$

&

-

&$%

%

-

$

&

!

&$%

%

!

$

&

!

&.

!

G

的关系矩阵
"

是
,=!

矩阵$

"

,

- -

" -

9

:

A

B

" "

!

!!

例
&

!

G

是
#D

-

-

$

!

$

,

$

%

.上的关系$

"G

)

G

"

,

)

$

G

的关系矩阵
"

是
%

阶

方阵
!

"

,

- - - -

" - - -

" " - -

9

:

A

B

" " " -

!

,

'%

,



!!

从上面关系矩阵的构造方法看出(对于有限集合
$

上的关系
G

$如果关系
G

是自反的$那么它所对应的关系矩阵
"

的对角线上所有元素都是
-!

如果关系
G

是不自反的$那么关系矩阵
"

的对角线上所有元素都是
"!

如果关系
G

是对称的$

那么关系矩阵
"

是对称矩阵
!

如果关系
G

是反对称的$那么在关系矩阵
"

中
.

(

7

且
2

.

7

D-

时$必有
2

7

.

D"!

或者说当
.

(

7

时$

2

.

7

,

2

7

.

D"!

关系
G

的传递性在

关系矩阵中不易看出
!

关系图表示法是把有限集合
$D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.上的关系
G

用一个有向图

表示出来
!

其作法是(把集合
$

的每个元素用一个点%称为结点&

!

如果
%

.

G%

7

$那么

从结点
%

.

出发向结点
%

7

画一有箭头的弧$如果
%

.

G%

.

$则在结点
%

.

上画一条自封

闭的弧线%称为圈&

!

有限集合
$

上的任何关系都可以用关系图来表示
!

关系图直观地刻画出该关

系的性质
!

如果关系
G

是自反的$那么关系图中每个结点都有一个圈
!

如果关系
G

是不自反的$那么每个结点都没有圈$如果关系
G

是对称的$

%

.

与
%

7

是两个不同

的结点$从
%

.

到
%

7

有条弧$那么从
%

7

到
%

.

也必有条弧
!

如果关系
G

是反对称的$

两上不同结点
%

.

与
%

7

之间$从
%

.

到
%

7

有条弧$那么从
%

7

到
%

.

一定没有弧
!

如果

关系
G

是传递的$从
%

.

到
%

7

有条首尾相接的弧串$那么从
%

.

到
%

7

一定有一条直

接相连的弧%图
%

&

!

图
(

%"!"%

!

关系的运算

从集合
$

到集合
(

的关系
G

$就是
$=(

的一个子集
!

集合之间的相等!包含

,

(%

,



以至集合间的并!交!补运算可以直接地移植到关系
G

上
!

定义
(%'

!+

-

和
+

!

是从集合
$

到集合
(

的两个关系
!

+

-

和
+

!

作为
$=(

的

子集而言$如果
+

-

*+

!

$那么称关系
+

-

小于等于关系
+

!

$并记为
+

-

,+

!

!

如果
+

-

*+

!

且
+

-

(+

!

$则称关系
+

-

小于关系
+

!

$并记为
+

-

++

!

!

类似地可以定义
0

或
'

!

两个集合
$

-

$

$

!

满足
$

-

*

$

!

$其含义是(若
%

.

"

$

$则必有
%

.

"

$

!

!

两个关

系
+

-

$

+

!

满足
+

-

,+

!

$可以刻画成$若
"

+

-

)

$则必有
"

+

!

)

!

同样地$

+

-

++

!

可以刻

画成$若
"

+

-

)

$则必有
"

+

!

)

$并且存在
"

"

"

$

$

)

"

"

(!

使得
"

"

+

-

)

"

且
"

"

+

!

)

"

!

定义
(%(

!+

-

与
+

!

是从集合
$

到集合
(

的两个关系
!

定义新的关系
+

-

.+

!

$

+

-

-+

!

$

+

E

-

分别为

"

%

+

-

.

+

!

&

)

G

"

+

-

)

且
"

+

!

)

$

"

%

+

-

-

+

!

&

)

G

"

+

-

)

或
"

+

!

)

$

"

+

1

-

)

G

"

+

-

)

!

+

-

.+

!

$

+

-

-+

!

$

+

E

-

分别称为
+

-

与
+

!

的交!并及
+

-

的补
!

例
$

!+

-

$

+

!

是实数集合上的关系$它们的定义为
"

+

-

)

G

"D

)

$

"

+

!

)

G

"

DE

)

$那么

"

%

+

-

-

+

!

&

)

G/

"

/,/

)

/

!

!!

例
&

!

实数集合上的关系
+

-

$

+

!

定义分别为

"

+

-

)

G

"

0)

$

!

"

+

!

)

G

"

,)

$

那么

"

%

+

-

.

+

!

&

)

G

"

,

)

$

"

+

1

-

)

G

"

+)

!

!!

集合间基本的运算%

-

$

.

$

E

&满足的运算规则可以原封不动地移到关系上
!

从而得到关系运算应该满足的运算规则$例如交换律
+

-

.+

!

D

+

!

.+

-

$

+

-

-+

!

D

+

!

-+

-

"结合律%

+

-

-+

!

&

-+

,

D

+

-

-

%

+

!

-+

,

&$%

+

-

.+

!

&

.+

,

D

+

-

.

%

+

!

.+

,

&

!

关系还有两个特殊的运算(合成运算和闭包运算
!

定义
(%)

!+

-

是从集合
$

到集合
(

的关系$

+

!

是从集合
(

到集合
*

的关系
!

现从集合
$

到集合
*

的关系
+

!

@+

-

定义为

"

%

+

!

@

+

-

&

)

G

存在
A

"

(

使
"

+

-

A

$

A

+

!

)

$

并称为
+

-

和
+

!

的合成关系
!

例
$

!

G

$

#

都是集合
$D

-

-

$

!

$

,

$

%

$

/

.上的关系$其中

G

,

-%

-

$

!

&$%

!

$

!

&$%

,

$

%

&.$

,

)%

,



#

,

-%

-

$

,

$&$%

!

$

/

&$%

,

$

-

&$%

%

$

!

&.$

那么

G

@

#

,

-%

-

$

%

&$%

,

$

!

&$%

%

$

!

&.$

#

@

G

,

-%

-

$

/

&$%

!

$

/

&$%

,

$

!

&.

!

G

@

#

及
#

@

G

都是
$

上的关系$但是
G

@

#

(

#

@

G!

可见合成运算是不满足交换

律的
!

定理
(%$

!

关系的合成运算满足结合律
!

证明
!

设
G

-

是从集合
$

到集合
(

的关系$

G

!

是从集合
(

到集合
*

的关系$

G

,

是从集合
*

到集合
3

的关系
!

我们要证明
G

,

@

%

G

!

@

G

-

&

D

%

G

,

@

G

!

&

@

G

-

!

先证

明
G

,

@

%

G

!

@

G

-

&

*

%

G

,

@

G

!

&

@

G

-

!

如果
%

"

$

$

9

"

3

$%

%

$

9

&

"

G

,

@

%

G

!

@

G

-

&$根据

关系合成运算定义知存在
'

"

*

$使%

%

$

'

&

"

G

!

@

G

-

$%

'

$

9

&

"

G

,

!

又由%

%

$

'

&

"

G

!

@

G

-

$根据合成运算定义知存在
&

"

(

$使%

%

$

&

&

"

G

-

$%

&

$

'

&

"

G

!

!

我们把%

&

$

'

&

"

G

!

$%

'

$

9

&

"

G

,

放在一起$它的含义是存在
'

"

*

使得%

&

$

'

&

"

G

!

且%

'

$

9

&

"

G

,

$从而%

&

$

9

&

"

G

,

@

G

!

!

再把它与%

%

$

&

&

"

G

-

结合在一起$知存在
&

"

(

$使得

%

%

$

&

&

"

G

-

且%

&

$

9

&

"

G

,

@

G

!

$于是%

%

$

9

&

"

%

G

,

@

G

!

&

@

G

-

!

由此证明出
G

,

@

%

G

!

@

G

-

&

*

%

G

,

@

G

!

&

@

G

-

!

同理可证%

G

,

@

G

!

&

@

G

-

*

G

,

@

%

G

!

@

G

-

&

!

由集合包含关系的

反对称性得出

G

,

@

%

G

!

@

G

-

&

,

%

G

,

@

G

!

&

@

G

-

!

1

!!

利用关系合成可以定义关系
G

的幂
!G

-

DG

$

G

!

DG

@

G

$

G

,

DG

!

@

GDG

@

G

!

$)$

G

-

DG

-E-

@

GDG

@

G

-E-

$)

!

由关系合成运算的可结合性知对任何
2

'

"

$

G

-

,

G

2

@

G

-

1

2

!

!!

定义
(%*

!

G

是集合
$

上的关系
!

如果有关系
G

-

$它满足以下三条(

-?

!

G

-

具有某种性质%如(自反性!传递性!对称性&"

!?

!

G

*

G

-

"

,?

!

对于任何具有该性质的关系
G

!

$如果
G

,

G

!

$则必有
G

-

,

G

!

!

那么称
G

-

是
G

的该性质闭包
!

由上面定义看出$

G

的某个性质闭包就是包含
G

且具有该性质的最小关系
!

定理
(%&

!

G

是集合
$

上的关系$定义集合
$

上的关系
G

F

$

%

-

$

%

!

"

$

$

%

-

G

0

%

!

G

存在
-

'

"

$

%

-

G

-

%

!

!

G

F是关系
G

的传递闭包
!

证明
!

首先证明
G

F是传递的
!

如果
%

$

&

$

'

"

$

$

%G

F

&

$

&G

F

'

$那么存在
2

$

6

'

"

使
%G

2

&

$

&G

6

'!

由合成关系的定义知
%G

6

@

G

2

'

$即
%G

6F2

'!

这说明
%G

F

&

$所

以关系
G

F是传递的
!

,

*&

,



再证明
G

,

G

F

!

如果
%

$

&

"

$

$

%G&

$那么它就是
%G

-

&!

所以
%G

F

&

$从而
G

,

G

F

!

最后证明
G

F是包含
G

的最小传递关系
!

不妨假设
I

是任意一个包含
G

的传

递关系
!

如果
'

$

&

"

$

$

%G

F

&

$那么存在着某个确定的
-!

使
'G

-

&!

这就是说存在

着
-E-

个元素
%

-

$

%

!

$)$

%

-E-

"

$

$使得

'G%

-

$

%

-

G%

!

$)$

%

-

1

!

G%

-

1

-

$

%

-

1

-

G&!

由于
G

,

I!

显然

'I%

-

$

%

-

I%

!

$)$

%

-

1

!

I%

-

1

-

$

%

-

1

-

I&!

又由
I

的传递性知
'I&

$从而
G

F

,

I!

综上分析$

G

F是
G

的传递闭包
!

1

定理
(%'

!

G

是
$

上的关系$

H

$

是
$

上的恒等关系%即对任何
%

"

$

$

%H

$

%

&$

G!DH

$

-

G

是关系
G

的自反闭包
!

定理
(%(

!

G

是
$

上的关系
!

定义
$

上的关系E

G

E

G

,

-%

)

$

"

&

/

%

"

$

)

&

"

G

.

!

G'DG

-

E

G

是
G

的对称闭包
!

证明
!

由于
G'DG

-

E

G

)

G

$显然
G

,

G'!

如果
%

$

&

"

$

$

%G'&

$那么

%G'&

G

%G&

或
%

E

G&

G

%G&

或
&G%

G

&

E

G%

或
&G%

G

&G'%

$

G'

是对称的
!

设
I

是包含
G

的对称关系
!

如果
%G'&

$即
%G&

或
&G%

$那么必有
%I&

或
&I%!

由于
I

的对称关系$

%I&

和
&I%

不管哪个成立都能推出
%I&!

从而

G'

+

I!

综上分析知
G'

是
G

的对称闭包
!

1

%"#

!

等 价 关 系

定义
(%+

!

集合
$

上的自反!对称!传递关系叫做集合
$

上的等价关系
!

G

是集合
$

上的等价关系
!%

$

&

"

$

$如果
%G&

$则称
%

与
&

等价$如果
%G&

$

由
G

的对称性知
&G%

$那么我们称
%

与
&

彼此等价
!

由
G

的自反性知集合
$

中的

,

!&

,



每个元素
%

都与其自身等价
!

又由
G

的传递性知$如果
%

与
&

等价$

&

与
'

等价$则

%

与
'

等价
!

定义
(%,

!

G

是集合
$

上的等价关系
!

对集合
$

中的每个元素
%

以0

%

1表示

$

中与
%

等价的全体元素构成的集合$即

0

%

1

,

-

"

/

"

"

$

$

%G"

.

!

由于
%

与
%

等价$

%

"

0

%

1$故0

%

1称为元素
%

所属的等价类
!

定理
(%)

!

G

是集合
$

上的等价关系
!

-?

!

对于集合
$

中的任意元素
%

$

&

$或者0

%

1

D

0

&

1$或者0

%

1

.

0

&

1

D

$

"

!?

!-

%

"

$

0

%

1

D$!

证明

-?

!

对于集合
$

中的任意元素
%

和
&

$或者
%G&

或者
%G&

$两者必居其一
!

先看
%G&

的情况
!

由
G

的对称性知
&G%!

任取
"

"

0

%

1$显然
%G"!

再由
G

的

传递性得到
&G"

$即
"

"

0

&

1

!

由此得出0

%

1

*

0

&

1

!

反过来$任取
"

"

0

&

1$即
&G"!

由
%G&

及
G

的传递性知
%G"

$即
"

"

0

%

1

!

又得出0

&

1

*

0

%

1

!

根据集合包含关系的

反对称性知0

%

1

D

0

&

1

!

再看
%G&

的情况
!

如果0

%

1

.

0

&

1

($

$那么存在
"

"

0

%

1

.

0

&

1$即
"

"

0

%

1

且
"

"

0

&

1

!

由等价类的定义知
%G"

且
&G"!

再由
G

的对称性和传递性得到
%G&!

这与前提发生矛盾$故不可
!

从而必有0

%

1

-

0

&

1

D

$

!

通过上面的讨论可知$彼此等价的元素属于同一个等价类$彼此不等价的元素

所属的等价类没有公共元素
!

!?

!

任取
%

-

"-

%

"

$

0

%

1$元素
%

-

必是某个等价类的元素$不妨假设
%

-

"

0

%

!

1

!

而0

%

!

1是
$

的子集$故
%

-

"

$!

由此得出
-

%

"

$

0

%

1

*

$!

反过来$任取
%

-

"

$

$显然
%

-

"

0

%

-

1

*-

%

"

$

0

%

1

!

又得到
$

*-

%

"

$

0

%

1

!

综上知
$D

-

%

"

$

0

%

1

!

1

定义
(%1

!

$

是非空集合$集族
!D

-

$

-

$

$

!

$)$

$

6

$).$如果

-?

!

$

.

*

$

$

-

,

.

,

6

"

!?

!

$

.

.

$

7

D

$

或者
$

.

D$

7

$

-

,

.

(

7

,

6

"

,?

!-

.D-

$

.

D$!

则称
!

是集合
$

的一个划分
!

不难看出$集合
$

上的等价关系
G

相应的等价类集合-0

%

1

G

%

%

"

$

.是
$

的

,

"&

,



一个划分$它也称为
$

对于关系
G

的商集合
!

例
$

!

!

是整数集合
!G

-

是
!

上的模
-

同余关系$

"

$

)

"

!

$

"G

-

)

G

-

/

%

"

1

)

&

G

"

;)

%

NC;-

&

!

我们在第
!

章中讲过$同余关系具有自反性!对称性和传递性$所以
G

-

是
!

上的

等价关系
!

0

"

1$0

-

1$)$0

-E-

1是
G

-

所确定的全部等价类
!

例
&

!

G

是复数集合
3

上的关系$

N

$

!

"

3

$

NG!

G%

N

%

D

%

!

%

!

显然
G

是
3

上的等价关系$在复平面上以
O

点为圆心的圆上所有点在同一个等价类中
!

在图
/

中$以
O

点为圆心的所有同心圆是该等价关系确定的全部等价类
!

正实轴0

"

$

Q

&

称为它的代表元集合$这是因为每个等价类都有且仅有一个元素在该集合中
!

例
'

!

在平面几何中$若
$

是各种平面图形构成的集合
!

如果一个图形经过平

移或旋转搬到另一图形上并彼此完全重合$那么就称这两个几何图形*全等+

!

这种

*全等+关系是等价关系
!

彼此全等的几何图形构成一个等价类
!

图
)

如果一个几何图形经过成比例地放大缩小而变

成另一个图形$那么就称这两个几何图形是*相似+

的
!

几何图形的相似关系也是等价关系
!

彼此相似的

几何图形构成一个等价类
!

例如所有的圆都属于同一

个相似等价类
!

前面说过$由等价关系可以确定集合的一个划

分
!

反过来$给定一个集合的划分也能确定对应该划

分的一个等价关系
!

定理
(%*

!

$

是非空集合$

!D

-

$

-

$

$

!

$)$

$

6

$

).是
$

的一个划分
!

定义集合
$

上的关系
G

$

"

$

)

"

$

$

"G

)

G

存在一个
.

$使
"

"

$

.

并且
)"

$

.

$

则关系
G

是集合
$

上的等价关系
!

证明
!

!D

-

$

-

$

$

!

$

$

,

$)$

$

6

$).是集合
$

的一个划分$

$D

-

.D-

$

.

!

对任

意
"

"

$

$必然存在一个
.

使
"

"

$

.

$从
G

的定义知
"G"

$即
G

是自反的
!

如果
"

$

)

"

$

$

"G

)

$即存在一个
.

使
"

"

$

.

并且
)

"

$

.

!

于是
)

G"

$

G

是对称的
!

又如果
"

$

)

$

A

"

$

$

"G

)

$

)

GA

$即存在
.

和
7

使
"

"

$

.

$

)

"

$

.

$

)

"

$

7

$

A

"

$

7

$那么
)

"

$

.

.

$

7

$

$

.

.

$

7

是非空的
!

而
!

是
$

的一个划分$从而推出
$

.

D$

7

!

由
"

"

$

.

$

A

"

$

.

D$

7

得到
"GA!G

是传递的
!

综上分析知
G

是集合
$

上的等价关系$它所确定的等价类集合为
!!

1

,

#&

,



在一个集合上用不同方式定义的两种等价关系可能会产生同一个划分
!

例如

$D

-

-

$

!

$)$

#

.

!

在
$

上定义关系
G

-

和
G

!

(

"G

-

)

G

,

/

%

"

1

)

&$

"G

!

)

G

"

与
)

的矩阵
(

的同一列中$

其中

#

,

- ! ,

% / .

9

:

A

B

* + #

!

G

-

和
G

!

均是集合
$

上的等价关系$它们的等价类为

0

-

1

,

-

-

$

%

$

*

.$

!

0

!

1

,

-

!

$

/

$

+

.$

!

0

,

1

,

-

,

$

.

$

#

.

!

这时我们称
G

-

DG

!

!

这是因为*划分+的概念与*等价关系+的概念本质上是相

同的
!

%"$

!

序
!

关
!

系

序关系是另外一类重要的关系
!

%"$"!

!

部分序

定义
(%$2

!

集合
$

上的自反!反对称!传递关系叫作集合
$

上的部分序关

系$或叫部分序
!

集合
$

和它上的一个部分序
+

构成部分序集$记作5

$

$

+

6

!

例
$

!

实数集合
#

上的
,

和
0

关系都是部分序
!

5

#

$

,

6和5

#

$

0

6是部分

序集
!

例
&

!

在万有集合
5

的幂集
#

%

5

&上
*

和
)

关系都是部分序
!

5

#

%

5

&$

*

6和

5

#

%

5

&$

)

6是部分序集
!

G

是集合
$

上的部分序$

%

与
&

是
$

中的两个元素
!

如果
%G&

$则称
%

与
&

是

可比较的
!

由
G

的自反性知
$

中的每个元素与其自身是可比较的
!

由
G

的反对称

性知$如果
%

与
&

是可比较的$

&

与
%

也是可比较的$那么必有
%D&!

由
G

的传递

性知$如果
%

与
&

是可比较的
!&

与
'

是可比较的$那么
%

与
'

是可比较的
!

一般说来 $集合
$

中任取两个元素$它们不一定是可以比较的
!

例如集族

#

%

5

&上的
*

关系是部分序
!

随便取两个集合$它们不一定有包含与被包含关系$为

,

$&

,



此引进线性序的概念
!

%"$"#

!

线性序

定义
(%$$

!+

是集合
$

上的部分序
!

如果
$

中任意两个元素
%

和
&

都是可比

较的$即
%

+

&

或
&

+

%

至少有一个成立$那么称
+

是线性序或完全序
!

5

$

$

+

6称为线

性序集
!

前面例
-

中的5

#

$

,

6和5

#

$

0

6是线性序集
!

5

$

$

+

6是线性序集
!

我们用
%

+

'

&

表示
%

+

&

且
%

(

&!

现在
$

- 中定义
+

!!%

.

$

&

7

"

$

$

-

,

.

$

7

,

-

$%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&当且仅当下面三个条件之一

成立(

-?

!

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

D

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&"

!?

!

%

-

+

'

&

-

"

,?

!

存在自然数
B

$

-

,

B

,

-E-

$使
%

.

D&

.

$

-

,

.

,

B

$而
%

BF-

+

'

&

BF-

!

下面证明
+

!

是
$

- 上的部分序
!

首先由
-?

知
+

!

是自反的
!

其次$如果%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&$那么

从定义中的
-?

$

!?

$

,?

都可以推出
%

-

+

&

-

!

同理$如果%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

+

!

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&$推出
&

-

+

%

-

!

由
+

的反对称性知
%

-

D&

-

!

如此证明下去$推出
%

!

D&

!

$)$

%

-

D&

-

$即%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

D

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

!

所以
+

!

是反对称的
!

最后证明
+

!

是传

递的
!

如%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&且%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&$要

证明%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&

!

因为%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&$定

义中的
-?

$

!?

$

,?

中必有一条成立
!

而%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&$下面的%

-

&$

%

!

&$%

,

&中必有一条成立(

%

-

&%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

D

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&"

%

!

&

&

-

+

'

'

-

"

%

,

&存在自然数
!

$

-

,

!

,

-E-

$使
&

.

D'

.

$

-

,

.

,

!

$而
&

!F-

+

'

'

!F-

!

如果
-?

成立再加上%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&$则推出%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&

!

如果
!?

成立$即
%

-

+

'

&

-

!

又由%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&$

不管%

-

&$%

!

&$%

,

&哪条成立都有
&

-

+

'

'

-

$那么可以推出
%

-

+

'

'

-

$从而%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&

!

同理$如果%

-

&或%

!

&成立$再加上%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

&

-

$

&

!

$

)$

&

-

&也可以推出同样的结论
!

因此只乘下
,?

和%

,

&成立的情况
!

假设
,?

和%

,

&成

立$且
B

0

!F-

$那么
%

.

D&

.

D'

.

$

-

,

.

,

!

$且
%

!F-

D&

!F-

而
&

!F-

+

'

'

!F-

$从而

%

!F-

+

'

'

!F-

$即%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&

!

而当
,?

和%

,

&成立$且
B

,

!F-

,

%&

,



时$

%

.

D&

.

D'

.

$

-

,

.

,

B

$且
&

BF-

D'

BF-

$

%

BF-

+

'

&

BF-

!

从而
%

BF-

+

'

'

BF-

$即%

%

-

$

%

!

$

)$

%

-

&

+

!

%

'

-

$

'

!

$)$

'

-

&

!

这就证明了
+

!

是
$

- 上的部分序
!

实际上
+

!

是
$

- 上的线性序
!

也就是说
$

-

中的任意两个元素%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&和%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&都是可比较的
!

这只要把有

序
-

数组从左到右每个元素逐个比较即可
!

比较的过程是(如果
%

-

(

&

-

$因
+

是线

性序$必有
%

-

+

'

&

-

或者
&

-

+

'

%

-

!

那么就相应得出%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

或者%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

+

!

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

!

如果
%

-

D&

-

$那么我们就接下去比较第二

个元素
%

!

和
&

!

!

一般地$如果
%

-

D&

-

$

%

!

D&

!

$)$

%

B

D&

B

%

B

+

-

&而
%

BF-

(

&

BF-

$

那么
%

BF-

+

'

&

BF-

和
&

BF-

+

'

%

BF-

两者必居其一$从而%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&或者%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

+

%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

!

最后如果两个有序
-

数组每对元素都

相等$即%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

D

%

&

-

$

&

!

$)$

&

-

&

!

这时仍有%

%

-

$

%

!

$)$

%

-

&

+

!

%

&

-

$

&

!

$

)$

&

-

&

!

在
$

- 上如此定义的线性序
+

!

称为字典序
!

它在计算机科学中是一个重要的

序关系
!

%"$"%

!

极大元与极小元

定义
(%$&

!

5

$

$

+

6为部分序集$

"

$

)

"

$!

如果
"

+

'

)

$并且在
$

中不存在元素

A

使得
"

+

'

A

$

A

+

'

)

$则称元素
)

控制元素
"

$或者说元素
"

被元素
)

所控制$记作

"

P

+

)

!

在部分序集中$不是每个元素都控制着某个其他元素$也不是每个元素都被别

的元素所控制
!

例如(部分序集5

G

$

,

6中$每个元素都不控制别的元素$并且每个

元素也不被其他元素所控制
!

定理
(%+

!

当
$

是有限集合时$对于
$

中的元素
%

$如果有
&

"

$

使得
%

+

'

&

$

那么必然存在
&!

$使
%

P

+

&!

$即
%

的控制元素一定存在
!

证明
!

5

$

$

+

6为部分序集$

%

"

$

$存在
&

"

$

且
%

+

'

&!

这里有两种可能性(

&

是
%

的控制元素$

%

P

+

&!

取
&!D&

即可"

&

不是
%

的控制元素$那么存在
&

-

"

$

$

&

-

(

&

使
%

+

'

&

-

$

&

-

+

'

&!

这里仍然有两种可能性(

&

是
%

的可控制元素
%

P

+

&

$取
&!D&

-

即可"

&

-

不是
%

的控制元素$存在
&

!

(

&

-

使
%

+

'

&

!

$

&

!

+

'

&

-

!

不难看出
&

!

(

&

%如若

&

!

D&

$那么
&

!

+

!'

&

-

变成
&

+

'

&

-

$再加上
&

-

+

!'

&!

由
+

的反对称性知
&

-

D&!

这与
&

-

(

&

矛盾$故不可&

!

如果我们一直找不到元素
%

的控制元素$上述过程就可以无限地进行下去$得

到无限序列-

&

-

$

&

!

$)$

&

-

$).$其中
&

.

"

$

并且
%

+

'

)$

&

-

+

'

&

-E-

$

&

-E-

+

'

&

-E!

$)$

,

&&

,



&

,

+

'

&

!

$

&

!

+

'

&

-

$

&

-

+

'

&

$这里
&

-

$

&

!

$)$

&

-

$)是两两互不相同的
!

这就与
$

是有限

集合矛盾
!

于是上述过程就应该使
%

+

'

&

.

成立且
&

.

是
%

的控制元素
!

1

从这个定理可以看出$对有限集合
$

上的序关系
+

$

$

中的每个元素
%

或者没

有元素
&

使
&

+

'

%

$或者
%

存在控制元素7

同理$5

$

$

+

6为部分序集
!$

为有限集合$

$

中每个元素
%

或者没有元素
&

使

&

+

'

%

$或者
%

控制某个元素
!

例
$

!

QD

-

-

$

!

$

,

$

%

$

.

$

-!

.

!Q

上的整除关系是部分序关系
!

元素
-

的控制元

素为
!

$

,!

元素
!

的控制元素为
%

$

.!

元素
,

的控制元素为
.!

元素
%

和
.

的控制元

素为
-!!

元素
-!

没有控制元素
!

定义
(%$'

!

5

$

$

+

6是部分序集$对于集合
$

中的元素
%

$如果不存在元素
&

使得
%

+

'

&

$则称
%

为部分序集的极大元
!

如果不存在元素
&

使得
&

+

'

%

$则称
%

为部分序集的极小元
!

根据定理
%>*

$每个有限部分序集可以绘成一个图表%称为
RH887

图&

!

它直观

地把序关系表示出来$对我们深入研究部分序集的结构带来方便
!

在这个图表中$

最上方是极大元$最下方是极小元
!

其余每个元素向上用线段连至它的全部控制元

素$向下用线段连至它的全部被控制元素
!

例
&

!

$D

-

-

$

!

$

,

.

!

部分序集5

#

%

$

&$

*

6的
RH887

图为图
.!

-

-

$

!

$

,

.是极大

元$

$

是极小元
!

图
*

图
+

例
'

!

5--

-

.$-

!

.$-

,

.$-

-

$

!

.$-

!

$

,

.$-

-

$

,

..$

*

6是部分序集$它的
RH887

图为

图
*!

-

-

$

!

.$-

!

$

,

.$-

-

$

,

.都是极大元$-

-

.$-

!

.$-

,

.都是极小元
!

例
(

!

(D

-

-

$

!

$

,

$

/

$

.

$

-"

$

-/

$

,"

.

!(

与其上的整除关系构成部分序集5

(

$

%

6$它的极大元是
,"

$极小元是
-!

其
RH887

图为图
+!

例
!

与例
%

中的两个部分序集有形状相同的
RH887

图
!

这表明5

#

%

$

&$

*

6与

5

(

$

%

6尽管具体含义不同$但是它们的序结构完全相同
!

我们把有相同
RH887

图的

两个部分序集称为是序同构的
!

,

'&

,



例
)

!

5-

-

$

!

$

%

$

/

$

-"

.$

,

6是部分序集$它的
RH887

图是一条链%图
#

&

!

不难看

出$有限序集是一个线性序集当且仅当它的
RH887

图是一条链
!

!!

图
,

图
1

%"$"%

!

最大元与最小元

定义
(%$(

!

5

$

$

+

6是部分序集
!

若集合
$

中的元素
"

$对于
$

中的每个元素
)

均有
)

+

"

$则称
"

为5

$

$

+

6的最大元
!

若对
$

中每个元素
)

均有
"

+

)

$则称
"

为最小元
!

前面例
!

中-

-

$

!

$

,

.是最大元$

$

是最小元
!

例
,

中无最大元和最小元
!

例
%

中

,"

是最大元$

-

是最小元
!

例
/

中
-"

是最大元$

-

是最小元
!

下面分析最大元与极大元的关系
!

定理
(%,

!

部分序集5

$

$

+

6的最大元必是极大元
!

证明
!

用反证法
!

令
"

是部分序集5

$

$

+

6的最大元
!

假设它不是5

$

$

+

6的极大

元$从极大元的定义知必存在
)

"

$

$

"

+

'

)

$即
"

(

)

且
"

+

)

!

由于
"

是5

$

$

+

6的最大

元
!

对于
)

"

$

$必有
)

+

"!

再从
+

的反对称性推出
"D

)

$这与
"

(

)

矛盾$故不可$

所以部分序集的最大元必是极大元
!

1

定理
(%1

!

部分序集5

$

$

+

6的最大元至多有一个
!

证明
!

部分序集不一定有最大元
!

如果5

$

$

+

6有最大元$并且假设
"

-

$

"

!

"

$

都是最大元$那么根据最大元的定义
!"

-

是最大元$对于
$

中每个元素
"

$特别取
"

D"

!

有
"

!

+

"

-

$又
"

!

也是最大元$对于
$

中每个元素
"

$特别取
"D"

-

有
"

-

+

"

!

!

再由
+

的反对称性推出
"

-

D"

!

!

这说明当5

$

$

+

6有最大元时$最大元只能有一个
!

1

定理
(%$2

!

$

为有限集合$部分序集5

$

$

+

6存在最大元$当且仅当5

$

$

+

6只

有一个极大元
!

证明
!

令
"

是5

$

$

+

6的最大元$根据定理
%>+

知
"

是5

$

$

+

6的极大元
!

假若除

此之外5

$

$

+

6还有一个极大元
"

"

%

(

"

&

!

由于
"

是最大元$应有
"

"

+

"

$并推出

"

"

+

'

"!

这与
"

"

是极大元矛盾$故不可
!

也就是说5

$

$

+

6只有一个极大元
!

,

(&

,



反过来$令
"

是5

$

$

+

6的唯一极大元$我们要证明
"

必是5

$

$

+

6的最大元
!

任

取集合
$

的元素
)

%

(

"

&$因
)

不是极大元$必存在
)

-

"

$

使
)

+

'

)

-

!

有两种情况(

若
)

-

D"

$显然得到
)

+

"!

若
)

-

(

"

$那么
)

-

也不是极大元$从而存在
)

!

"

$

使

)

!

+

'

)

-

%显然
)

!

(

)

&

!

这时又有两种情况(若
)

!

D"

$那么从
)

+

'

)

-

$

)

-

+

'

)

!

知
)

+

"!

若

)

!

(

"

$那么
)

!

也不是极大元$存在
)

,

"

$

$使
)

!

+

'

)

,

%显然
)

,

(

)

-

$

)

,

(

)

&$))

这样一直分析下去得到
)

-

$

)

!

$

)

,

$)

!

它们是两两互不相同的元素
!

由于
$

是有限

集合$这一过程不可能无限地进行下去$而是到某步要终止
!

也就是说$存在
.

$

)

.

+

)

.F-

且
)

.F-

D"

$于是$从

)

+

,

)

-

$

)

-

+

,

)

!

$)$

)

.

1

-

+

,

)

.

$

)

.

!

+

,

"

推出
)

+

"!

由
)

的任意性以及最大元的定义知
"

是5

$

$

+

6的最大元
!

综上分析$证明了部分序集5

$

$

+

6存在最大元当且仅当5

$

$

+

6只有一个极大

元
!

1

用同样方法可以讨论最小元与极小元的关系并得出类似的结论
!

%"$"&

!

上界与下界

定义
(%$)

!

5

$

$

+

6为部分序集
!C

是
$

的子集
!%

是
$

中的一个元素
!

如果对

于
C

中的任意元素
2

$都有
2

+

%

$则称
%

是子集
C

的上界
!

如果对于
C

中的任意元素
2

$都有
&

+

2

$

&

"

$

$则称
&

为
C

的下界
!

集合
$

的任意子集
C

不一定有上界或下界$即使有上界或下界$也不一定唯

一
!

例如5-

-

$

!

$

,

$

%

$

/

$

.

.$

%

6是部分序集$它的
RH887

图为图
-"!

最小元是
-

$无最

大元
!%

$

/

$

.

是极大元
!

子集-

-

$

!

$

%

.的上界为
%

$子集-

-

$

,

.的上界为
,

和
.

$子集

-

,

$

%

.无上界
!

一般的上界和下界对我们研究问题作用不大$人们往往关心的是最小上界和

最大下界
!

它们定义如下(

图
$2

定义
(%$*

!

%

"

$

是
$

的子集
C

的上界
!

如果对于子集
C

的每个上界
"

均

,

)&

,



有
%

+

"

$则称
%

为
C

的最小上界
!

&

"

$

是
$

的子集
C

的下界$如果对于子集
C

的每个下界
"

均有
"

+

&

$则称

&

为
C

的最大下界
!

%"%

!

集 合 的 势

集合的势是用来度量集合规模大小的属性的
!

对于有限集合$可用集合的元素

个数来进行度量$对于无限集合这个办法就行不通了
!

为此我们需要采用一种新的

方法来比较两个集合规模的大小
!

这种方法应该对有限集合和无限集合都适用
!

定义
(%$+

!

如果存在着从集合
$

到集合
(

的双射$那么称集合
$

与集合
(

等势$记为
$

'

(!

例
$

!

集合
0D

-

"

$

-

$

!

$).$

R

!

D

-

"

$

!

$

%

$).

!

定义映射
E

(

0

>

R

!

$

E

%

-

&

D

!-

$

E

是从
0

到
R

!

的双射
!

从而
0

和
R

!

是等势的
!

5

是万有集合$

#

%

5

&是所有集合构成的集族
!

集合间的等势关系是
#

%

5

&上的

一个等价关系$这是因为任取
$

"

#

%

5

&$存在双射
E

(

$

>

$

$

E

%

%

&

D%

$即
$

'

$!

等势关系具有自反性
!

如果
$

$

(

$

*

"

#

%

5

&$

$

'

(

$

(

'

*

$即存在双射
E

$

<

$其中

E

(

$

>

(

$

<

(

(

>

*

$那么合成映射
<

@

E

(

$

>

*

仍为双射
!

故
$

'

*!

等势关系是传

递的
!

如果
$

$

(

"

#

%

5

&$

$

'

(

$即存在双射
E

(

$

>

(

$那么
E

的逆映射
E

E-

(

(

>

$

仍为双射
!

故
(

'

$!

等势关系是对称的
!

综上知等势关系是
#

%

5

&上的等价

关系
!

利用等势关系可以把所有集合进行等价分类$那么在一个等价类里面的集合

是等势的
!

%"%"!

!

有限集合与可数集合

定义
(%$,

!

与一个自然数集合的断片
%

"

$

-

%

D

-

"

$

-

$

!

$)$

-

.等势的集合叫做

有限集合
!

空集
$

也是有限集合$不是有限集合的集合叫做无限集合
!

如果集合
$

与
%

"

$

-

%

等势$则存在双射
E

(

%

"

$

-

%>

$

$

E

%

.

&

D%

.

$即
$D

-

%

"

$

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.是有限集合$并且可以逐个地把它的全部元素枚举出来$因此有限

集合的势可以用它的元素个数来表示
!

空集的势为
"!

任何有限集合不能与它的真子集等势
!

这是因为
$

$

(

为有限集合且
$

4

(

$

,

*'

,



则必有
%

$

%+%

(

%

!

它们之间不可能存在双射$故
$

H

(!

对于无限集合就没有这个

性质$前面例
-

中
R

!

4

0

$但是
R

!

'

0!

定义
(%$1

!

与自然数集合等势的集合叫做可数无限集合
!

有限集合和可数无限集合都称为可数集合
!

非可数集合称为不可数集合
!

若集合
$

与自然数集合
0D

-

"

$

-

$

!

$).等势$那么存在双射
E

(

0

>

$

$

E

%

.

&

D

%

.

$

$D

-

%

"

$

%

-

$

%

!

$).$所以可数无限集合可以逐个地枚举它的元素
!

自然数集合

的势记为
$

"

!

下面看一个不可数集合的例子
!

例
&

!

%

"

$

-

&

D

-

"

%

"

"

#

$

"

+

"

+

-

.是一个不可数集合
!

这是因为
*D

-

!

$

-

,

$)$

-

-

- .

$)

4

%

"

$

-

&$而
E

(

*

>

0

$

E

-

% &

-

D-E!

$

E

是双射$故
*

'

0

$

*

是

可数无限集合$显然得出%

"

$

-

&不是有限集合
!

假设%

"

$

-

&是可数无限集合$%

"

$

-

&

D

-

&

-

$

&

!

$)$

&

-

$).$其中

&

-

,

"!%

--

%

-!

)

%

--

)$

&

!

,

"!%

!-

%

!!

)

%

!-

)$

))

&

-

,

"!%

--

%

!-

)

%

--

)$

))

我们取
9D"!9

-

9

!

)

9

-

)

"

%

"

$

-

&$其中
9

.

(

%

..

$

"

$

#

$

.D-

$

!

$)

!

显然
9

.

(

&

.

$

从而
9

#

-

&

-

$

&

!

$)$

&

-

$).

D

%

"

$

-

&$产生矛盾$故%

"

$

-

&不可能是可数无限集合$

从而证明了%

"

$

-

&是不可数集合
!

图
$$

可以证明%

"

$

-

&集合与实数集合
#

等势
!

证明

可用图
--

来表示
!

我们把开区间%

"

$

-

&的有限长

线段弯成一个半圆$用无限长的横坐标轴来表示

实数集合
#

$横坐标轴与半圆弧相切于圆弧的中

点
!

如果从半圆的圆心引出直线$使之与半圆和横

坐标轴相交$这两个交点必然成对出现
!

从而能够

形成从%

"

$

-

&到
#

的双射
!

故%

"

$

-

&与
#

具有相同

的势$记作
$

-

!

%"%"%

!

势的大小

定义
(%&2

!

如果集合
$

与集合
(

的一个子集等势$则称
(

支配
$

$记为
$

I

'

,

!'

,



(

$并且说
$

的势
,

(

的势
!

如果
$

I

'

(

且
$

H

(

$则称
$

I

(

$并且说
$

的势
+

(

的势
!

例如$自然数集合
0

4

实数集合
#

$且
0

'

0

$故自然数集合
0

的势
$

"

,

实数

集合
#

的势
$

-

!

又因为
R

H

G

$所以
$

"

+

$

-

!

定理
(%$$

!

#

%

$

&是集合
$

的幂集$那么
$

的势小于
#

%

$

&的势$即
$

I

#

%

$

&

!

证明
!

令
E

(

$

>

--

%

.

%

%

"

$

.$

E

%

%

&

D

-

%

.$

E

为双射$故
$

'

--

%

.

%

%

"

$

.

!

而--

%

.

%

%

"

$

.

4

#

%

$

&$得出
$

I

'

#

%

$

&

!

假设
$

'

#

%

$

&$则存在双射
<

(

$

>

#

%

$

&

!

我们把集合
$

的元素分成两类(

内部成员和外部成员
!

如果
%

"

<

%

%

&$则称
%

为内部成员$否则称为外部成员
!

令

(D

-

"

%

"

"

$

$

"

#

<

%

"

&.

*

$

$即
(

是全体外部成员构成的集合$它是
$

的一个

子集$

(

"

#

%

$

&

!

由于
<

是满射$存在
&

"

$

使得
<

%

&

&

D(!

如果这个元素
&

是内

部成员$应该有
&

"

<

%

&

&

D(!

而
(

为外部成员集合$产生矛盾$故不可
!

如果该
&

是外部成员$应该有
&

#

<

%

&

&

D(

$这与
(

是全部外部成员构成的集合相矛盾$故

不可
!

由此得出
$

I

#

%

$

&

!

再联系前面的结论
$

I

'

#

%

$

&$得到
$

I

#

%

$

&

!

1

定理
(%$&

!

集合间的支配关系是部分序关系

证明
!

对任意集合
$

$存在双射
E

(

$

>

$

$

E

%

%

&

D%!

又
$

*

$

$于是
$

I

'

$!

所以支配关系是自反的
!

如果
$

I

'

(

且
(

I

'

*

$即存在双射
E

(

$

>

(

-

$双射
<

(

(

>

*

-

$其中
(

-

*

(

$

*

-

*

*!

令
<

%

(

-

&

D*

!

*

*

-

$

<

是从
(

!

到
*

!

的双射$从而
<

@

E

(

$

>

*

!

是双射$而且
*

!

*

*!

于是得出
$

I

'

*!

这就是说支配关系是传递的
!

下面证明支配关系的反对称性
!

已知
$

I

'

(

$

(

I

'

$

$即存在双射
E

(

$

>

(

-

$

双射
<

(

(

>

$

-

$其中
(

-

*

(

$

$

-

*

$

$从而
$

'

(

-

$

(

'

$

-

!

令
<

%

(

-

&

D$

!

*

$

-

*

$!

<

(

(

-

>

$

!

为双射$而
(

-

'

$

!

!

再由等势关系的传递性得出
$

'

$

!

$即存在双

射
=

(

$

>

$

!

$那么下列式子成立(

=

%

$

&

,

$

!

$

!

其中
$

!

*

$

-

"

!

%

-

&

=

%

$

-

&

,

$

,

$ 其中
$

,

*

$

!

" %

!

&

=

%

$

!

&

,

$

%

$ 其中
$

%

*

$

,

" %

,

&

=

%

$

,

&

,

$

/

$ 其中
$

/

*

$

%

" %

%

&

))

从而
$

)

$

-

)

$

!

)

)

)

$

-E-

)

$

-

)

!

由%

-

&和%

!

&得到
=

%

$E$

-

&

D=

%

$

&

E

,

"'

,



=

%

$

-

&

D$

!

E$

,

!

于是有

$

1

$

-

,

$

!

1

$

,

!

%

/

&

由%

,

&和%

%

&得到
=

%

$

!

E$

,

&

D=

%

$

!

&

E=

%

$

,

&

D$

%

E$

/

!

于是有

$

!

1

$

,

,

$

%

1

$

/

!

%

.

&

!!

可类似做下去$令集合
*D$

-

.

$

!

.

)

.

$

-E-

.

$

-

.

)$任取集合
$

的元

素
%

$有如下两种可能性(

-?

!

%

"

$

.

$

.D-

$

!

$)$即
%

"

*

"

!?

!

%

"

$

-E-

E$

-

$

-D-

$

!

$)

!

显然有

$

,

*

-

%

$

1

$

-

&

-

%

$

-

1

$

!

&

-

%

$

!

1

$

,

&

-

)$

$

-

,

*

-

%

$

-

1

$

!

&

-

%

$

!

1

$

,

&

-

%

$

,

1

$

%

&

-

)

!

又由%

/

&$%

.

&诸式得到

%

$

1

$

-

&

-

%

$

!

1

$

,

&

-

)

,

%

$

!

1

$

,

&

-

%

$

%

1

$

/

&

-

)$

即存在双射
E

"

(%

$E$

-

&

-

%

$

!

E$

,

&

-

)

>

%

$

!

E$

,

&

-

%

$

%

E$

/

&

-

)

!

再定义

一个新的映射
E

-

(

$

>

$

-

$

E

-

%

%

&

,

E

"

%

%

& 如果
%

"

%

$

1

$

-

&

-

%

$

!

1

$

,

&

-

)$

%

如果
%

"

*

-

%

$

-

1

$

!

&

-

%

$

,

1

$

%

&

-

8

9

:

)$

不难看出
E

-

是双射$即
$

'

$

-

!

再由
(

'

$

-

推出
$

'

(!

这就证明了支配关系的

反对称性
!

综上知支配关系是部分序关系
!

1

%"%"$

!

无限集合

定理
(%$'

!

每个无限集合都含有一个可数无限子集
!

证明
!

$

是无限集合$显然它不是空集
!

存在
%

-

"

$!

集合
$E

-

%

-

.仍是无限

集合
!

同理$必存在
%

!

"

$E

-

%

-

.$显然
%

!

(

%

-

!

-

%

-

$

%

!

.是
$

的子集
!$E

-

%

-

$

%

!

.也是无限集合
!

如此进行下去$得到
#D

-

%

-

$

%

!

$)

%

-

$).是
$

的子集
!.

(

7

$

%

.

与
%

7

两两互不相同$那么
#

就是无限集合
$

的可数无限子集
!

1

定理
(%$(

!

每个无限集合都与它自己的一个真子集等势
!

证明
!

$

是无限集合$由定理
%>-,

知它有一个可数无限子集
#D

-

%

-

$

%

!

$)

%

-

$).

!

构造映射
E

(

$

>

$E

-

%

-

.$

E

%

%

&

,

% %

"

$

1

#

$

%

.

0

-

%

"

#

且
%

,

%

.

-

!

,

#'

,



E

是双射$即
$

'

$E

-

%

-

.

!

1

利用本定理$定义
%>-+

可以改写成(一个集合如果与其真子集等势$就称这个

集合为无限集合$不是无限集合的称为有限集合
!

习
!!

题

->5

是万有集合
!

在
#

%

5

&上定义的下列关系具有什么性质/

%

-

&

#

+-

L

G

#

.

LD

$

"

%

!

&

#

+!

L

G

#

.

L

($

"

%

,

&

#

+,

L

G

#

4

L

"

%

%

&

#

+%

L

G

#

*

L

"

%

/

&

#

+/

L

G

#DL!

!>

在整数集合
!

上给出三个关系$它们分别具有如下性质(

%

-

&自反!对称$但不是传递的"

%

!

&自反!传递$但不是对称的"

%

,

&对称!传递$但不是自反的
!

,>

令
$D

-

%

$

&

$

'

$

9

.$

G

-

和
G

!

是
$

上的关系$其中

G

- ,

-%

%

$

%

&$%

%

$

&

&$%

&

$

9

&.$

G

! ,

-

%

$

9

&$%

&

$

'

&$%

&

$

9

&$%

'

$

&

&.$

求
G

-@

G

!

$

G

!@

G

-

$

G

!

-

$

G

,

!

!

%>G

-

是从集合
(

到集合
*

的关系$

G

!

和
G

,

是从集合
$

到集合
(

的关系
!

证明(

G

-

@

%

G

!

.

G

,

&

*

G

-

@

G

!

.

G

-

@

G

,

!

!!

/>

证明
G!DH

$-

G

是
G

的自反闭包
!

.>0

是自然数集合$

'

是
0=0

上的关系$%

%

$

&

&$%

'

$

9

&

"

0=0!

%

%

$

&

&

,

%

&

$

9

&

G

%

0

9

,

&

0

'

$

证明
'

是
0=0

的等价关系$并在
"E

)

平面上画出
'

所确定的等价类
!

*>

令
$D

-

-

$

!

$

,

$

%

.$在
#

%

$

&中定义关系
'

(

#

,

L

G/

#

/,/

L

/

!

证明
'

是
#

%

$

&上的等价关系$并写出它的商集
#

%

$

&'

'

!

+>#

3为非零实数集合$

"

$

)

"

#

3

$定义
#

3上的关系
+

$

"

+

)

G

"

,

)'

"!

证明(

+

是
#

3上的等价关系$列出所有等价类的代表元
!

#>#

为实数集合$在
#

上定义关系
+

$

"

$

)

"

#

$

"

+

)

G

"

与
)

相差一个整数
!

证明(

+

是
#

3上的等价关系
!

写出全部等价类的代表元
!

-">(

是集合
S

上的部分序
!$

是
S

的子集
!

证明
(

.

%

$=$

&是
$

上的一个部分序
!

,

$'

,



-->$

是非空集合
!

集合
$

上的全体二元关系组成集合
(

$

G

-

$

G

!"

(!

如果
"

$

)

"

$

且

"G

-

)

$则必有
"G

!

)

!

那么记
G

-,

G

!

!

证明5

(

$

,

6是部分序集
!

-!>

画出下列集合上整除关系的
RH887

图
!

%

-

&-

-

$

!

$

,

$

%

$

.

$

+

$

-!

$

!%

."

%

!

&-

-

$

!

$

,

$

%

$

/

$

.

$

*

$

+

$

#

$

-"

$

--

$

-!

.

!

-,>

画出图
-!

中各关系的
RH887

图
!

图
$&

-%>

说明只包含三个元素的部分序集共有五种不同的
RH887

图
!

-/>!

为整数集合$在
!

3

D!E

-

"

.上定义
,

关系$

2

$

-

"

!

3

!

2

,

-

G

2

,

-

'

"

且
2

/

-!

证明(5

!

3

$

,

6是部分序集
!

它是否有最大元!最小元!极大元$极小元/

-.>$

是任意集合$在部分序集5

#

%

$

&$

*

6中取子集序列-

%

-

.$-

%

-

$

%

!

.$-

%

-

$

%

!

$

%

,

.$)$

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.$)$它们的并集是否是
#

%

$

&的一个极大元/ 为什么/

-*>

5

#

$

,

6是部分序集
!#

的任一非空子集
C

均含有极小元当且仅当
#

的递降序列
%

-'

%

!

'

)

%

-'

)必终止于有限项
!

-+>

证明一个有限集合与一个可数集合的并是可数集合
!

-#>

证明
0=0

是可数集合$这里
0

是自然数集合
!

!">

证明
0=0

与实数集合
#

等势
!

,

%'

,



第
%

章
!

群 论 初 步

从本章起开始讲述群!环!域!格等代数对象的基本性质$它是学习和研究理论

计算机科学不可缺少的工具
!

今后我们主要研究对象不是代数结构中的元素特性$而是各种代数结构本身

和不同代数结构之间的相互联系%同态&

!

掌握其中体现的丰富的数学思想和方法$

比背诵定义和名词要重要得多
!

&"!

!

群的定义与简单性质

定义
)%$

!

T

是非空集合$

3

是
T

上的乘法运算$如果它们满足如下要求(

-?

!

T

对于乘法
3

是封闭的$即
J

%

$

&

"

T

$

%

3

&

"

T

"

!?

!J

%

$

&

$

'

"

T

$

%

3

%

&

3

'

&

D

%

%

3

&

&

3

'!

3

满足结合律"

,?

!

存在
>

"

T

$

J

%

"

T

$

>

3

%D%

3

>D%!>

称为单位元"

%?

!J

%

"

T

$存在
%!

"

T

使得
%!

3

%D%

3

%!D>!%!

称为
%

的逆元
!

那么
T

连同
3

称为一个群$记为5

T

$

3

6

!

如果只满足
-?

$

!?

$则称5

T

$

3

6为半群
!

如果只满足
-?

$

!?

$

,?

$则称5

T

$

3

6为带
-

半群
!

定义
)%&

!

在群5

T

$

3

6中$如果对任意
%

$

&

"

T

$

%

3

&D&

3

%

$则称5

T

$

3

6

为交换群%或称为阿贝尔群&

!

例
$

!

$

是非空集合
!

5

#

%

$

&$

-

6是带
-

半群
!

$"

#

%

$

&是单位元
!

例
&

!

字母表
!

上的所有非空字组成集合
!

F

$对于字的连接运算,构成半群

5

!

F

$,6

!

,

&'

,



例
'

!

有理数集合
"

$在普通加法运算之下形成交换群$5

"

$

F

6

!

其单位元为

"

$每个元素的逆元就是它的负数
!

例
(

!

非零实数集合
#

3

$在普通乘法运算之下形成交换群
!

5

#

3

$,6

!

其单位

元为
-!

每个元素的逆元就是它的倒数
!

例
)

!

令
TD

-

-

$

E-

$

P

$

EP

.$对于复数乘法构成的有限交换群5

T

$

3

6

!T

中

任意两个元素的乘积可用下面的群表示
!

3

- E- P EP

- - - P EP

E- E- E- EP P

P P EP E- -

EP EP P - E-

例
*

!

令
!

-

D

-0

"

1$0

-

1$)$0

-E-

1.$其中0

.

1是模
-

同余
.

的所有整数构成

的集合
!

我们在
!

-

中规定
F

运算$0

%

1

F

0

&

1

D

0

%F&

1

!

由模
-

同余类定义知$如

果0

%

-

1

D

0

%

!

1$0

&

-

1

D

0

&

!

1$那么0

%

-

F&

-

1

D

0

%

!

F&

!

1$即同余类的加法定义与

同余类的代表元选取是无关的
!

所以这样的加法定义是确定的$我们称它是*可定

义+的$不难验证5

!

-

$

F

6是交换群$0

"

1是它的单位元$0

%

1的逆元是0

E%

1

!

从群的定义$我们可以定义群
T

中元素的方幂

%

-

,

%

3

%

3

)

3

KL M

%

-

!

显然
%

2

3

%

-

D%

2F-

$%

%

2

&

-

D%

2

,

-

!

如果将
T

中元素
%

的逆元
%!

记成
%

E-

$那么

%

3

%!

,

%

3

%

1

-

,

%

"

$

即
%

"

D>!

显然
%

E-

D

%

%

E-

&

-

D

%

%!

&

-

!

在群5

T

$

3

6中的运算
3

不一定满足交换律
!

当运算
3

满足交换律时$一般写

作*

F

+

!

群的单位元称为零元$元素的逆元称为负元
!

在交换群中$

-%

,

%

0

%

0

)

0

KL M

%

-

$

2%

0

-%

,

%

2

0

-

&

%

$

2

%

-%

&

,

%

2

,

-

&

%!

!!

定理
)%$

!

在群5

T

$

3

6中左消去律和右消去律成立$即
J

%

$

&

"

T

$如果
%

3

&D%

3

'

$则必有
&D'

"如果
&

3

%D'

3

%

$则必有
&D'!

证明
!

如果
%

3

&D%

3

'

$由群定义中
%?

知$

T

中每个元素都有逆元
!

元素
%

,

''

,



的逆元为
%!!

我们用
%!

左乘这个等式$

%!

3

%

%

3

&

&

,

%!

3

%

%

3

'

&

!

又由群定义中的
!?

知$运算
3

满足结合律$得到%

%!

3

%

&

3

&D

%

%!

3

%

&

3

'!

从逆

元的定义和单位元
>

的定义知
%!

3

%D>

$

>

3

&D&

$

>

3

'D'

$于是最后得到
&D

'!

这表明在群
T

的等式中可以消去等式两边最左的公因子$即左消去律成立
!

同理可以证明右消去律成立
!

1

定理
)%&

!

在群5

T

$

3

6中$方程
%

3

"D&

与
)

3

%D&

有唯一解
!

证明
!

令
"D%!

3

&

代入方程
%

3

"D&

中$使得

%

3

%

%!

3

&

&

,

%

%

3

%!

&

3

&

,

>

3

&

,

&

$

它说明
"D%!

3

&

是方程
%

3

"D&

的解
!

现假设
"

-

和
"

!

都是方程
%

3

"D&

的解$即
%

3

"

-

D&

$

%

3

"

!

D&!

于是有
%

3

"

-

D%

3

"

!

$利用左消去定律得到
"

-

D"

!

!

这就是说如果方程
%

3

"D&

有两个

解$那么它们必须相等
!

综上知在群5

T

$

3

6中方程
%

3

"D&

有解$并且解是唯一的
!

同理可以证明方程
)

3

%D&

有唯一解
!

1

定理
)%'

!

群5

T

$

3

6中单位元和逆元是唯一的
!

证明
!

假设
>

-

和
>

!

都是群
T

的单位元
!

因为
>

-

是单位元$

J

%

"

T

!

%

3

>

-

D%

$特别取
%D>

!

$那么
>

!

3

>

-

D>

-

!

又因
>

!

是单位元$

J

%

"

T

$

>

!

3

%D%

$特别

取
%D>

-

$那么
>

!

3

>

-

D>

!

!

从而
>

-

D>

!

$即群
T

的单位元是唯一的
!

假设
%

-

$

%

!

"

T

都是
%

的逆元
!

由逆元定义知
%

-

3

%D>

$

%

!

3

%D>

$即
%

-

3

%D%

!

3

%!

再用右消去律得到
%

-

D%

!

$即是群
T

中元素
%

的逆元是唯一的
!

1

定理
)%(

!

在群5

T

$

3

6中$

J

%

$

&

"

T!

则有

-?

!

%

%!

&

!D%!

"

!?

!

%

%

3

&

&

!D&!

3

%!!

证明
!

-?

!

%

%!

&

!

是
%!

的逆元$

%!

是
%

的逆元$由逆元的定义知%

%!

&

!

3

%!D>

$

%

3

%!

D>

$即%

%!

&

!

3

%!D%

3

%!!

由右消去律知%

%!

&

!D%!

!?

!

%

%

3

&

&

3

%

&!

3

%!

&

D%

3

%

&

3

&!

&

3

%!D%

3

%!D>

$

%

&!

3

%!

&

3

%

%

3

&

&

D&!

3

%

%!

3

%

&

3

&D&!

3

&D>!

由逆元的唯一性知%

%

3

&

&

!D&!

3

%!!

1

注意$在群中乘积求逆满足脱衣规则7

定义
)%'

!

在群5

T

$

3

6中$

T

是有限集合$则称5

T

$

3

6是有限群$其阶数

为
%

T

%

!

,

('

,



定义
)%(

!

在群5

T

$

3

6中$

%

"

T

$如果存在
-

$它是满足
%

-

D>

的最小正整

数$则称元素
%

是
-

阶的
!

如果那样的
-

不存在$则称元素
%

是无限阶的
!

我们考虑集合
$

$其中
%

"

T

$

!

3为非零整数集合

$

,

-

.

/

.

"

!

3

$

%

.

,

>

.

!

当
$D

$

时$

%

是无限阶元
!

当
$

($

时$那么
$

中必有正整数
!

%这是因为如果

E2

+

"

$且
E2

"

$

即
%

E2

D>

$那么必有
%

2

D>

即
2

'

"

且
2

"

$!

&这时
%

是

有限阶的$其阶数是
$

中的最小正整数
-!

集合
$

有如下性质(

-?

!

若
2

$

8

"

$

$则
2I8

"

$!

!?

!

若
2

"

$

$

'

"

!

3

$则
'2

"

$!

不难证明

$

,

-

6-

/

6

"

!

3

.

!

也就是说$如果
%

2

D>

$那么
2

必是元素
%

阶的整数倍数
!

例
$

!

在整数加群5

!

$

F

6中$除零元
"

的阶为
-

以外$所有元素的阶都是无

限的
!

例
&

!

模
.

同余类群5

!

.

$

F

6中0

"

1是
-

阶元$0

-

1$0

/

1是
.

阶元$0

!

1$0

%

1是
,

阶元$0

,

1是
!

阶元
!

例
'

!

在群5

T

$

3

6中$

%

$

&

"

T

$它们分别是
2

阶!

-

阶元$%

2

$

-

&

D-!

如果

%

3

&D&

3

%

$则
%

3

&

是
2

,

-

阶元
!

证明
!

设
%

3

&

的阶为
6

$

%

%

3

&

&

2-

,

%

2-

3

&

2-

,

%

%

2

&

-

3

%

&

-

&

2

,

>

3

>

,

>

$

得知
6

%

2-!

由于
%

3

&

的阶是
6

$%

%

3

&

&

6

D>

$

>

,

%

%

3

&

&

62

,

%

%

2

&

6

3

&

62

,

&

62

!

因为
&

的阶为
-

$故
-

%

62

$又由%

2

$

-

&

D-

知
-

%

6!

同理可以证明
2

%

6!

从而

0

2

$

-

1

%

6

$即
2-

%

6!

综上知
6D2

,

-!

&"#

!

群定义的进一步讨论

本节介绍群的几个等价的定义$从而更进一步探讨群的性质
!

,

)'

,



定理
)%)

!

T

是非空集合$

3

是
T

上的运算
!

如果

%

-

&

J

%

$

&

"

T

$

%

3

&

"

T

"

%

!

&

J

%

$

&

$

'

"

T

$

%

3

%

&

3

'

&

D

%

%

3

&

&

3

'

"

%

,

&存在
>

;

"

T

$对一切
%

"

T

$

%

3

>

;

D%!>

;

称为右单位元"

%

%

&

J

%

"

T

$存在
%!

"

T

使得
%

3

%!D>

;

!%!

称为
%

的右逆$那么5

T

$

3

6

为群
!

证明
!

对照定义
/>-

$我们只要证明右单位元一定是左单位元$右逆一定是

左逆
!

先证右逆一定是左逆$即已知
%

3

%!D>

;

$证明
%!

3

%D>

;

!

现设
%'

是
%!

的右

逆$

%!

3

%'D>

;

!

%!

3

%

,

%

%!

3

%

&

3

>

;

,

%

%!

3

%

&

3

%

%!

3

%'

&

,

%!

3

%'

,

>

;

!

%!

也是
%

的左逆
!

再证右单位元一定是左单位元$

%!

是
%

的逆元

>

;

3

%

,

%

%

3

%!

&

3

%

,

%

3

%

%!

3

%

&

,

%

3

>

;

,

%!

!!

1

!!

定理
)%*

!

T

是非空集合$

3

是
T

上的运算$如果

%

-

&

J

%

$

&

"

T

$

%

3

&

"

T

"

%

!

&

J

%

$

&

$

'

"

T

$%

%

3

&

&

3

'D%

3

%

&

3

'

&"

%

,

&

J

%

$

&

"

T

$方程
%

3

"D&

和
)

3

%D&

在
T

中都有解
!

那么5

T

$

3

6为群
!

证明
!

与定理
/>/

比较$我们要证明从%

,

&推出
T

中有右单位元并且任意元

素均有右逆
!

由%

,

&知方程
%

3

"D%

在
T

中有解$我们选取其中一个记为
>

;

$即
%

3

>

;

D

%!

任取
T

的任意元素
&

$由%

,

&知
)

3

%D&

在
T

中有解$我们选取其中一个记为

9

$即
9

3

%D&!

那么

&

3

>

;

,

%

9

3

%

&

3

>

;

,

9

3

%

%

3

>

;

&

,

9

3

%

,

&!

这说明
>

;

是
T

的右单位元
!

又由%

,

&知
%

3

>D>

;

在
T

中有解$并记为
%!

$即
%

3

%!D>

;

$那么
%!

是
%

的右逆
!

1

定理
/>/

和定理
/>.

是与定义
/>-

等价的两个群定义
!

它们的等价性证明过

程如下图所示
!

,

*(

,



定理
)%+

!

T

是有限集合$

3

是
T

上的运算
!

如果

-?

!J

%

$

&

"

T

$

%

3

&

"

T

"

!?

!J

%

$

&

$

'

"

T

$%

%

3

&

&

3

'D%

3

%

&

3

'

&"

,?

!J

%

"

T

$

%

3

"

-

D%

3

"

!

推出
"

-

D"

!

$并且
J

%

"

T

$

)

-

3

%D

)

!

3

%

推

出
)

-

D

)

!

!

那么5

T

$

3

6是群
!

证明
!

令
TD

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-

.

!

任取
T

中的元素
%

$用
%

左乘
T

的每个元素$

所有乘积构成一个集合
T!

$

T!

,

-

%

3

%

-

$

%

3

%

!

$)$

%

3

%

-

.

!

由
-?

知
%

3

%

.

"

T

$

-

,

.

,

-

$即
T!

*

!T!

又由
,?

知当
.

(

7

时$

%

3

%

.

(

%

3

%

7

$于

是
%

T!

%

D

%

T

%

D-!

显然得出
TDT!!

这表明任取
T

的元素
%

$

&

$方程
%

3

"D&

均有解
!

同样$考虑
T'D

-

%

-

3

%

$

%

!

3

%

$)$

%

-

3

%

.$可以证明任取
T

的元素
%

$

&

$方

程
)

3

%D&

均有解
!

由定理
/>.

知5

T

$

3

6为群
!

1

在定理
/>-

中指出$群中左!右消去律成立
!

现在定理
/>*

中$如果非空集合
T

上的运算满足封闭性!结合律和左右消去律$那么该代数结构是群
!

也就是说$当
T

是有限集合时
!

定义
/>-

的
-?

$

!?

$

,?

$

%?

$与定理
/>*

中
-?

$

!?

$

,?

是等价的
!

从而定理

/>*

可以看成有限群的定义
!

一个有限群的乘法可以用一个群来表示
!

群的一些性质可以从群表%

/>-

节例

/

&上直接看出(由于存在单位元$表中有一行与横线上边的元素一样$表里有一列

与竖线左边的元素一样
!

又由消去律知$全体元素必在每行出现一次$必在每列出

现一次
!

下面我们来看几个低阶群
!

-

阶群
T

-

$

%

T

-

%

D-!

由于群必有单位元
>

$所以
T

-

D

-

>

.

!!

阶群
T

!

$

%

T

!

%

D

!!T

!

中除去单位元之外还有一个元素
%!T

!

D

-

>

$

%

.$

%

(

>!

由运算
3

的封闭性$

%

3

%

"

-

>

$

%

.

!

假设
%

3

%D%!

由
%

3

>D%

推出
%D>

$矛盾$故不可
!

所以
%

3

%D

>!T

-

与
T

!

的乘法表如下(

3

>

> >

T

-

3

>%

> >%

% %>

T

!

,

阶群
T

,

D

-

>

$

%

$

&

.$

%

(

&

$

%

$

&

(

>

$

%

3

%

不能是
%

或
>

$否则推出
%D>

$所以
%

3

%D&!

再根据每个元素在一行或一列中出现且只出现一次$得到
%

3

&D>

$

&

3

%D>

$

&

3

&D%!

我们看到元素
&D%

3

%D%

!

$

>D&

3

%D%

,

$从而
T

,

D

-

>

$

%

$

,

!(

,



%

!

.$并且
%

是
,

阶元$

%

,

D>!%

阶群在同构的意义下只有两个(

*

%

D

-

>

$

%

$

%

!

$

%

,

.且
%

%

D>

$

U

%

D

-

>

$

%

$

&

$

'

.且
%

!

D&

!

D'

!

D>!,

阶群
T

,

和
%

阶群
*

%

$

U

%

的

乘法表如下
!

3

> % &

> > % &

% % & >

& & > %

T

,

3

> % & '

> > % & '

% % & ' >

& & ' > %

' ' > % &

T

%

3

> % & '

> > % & '

% % > ' &

& & ' > %

' ' & % >

U

%

!!

例
$

!

设
T

是有限群$则
T

的每个元素的阶$必是有限的
!

证明
!

群
T

的单位元
>

显然是
-

阶元
!

若
%

"

T

且
%

(

>

$

%

$

%

!

$

%

,

$)$

%

-

$)

"

T!

由于
T

是有限集合$必然存在
.

'

7

$

%

.

D%

7

!

等式两边同时乘以
%

7的逆元

%

%

7

&

!

$

%

.

3

%

%

7

&

!

,

%

7

3

%

%

7

&

!

,

>!

由
%

.

D%

.E

7

3

%

7及
3

运算的结合律得到

%

.

1

7

,

>

$

!

.

1

7'

"!

那么
.E

7

是上节末提到的集合
$D

-

6

%

6

"

!

3

$

%

6

D>

.的元素
$

($

$这表明元

素
%

是有限阶元$其阶数是
$

中的最小正整数
!

1

下面再给出两个非交换群的例子
!

例
&

!

全体
-

阶有理数方阵记为%

"

&

-

!

令
TD

-

$

%

$

"

"

-

$

%

$

%(

"

.

!T

对于

矩阵乘法,构成群
!

若
$

$

#

"

T

$即
%

$

%

$

%

#

%(

"

$而
%

$

,

#

%

D

%

$

%

,

%

#

%(

"

$则

$

,

#

"

T!

乘法,在
T

中是封闭的
!

矩阵乘法是可结合的
!

%

-

,

- 2

N

2

9

:

A

B

-

是
T

的单位元
!

当
$

"

T

时$

%

$

%(

"

$

$

有逆矩阵
$

E-

$且
%

$

E-

%(

"

$即
$

E-

"

T

$

且
$

,

$

E-

D%

-

$故
$

E-是
$

在
T

中的逆元
!

所以5

T

$,6为群
!

由于矩阵乘法是

非交换的$于是5

T

$,6为非交换群
!

例
'

!

"

是有理数集合
!

令

T

,

-

E

%

$

&

/

E

%

$

&

(

">"

$

E

%

$

&

%

"

&

,

%"

0

&

$

%

(

"

$

%

$

&

""

.

!

T

对于映射的合成运算构成群
!

若
E

%

$

&

$

E

'

$

9

"

T

$其中
E

%

$

&

%

"

&

D%"F&

$

E

'

$

9

%

"

&

D'"F9

$且
%

$

'
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"

$

%

$

&

$

'

$
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"
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%

E

%

$

&

@E

'

$

9
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"

&
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E

%

$

&

%
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0

9

&
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%

%
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0

9

&

0

&

,

E

%'

$

%9

0

&

%

"
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其中
%

,

'

(

"

$

%'

$

'9F&

"

"

$故
E

%

$

&

@

E

'

$

9

"

T

$即
T

中
@

运算是封闭的
!

映射合成

,

"(

,



运算是可结合的
!

E

-

$

"

"

T

是
T

的单位元
!

E

-

%

$

E

&

%

是
E

%

$

&

的逆元
!

5

T

$

@

6是群
!

由于运

算
@

不满足交换律$所以5

T

$

@

6是非交换群
!

&"$

!

子
!!

群

定义
)%)

!

5

T

$

3

6是群$

V

是
T

的非空子集
!

如果

-?

!J

%

$

&

"

V

$

%

3

&

"

V

"

!?

!J

%

"

V

$

%!

"

V

"

则称5

V

$

3

6是5

T

$

3

6的子群$并记为
V

,

T!

定理
)%,

!

若5

V

$

3

6是5

T

$

3

6的子群$则5

V

$

3

6也是群
!

证明
!

从5

V

$

3

6是5

T

$

3

6的子群定义知运算
3

在集合
V

中是封闭的
!V

是

T

的子集$即
V

中的每个元素都是
T

中的元素
!

而5

T

$

3

6是群
!

3

运算满足结合

律$从而
J

%

$

&

$

'

"

V

*

T

$%

%

3

&

&

3

'D%

3

%

&

3

'

&

!V

是
T

的非空子集$它至少

有一个元素
=

"

V

$由子群定义中
!?

知
=!

"

V

那么
=

3

=!D>

"

V!

故
T

中的单位

元
>

在
V

中并且也是
V

的单位元
!

综上知5

V

$

3

6本身也是群
!

1

由此看出$群
T

的子集$如果对该群的运算及求逆运算是封闭的$那么该子集

对原来群的运算也构成群
!

定理
)%1

!

V

是群
T

的有限非空子集
!

如果
J

%

$

&

"

V

$

%

3

&

"

V

$则
V

,

T!

证明
!

任取
%

"

V

$

%

!

D%

3

%

"

V

$

%

,

D%

!

3

%

"

V

$)

!

由于
V

是
T

的有限

非空子集$

%

$

%

!

$

%

,

$)不可能是完全不同的元素$必存在
-

,

.

,

7

$使得
%

.

D%

7

D

%

.

3

%

7

E.

!

用左消去律得到
%

7

E.

D>

"

V

$

>

,

%

7

1

.

,

%

3

%

7

1

.

1

-

$

!

7

1

.

1

-

0

"!

%!D%

7

E.E-

"

V

$这表明
V

中的任意元素
%

在
V

中均有逆
!

对照定义
/>/

知

5

V

$

3

6是5

T

$

3

6的子群
!

1

例
$

!

5

T

$,6

D

5-

-

$

E-

$

P

$

EP

.$,6中$

VD

-

-

$

E-

.

4

T!V

对复数乘法运

算封闭$5

V

$,6是5

T

$,6的子群
!

例
&

!

全体非零复数集合
3

3

$对复数乘法构成群5

3

3

$,6

!

令

V

,

-

"

/

"

"

3

3

$

&

-

"

0

使
"

-

,

-

.$

则
V

,

3

3

!

,

#(

,



证明
!

-

是群5

3

3

$,6的单位元
!-

-

D-

$

-

"

V!V

是
3

3的非空子集
!

若
"

$

)

"

V

$即存在
-

$

2

"

0

$使
"

-

D

)

2

D-

$而%

"

,

)

&

2-

D

%

"

-

&

2

,%

)

2

&

-

D-

$故
"

,

)

"

V!

又若
"

"

V

$存在
-

"

0

$

"

-

D-!

而%

"!

&

-

D

%

"

-

&

!D-!D-

$故
"!

"

V!

这就证明

了
V

,

3

3

!

例
'

!

设
V

-

*

V

!

*

)

*

V

-

*

)是由群
T

的子群
V

.

组成的升链
!

令
VD

-

.

V

.

$则
V

,

T!

证明
!

V

.

是群
T

的子群
!

即
V

.

($

且
V

.

*

T

$显然
VD

-

.

V

.

($

且
V

*

T!

若
%

$

&

"

V

$存在
.

$

7

$

.

'

7

使
%

"

V

.

$

&

"

V

7

*

V

.

$由于
V

.

,

T

$则
%

3

&

"

V

.

*

V!

又若
%

"

V

$存在
.

$

%

"

V

.

!

再由
V

.

,

T

$则
%!

"

V

.

*

V!

综上知
V

,

T!

例
(

!

5

T

$

3

6是群
!#

是
T

的非空子集
!

令

$

,

-

V

/

V

,

T

且
#

*

V

.$

即
$

是
T

中包含
#

所有子群构成的集合
!

显然
T

"

$

$即
$

是非空的
!

定义
UD

.

V

"

$

V!

证明
U

,

T!

证明
!

任取
V

"

$

$

V

是
T

的子群
!

群
T

的单位元
>

"

V

且
V

*

T

$所以
>

"

.

V

"

$

VDU

且
U

*

T

$即
U

是
T

的非空子集
!

若
%

$

&

"

U

$对任何
V

"

$

均有
%

$
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"

V

$

V

是
T

的子群$故
%
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&

"
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所以
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"

U

$又若
%

"
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对任何
V

"

$

均

有
%

"

V

$

V

是
T

的子群$故
%!

"

V!

所以
%!

"

U

$综上知
U

,

T!

$

中每个
V

均满足
#

*

V!

显然
#

*.

V

"

$

VDU!

从而
U

是
T

中包含
#

的最小

子群
!

我们记5

#

6

DUD

.

V

"

$

V

$并称5

#

6为
#

生成的子群
!

如果本身就是
T

的子群$

那么
UD

5

#

6

D#

$否则
#

*

5

#

6

!

下面讨论5

#

6是由哪些元素组成的
!

我们先引入集合
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3
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%

>

-

-

.

/

%

-
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-

$
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!

#
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中的任意元素
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$

%D%

-

$故
%

"

L

$也就是说
#

*

L

$

L

是非空集

合
!

由
L

的定义知
L

*
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若
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3
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)
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%
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%

>
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%
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%

>

.

2

.

2

3

%
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%
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)
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%
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2

"

L

$所以
L

是
T

的包含
#

的子群
!

前面已经知道5

#

6是
T

中包含
#

的最小

子群$于是5

#

6

*
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另一方面$任取
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-
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由于5

#

6是包含
#

的群$
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.

6

"

5

#
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"
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#
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出
L

*

5

#

6

!

综上知
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#
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特别地$当
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-
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6

D

-
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-
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-
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6
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整数加群5

!

$
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6是由整数
-

生成的群$即5
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6
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-
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一般地$5
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-
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D
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2

$
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6

%

6

"

!

.

!

&"%

!

循
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环
!

群

有一类群$它的每个元素都可以写成某个固定元素的幂$

%

.或
%

E.

$这样的群

称之为循环群
!

定义
)%*

!

在群5

T

$

3

6中$如果存在一个元素
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"
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$使
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-
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.$则

称该群为循环群$记作5

<

6$其中
<

称为循环群的生成元
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若群中的运算用*

F
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F
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<

6

D

-

-

<

%
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是该环群

的生成元
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每个循环群都是交换群$这是因为
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;

3

<

D

D

<
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D

<

D
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<
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!

例
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$
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$
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生成的四阶循环群
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-
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$

P

!
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-
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-
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P

%
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-
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-
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P

$

P

!

$
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,
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定理
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3

6中的
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阶元
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令
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<

;
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3
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$

3
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证明
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3

6的
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阶子群
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特别地$

T

是
-

阶群
!T

的某个元素
<

是
-

阶元$那么
T

必定是由
<

生成的一

个循环群
!

定理
)%$$

!

循环群的每个子群必是循环群
!

证明
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令
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是由元素
%

生成的循环群
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5

%

6
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是群
T

的子群
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如果
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>

.

D

5

>

6$显然
V

是循环群
!

如果
V

(

-

>

.

!

那么至少存在一个元素
&

"

V

且
&

(

>!

由于
V

是
T

的子集$
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5

%

6$那么必然存在
8

%不妨假设
8

为正整数&$使
&D

%

.

!

设
2

是使
%

2

"

V

的最小正整数$任取
V

中的元素
&
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也是群
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%
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%
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%
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-

3

%

%

2
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由于
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$从而
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这就与
2
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!

这说明必须
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%
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D

%
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2
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?

$也就是说
V

中的每个元素都可以表示成
%

2 的方幂
!

于是
%

2 是子

群
V

的生成元$

V

是循环群
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例
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证明
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!

于是-

-

$

%

$

%

!

$)$

%

8E-

.都是
"

8

;

-

%

NC;

@

&的

,
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解$而且是全部解
!

它是以
%

为生成元的
8

阶循环群$是-

-

$

!

$)$

@

E-

.的
8

阶子

群
!

元素
%

6 的阶为 8

%

6

$

8

&

!

&"&

!

置
!

换
!

群

定理
)%$'

!

-

元集合
$D

-

-

$

!

$)$

-

.上的全体置换构成集合
#

-

!#

-

在合成

运算之下构成一个群
!

称之为
-

次对称群$其阶数为
-

&

!

证明
!

集合
$

上的置换是从
$

到
$

的双射
!

由于两个双射的合成映射仍是双

射
!

所以
#

-

中的置换在合成运算之下是封闭的
!

并且映射的合成满足结合律
!#

-

的单位元是恒同置换
$

H

D

- !

)

-

- !

)

% &

-

!

置换
$

的逆元是它的逆置换
$

E-

!

根据

群的定义知5

#

-

$,6是群
!-

元转换共有
-

&

个
!

故
%

#

-

%

D-

&

!

定义
)%+

!

集合
$

上的双射全体对于映射的合成运算构成群
!

该群叫做对称

群
!

对称群的子群为置换群
!

由于置换的合成运算不满足交换律$所以置换群通常是非交换群
!

例如$

#

!

D

-

$

-

$%

-!

&.$

#

,

D

-

$

H

$%

-!,

&$%

-,!

&$%

-!

&$%

-,

&$%

!,

&.

!

例
$

!

图
-,

中的等边三角形经旋转和反射使之三个顶点与原来的顶点重合在

一起$一共有六种情况(

+

"

D

- ! ,

% &

- ! ,

D

$

H

$

!! .

-

D

- ! ,

% &

! - ,

D

%

-!

&$

+

-

D

- ! ,

% &

! , -

D

%

-!,

&$

!! .

!

D

- ! ,

% &

, ! -

D

%

-,

&$

+

!

D

- ! ,

% &

, - !

D

%

-,!

&$

!! .

,

D

- ! ,

% &

- , !

D

%

!,

&$

令
+

"

$

+

-

$

+

!

分别是绕等边三角形中心旋转
"?

$

-!"?

$

!%"?

的结果
!

.

-

$

.

!

$

.

,

分别

是对三个对称轴反射的结果
!

令
3

,

D

-

+

"

$

+

-

$

+

!

$

.

-

$

.

!

$

.

,

.$

3

,

在合成运算之下形成一个置换群
!

它的乘

法表如下(

,

'(

,



图
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-
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+
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+
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+
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+

"

+

-

.

,

.

-

.

!

.

-

.

-

.

,

.

!

+

"

+

!

+

-

.

!

.

!

.

-

.

,

+

-

+

"

+

!

.

,

.

,

.

!

.

-

+

!

+

-

+

"

我们注意到
+

-

,

.

,

D

.

-

$

.

,

,

+

-

D

.

!

$

3

,

不是交换群$称它为三次二面体
!

%

3

,

%

D.

$恰好
3

,

D#

,

!

例
&

!

正方形通过旋转和反射使之顶点与原来顶点重合
!

共有如下八种情况(

+

"

D

- ! , %

% &

- ! , %

D

$

H

$

!!! .

-

D

- ! , %

% &

! - % ,

D

%

-!

&%

,%

&$

+

-

D

- ! , %

% &

! , % -

D

%

-!,%

&$

.

!

D

- ! , %

% &

% , ! -

D

%

-%

&%

!,

&$

+

!

D

- ! , %

% &

, % - !

D

%

-,

&%

!%

&$

/

-

D

- ! , %

% &

, ! - %

D

%

-,

&$

+

,

D

- ! , %

% &

% - ! ,

D

%

-%,!

&$

/

!

D

- ! , %

% &

- % , !

D

%

!%

&

!

其中
+

"

$

+

-

$

+

!

$

+

,

是正方形绕中心旋转
"?

$

#"?

$

-+"?

$

!*"?

的结果
!

.

-

$

.

!

是关于两

个对边中心点连线反射的结果
!

/

-

$

/

!

是关于两条对角线反射的结果%图
-%

&

!

图
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,
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令
3

%

D

-

+

"

$

+

-

$

+

!

$

+

,

$

.

-

$

.

!

$

/

-

$

/

!

.$

3

%

在合成运算之下形成一个置换群
!

它的乘法表如下(

3

+

"

+

-

+

!

+

,

.

-

.

!

/

-

/

!

+

"

+

"

+

-

+

!

+

,

.

-

.

!

/

-

/

!

+

-

+

-

+

!

+

,

+

"

/

-

/

!

.

!

.

-

+

!

+

!

+

,

+

"

+

-

.

!

.

-

/

!

/

-

+

,

+

,

+

"

+

-

+

!

/

!

/

-

.

-

.

!

.

-

.

-

/

!

.

!

/

-

+

"

+

!

+

,

+

-

.

!

.

!

/

-

.

-

/

!

+

!

+

"

+

-

+

,

/

-

/

-

.

-

/

!

.

!

+

-

+

,

+

"

+

!

/

!

/

!

.

!

/

-

.

-

+

,

+

-

+

!

+

"

3

%

称为四次二面体
!

%

3

%

%

D+!

它是四次对称群
#

%

的子群
!

例
'

!

证明
#

-

D

5%

-!

&$%

-,

&$)$%

--

&6$即对换%

-!

&$%

-,

&$)%

--

&是
#

-

的生成元系
!

证明
!

5%

-!

&$%

-,

&$)$%

--

&6是由%

-!

&$%

-,

&$)$%

--

&生成的群
!

由
/>,

例
%

知$

5%

-!

&$%

-,

&$)$%

--

&6

,

-

$

-

$

!

)

$

-

/$

.

"

-%

-!

&$%

-,

&$)$%

--

&.$

-

,

.

,

-

$

-

,

-

$

!

$).

!

显然5%

-!

&$%

-,

&$)$%

--

&6

*

#

-

!

下面证明每个
-

元置换均可以写成%

-!

&$%

-,

&$)$%

--

&这些基本元素的乘

积
!

对
-

进行归纳证明
!

当
-D!

时$

- !

% &

- !

,

%

-!

&%

-!

&$

!!

- !

% &

! -

,

%

-!

&$

该命题成立
!

假设
-D6

的命题成立$现设
-D6F-

$

$

- !

)

6 6

0

-

$

%

-

&

$

%

!

& )

$

%

6

&

$

%

6

0

-

% &

&

!

有如下两种可能(

-?

!$

%

6F-

&

D6F-

$这时
$

本身变成
6

元置换
!

由归纳假设命题成立
!

!?

!$

%

6F-

&

(

6F-

$必定存在
8

$

-

,

8

,

6

$

$

%

8

&

D6F-!

用对换%

8

!

6F-

&

右乘
$

得到
$

-

$

$

-

,$

%

8

!

6

0

-

&

,

)(

,
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- !

)

8

1

- 8 8

0

-

)

6

0

-

$

%

-

&

$

%

!

&)

$

%

8

1

-

&

6

0

-

$

%

8

0

-

&

$

%

6

0

-

% &

&

%

8

!

6

0

-

&

,

- !

)

8

1

- 8 8

0

-

)

6 6

0

-

$

%

-

&

$

%

!

&)

$

%

8

1

-

&

$

%

6

0

-

&

$

%

8

0

-

&)

$

%

6

&

6

0

% &

-

$

$

-

变为
6

元置换
!

由归纳假设
$

-

可以写成%

-!

&$%

-,

&$)$%

--

&的乘积
!

而

$

D

$

-

%

8

!

6F-

&

D

$

-

%

-8

&%

-6F-

&%

-8

&$故
$

可以写成%

-!

&$%

-,

&$)$%

-6

&$

%

-6F-

&的乘积
!

命题对
-D6F-

也成立
!

1

例如
#

!

D

-

$

H

$%

-!,

&$%

-,!

&$%

-!

&$%

-,

&$%

!,

&.

D

-%

-!

&%

-!

&$%

-,

&%

-

!

&$%

-!

&%

-,

&$%

-!

&$%

-,

&$%

-!

&%

-,

&%

-!

&.

!

&"'

!

群 的 同 构

本节讨论两个群之间的关系
!

我们在习题中曾经讨论过5

#

$

3

6$其中
#D

-

)

$

0

$

1

$

/

.$乘法表为

3 ) 0 1 /

) 0 / ) 1

0 / 1 0 )

1 ) 0 1 /

/ 1 ) / 0

5

#

$

3

6是群
!

把该表的行与列适当地调换次序得到

3 1 ) 0 /

1 1 ) 0 /

) ) 0 / 1

0 0 / 1 )

/ / 1 ) 0

再与
/>!

节的
*

%

的乘法表比较$只要把
1

$

)

$

0

$

/

分别换名为
>

$

&

$

'

$它们是

完全相同的
!

也就是说群
#

和群
*

%

的元素之间的有一种一一对应关系
!

我们研究

群时并不关心元素本身是什么$关系的是元素与元素间的关系
!

所以$从这个意义

,

*)

,



上群
#

与群
*

%

是一回事
!

为了刻画上述思想$我们引出同构的概念
!

定义
)%,

!

5

T

$

3

6与5

T

!

$,6是两个群$如果存在着从集合
T

-

到集合
T

!

的

双射
2

$对于任何
%

$

&

"

T

-

$

2

%

%

3

&

&

,2

%

%

&

,

2

%

&

&

!

则称
T

-

与
T

!

同构$记作
T

-

O

T

!

!

双射
2

称作同构映射
!

2

作为同构映射$除了要求它是双射外$还要求它保持运算
!

即
J

%

$

&

"

T

-

$

2

%

%

3

&

&

D

2

%

%

&,

2

%

&

&

!

形象地说$同构映射
2

满足如下交换图表
!

%

$

&

P

QQ

2

2

%

%

&$

2

%

&

&

>?????

3

%

3

&

P

QQ

2

2

%

%

3

&

&

!

>??

,

如果群
T

-

与群
T

!

同构$那么两个群的单位元之间以及元素和它的逆元之间

有什么联系呢/ 这是下面定理要讨论的内容
!

定理
)%$(

!2

是从群
T

-

到群
T

!

的同构映射$

>

-

和
>

!

分别是群
T

-

和
T

!

的单位元$必有
2

%

>

-

&

D>

!

$并且对任何
T

-

中的元素
%

$

2

%

%!

&

D

2

!

%

%

&

!

证明
!

>

-

和
>

!

分别是群
T

-

和
T

!

的单位元
!

对任意
T

-

中的元素
%

$

2

%

%

&

,2

%

>

-

3

%

&

,2

%

>

-

&

,

2

%

%

&

!

等式两边同时右乘
2

!

%

%

&得到

>

!

,2

%

%

&

,

2

!

%

%

&

,2

%

>

-

&

,

2

%

%

&

,

2

!

%

%

&

,2

%

>

-

&$

即群
T

-

的单位元
>

-

的同构映射像是
T

!

的单位元
>

!

!

又对于
T

-

的任意元素
%

$

2

!

%

%

&

,2

!

%

%

&

,

>

!

,2

!

%

%

&

,

2

%

>

-

&

,2

!

%

%

&

,

2

%

%

&

,

2

%

%!

&

,2

%

%!

&$

即
T

-

任意元素
%

的逆元的像等于该元素同构映射像的逆元
!

例
$

!

证明非负实数乘群与实数加群同构
!

证明
!

5

#

F

$,6与5

#

$

F

6分别为非负实数乘群
!

与实数加群
!

2

(

#

>

#

F

$

2

%

"

&

D7

"

!

显然
2

是双射
!

对任意
"

$

)

"

#

$

2

%

"

0

)

&

,

7

"

0

)

,

7

"

,

7

)

,2

%

"

&

,

2

%

)

&$

故
2

为同构映射
!

从而5

#

F

$,6

O

5

#

$

F

6

!

这里要指出的是并非每个从
T

-

到
T

!

的双射都是同构映射
!

例如(

%

(

0

>

0

F

$

%

%

"

&

D7

"E-

$显然
%

是双射
!

但是对任意
"

$

)

"

#

$

%

%

"

0

)

&

,

7

"

0

)

1

-

$

%

%

"

&

,

%

%

)

&

,

7

"

1

-

,

7

)

1

-

,

7

"

0

)

1

!

$

,

!)

,



故
%

不是从
#

到
#

F的同构映射
!

例
&

!

在同构的意义下循环群
TD

5

%

6只有两类(若
%

是无限阶元$则
T

O

5

!

$

F

6

!

若
%

是
-

阶无$则
T

O

!

-

!

证明
!

若循环群
TD

5

%

6的生成元
%

是无限阶元$对任何
2

-

(

2

!

均有
%

2

-

(

%

2

!

!

E

是从
T

到整数集合
!

的映射$

E

(

T

>

!

$

E

%

%

2

&

D2!

显然
E

是双射
!

对任

意
%

2

-

$

%

2

!

"

T

$

E

%

%

2

-

3

%

2

!

&

,

E

%

%

2

-

0

2

!

&

,

2

-

0

2

!

,

E

%

%

2

-

&

0

E

%

%

2

!

&

!

E

是同构映射$故
T

O

5

!

$

F

6

!

若生成元
%

是
-

阶元$则
TD

-

%

"

$

%

-

$

%

!

$)$

%

-E-

.

!

E

是从
T

到模
-

同余类

集合
!

-

的映射$

E

(

T

>

!

-

$

E

%

%

.

&

D

0

.

1

!

显然
E

是双射
!

对任意
%

.

$

%

7

"

T

$

E

%

%

.

3

%

7

&

,

E

%

%

.

0

7

&

,

0

.

0

7

1

,

0

.

1

0

0

7

1

,

E

%

%

.

&

0

E

%

%

7

&

!

E

是同构映射$故
T

O

5

!

-

$

F

6

!

例
'

!

任意一个群都与一个置换群同构
!

证明
!

对于任意群5

T

$

3

6构造一个新的集合

T!

,

-

E

%

/

%

"

T

$

E

%

(

T

>

T

$

E

%

%

"

&

,

%

3

"

.

!

容易证明
E

%

是
T

上的双射$

T!

上的运算,是映射的合成运算
!

%

E

%

,

E

&

&%

"

&

,

E

%

%

&

3

"

&

,

%

%

3

&

&

3

"

,

E

%

3

&

%

"

&$

即
E

%

,

E

&

D

E

%

3

&

!

该运算
T!

中封闭并且满足结合律
!

E

>

是
T!

的单位元$

E

%!

是
E

%

的

逆元$从而5

T!

$,6是置换群
!

在群
T

与
T!

之间定义映射
=

(

T

>

T!

$

=

%

%

&

D

E

%

$显然
=

是双射
!

对任意
%

$

&

"

T

$

=

%

%

3

&

&

,

E

%

3

&

,

E

%

,

E

&

,

=

%

%

&

,

=

%

&

&$

故
=

是同构映射
!

从而
T

O

T!!

例
(

!

求出与
-

阶循环群同构的置换群
!

解
!

令
TD

5

%

6是循环群$

E

(

T

>

T!

是同构映射
!

任取
"

"

T!

$必存在
<

D%

.

"

T

使

"

,

E

%

<

&

,

E

%

%

.

&

,

%

E

%

%

&&

.

!

这说明
T!

是以
E

%

%

&为生成元的循环群
!

现
T

是
-

阶循环群$

TD

-

%

"

$

%

-

$)$

%

-E-

.$从例
,

可知
T!D

-

E

%

"

$

E

%

-

$)$

E

%

-E-

.

!

也是
-

阶循环群
!

其生成元是
E

%

$它

对应
T

上的长为
-

的轮换%

%

"

$

%

-

$)$

%

-E-

&

!

令
T'D

5%

%

"

$

%

-

$)$

%

-E-

&6$则
T

O

T'!

定理
)%$)

!

5

T

$

3

6为群$另有一个集合
T!

$,是
T!

上的运算
!

如果存在从

T

到
T!

上的双射
E

$对
T

中的任意元素
%

$

&

有
E

%

%

3

&

&

D

E

%

%

&,

E

%

&

&

!

那么

,

")

,



5

T!

$,6也是群$并且
T

O

T!!

证明
!

任取
"

$

)

"

T!

$

E

是从
T

到
T!

的满射$存在
%

$

&

"

T

使得
E

%

%

&

D"!

E

%

&

&

D

)

!

由于
E

保持运算$

"

,

)

,

E

%

%

&

,

E

%

&

&

,

E

%

%

3

&

&

"

T!

$

可知运算,在
T!

中是封闭的$任取
"

$

)

$

A

"

T!!

对于满射
E

在
T

中有原像
!

E

%

%

&

D"

$

E

%

&

&

D

)

$

E

%

'

&

DA

$

%

"

,

)

&

,

A

,

%

E

%

%

&

,

E

%

&

&&

,

E

%

'

&

,

E

%%

%

3

&

&

3

'

&

,

E

%

%

3

%

&

3

'

&&

,

E

%

%

&

,

%

E

%

&

&

,

E

%

'

&&

,

"

,

%

)

,

A

&$

即
T!

中运算,满足结合律
!

容易看出
E

%

>

&是
T!

的单位元
!

任取
"

"

T!

$

%

"

T

是

它的原像$易知
E

%

%!

&

"

T!

是
"

的逆元
!

综上知5

T!

$,6是群
!

E

就是从
T

到
T!

的同构映射$从而
T

O

T!!

习
!!

题

->

如下代数系统5

#

$

3

6哪些是群/ 如果是群$它是否是交换群/ 指出它的单位元以及如

何计算其逆元
!

%

-

&

#D

-

A

%

A

"

3

$

%

A

%

D-

.$其中
3

是复数集合$

3

是普通的复数加法
!

%

!

&

#D

-

%F&槡!%%$

&

"

"

.$其中
"

是有理数集合
!

3

是普通的加法
!

%

,

&

#

,

- "

% &

" -

$

1

- "

"

1

% &

-

$

- "

"

1

% &

-

$

1

- "

% &- .

" -

$

3

是矩阵乘法
!

%

%

&

#D

-

)

$

0

$

1

$

/

.$

3 ) 0 1 /

) 0 / ) 1

0 / 1 0 )

1 ) 0 1 /

/ 1 ) / 0

%

/

&

#D#E

-

"

.是非零实数集合$在
#

上定义运算
3

(

"

3

)

,

"

,

)

"

'

"

$

"

'

)

"

+

"

-

!

!!

%

.

&

@

为素数$

#D

-

-

$

!

$)$

@

E-

.

!

在
#

上定义运算
3

(

%

3

&

,

'

G

%

,

&

;

'

%

NC;

@

&

!

!!

!>

令
#D#E

-

E-

.$在
#

上定义运算
3

(

,

#)

,



%

3

&

,

%

0

&

0

%&!

!!

%

-

&证明5

#

$

3

6是群"

%

!

&在
#

中求解方程
!

3

"

3

,D*!

,>

在群
T

中$如果对
T

有任意元素
%

均有
%

!

D>

$证明
T

必是交换群
!

%>T

是交换群当且仅当对
T

中任意元素
%

$

&

$%

%

3

&

&

!

D%

!

3

&

!

!

/>

<

是群
T

中的任意元素$那么$

%

-

&

<

与它的逆元
<

!

同阶"

%

!

&%

<

6

&

!D

%

<

!

&

6

!

.>%

与
&

是群
T

中的两个任意元素
!

证明
%

3

&

与
&

3

%

是同阶的
!

*>

如果群
T

中只有一个
!

阶元
%

$那么
%

与
T

中任意元素都是交换的$即
J

"

"

T

$

%

3

"

D"

3

%!

+>T

是群$

T

中的元素个数为偶数$证明(存在
%

"

T

$

%

是
!

阶元
!

#>V

是群
T

的非空子集
!

5

V

$

3

6是5

T

$

3

6的子群当且仅当
J

%

$

&

"

V

$

%

3

&!

"

V!

-">T

是群
!

V

,

-

%

/

%

"

T

$

J

<"

T

$

%

3

<

,

<

3

%

.$

称为群
T

的中心
!

证明(5

V

$

3

6是5

T

$

3

6的子群
!

-->V

$

U

是群
T

的子群
!

证明
V

.

U

也是
T

的子群
!V

-

U

是
T

的子群吗/ 证明你的

结论
!

-!>

找出
U

%

群的所有子群
!

-,>

令
TD

-

E

%

3

&%

E

%

3

&

(

"

>

"

$

E

%

"

&

D%"F&

$

%

(

"

$

%

$

&

"

"

.$

T

对合成运算构成群
!

证明

VD

-

E

-

&

%

&

"

"

.是
T

的子群
!

-%>

指出下列群中哪个是循环群/ 对循环群写出它的全部生成元
!

%

-

&

T

-

D

5

"

$

F

6"

%

!

&

T

!

D

5

.!

$

F

6"

%

,

&

T

,

D

5-

.

-

%

-

"

!

.$,6

!

-/>T

是
.

阶循环群$找出
T

的全部生成元并列出
T

的所有子群
!

-.>

证明(只有一个生成元的循环群至多含有两个元素
!

-*>

如果
-

阶群
T

的某个元素
<

是
-

阶的$那么
T

是由
<

生成的循环群
!

-+>T

是
-

阶循环群$

9

是
-

的因子$

T

存在且仅存在一个
9

阶子群
!

-#>

找出
#

,

的所有子群
!

!">$

%

是全体
%

元偶置换构成的群$请列出它的全部元素
!

!->#

-

%

-

0

!

&的每个子群或者全部由偶置换构成$或者其中奇!偶置换各占一半
!

!!>

证明整数加群与偶数加群同构
!

!,>

证明(群的同构关系是一种等价关系
!

!%>

找出所有与
U

%

群同构的
#

-

的子群
!

!/>

证明(无限循环群的子群$除-

>

.以外都是无限循环群
!

,

$)

,



!.>

在群5

T

$

3

6中定义新的二元运算,$

%

,

&

,

&

3

%!

证明(5

T

$,6是群$并且5

T

$

3

6与5

T

$,6同构
!

,

%)

,



第
&

章
!

商
!!

群

为了深入探讨群的结构$需要进一步研究子群的作用
!

'"!

!

陪集与
()

*

+),

*

-

定理

定义
*%$

!

V

是
T

的子群
!

在
T

上定义模
V

同余关系$

J

%

$

&

"

T

$如果

%

3

&!

"

V

$则称
%

与
&

模
V

同余$记作
%

;

&

%

NC;V

&

!

定理
*%$

!

模
V

同余关系是
T

上的等价关系
!

对于
T

中元素
%

$

%

所在的等

价类为

V%

,

-

=

3

%

/

=

"

V

.$

称为
T

中
V

的右陪集
!

元素
%

是陪集
V%

的代表元
!

证明
!

任取
%

"

T

$

%

3

%!D>

"

V

$故
%

;

%

%

NC;V

&

!

模
V

同余关系是自反

的
!

如果
%

$

&

"

T

$

%

;

&

%

NC;V

&$即
%

3

&!

"

V!

因
V

是群$%

%

3

&!

&

!D&

3

%!

"

V!

故
&

;

%

%

NC;V

&

!

模
V

同余关系是对称的
!

如果
%

$

&

$

'

"

T

$

%

;

&

%

NC;V

&$

&

;

'

%

NC;V

&$即
%

3

&!

"

V

$

&

3

'!

"

V!V

是
T

的子群$

V

对群
T

的运算
3

封

闭$%

%

3

&!

&

3

%

&

3

'!

&

D%

3

'!

"

V

$故
%

;

'

%

NC;V

&

!

模
V

同余关系是传递的
!

综上分析知模
V

同余关系是
T

上的等价关系
!

T

中元素
%

所在的等价类

0

%

1

,

-

&

/

&

"

T

$

&

3

%!

"

V

.

,

-

=

3

%

/

=

"

V

.

,

V%!

显然
%

"

V%

$

%

是该等价类的代表元
!

1

模
V

同余关系有如下性质(

,

&)

,



-?

!

V>DV

"

!?

!

%

;

&

%

NC;V

&

G

V%DV&

"

,?

!

%

"

V

G

V%DV!

例
$

!

非零有理数乘法群5

"

3

$,6$

VD

-

E-

$

-

.

4

"

3

$是该乘法群的子群
!

"

3中元素
%

所在的右陪集
V%D

-

%

$

E%

.

!

当
%

;

&

%

NC;V

&时$

&DI%

$显然
V%

DV&!

例
&

!

三次二面体群5

3

,

$,6$

VD

-

+

"

$

+

-

$

+

!

.是
3

,

的子群$因
+

.

"

V

$

"

,

.

,

!

$故
V

+

"

DV

+

-

DV

+

!

DV!

又因
?

.

3

?!

7

"

V

$

-

,

.

$

7

,

,

$故
V?

-

DV?

!

DV?

,

D

-

?

-

$

?

!

$

?

,

.

!V

有两个不同的右陪集
V

和
V?

-

$

3

,

DV

-

V?

-

且
V

.

V?

-

D

$

!

例
'

!

T

是以
<

为生成元的
#

阶循环群$

TD

-

<

"

$

<

-

$)$

<

+

.$

<

#

D>!VD

-

<

"

$

<

,

$

<

.

.是
T

的
,

阶子群
!

V

<

"

,

V

<

,

,

V

<

.

,

-

<

"

$

<

,

$

<

.

.

,

V

$

V

<

-

,

V

<

%

,

V

<

*

,

-

<

-

$

<

%

$

<

*

.$

V

<

!

,

V

<

/

,

V

<

+

,

-

<

!

$

<

/

$

<

+

.

!

V

有三个不同的右陪集
V

$

V

<

$

V

<

!

!TDV

-

V

<

-

V

<

!

$且这些右陪集两两非交
!

对于群
T

的子群
V

也可以定义它的左陪集$先在
T

上定义等价关系
!

J

%

$

&

"

T

$

%

;

&

%

NC;V

&

G

%!

3

&

"

V!

T

中元素
%

所在的等价类0

%

1

D

-

&

%

&

"

T

$

%!

3

&

"

V

.

D

-

%

3

=

%

=

"

V

.

D%V

$

称为
%

所在的左陪集
!

定理
*%&

!

V

是群
T

的子群$

V

是所有左陪集集合
#

M

D

-

%V

%

%

"

T

.和所有

右陪集集合
#

G

D

-

V%

%

%

"

T

.是等势的
!

证明
!

令
E

(

#

M

>

#

G

$

E

%

%V

&

DV%!!

这里首先要说明该映射与代表元选取无

关$即若
%VD&V

$必有
V%!DV&!!

由
%VD&V

知
%!

3

&

"

V

$

V

是群$%

%!

3

&

&

!

D&!

3

%

%!

&

!

"

V

$从而
V%!DV&!!

显然
E

是满射
!

如果
%

-

V

$

%

!

V

"

#

M

都是
V%

的原像$

E

%

%

-

V

&

D

E

%

%

!

V

&

DV%

$得出
V%!

-

DV%!

!

$故有%

%!

-

&

3

%

%!

!

&

!D%!

-

3

%

!

"

V!

由此可知
%

-

VD%

!

V!

这说明
E

是单射
!

综上分析$在
#

M

与
#

G

之间存在着一个双射$故
#

M

与
#

G

等势
!

1

注意(在定理
.>!

证明中定义的映射是
E

%

%V

&

DV%!

$而不是
V%!

后者它不是

映射
!

当
%VD&V

时$不能保证
V%DV&!

定义
*%&

!

群
T

关于它的子群
V

的左%右&陪集体个数叫做
V

在
T

中的指

数$记为0

TSV

1

!

,

')

,



定理
*%'

%

45

6

75/

6

.

定理&

若
T

是有限群$

V

是
T

的子群$那么

/

T

/,

0

T

W

V

1

/

V

/

!

!!

证明
!

V%

是
T

中
V

的一个右陪集
!

定义映射
E

(

V

>

V%

$

E

%

=

&

D=

3

%

$显然

E

是双射
!T

是有限群$

V

是
T

的子群$所以
V

也是有限群$得出
%

V

%

D

%

V%

%

!

由

定理
.>-

知$

T

中
V

的右陪集全体构成
T

的一个分划$令
T

关于子群
V

的右陪集

个数0

TSV

1

D6

$

6

个不同的右陪集的代表元分别为
%

-

$

%

!

$)$

%

6

$那么
TD

V%

-

-

V%

!

)

-

V%

6

$其中
V%

.

.

V%

7

D

$

$%

.

(

7

&

!

从而

/

T

/,/

V%

-

/0/

V%

!

/0

)

0/

V%

6

/

,

6

,

/

V

/,

0

T

W

V

1

,

/

V

/

!

1

!!

由此定理可以得到两个非常有用的推论
!

推论
*%$

!

有限群
T

中元素的阶是
%

T

%

的因子
!

证明
!

在有限群中所有元素的阶必然是有限的
!

设
T

中的元素
%

的阶为
2

$

令
VD

-

%

"

$

%

-

$)$

%

2E-

.$显然
V

是
T

的
2

阶子群
!

由
TH

B

6H<

B

7

定理知
%

T

%

D

0

TSV

1,

%

V

%

D

0

TSV

1,

2!

故
2

%%

T

%

!

1

推论
*%&

!

素数阶群都是循环群
!

证明
!

设
T

是
@

阶群$

@

是素数
!

它的因子只有
-

和
@

!

由推论
.>-

知
T

中元

素的阶是
-

或者
@

!

显然群
T

的单位元的阶为
-

$非单位元元素
%

的阶为
@

$从而

TD

5

%

6

!

例
$

!

证明
%

阶群
T

或者是
%

阶循环群
*

%

或者是
UA7P<V%

群
U

%

!

证明
!

%

阶群
T

中元素的阶可能为
-

$

!

$

%!

如果
T

中包括
%

阶元
%

$那么
TD

5

%

6

D

-

%

"

$

%

-

$

%

!

$

%

,

.$即
T

是
%

阶循环群
*

%

!

如果
T

中没有
%

阶元$那么除单位

元
>

外$其他元素均是
!

阶元$即
TD

-

>

$

%

$

&

$

'

.$

%

!

D&

!

D'

!

D>!

由前面的习题

知该群必是交换群
!%

3

&

不能是
%

$

&

$

>

$否则推出
&D>

$

%D>

$

%D&!

从而
%

3

&

D'!

同理可知
%

3

'D&

$

&

3

'D%!

据此得出该群的乘法表(

3

> % & '

> > % & '

% % > ' &

& & ' > %

' ' & % >

故
T

是
UA7P<V%

群
U

%

!

例
&

!

T

是
.

阶群$

T

至少含有一个
,

阶子群
!

,

()

,



证明
!

T

是
.

阶群
!T

中元素的阶可能是
-

$

!

$

,

$

.!

如果
T

中有
,

阶元
%

$那

么5

%

6就是
T

的
,

阶子群
!

如果
T

中有
.

阶元
%

$那么5

%

!

6为
T

的
,

阶子群
!

下面

证明
T

中不可能既无
,

阶元也无
.

阶元
!

也就是说
T

中不可能除掉单位元
>

外都

是
!

阶元
!

用反证法$假设
TD

-

>

$

%

$

&

$

'

$

9

$

E

.$且
%

!

D&

!

D'

!

D9

!

D

E

!

D>!

由

于
%

3

&

不可为
%

$

&

$

>

$取
UD

-

>

$

%

$

&

$

%

3

&

.$其中
%

3

&

"

-

'

$

9

$

E

.$显然
U

是

UA7P<V%

群
!

而
U

*

T!

故
U

是
T

的子群
!

%

U

%

D%!

而
% .

$与
TH

B

6H<

B

7

定理矛

盾
!

故不可
!

综上知六阶群必有三阶子群
!

1

'"#

!

正规子群与商群

李节介绍一类特殊的子群###正规子群
!

定义
*%'

!

V

是群
T

的子群
!

如果对所有的
T

中元素
<

和
V

中元素
=

都有
<

!

3

=

3

<

"

V

$那么称
V

是
T

的正规子群$并记为
V

R

T!

定理
*%(

!

V

是群
T

的子群
!V

是
T

的正规子群当且仅当对任意
T

中元素

<

$

V

<

D

<

V!

证明
!

若
V

是
T

的正规子群
!

任取
"

"

<

V

$存在
=

-

"

V

使
"D

<

3

=

-

!

而
"D

%

<

!

&

!

3

=

-

3

<

!

3

<

$由正规子群的定义$%

<

!

&

!

3

=

-

3

<

!

"

V

$故
"

"

V

<

$于是
<

V

*

V

<

!

反过来$任取
)

"

V

<

$存在
=

!

"

V

使
)

D=

!

3

<

$而
)

D

<

3

<

!

3

=

!

3

<

$由正规

子群的定义
<

!

3

=

!

3

<

"

V

$故
)

"

<

V!

于是
V

<

*

<

V!

综上知
V

<

D

<

V!

又若对任意
T

中元素
<

均有
V

<

D

<

V

$任取
=

,

"

V

$必存在
=

%

"

V

使
=

,

3

<

D

<

3

=

%

$于是
<

!

3

=

,

3

<

D=

%

"

V!

从而
V

是
T

的正规子群
!

1

例
$

!

三次二面体
3

,

的子群
VD

-

+

"

$

+

-

$

+

!

.是正规子群$

+

"

V

,+

-

V

,+

!

V

,

V

+

"

,

V

+

-

,

V

+

!

,

-

+

"

$

+

-

$

+

!

.$

.

-

V

,.

!

V

,.

,

V

,

V

.

-

,

V

.

!

,

V

.

,

,

-

.

-

$

.

!

$

.

,

.

!

S

VD

-

+

"

$

.

-

.是
3

,

的子群$但不是正规子群
!

例如

.

!

S

V

,

-

.

!

$

+

-

.$

!

S

V

.

!

,

-

.

!

$

+

!

.

!

.

!

S

V

(

S

V

.

!

!

例
&

!

指数为
!

的子群是正规子群
!

证明
!

V

是群
T

的子群且0

TSV

1

D!

$即
TDV

-

V%

-

$其中
%

-

#

V

$并且

V

.

V%

-

D

$

!

我们任取群
T

的元素
%

$有两种可能性(若
%

"

V

$由于
%VDV

$

V%

,

))

,



DV

$故
%VDV%

"若
%

#

V

$

TDV

-

V%DV

-

%V!V%DTEVD%V!

所以不管

是哪种情况均有
%VDV%!V

是
T

的正规子群
!

1

显然交换群的任何子群都是正规子群
!

下面研究在
T

中
V

的所有右陪集构成的集合上的运算及相应的代数结构
!

定义
*%(

!

$

$

(

是群
T

的非空子集$定义

$

,

(

,

-

%

3

&

/

%

"

$

$

&

"

(

.

!

!!

该运算满足结合律
!

任取
"

"

$

,%

(

,

*

&$存在
%

"

$

$

&

"

(

$

'

"

*

使
"D%

3

%

&

3

'

&

!

群
T

中乘法满足结合律
"D

%

%

3

&

&

3

'

$故
"

"

%

$

,

(

&,

*!

从而
$

,

%

(

,

*

&

*

%

$

,

(

&,

*!

同理也可证明%

$

,

(

&,

*

*

$

,%

(

,

*

&$最后得到
$

,

%

(

,

*

&

D

%

$

,

(

&,

*!

定理
*%)

!

R

是群
T

的正规子群$5-

R

<

%

<

"

T

.$,6是群
!

称为
T

模
R

的商

群$记为
T

'

R!

证明
!

首先研究两个正规子群的右陪集怎样做乘法
!

R

<

-

,

R

<

!

,

-%

-

-

3

<

-

&

3

%

-

!

3

<

!

&

/

-

-

$

-

!

"

R

.

!

因
R

是
T

的正规子群$对于
T

中元素
<

-

有
<

-

RDR

<

-

!

<

-

3

-

!

"

<

-

R

$那么存在

-

,

"

R

使
<

-

3

-

!

D-

,

3

<

-

$代入上式

R

<

-

,

R

<

!

,

-

-

-

3

%

-

,

3

<

-

&

3

<

!

/

-

-

$

-

!

"

R

.

,

-

-

3

%

<

-

3

<

!

&

/

-

"

R

.

,

R

<

-

3

<

!

!

这里定义的正规子群右陪集间的乘法运算与右陪集代表元的选取是无关的
!

这是

因为$如果
R

<

-

DR%

-

$

R

<

!

DR%

!

$即
<

-

3

%!

-

$

<

!

3

%!

!

"

R

$那么

%

<

-

3

<

!

&

3

%

%

-

3

%

!

&

!

,

<

-

3

%

<

!

3

%!

!

&

3

%!

-

!

令
-

-

D

<

!

3

%!

!

$

-

-

3

%!

-

D%!

-

3

-

!

$

-

,

D

<

-

3

%!

-

!

%

<

-

3

<

!

&

3

%

%

-

3

%

!

&

!

,

-

,

3

-

-

"

R!

于是
R

<

-

3

<

!

DR%

-

3

%

!

!

在集合-

R

<

%

<

"

T

.上的乘法运算显然是封闭的
!

并且满足结合律
!RDR>

是

单位元$

R

<

!

是
R

<

的逆元
!

所以5

R

<

%

<

"

T

.$,6是群
!

当
T

是有限群时$

T

模
R

的商群
T

'

R

中元素个数就是
R

在
T

中的指数$故

/

T

'

R

/,/

T

/

'

/

R

/

!

!!

例
$

!

整数加群5

!

$

F

6是交换群
!

每个子群都是正规子群
!!

模正规子群5

-

6

D

-

6-

%

6

"

!

.

D-!

的商群

!

'

-!

,

-

-!

$

-

0

-!

$)$%

-

1

-

&

0

-!

.

!

若映射
E

(

!

'

-!

>

!

-

$

E

%

.F-!

&

D

0

.

1$显然
E

是双射
!

故

,

**!

,



!

'

-!

O

!

-

!

!!

例
&

!

三次二面体
3

,

中$子群
VD

-

+

"

$

+

-

$

+

!

.的指数为
!!V

是
3

,

的正规子

群$

3

,

模
V

的商群

3

,

'

V

,

-

V

$%

-!

&

V

.

是
!

阶循环群
!

例
'

!

T

是有限交换群
!

素数
@

是
%

T

%

的因子$那么群
T

中必有一个
@

阶元
!

证明
!

我们对群
T

的阶数进行归纳证明
!

当
%

T

%

D!

时$

TD

-

>

$

%

.且
%

!

D>!

素数
!

%%

T

%

!%

是
!

阶元
!

命题成立
!

假设
%

T

%+

6

时$命题成立
!

现设
%

T

%

D6

$某

素数
@

%

6!

任取
T

的某个非单位元素
<

$它的阶为
B

$显然
B

%

6

且
B

'

-!

如果
@

%

B

$

即
BD;

@

$则
<

; 是
T

中的
@

阶元
!

如果
@

B

$考虑
T

模正规子群5

<

6的商群

T

'5

<

6

!

/

T

'5

<

6

/,/

T

/

'

B

+

/

T

/,

6

$

T

'5

<

6仍是有限交换群
!

由于
@

%

6

$

@

B

$故
@

%%

T

'5

<

6

%

!

由归纳假设知在
T

'5

<

6

中有
@

阶元
%

5

<

6

!

假设
%

在
T

中的阶为
?

$显然有%

%

5

<

6&

?

D

5

<

6

!

从而
@

%

?!

由前

面讨论知
%

?

'

+是
T

中的
@

阶元
!

命题对
%

T

%

D6

也成立
!

1

一般地$

-

阶群
T

$对
-

的因子
9

$在
T

中不一定有
9

阶子群
!

例如(全体四元

偶置换构成
$

%

$

%

$

%

%

D-!!.

是
-!

的因子$但
$

%

没有
.

阶子群$这是因为
$

%

中

有
-

个
-

阶元$

+

个
,

阶元$

,

个
!

阶元
!

若
V

是
$

%

的
.

阶子群$因
!

阶元只有
,

个
!

故
V

中至少有
-

个
,

阶元$不妨假设是%

%

$

&

$

'

&

"

V!,

阶元的逆元仍是
,

阶

元$故
,

阶元必须成对出现
!

单位元
>

"

V

$所以
V

中至少有一个
!

阶元$不妨假设

是%

%&

&%

'9

&

"

V!

由%

%

$

&

$

'

&

"

V

$%

%&

&%

'9

&

"

V

推出%

%&'

&

!D

%

%'&

&

"

V!

%

%&'

&

%

%&

&%

'9

&

D

%

%'9

&

"

V

$%

%'9

&

!D

%

%9'

&

"

V

$%

%&

&%

'9

&%

%&'

&

D

%

&9'

&

"

V

$

%

&9'

&

!D

%

&'9

&

"

V

$)$

V

中的元素个数已超过
.

个$与
V

是
$

%

的
.

阶子群矛

盾
!

所以
$

%

没有
.

阶子群
!

'"$

!

群 的 同 态

本节继续讨论两个群之间的关系
!

定义
*%)

!

在群5

T

-

$

3

6和5

T

!

$,6之间存在映射
E

(

T

-

>

T

!

$对任意
%

$

&

"

T

$

E

%

%

3

&

&

D

E

%

%

&,

E

%

&

&$则称
E

是从
T

-

到
T

!

的同态映射%简称同态&

!

如果
E

,

!*!

,



是满射%单射$双射&$则称
E

是满同态映射%单一同态映射$同构映射&

!

若
E

是从群
T

-

到
T

!

的同态映射$

T

-

$

T

!

的单元分别是
>

-

和
>

!

$那么
E

%

>

-

&

D>

!

!

对任意
%

"

T

$

E

%

%!

&

D

%

E

%

%

&&

!!

此结论证明方法与群同构映射相应性质证

明方法相同
!

定义
*%*

!

E

是从
T

-

到
T

!

的群同态映射$

E

的核是
T

-

中通过
E

映到
T

!

的

单位元
>

!

的那些元素组成的集合$记为
U76

E

$

U76

E

,

-

%

/

%

"

T

-

$

E

%

%

&

,

>

!

.

!

!!

定理
*%*

!

E

是从
T

-

到
T

!

的群同态映射
!

-?

!

U76

E

是群
T

-

的正规子群
!

!?

!

E

为单射当且仅当
U76

E

D

-

>

-

.

!

证明
!

-?

!

E

是从
T

-

到
T

!

的群同态映射
!

由于
E

%

>

-

&

D>

!

$

>

-

"

U76

E

$所以
U76

E

是
T

-

的非空子集
!

任取
<

-

$

<

!

"

U76

E

$

E

%

<

-

&

D

E

%

<

!

&

D>

!

$而

E

%

<

-

3

<

!

&

,

E

%

<

-

&

,

E

%

<

!

&

,

>

!

,

>

!

,

>

!

$

E

%

<

!

-

&

,

%

E

%

<

-

&&

!

,

>!

!
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<
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E
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%
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%

<
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%
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<
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<
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<
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$矛盾
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这说明如

果
T

!

中的元素有原像$那么原像是唯一的$所以
E

是单射
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例
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和
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&
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-
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<
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E

%
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-
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E
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<

!

&$

E

是群同态映射
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E

DT

-

$我们称这个特殊的同态映射为零同态映射
!
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(
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&
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%
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&
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的同态映射
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的像集
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-

$
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定理
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是群
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的一个同态映射
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%
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-
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-
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-
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-
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%
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-

&
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-
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%
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-
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%
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&
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%
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-
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证明
!

这里只证
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$其他留作习题
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!?
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-

是
T

-

的正规子群$由
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知
E

%
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-
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T

!
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而
E

%

V

-

&

*

E

%

T

-

&

*

T

!

$

E

%

T

-

&为群$故
E

%

V

-

&是
E

%

T

-

&的子群
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任取
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"

E

%
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-
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=
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使
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=

&
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=
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=
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由于
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的正规子群$
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-

$故
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-

&是
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-
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是
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-
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&
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-
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&
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!

$显然
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%

V

!
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%
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!
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-
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=
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&
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=
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=
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%
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从而
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%
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&
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&
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&
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!

的满同态$则
T

!

中每个元素的原像集正

好是
E

的同态核
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的一个陪集
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和
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的同态像$则
T

-

'

U76

E

O

T

!

!

,

#*!

,



证明
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设
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&
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%
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-
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T
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&
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&
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%

&
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/
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&
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该商群的乘法表
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如果群
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的正规子群$并且
V

-4

V

!

$证明
V

-

,

R

是
V

!

,

R

的正规子群
!

-!>V

$

U

都是群
T

的正规子群并且
V

.

UD

-

>

.

!

证明(对任意
=

"

V

$

6

"

U

$都有
=

3

6D

6

3

=!

-,>

在
TD

-

E

%

E

(

!

>

!

'%

!

&.上定义运算
F!

%

E

0

<

&%

"

&

,

E

%

"

&

0

<

%

"

&

!

证明(5

T

$

F

6是交换群$并且非零元素的阶为
!!

-%>

在非零实数乘法群中$如下定义的映射
E

中$哪些是同态映射$并且找出它的同态核
!

%

-

&

E

-

%

"

&

D

%

"

%

" %

!

&

E

!

%

"

&

D!"

" %

,

&

E

,

%

"

&

D"

!

"

%

%

&

E

%

%

"

&

D

-

"

" %

/

&

E

/

%

"

&

DE"

" %

.

&

E

.

%

"

&

DE

-

"

!

-/>

令
TD

-

$

%

$

"

%

"

&

-

$

%

$

%(

"

.$

T

对于矩阵乘法构成群
!

E

(

T

>

#

3

$

E

%

$

&

D

%

$

%

!

证

明(

E

是从群
T

到非零实数乘群
#

3的同态映射
!

求
E

%

T

&和
U76

E

!

-.>T

是交换群$

6

是取定的正整数
!

E

(

T

>

T

$

E

%

%

&

D%

6

!

证明(

E

是同态映射
!

求出
E

%

T

&

和
U76

E

!

-*>TD

5

%

6是
-

阶循环群$

T!D

5

&

6是
2

阶循环群
!

证明(

2

/

-6

G&2W

T

>

T!

是同态映射并且
2

%

%

&

,

&

6

!

!!

-+>V

是
T

的正规子群$0

TSV

1

D2!

证明(对于
T

的任意元素
"

$

"

2

"

V!

-#>V

$

U

是
T

的正规子群
!

如果
T

'

V

$

T

'

U

是交换群$那么
T

'

V

.

U

也是交换群
!

!">

在群
T

中$

%

$

&

是
T

中的元素$称
%!

3

&!

3

%

3

&

为
T

的换位元
!

证明(

%

-

&

T

的所有有限个换位元乘积构成
T!

$

T!

是
T

的正规子群"

%

!

&

T

'

T!

是交换群"

%

,

&若
R

是
T

的正规子群且
T

'

R

是交换群$那么
T!

是
R

的子群
!

,

&*!

,



第
'

章
!

环
!

和
!

域

实数或复数系统包含两个基本的二元运算(加法和乘法
!

在群论中仅仅处理一

个二元运算$更没有涉及两个二元运算的关系###乘法对加法的分配律
!

本章将依

照这类系统建立一种新的代数结构###环和域
!

."!

!

环 的 定 义

定义
+%$

!

在具有两个二元运算
F

和,的集合
G

中$如果

-?

!

5

G

$

F

6是交换群"

!?

!

5

G

$,6是带
-

半群"

,?

!

乘法对加法的左右分配律$即对任意
%

$

&

$

'

"

G

$

%

&

0

'

&

,

%

,

&

,

%

0

'

,

%

$

%

,

%

&

0

'

&

,

%

,

&

0

%

,

'!

则称5

G

$

F

$,6为环
!

如果环5

G

$

F

$,6中$对任意
%

$

&

"

G

$

%

,

&D&

,

%

$则称该环是交换环
!

从环的定义中我们看到环中的两个运算
F

和,的地位是不相同的
!

集合
G

对

于
F

构成交换群$而对于,只构成带
-

半群
!G

中的元素不一定有乘法逆元
!

有乘

法逆元的元素称为环中的可逆元
!

下面先看几个例子
!

例
$

!

5

#

$

F

$,6$5

3

$

F

$,6$5

"

$

F

$,6分别为实数环!复数环和有理数环$

其中
F

与,运算就是普通的加法和乘法运算
!

它们统称为数环
!

例
&

!

全体
-

阶整数方阵%

!

&

-

对于矩阵加法和乘法构成
-

阶矩阵环5%

!

&

-

$

,

'*!

,



F

$,6

!

全部元素为
"

的
-

阶方阵为零元$

-

阶单位矩阵为乘法单位元$该环是非

交换环
!

例
'

!

5

T

$

F

6是交换群
!5D

-

E

%

E

(

T

>

T

是同态映射.

!

在
5

上定义二元运

算
F

和,(

E

$

<

"

5

$对任意
"

"

T

$

%

E

0

<

&%

"

&

,

E

%

"

&

0

<

%

"

&$

%

E

,

<

&%

"

&

,

E

%

<

%

"

&&

!

证明5

5

$

F

$,6是环
!

它称为交换群
T

上的自同态环
!

证明
!

对于
E

$

<

"

5

$

J

"

"

T

$定义%

E

F

<

&%

"

&

D

E

%

"

&

F

<

%

"

&

!

显然
E

F

<

是

T

上的映射
!

由于
E

$

<

都是
T

上的自同态映射$

%

E

0

<

&%

"

0

)

&

,

E

%

"

0

)

&

0

<

%

"

0

)

&

,

%

E

%

"

&

0

E

%

)

&&

0

%

<

%

"

&

0

<

%

)

&&

,

%

E

%

"

&

0

<

%

"

&&

0

%

E

%

)

&

0

<

%

)

&&

,

%

E

0

<

&%

"

&

0

%

E

0

<

&%

)

&

!

E

F

<

保持加法运算$所以
E

F

<

是
T

上的自同态映射$即
E

F

<

"

5!

由于5

T

$

F

6

是交换群$所以
5

中的
F

运算满足结合律和交换律
!

令
E

"

(

T

>

T

$

J

"

"

T

$

E

"

%

"

&

DO

T

$其中
O

T

是交换群5

T

$

F

6的零元
!

E

"

是
5

的零元
!

对于
E

)

(

T

>

T

$定义

E

E

)

(

T

>

T

$

J

"

"

T

$

E

E

)

%

"

&

DE

E

)

%

"

&

!

E

E

)

是
E

)

的负元
!

综上分析知5

5

$

F

6是

交换群
!

对于
E

$

<

"

5

$

J

"

"

T

$定义%

E

,

<

&%

"

&

D

E

%

<

%

"

&&

!

显然
E

,

<

是
T

上的映

射
!

由于
E

$

<

都是
T

上的自同态映射$

%

E

,

<

&%

"

0

)

&

,

E

%

<

%

"

0

)

&&

,

E

%

<

%

"

&

0

<

%

)

&&

,

E

%

<

%

"

&&

0

E

%

<

%

)

&&

,

%

E

,

<

&%

"

&

0

%

E

,

<

&%

)

&

!

E

,

<

保持加法运算$所以
E

,

<

是
T

上的自同态映射$即
E

,

<

"

5!

映射的合成运

算满足结合律
!

令
E

-

(

T

>

T

$

J

"

"

T

$

E

-

%

"

&

D"

$

E

-

是
5

的乘法单位元
!

综上知

5

5

$,6是带
-

半群
!

对于
E

$

<

$

=

"

5

$

J

"

"

T

$

%

E

,

%

<

0

=

&&%

"

&

,

E

%%

<

0

=

&%

"

&&

,

E

%

<

%

"

&

0

=

%

"

&&

,

E

%

<

%

"

&&

0

E

%

=

%

"

&&

,

%

E

,

<

0

E

,

=

&%

"

&$

%%

<

0

=

&

,

E

&%

"

&

,

%

<

0

=

&%

E

%

"

&&

,

<

%

E

%

"

&&

0

=

%

E

%

"

&&

,

%

<

,

E

0

=

,

E

&%

"

&$

即
E

,%

<

F=

&

D

E

,

<

F

E

,

=

$%

<

F=

&,

E

D

<

,

E

F=

,

E

$,对
F

满足左!右分配

律
!

于是5

5

$

F

$,6是环并且是非交换环
!

例
(

!

在
!

-

D

-0

"

1$0

-

1$)$0

-E-

1.上定义

,

(*!

,



0

.

1

0

0

7

1

,

0

.

0

7

1$

0

.

1

,

0

7

1

,

0

.

,

7

1

!

容易证明如此定义的同余类加法和乘法与代表元选取无关$即当0

.

-

1

D

0

.

!

1$0

7

-

1

D

0

7

!

1$则0

.

-

F

7

-

1

D

0

.

!

F

7

!

1$0

.

-

,

7

-

1

D

0

.

!

,

7

!

1

!

显然5

!

-

$

F

6是交换群$其中

0

"

1为零元
!

0

E.

1是0

.

1的负元"5

!

$,6是带
-

半群$其中0

-

1为单位元
!

此外,对
F

满足左!右分配律
!

所以5

!

-

$

F

$,6是环$并称为模
-

同余类环
!

在环的定义中指出5

G

$

F

6是交换群$它满足左!右消去律
!

从
"F%D%

$

%F"

D"

$

%F&D%F'

分别推出
"D"

$

"DE%

$

&D'!

这里
"

表示环
G

的零元
!

定理
+%$

!

在环5

G

$

F

$,6中$

"

和
-

分别是零元和乘法单位元
!

对于
G

中元

素
%

$

&

$有

-?

!

%

,

"D"

,

%D"

"

!?

!

%

,%

E&

&

D

%

E%

&,

&DE

%

%

,

&

&$特别地$%

E-

&

%DE%

"

,?

!

%

E%

&,%

E&

&

D%

,

&

$特别地$%

E-

&,%

E-

&

D-!

证明
!

-?

!

%

,

"D%

,%

"F"

&

D%

,

"F%

,

"

$由消去律得到
%

,

"D"!

同理可证

"

,

%D"!

!?

!

%

,%

E&

&

F

%

%

,

&

&

D%

,%%

E&

&

F&

&

D%

,

"D"

$得知
%

,%

E&

&

D

E

%

%

,

&

&

!

同理可证%

E%

&,

&DE

%

%

,

&

&

!

特别地$取
&D-

$得到%

E-

&,

%D

E%!

,?

!

%

E%

&%

E&

&

DE

%

%

,%

E&

&&

DE

%

E

%

%

,

&

&&

D%

,

&!

特别地$取
%D&

D-

$得到%

E-

&%

E-

&

D-!

1

在环5

G

$

F

$,6中$如果零元
"

G

等于乘法单位元
-

G

$即
"

G

D-

G

$任取
;

"

G

$

"

G

,

;

,

"

G

,

;

,

-

G

,

;

$

即
GD

-

"

G

.

!

定义
+%&

!

在环5

G

$

F

$,6中
%

G

%

D-

$那么
GD

-

"

G

.$称该环为平凡环
!

如果
%

G

%(

-

$那么必有
"

G

(

-

G

$称该环为非平凡环
!

例
)

!

环
G

中所有可逆元构成群
!

证明
!

5

G

$

F

$,6是环$令

V

,

-

;

/

;

"

G

$

&

;!

"

G

$

;

,

;!

,

;!

,

;

,

-

G

.

!

!!

任取
;

-

$

;

!

"

V

$存在
;!

-

$

;!

!

"

G

使得
;

-

,

;!

-

D;!

-

,

;

-

D-

G

$

;

-

,

;!

!

D;!

!

,

;

-

D

-

G

!

由于%

;

-

,

;

!

&,%

;!

!

,

;!

-

&

D

%

;!

!

,

;!

-

&,%

;

-

,

;

!

&

D-

G

$知
;!

!

,

;!

-

"

G

是
;

-

,

;

!

的逆元$故
;

-

,

;

!

"

V

$即
V

对,运算是封闭的$因5

G

$,6是带
-

半群$

V

*

G

$显

然运算,在
V

中也满足结合律
!

由
-!

G

D-

G

$

-

G

"

V!

任意
;

"

V!;

是
;!

的逆元
!

故

,

)*!

,



;!

"

V

$综上分析知5

V

$,6是群
!

."#

!

整 环 和 域

本节介绍两个特殊的环###整环和域
!

我们先观察两个例子
!

在整数环5

Q

$

F

$,6中$

"

是零元
!

对任何
2

$

-

"

!

$如果
2

,

-D"

$则必有

2D"

或
-D"!

换句话说$如果
2

(

"

$

2

,

-D"

$则必有
-D"!

这个性质允许我们

在等号两边消去非零元素
!

这是因为如果
%&D%'

且
%

(

"

$那么
%

,%

&E'

&

D"!

由

此推出
&E'D"

$即
&D'!

在模
%

同余类环中$0

"

1是零元
!

0

!

1

(

0

"

1$但是0

!

1

,0

!

1

D"!

从0

!

1,0

-

1

D

0

!

1,0

,

1推不出0

-

1

D

0

,

1

!

定义
+%'

!

在环5

G

$

F

$,6中$对于非零元素
%

"

G

$如果存在一个非零元素

&

"

G

使得
%

,

&D"

$则称
%

为左零因子
!

如果存在一个非零元素
&

"

G

使得
&

,

%

D"

$则称
%

为右零因子$若
%

既是左零因子又是右零因子$则称
%

为零因子
!

定理
+%&

!

环5

G

$

F

$,6中没有左零因子当且仅当环中乘法有左!右消去律
!

证明
!

如果环5

G

$

F

$,6中没有左零因子$对于
G

中的非零元素
%

$有
%

,

&

D%

,

'

$即
%

,%

&E'

&

D"

$推出
&E'D"

$即
&D'!

故左消去律成立
!

假若该环中的右零因子
&

"

G

$且
&

(

"

$那么必然存在非零元素
'

使得
'

,

&

D"!

这样
'

就是
G

的左零因子$与环
G

中无左零因子矛盾
!

换句话说$在环
G

中

无左零因子$那么也一定没有右零因子
!

用上面同样方法可以证明右消去律成立
!

反过来$环
G

中成立乘法的左右消去律
!

任取环
G

中的非零元素
%

$如果
%

,

&D"

$由于
%

,

&D"D%

,

"

$用左消去律得到
&D"

$那么
%

不是左零因子
!

由
%

的

任意性知$环
G

中无左零因子
!

1

定义
+%(

!

非平凡交换环5

G

$

F

$,6中$如果没有零因子$则称之为整环
!

显然在整环中
!

对于
G

中元素
%

$

&

$若
%

,

&D"

$则必有
%D"

或
&D"!

根据

定理
*>!

知$整环中有左!右消去律
!

定理
+%'

!

在整环中$每个非零元素的加阶$或者是无限的$或者是素数
!

证明
!

先研究环
G

的乘法单位元
-

G

的加阶
!

如果
-

G

的加阶是无限的$假设

G

的某个非零元素
%

的加阶为
2

$即
2%D"

G

!

2%

,

%

0

%

0

%

)

0

56 7

%

2

,

%

-

G

0

-

G

0

)

0

-

G

&

,

%

,

"

G

!

,

*!!

,



由于
%

(

"

G

$得出
2

,

-

G

D-

G

F-

G

F

)

F-

56 7

G

2

D"

G

$这与
-

G

的阶是无限的矛盾$故

不可
!

所以
G

中的所有非零元素的加阶必是无限的
!

如果
-

G

的加阶为
6

$假设
6D

2

,

-

$即%

2

,

-

&

-

G

D"

G

$而%

2

,

-

&

-

G

D

%

2

,

-

G

&,%

-

,

-

G

&$且
G

是整环$推

出
2

,

-

G

D"

G

或
-

,

-

G

D"

G

!

这与
-

G

的加阶为
2

,

-

矛盾$故不可
!

从而
-

G

的加

阶必是素数
!

现令
-

G

的加阶为素数
@

$任取
G

中的非零元素
%

$

@

,

%

,

%

0

%

0

)

0

56 7

%

@

,

%

,

%

-

G

0

-

G

0

)

0

-

56 7

G

@

&

,

%

,

"

G

,

"

G

!

由此可知元素
%

的加阶
8

是
@

的因子
!

而
%

(

"

G

$所以
%

的加阶也为素数
@

!

1

定义
+%)

!

在整环中$如果每个非零元素的加阶为素数
@

$则称该整环的特征

为
@

!

如果每个非零元素的加阶是无限的$则称该整环的特征为
"!

在特征为
@

的整环中$

%

%

0

&

&

@

,

%

@

0

*

-

@

%

@

1

-

&

0

)

0

*

@

1

-

@

%&

@

1

-

0

&

@

$

由于
@

%

*

.

@

$

-

,

.

,

@

E-

$于是%

%F&

&

@

D%

@

F&

@

!

定义
+%*

!

在非平凡交换环
G

中$如果对每个非零元素
%

$存在
%!

"

G

使得
%

,

'!D-

G

$则称该环为域
!

换句话说$非平凡交换环中$如果所有非零元素构成交换

群$则该环是域
!

定理
+%(

!

域是整环
!

证明
!

在域
K

中$若
%

,

&D"

且
%

(

"

$那么
%

有逆元
%!

&

,

-

,

&

,

%

%!

,

%

&

,

&

,

%!

,

%

%

,

&

&

,

%!

,

"

,

"!

这就是说
K

中没有零因子$即域
K

是整环
!

1

定理
+%)

!

有限整环是域
!

证明
!

5

G

$

F

$,6是有限整环$

GD

-

;

"

$

;

-

$)$

;

-

.$不妨假设
;

"

D"

G

$

;

-

D

-

G

!

任取
;

.

"

G

$

-

,

.

,

-

$

;

.

G

,

-

;

.

,

;

"

$

;

.

,

;

-

$)$

;

.

,

;

-

.

*

G!

当
6

(

8

时$由于整环中有左!右消去律$显然
;

.

,

;

6

(

;

.

,

;

8

$所以
%

;

.

G

%

D

%

G

%

$

并推出
;

.

GDG!

存在
7

使
;

.

,

;

7

D;

-

D-

G

$即
;

7

是
;

.

的乘法逆元
!

这说明
G

中所

有非零元素均有乘法逆元$

G

是域
!

1

从定理
*>%

和
*>,

知有限域的特征为素数
@

!

例
$

!

@

为素数时$5

!

@

$

F

$,6是域
!

证明
!

!

@

D

-0

"

1$0

-

1$)$0

@

E-

1.$5

!

@

$

F

$,6是非平凡交换环
!

0

"

1是零元$

0

-

1是乘法单位元
!

如果0

%

1

(

"

且0

%

1,0

&

1

D

0

"

1$那么0

%

,

&

1

D

0

"

1$即
@

%

%

,

&!

而
@

%

$推出
@

%

&

$即0

&

1

D

0

"

1

!

这些说明5

!

@

$

F

$,6是有限整环$从而它

,

!!!

,



是域
!

例
&

!

5-

%F&槡!
%

%

$

&

"

"

.$

F

$,6是域
!

证明
!

令
"

%槡!&

D

-

%F&槡!
%

%

$

&

"

"

.

!

不难验证5

"

%槡!&$

F

6是交换群$5

"

%槡!&$,6是带
-

半群
! 槡"F" !

是零元$

E%E&槡!是%F&槡!的负元! 槡-F" !

是乘

法单位元
!

乘法是可交换的并且乘法与加法有左!右分配律
!

当
%F&槡!

(

"

时$

%

%

!

E!&

!

E

&

%

!

E!&

!

槡!
"

"

%槡!&是
%F&槡!的乘法逆元!

所以5

"

%槡!&$

F

$,6是域
!

."$

!

子环和环同态

定义
+%+

!

在环5

G

$

F

$,6中$

#

是
G

的非空子集
!

如果

-?

!

5

#

$

F

6是5

G

$

F

6的子群"

!?

!

#

对乘法,运算封闭"

,?

!

环
G

的乘法单位元
-

G

"

#!

则称5

#

$

F

$,6是5

G

$

F

$,6的子环
!

显然如此定义的子环5

#

$

F

$,6本身是环
!

例
$

!

5

!

$

F

$,6是5

"

$

F

$,6的子环
!

例
&

!

5

G

$

F

$,6是环
!

令

Q

%

G

&

,

-

"

/

"

"

G

$

J

%

"

G

$

%"

,

"%

.$

则5

Q

%

G

&$

F

$,6是5

G

$

F

$,6的子环
!

证明
!

Q

%

G

&是
G

中与所有元素可交换的元素组成的集合
!

由于
G

的乘法单

位元
-

G

"

Q

%

G

&$

Q

%

G

&是
G

的非空子集
!

任取
"

$

)

"

Q

%

G

&$

J

%

"

G

$

%

"

0

)

&

,

%

,

"

,

%

0

)

,

%

,

%

,

"

0

%

,

)

,

%

,

%

"

0

)

&$

%

1

"

&

,

%

,1

"%

,1

%"

,

%

,

%

1

"

&$

故5

Q

%

G

&$

F

6是5

G

$

F

6的子群
!

又任取
"

,

)

"

Q

%

G

&$

J

%

"

G

$

%

"

,

)

&

,

%

,

"

,

%

)

,

%

&

,

"

,

%

%

,

)

&

,

%

"

,

%

&

,

)

,

%

%

,

"

&

,

)

,

%

,

%

"

,

)

&$

"

$

)

"

Q

%

G

&$即在
Q

%

G

&中乘法运算,是封闭的
!

综上知5

Q

%

G

&$

F

$,6是

5

G

$

F

$,6的子环
!

,

"!!

,



定义
+%,

!

G

-

和
G

!

是环$

E

是从
G

-

到
G

!

的映射
!-

G

-

和
-

G

!

分别是
G

-

和
G

!

的乘法单位元
!

J

%

$

&

"

G

-

$

E

%

%

0

&

&

,

E

%

%

&

0

E

%

&

&$

E

%

%

,

&

&

,

E

%

%

&

,

E

%

&

&$

E

%

-

G

-

&

,

-

G

-

那么称
E

是从
G

-

到
G

!

的环同态映射
!

如果
E

是满射%单射$双射&$则称
E

为满环同态映射%单一环同态映射$环同构

映射&

!

例
'

!

从
#

- 到其自身的线性变换全体对加法和乘法运算构成环5

M

%

#

-

$

0

-

&$

F

$,6

!-

阶实数矩阵环记为5

C

%

-=-

$

#

&$

F

$,6

!

证明这两个环是同

构的
!

证明
!

从
#

- 到其自身的线性变换对于
#

- 的一组基
&

-

$

&

!

$)$

&

-

有

!

&

-

&

!

4

&

9

:

A

B

-

,

%

--

&

-

0

%

-!

&

!

0

)

0

%

--

&

-

%

!-

&

-

0

%

!!

&

!

0

)

0

%

!-

&

-

4

%

--

&

-

0

%

-!

&

!

0

)

0

%

--

&

9

:

A

B

-

!

我们定义
E

(

M

%

#

-

$

#

-

&

>

C

%

-=-

$

#

&$

E

%

!

&

,

%

--

!

%

-!

!

)

!

%

--

%

!-

!

%

!!

!

)

!

%

!-

))

%

--

!

%

-!

!

)

!

%

9

:

A

B

--

!

在线性代数中学过(在一组基之下$每个线性变换对应一个
-=-

矩阵$并且线性

变换的和对应于矩阵的和$线性变换的积对应于矩阵的乘积
!

所以$对于线性变换

)

$

0"

M

%

#

-

$

#

-

&$

E

%

)00

&

,

E

%

)

&

0

E

%

0

&$

E

%

)

,

0

&

,

E

%

)

&

,

E

%

0

&

!

若
1

是单位线性变换$则
E

%

1

&是单位矩阵
!

反过来$对任意
-

阶实数矩阵都可以

定义相应的线性交换
!

不同的线性变换对应不同的矩阵$所以
E

是满射和单射
!

从

而
E

是环同构映射
!

5

M

%

#

-

$

#

-

&$

F

$,6与5

C

%

-=-

$

#

&$

F

$,6是同构的
!

例
(

!

5

!

!%

$

F

$,6与5

!

%

$

F

$,6是两个环
!

令
E

(

!

!%

>

!

%

$

E

%0

"

1

!%

&

D

0

"

1

%

!

首

先指出映射
E

的定义与代表元选取无关
!

这是因为若0

"

1

!%

D

0

)

1

!%

$那么
!%

%

%

"E

)

&

!

而
%

%

!%

$故
%

%

%

"E

)

&$即0

"

1

%

D

0

)

1

%

!

,

#!!

,



E

%0

"

1

!%

0

0

)

1

!%

&

,

E

%0

"

0

)

1

!%

&

,

0

"

0

)

1

%

,

0

"

1

%

0

0

)

1

%

,

E

%0

"

1

!%

&

0

E

%0

)

1

!%

&$

E

%0

"

1

!%

&

,

0

)

1

!%

&

,

E

%0

"

,

)

1

!%

&

,

0

"

,

)

1

%

,

0

"

1

%

,

0

)

1

%

,

E

%0

"

1

!%

&

,

E

%0

)

1

!%

&$

E

%0

-

1

!%

&

,

0

-

1

%

!

所以
E

是环同态映射
!

环同态映射也有类似于群同态映射的一些性质
!

定理
+%*

!

E

是从环
G

-

到环
G

!

的同态映射$

O

G

-

和
O

G

!

分别是环
G

-

和
G

!

的零元
!

-?

!

E

%

O

G

-

&

DO

G

!

"

!?

!

E

%

E%

&

DE

E

%

%

&"

,?

!

若
%

是
G

-

的可逆元$则
E

%

%

&是
G

!

的可逆元并且
E

%

%!

&

D

%

E

%

%

&&

!!

证明
!

E

是从环
G

-

到环
G

!

的同态映射$那么
E

也是从交换群5

G

$

F

6到交换

群5

G

!

$

F

6的群同态映射
!

所以
-?

和
!?

显然成立
!

若
%

是
G

-

的可逆元
!

即存在
%!

"

G

-

$使
%

,

%!D%!

,

%D-

G

-

$那么

E

%

%

&

,

E

%

%!

&

,

E

%

%

,

%!

&

,

E

%

-

G

-

&

,

-

G

!

$

E

%

%!

&

,

E

%

%

&

,

E

%

%!

,

%

&

,

E

%

-

G

-

&

,

-

G

!

!

从而
E

%

%!

&

D

%

E

%

%

&&

!!

1

例
)

!

5

!

$

F

$,6与5

!

-

$

F

$,6是环
!

令
E

(

!

>

!

-

$

E

%

2

&

D

0

2

1$

E

是满同态

映射
!

5

!

$

F

$,6是整环$5

!

-

$

F

$,6不一定是整环
!

当
-D6

,

8

时$0

6

1,0

8

1

D

0

"

1$0

6

1$0

8

1

(

"

$环5

!

-

$

F

$,6中有零因子
!

例
*

!

5

!=!

$

F

$,6与5

!

$

F

$,6是环
!

令
E

(

!=!

>

!

$

E

%

%

$

&

&

D%

$

E

是满同

态映射
!!=!

中的非零元素%

!

$

"

&$%

"

$

-

&是零因子$5

!=!

$

F

$,6不是整环$但

5

!

$

F

$,6是整环
!

以上两例说明环同态映射并不保持环的全部代数结构
!

为此给出如下定理
!

定理
+%+

!

E

是从环
G

-

到
G

!

的同构映射$如果
G

-

是整环%域&$那么
G

!

也是

整环%域&

!

证明
!

G

-

是整环$它是非平凡交换环且没有零因子
!

令
E

(

G

-

>

G

!

是同构映

射$由于
"

G

-

(

-

G

-

$

"

G

!

D

E

%

"

G

-

&

(

E

%

-

G

-

&

D-

G

!

$于是
G

!

是非平凡环
!

任取
"

!

$

)

!

"

G

!

$必存在
"

-

$

)

-

"

G

-

$使
E

%

"

-

&

D"

!

$

E

%

)

-

&

D

)

!

!

"

!

,

)

!

,

E

%

"

-

&

,

E

%

)

-

&

,

E

%

"

-

)

-

&

,

E

%

)

-

,

"

-

&

,

E

%

)

-

&

,

E

%

"

-

&

,

)

!

,

"

!

!

,

$!!

,



G

!

是交换环
!

如果
"

!

$

)

!

"

G

!

且
"

!

,

)

!

D"

G

!

$由于存在
"

-

$

)

-

"

G

-

使
E

%

"

-

&

D

"

!

$

E

%

)

-

&

D

)

!

!

"

G

!

,

"

!

,

)

!

,

E

%

"

-

&

,

E

%

)

-

&

,

E

%

"

-

,

)

-

&$

而
E

是单射$必有
"

-

,

)

-

D"

G

-

!

因
G

-

中无零因子$推出
"

-

D"

G

-

或
)

-

D"

G

-

$进而

得出
"

!

D

E

%

"

-

&

D"

G

!

或
)

!

D

E

%

)

-

&

D"

G

!

!

这说明
G

!

中无零因子$故
G

!

是整环
!

如果
G

-

是域$任取
G

!

的非零元素
"

!

$因
E

是满射$必存在
"

-

"

G

-

使得

E

%

"

-

&

D"

!

!

E

又是单射$

"

-

是
G

-

的非零元素$它在
G

-

中有逆元
"!

-

$

E

%

"!

-

&

"

G

!

$

E

%

"

-

&

,

E

%

"!

-

&

,

E

%

"

-

,

"!

-

&

,

E

%

-

G

-

&

,

-

G

!

$

那么
E

%

"!

-

&

"

G

!

是
"

!

的逆元
!

由
"

!

的任意性知
G

!

是域
!

1

定理
+%,

!

5

G

$

F

$,6是环
!

在非空集合
G

-

上定义了两个运算
F

和,

!

如果

存在满射
E

(

G

>

G

-

$对于所有
%

$

&

"

G

有

E

%

%

0

&

&

,

E

%

%

&

0

E

%

&

&$

E

%

%

,

&

&

,

E

%

%

&

,

E

%

&

&$

那么环5

G

-

$

F

,6是环
!

证明
!

E

(

G

>

G

-

是满射$

G

-

中元素都可以写成
E

%

%

&形式$

%

"

G!

由于5

G

$

F

6是交换群$所以
G

-

中
F

运算满足交换律和结合律
!

E

%

"

G

&

"

G

-

是
G

-

的零元
!

E

%

E%

&是
E

%

%

&的负元
!

故5

G

-

$

F

6是交换群
!

由于5

G

$,6是带
-

半群
!

所以
G

-

中

,运算是封闭的并且满足结合律$

E

%

-

G

&

"

G

-

是
G

-

的乘法单位元
!

故5

G

-

$,6是

带
-

半群
!

由
G

中,对
F

的左!右分配律
!

所以
G

-

中对
F

也有左!右分配律
!

综上讨论知5

G

-

$

F

$,6是环
!

1

."%

!

理想与商环

这一节我们将用定义商群类似的方法定义商环
!

这里与正规子群相对应的概

念是理想
!

商环是由对于一个理想的陪集组成的集合
!

定义
+%1

!

H

是环
G

的空子集
!

如果
J

"

$

)

"

H

$

;

"

G

$有
"E

)

"

H

$

"

,

;

"

H

并且
;

,

"

"

H

$则称
H

是
G

的一个理想
!

在此定义中
!

由于
J

"

$

)

"

H

$

"E

)

"

H

推出5

H

$

F

6是5

G

$

F

6的子群
!

对每个环
G

都有
G

和-

"

G

.这两个理想
!

我们称这两个理想叫作平凡理想
!

非

平凡理想称为真理想
!

,

%!!

,



如果
H

-

$

H

!

是环
G

的理想
!

定义

H

-

,

H

!

,

<

-

6

,

-

;

-6

,

;

!6

/

;

-6

"

H

-

$

;

!6

"

H

!

$

-

,

6

,

-

$

-

,

-

$

!

- .

$) $

H

-

0

H

!

,

-

;

-

0

;

!

/

;

-

"

H

-

$

;

!

"

H

!

.$

那么
H

-

,

H

!

与
H

-

FH

!

都是
G

的理想
!

证明留作习题
!

例
$

!

在模
.

同余类环5

!

.

$

F

$,6中$

H

-

D

-0

-

1$0

,

1.是理想
!

在环5

!=!

$

F

$

,6中$

H

!

D

-%

"

$

-

&

%

-

"

!

.是理想
!

在环
G

中$利用
G

的理想
H

建立了一个关系
!

我们称环
G

中的元素
"

与
)

模

H

同余$当且仅当
"E

)

"

#!

不难证明
G

中的模
H

同余关系是等价关系
!

元素
"

所

在的等价类

0

"

1

,

-

)

/

)"

G

$

"

1

)"

H

.

,

-

"

0

.

/

.

"

H

.

,

"

0

H!

在商集合
G

'

H

中定义0

"

1

F

0

)

1

D

0

"F

)

1$0

"

1,0

)

1

D

0

"

,

)

1

!

如此定义的等价

类加法和乘法是与代表元选取无关的
!

这是因为$如果0

"

-

1

D

0

"

!

1$0

)

-

1

D

0

)

!

1$那

么由
"

-

E"

!

"

H

$

)

-

E

)

!

"

H

知

%

"

-

0

)

-

&

1

%

"

!

0

)

!

&

,

%

"

-

1

"

!

&

0

%

)

-

1

)

!

&

"

H

$

"

-

,

)

-

1

"

!

,

)

!

,

"

-

,

%

)

-

1

)

!

&

0

%

"

-

1

"

!

&

,

)

!

"

H!

故%

"

-

F

)

-

&

FHD

%

"

!

F

)

!

&

FH

$

"

-

,

)

-

FHD"

!

,

)

!

FH!

定理
+%1

!

H

是环
G

的理想
!G

'

HD

-

"FH

%

"

"

G

.中的加法
F

和乘法,如上

定义
!

5

G

'

H

$

F

$,6为环$并称为
G

模
H

的商环
!

证明
!

G

'

H

中的
F

和,运算是由等价类代表元的
F

与,运算实现的
!

5

G

'

H

$

F

6中
F

运算满足结合律和交换律
!"

G

FH

是
G

'

H

的零元
!

%

E"

&

FH

是
"FH

的负

元
!

故5

G

'

H

$

F

6是交换群$5

G

'

H

$,6中,运算满足结合律$

-

G

FH

是其单位元$故

5

G

'

H

$,6是带
-

半群
!

,对
F

显然有左!右分配律
!

综上知5

G

'

H

$

F

$,6是环
!

1

例
&

!

在例
-

中$

!

.

'

H

-

,

-0

"

1

0

H

-

$0

-

1

0

H

-

$0

!

1

0

H

-

.$

!

4

!

'

H

!

,

-%

2

$

"

&

0

H

/

2

"

!

.

!!

如果环
G

的理想
H

中有
G

的可逆元
;

$

;!

"

G!

由理想的定义知
;!

,

;D-

G

"

H!

任取
;

'

"

G

$

;

'

,

-

G

D;

'

"

H

$于是
G

*

H!

又知理想
H

是
G

的非空子集
H

*

G

$故得

出
HDG

$即该理想必是平凡理想
!

在域
K

中$若
H

是
K

的理想且
H

(

-

"

K

.$则必存在一个非零元素
%

"

H!

而域中

所有非零元素都有逆$所以必定
HDK!

这就是说域
K

只有两个理想-

"

K

.和
K

$

K

没

有真理想
!

从而域
K

的商域或是
K

'-

"

K

.

D

-

;F

-

"

K

.

%

;

"

K

.

O

K

$或是
K

'

KD

-

K

.

,

&!!

,



O

-

"

K

.

!

它们的结构过于简单$没有必要深入讨论
!

下面我们来讨论一种特殊的理想7

定理
+%$2

!

G

是交换环$对于
G

中元素
%

$%

%

&

D

-

%

,

;

%

;

"

G

.是
G

的一个

理想$称它为由
%

生成的理想
!

这类特殊的理想叫做主理想
!

证明
!

对于
G

中元素
%

$

%

,

-

G

D%

$显然
%

"

%

%

&

!

如果
%

-

$

%

!

"

%

%

&$即存在

;

-

$

;

!

"

G

使
%

-

D%

,

;

-

$

%

!

D%

,

;

!

$而
%

-

E%

!

D%

,%

;

-

E;

!

&$故
%

-

E%

!

"

%

%

&

!

又对任意
;

"

G

$

;

,

%

-

D;

,%

%

,

;

-

&

D%

,%

;

,

;

-

&

"

%

%

&$

%

-

,

;D%

,%

;

-

,

;

&

"

%

%

&

!

所以%

%

&是
G

的理想
!

1

把这个思想推广到交换环
G

的子集上
!

令
#D

-

;

-

$

;

!

$)$

;

6

.

*

G

$

%

;

-

$

;

!

$)$

;

6

&

,

-

;

-

,

%

-

0

;

!

,

%

!

0

)

0

;

6

,

%

6

/

%

-

$

%

!

$)$

%

6

"

G

.

!

是
G

的理想$并称它为
#

生成的理想
!

定义
+%$2

!

如果环
G

的所有理想都是主理想$则称
G

是主理想环
!

例
'

!

证明5

!

$

F

$,6是主理想环
!

证明
!

设
H

是整数环5

!

$

F

$,6的理想
!

如果
H

中没有非零元素$即
HD

-

"

.$

那么
H

是由
"

生成的理想
!

如果
H

中有非零元素$不妨假设有一个正整
%

"

H

%假若

&

+

"

且
&

"

H!

因为
H

是理想$

E-

"

!

$

E&D

%

E-

&,

&

"

H

$并且
E&

'

"

&

!

这样就

可以在
H

中找到一个最小的正整数
6!

对于
H

中任意元素
-

$

-D26F8

$其中
"

,

8

,

6!

由于
H

是理想$推出
8D-E26

"

H!

而
6

是
H

中最小的正整数$得知必有
8D

"

$即
-D26

"

%

6

&

!

从而
H

*

%

6

&

!

又由于
6

"

H

显然
26

"

H

$故%

6

&

*

H!

最后得知

HD

%

6

&

!

这说明整数环是主理想环
!

."&

!

多 项 式 环

("&"!

!

环上的多项式

!!

环5

G

$

F

$,6上的多项式定义为

I

%

"

&

,

%

"

0

%

-

,

"

0

)

0

%

-

,

"

-

$

!

%

-

(

"

G

$

-

0

"

$

其中
%

"

$

%

-

$)$

%

-

"

G

称为系数$

"

为未定元$

-

为
@

%

"

&的次数$即
;7

B

%

@

%

"

&&

D

-!

环
G

上的非零元素称为零次多项式%或常数多项式&$零元素
"

G

称为零多项式
!

环
G

上的全体多项式组成的集合
G

0

"

1$在其上定义运算
F

和,$

E

%

"

&$

<

%

"

&

,

'!!

,



"

G

0

"

1

!

其中
E

%

"

&

,

<

-

.

,

"

%

.

"

.

$

<

%

"

&

,

<

2

7

,

"

&

7

,

"

7

$

E

%

"

&

0

<

%

"

&

,

<

NHO

-

2

$

-

.

6

,

"

%

%

6

0

&

6

&

,

"

6

$

E

%

"

&

,

<

%

"

&

,

<

2

0

-

6

,

"

'

6

,

"

6

$

'

6

,

<

.

0

7

,

6

%

.

,

&

7

$

"

,

6

,

2

0

-

$

其中
2

'

-

时
%

6

D"

$

-

+

6

,

2

"若
2

+

-

时$

&

6

D"

$

2

+

6

,

-!

不难验证

5

G

0

"

1$

F

$,6是环
!

零多项式是零元$

E

E

%

"

&是
E

%

"

&的负元
!

常数多项式
-

G

是乘

法单位元
!

如若
G

是整环$即
G

是非平凡交换环并且没有零因子$

E

%

"

&与
<

%

"

&是
G

0

"

1

中的非零多项式
!

它们的次数分别为
-

$

2

%

0

"

&$即
E

%

"

&

D%

-

"

-

F

)$

<

%

"

&

D

&

2

"

2

F

)$

%

-

$

&

2

(

O

G

!

由于
G

是整环$

%

-

,

&

2

(

O

G

!

而

E

%

"

&

,

<

%

"

&

,

%

-

&

2

"

-

0

2

0

)

是非零多项式$从而
G

0

"

1中无零因子
!

又
G

0

"

1是非平凡交换环$故
G

0

"

1是

整环
!

("&"#

!

域上的多项式

定理
+%$$

!

K

是域$

E

%

"

&$

<

%

"

&是多项式环
K

0

"

1的元素$如果
<

%

"

&不是零

多项式$则存在唯一的
<

%

"

&$

;

%

"

&

"

K

%

"

&$使得

E

%

"

&

,

:

%

"

&

,

<

%

"

&

0

;

%

"

&

!

其中
;

%

"

&或是零多项式$或是次数小于
;7

B<

%

"

&的多项式
!

证明
!

令
<

%

"

&

D&

"

F&

-

"F

)

F&

2

"

2

$

&

2

(

O

K

$

2

0

"!

考虑集合

#!

,

-

E

%

"

&

1

#

%

"

&

,

<

%

"

&

/

#

%

"

&

"

K

0

"

1.

!

有两种可能的情况(

-?

!

零多项式
O

K

"

#!!

此时存在
:

%

"

&

"

K

0

"

1$使得
E

%

"

&

D

:

%

"

&,

<

%

"

&

!

!?

!

零多项式
O

K

#

#!!

记
#!

中次数最小的多项为
;

%

"

&$存在
:

%

"

&

"

K

0

"

1$

使
;

%

"

&

D

E

%

"

&

E

:

%

"

&,

<

%

"

&$即
E

%

"

&

D

:

%

"

&,

<

%

"

&

F;

%

"

&

!

假设
;

%

"

&

D'

B

"

B

F

)

F'

"

$

'

B

(

"

K

$

B

0

2

$现构造一个新的多项式

;

-

%

"

&

,

E

%

"

&

1

:

%

"

&

,

<

%

"

&

1

'

B

,

&!

2

"

B

1

2

,

<

%

"

&

,

;

%

"

&

1

'

B

"

B

0

)$

于是
;7

B

%

;

-

%

"

&&

+

;7

B

%

;

%

"

&&$而

;

-

%

"

&

,

E

%

"

&

1

0

:

%

"

&

0

'

B

,

&!

2

"

B

1

2

1

,

<

%

"

&

"

#!!

这就与
;

%

"

&是
#!

中次数最低的多项式相矛盾
!

故不可
!

所以必有
;7

B

%

;

%

"

&&

+

,

(!!

,



;7

B

%

<

%

"

&&

!

下面证明
:

%
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-
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,

E
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%
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-
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-
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%

E

%

-

G

-

&&

,

E

%

-

G

-

&

0

#
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,

-
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!

0

#

!

从而
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E

是满同态映射
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;

"

G

-

$

%

,

E

%

;

&

,

#

!

.

,

-

;

/

;

"

G

-

$

E

%

;

&

"

#

!
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-

%
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!
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由环同态基本定理知

G

-

'

E

1

-

%

#

!

&

OE

%

G

-

&'

#

!

!

1

!!

定理
+%$*

!

H

-

$

H

!

是环
G

的两个理想$

H

!

*

H

-

$则
H

-

'

H

!

是
G

'

H

!

的理想且

G

'

H

!

H

-

'

H

!

O

G

'

H

-

!

!!

证明
!

H

-

$

H

!

是环
G

的理想$

H

!

*

H

-

*

G!

我们建立商集合
H

-

'

H

!

D

-

.FH

!

%

.

"

H

-

.

*

G

'

H

!

!

定义
E

(

G

'

H

!

>

G

'

H

-

$

E

%

;FH

!

&

D;FH

-

!

当
;

-

FH

!

D;

!

FH

!

时$

;

-

E;

!

"

H

!

$而
H

!

*

H

-

$所以
;

-

E;

!

"

H

-

$从而
;

-

FH

-

D;

!

FH

-

!

该映射与代表元选

取无关
!

E

是满射
!

对于
;

-

$

;

!

"

G

$

E

%%

;

-

0

H

!

&

0

%

;

!

0

H

!

&&

,

E

%%

;

-

0

;

!

&

0

H

!

&

,

%

;

-

0

;

!

&

0

H

-

,

%

;

-

0

H

-

&

0

%

;

!

0

H

-

&

,

E

%

;

-

0

H

!

&

0

E

%

;

!

0

H

!

&$

E

%%

;

-

0

H

!

&

,

%

;

!

0

H

!

&&

,

E

%

;

-

,

;

!

0

H

!

&

,

;

-

,

;

!

0

H

-

,

%

;

-

0

H

-

&

,

%

;

!

0

H

-

&

,

E

%

;

-

0

H

!

&

,

E

%

;

!

0

H

!

&$

E

%

-

G

0

H

!

&

,

-

G

0

H

-

$

1

E

是满同态映射
!
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E

,

-

;

0

H

!

/

;

0

H

-

,

H

-

.

,

-

;

0

H

!

/

;

"

H

-

.

,

H

-

'

H

!

!

由环同态基本定理知
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'

H

!

H

-

'

H

!

O

G

'

H

-
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!

素理想和极大理想

H

是环
G

的理想$则
G

'

H

是环
!

什么样的理想能使
G

'

H

为整环或者为域呢/

先看个例子
!

我们已经讲过整数环5

!

$

F

$,6中所有理想都是主理想
!

@

为素数$

%

@

&

D

-

6

,

@

%

6

"

!

.是
!

的理想
!

!

'%

@

&

,

-%

@

&$

-

0

%

@

&$)$

@

1

-

0

%

@

&.

O

!

@

!

如果%

.F

%

@

&&,%

7

F

%

@

&&

D

%

@

&$即
.

,

7

"

%

@

&$

@

%

.

,

7

$那么推出
@

%

.

或
@

%

7

$即

.F

%

@

&

D

%

@

&或
7

F

%

@

&

D

%

@

&

!!

'%

@

&为整环
!

由此引出素理想的概念
!

定义
+%$&

!

H

是非平凡交换环
G

的理想$

H

(

G!

对于
G

的任意元素
%

$

&

$如

果
%

$

&

"

H

能推出
%

"

H

或
&

"

H

$那么称
H

为
G

的素理想
!

定理
+%$+

!

H

是非平凡交换环
G

的理想
!G

'

H

是整环当且仅当
H

是素理想
!

证明
!

G

'

H

是整环
!G

的任意元素
%

$

&

$如果
%

,

&

"

H

$即%

%FH

&,%

&FH

&

D%

,

&FHDH

$由于
G

'

H

中没有零因子
!

所以必有
%FHDH

或者
&FHDH

%

H

是

G

'

H

的零元&

!

于是
%

"

H

或者
&

"

H!

所以
H

是素理想
!

反过来$如果
H

是
G

的素理想
!

在环
G

'

H

中$若%

%FH

&,%

&FH

&

D%

,

&FH

DH

$必有
%

,

&

"

H!

因
H

是素理想$可推出或者
%

"

H

$或者
&

"

H

$即
%FHDH

或

者
&FHDH!

这说明
G

'

H

中没有零因子
!

所以
G

'

H

是整环
!

例
$

!

域
K

上的多项式环
K

0

"

1是主理想环$%

"

&是素理想
!

证明
!

%

"

&是
K

%

"

&的理想$商环

K

0

"

1'%

"

&

,

-

E

%

"

&

0

%

"

&

/

E

%

"

&

"

K

0

"

1.

,

-

%

0

%

"

&

/

%

"

K

.

!

定义
2

(

K

0

"

1'%

"

&

>

K

$

2

%

%F

%

"

&&

D%

是环同构映射
!K

0

"

1'%

"

&

O

K

$所以

K

0

"

1'%

"

&是整环
!

由定理
*>-*

知%

"

&是素理想
!

定义
+%$'

!

H

是环
G

的理想$

H

(

G!

若
H

4

C

$

C

是
G

的理想$则必有
CD

G!

我们称
H

是
G

的极大理想
!

例
&

!

整数环
!

中$

@

是素数$%

@

&是
!

的素理想$它也是
!

的极大理想
!

这是

因为$若
C

是
!

的理想并且%

@

&

4

C!C

中必有元素
2

#

%

@

&$即
2D6

@

F8

$

"

+

8

+

@

!8

与
@

互素$那么存在
%

$

&

"

!

使
8%F

@

&D-

$由
2

$

@

"

C

$推出
8

"

C

$进而

得知
-

"

C!

最后得出
CD!!

,

$"!

,



例
(

!

域上的多项式环
K

0

"

1中$%

"

&是
K

0

"

1的素理想
!

它也是
K

0

"

1的极大

理想
!

这是因为如果
C

是
K

0

"

1的理想而且%

"

&

4

C!

那么存在
E

%

"

&

D%

-

"

-

F

)

F

%

-

"F%

"

"

C

$

%

"

(

"!

E

%

"

&

#

%

"

&

!

令
E

%

"

&

D

E

-

%

"

&

F%

"

$

E

-

%

"

&

"

%

"

&

4

C

$推出

%

"

"

C!%

"

是域
K

的非零元素$它是可逆元
!K

0

"

1的理想
C

包含可逆元
%

"

$则必

有
CDK

0

"

1

!

定理
+%$,

!

H

是非平凡交换环
G

的理想
!G

'

H

是域当且仅当
H

是
G

的极大

理想
!

证明
!

已知
G

'

H

是域$

H

(

G!

若
H

4

C

$

C

是
G

的理想$那么存在
%

"

C

且
%

#

H!

显然
%FH

是域
G

'

H

的非零元素$它的逆元是
"FH

$即%

%FH

&,%

"FH

&

D-

FH!

因
%

"

C

$

"

"

G

$

C

是
G

的理想$有
%

,

"

"

C!

又
H

4

C

$故
-FHD%

,

"FH

*

C!

由此推出
-

"

C!

从而
CDG!

这就证明了
H

是极大理想
!

反过来$

H

是极大理想$

%

#

H

$

%FH

是
G

'

H

的非零元
!

如果
"FH

是
%FH

的

逆$

"

应满足

%

%

0

H

&%

"

0

H

&

,

%

,

"

0

H

,

-

G

0

H

$

即
%

,

"E-

G

"

H!

考虑集合

$

,

-

1

.

0

%"

/

.

"

-

$

"

"

G

.

!

显然
H

4

$!$

是
G

的非空子集$任取
E.

-

F%"

-

$

E.

!

F%"

!

"

$

$

)

"

G

$

%

1

.

-

0

%"

-

&

1

%

1

.

!

0

%"

!

&

,1

%

.

-

1

.

!

&

0

%

%

"

-

1

"

!

&

"

$

$

%

1

.

-

0

%"

-

&

,

)

,1

.

-

)

0

%

%

"

-

,

)

&

"

$

$

知
$

是
G

的理想且
H

4

$!

由于
H

是
G

的极大理想$必有
$DG

$于是
G

的乘法单

位元
-

G

"

$!

存在
.

"

"

H

$

"

"

"

G

使
-

G

DE.

"

F%"

"

$即
%"

"

E-

G

"

H!"

"

FH

就是
%

FH

的逆元
!

从而
G

'

H

是域
!

如果
H

是非平凡交换环
G

的极大理想
!

那么
G

'

H

是域
!

而域是整环$

G

'

H

是

整环$又推出
H

是
G

的素理想
!

得到如下推论(

推论
+%$

!

非平凡交换环的极大理想一定是素理想
!

此推论的逆命题不一定成立
!

例如整数环
!

上的多项式环
!

0

"

1$%

"

&是
!

0

"

1

素理想
!!

0

"

1'%

"

&

O

!!

而
!

不是域$故%

"

&不是
!

0

"

1的极大理想
!

习
!!

题

->

下列代数系统哪些是环/

%

-

&5

!=!

$

F

$,6$其中
F

与,均是对分量的运算"

%

!

&5

!!=!

$

F

$,6$其中
F

与,同上"

%

,

&5

#

$

F

$,6$其中
F

为数加$

%

3

&D

%

%

%

,

&!

,

%"!

,



!>

写出下列各环的全部可逆元
!

%

-

&5

!

$

F

$,6" %

!

&5

"

$

F

$,6"

%

,

&5

!

%

$

F

$,6" %

%

&5

!

.

$

F

$,6

!

,>

在环5

G

$

F

$,6中$如果5

G

$

F

6是循环群$则5

G

$

F

$,6是交换环
!

%>

在环
G

中$如果对于任意
%

"

G

均有
%

!

D%

$则称该环是布尔环
!

证明(

%

-

&

J

%

"

G

$

!%D"

"

%

!

&

G

是交换环
!

/>

下列环中哪些是整环$哪些是域/ 说明理由
!

%

-

&5

!=!

$

F

$,6"

%

!

&5-

%F&槡!%%$

&

"

!

.$

F

$,6"

%

,

&5-

%F&槡,%%$

&

"

"

.$

F

$,6

!

.>

若
%

是环
G

的可逆元$则

%

-

&

E%

也是可逆元"

%

!

&

%

不是零因子
!

*>

在交换环中$若
%

3

&

是零因子$则
%

是零因子或
&

是零因子
!

+>5

是加群5

T

$

F

6的自态环$如果
V

是
T

的子群$那么

5

V ,

-

E

/

E"

5

$

E

%

V

&

*

V

.

是
5

的子环
!

#>

一个环的任意两个子环的交仍是子环
!

-">

令
E

(

!=!

>

!

$

E

%

%

$

&

&

D%!

证明
E

是从环5

!=!

$

F

$,6到环5

!

$

F

$,6的同态映射
!

求
U76

E

!

-->

求出
!

.

的全部理想
!

-!>

若
H

-

$

H

!

是环
G

的理想$则
H

-.

H

!

$

H

-

,

H

!

$

H

-

FH

!

都是
G

的理想$并且
H

-

,

H

!*

H

-.

H

!

!

-,>

证明
HD

" !"

% &

" "

"

"

- .

!

是
GD

% &

"

% &

'

%

$

&

$

'

"

- .

!

的理想$商环
G

'

H

是由哪些

元素构成的/

-%>

在高斯整数环
!

0

P

1

D

-

%F&P

.

%

%

$

&

"

!

.中$

HD

%

!FP

&含有哪些元素/

!

0

P

1'%

!FP

&含

有哪些元素/

-/>

令
GD

% &

% &

' 9

%

$

&

$

'

$

9

"

- .

! !HD

!2 !-

!6 !

% &

8

2

$

-

$

6

$

8

"

- .

! !

证明
H

是
G

的理

想
!G

'

H

是由哪些元素组成的/

-.>

"

0

"

1是有理数域
"

上的一次多项式环$证明%

!

$

"

&是
"

0

"

1的主理想
!

-*>K

0

"

1是数域
K

上的多项式环
!

在
K

0

"

1上定义运算
E

%

"

&,

<

%

"

&

D

E

%

<

%

"

&&

!

问5

K

0

"

1$

F

$,6是否是环/ 为什么/

-+>

5

!

*

$

F

$,6上的多项式
E

%

"

&

DE%F/"F,"

,

$

<

%

"

&

D,E"F%"

,

$试计算
E

%

"

&

F

,

&"!

,



<

%

"

&$

E

%

"

&,

<

%

"

&

!

-#>

域5

!

!

$

F

$,6上的多项式
-F"F"

!

F

)

F"

- 有因子
-F"

当且仅当
-

为奇数
!

!">

找出从
!

到
!

的所有同态映射$并写出其同态核
!

!->

找出从
!

!

到
!

的所有同态映射
!

!!>

证明(%

,

&'%

.

&是
!

'%

.

&的理想$并且

!

'%

.

&

%

,

&'%

.

&

O

!

'%

,

&

!

!!

!,>2

$

;

是取定的正整数并且
;

%

2

$以
%

E表示
!

2

中
%

所在的同余类$以0

%

1表示在
!

;

中

%

所在的同余类
!

令
E

(

!

2>

!

;

$

E

%

%

E

&

D

0

%

1

!

证明
E

是环同态映射
!

求
U76

E

并找出
!

2

'

U76

E

同

构的环
!

!%>

令
2

(

#

0

"

1

>

#

$

2

%

E

%

"

&&

D

2

%

%

"

F%

-

"F

)

F%

-

"

-

&

D%

"

!

证明
2

是从
#

0

"

1到
#

的环

满同态映射$求
U76

2

并找出与
#

0

"

1'

U76

E

同构的环
!

!/>

若
2

是从环
G

-

到环
G

!

的满同态映射$

H

是
G

-

的理想
!

证明(

%

-

&

2

E-

%

2

%

H

&&

DHFU76

2

"

%

!

&

2

%

H

&

DG

!G

HFU76

2

DG

-

!

!.>

整数环
!

中$%

-

&是
!

的素理想当且仅当
%

-

%

D"

或
@

$其中
@

是素数
!

!*>

证明(在
!

0

"

1中$%

"

$

-

&是极大理想当且仅当
-

为素数
!

,

'"!

,



第
(

章
!

格与布尔代数

/"!

!

格的定义与性质

定义
,%$

!

在部分序集5

$

$

,

6中$如果对任意
%

$

&

"

$

$-

%

$

&

.都有一个最大

下界和最小上界$则称5

$

$

,

6是格
!

通常-

%

$

&

.的最大下界称为
%

与
&

的积$记作
%

3

&

"-

%

$

&

.的最小上界称为

%

与
&

的和$记作
%

U

&!

对于
$

的任意子集$如果它有最小上界和最大下界$则它们是唯一的
!

在定义

+>-

中可以看出
3

与
U

是
$

上的二元运算
!

格5

$

$

,

6有时写成5

$

$

3

$

U

6

!

不是所有的部分序集都是格
!

例如在图
-/

中的每个部分序集都是格
!

图
$)

,

("!

,



图
-.

列出五个部分序集$其中在%

-

&中-

"

$

)

.没有上界$下界
!

在%

!

&中-

"

$

)

.

有最小上界$无下界
!

在%

,

&中-

"

$

)

.无上界
!

有最大下界
!

在%

%

&中-

"

$

)

.无上界$有

下界但无最大下界
!

在%

/

&中-

"

$

)

.有最小上界$有下界但无最大下界
!

所以从%

-

&

到%

/

&都不是格
!

图
$*

例
$

!

$

是集合
!

5

#

%

$

&$

*

6是格
!

格中的运算
3

和
U

分别是
.

和
-

!

这是因

为任取
$

-

$

$

!

"

#

%

$

&

!

因
$

-

.

$

!

*

$

-

$

$

-

.

$

!

*

$

!

$故
$

-

.

$

!

是-

$

-

$

$

!

.

的下界
!

若
*

是-

$

-

$

$

!

.的下界$即
*

*

$

-

$

*

*

$

!

$显然
*

*

$

-

.

$

!

!

从而
$

-

.

$

!

是-

$

-

$

$

!

.的最大下界$即
$

-

3

$

!

D$

-

.

$

!

!

又
$

-

*

$

-

-

$

!

$

$

!

*

$

-

-

$

!

$知
$

-

-

$

!

是-

$

-

$

$

!

.的上界
!

若
(

是-

$

-

$

$

!

.的上界$即
$

-

*

(

$

$

!

*

(

$

那么
$

-

-

$

!

*

(!

从而
$

-

-

$

!

是-

$

-

$

$

!

.的最小上界
!

即
$

-

U

$

!

D$

-

-

$

!

!

特别地$当
%

$

%

D!

时$5

#

%

$

&$

*

6的
RH887

图为前面的%

&

&

!

当
%

$

%

D,

时$

5

#

%

$

&$

*

6的
RH887

图为前面的%

E

&

!

例
&

!

!

是整数集合
!

5

!

$

%

6是格
!

格中的运算
3

和
U

分别是求两个数的最大

公约数和最小公倍数运算
!

这是因为任取
%

$

&

"

!

$

%

与
&

的最大公约数%

%

$

&

&满

足%

%

$

&

&

%

%

$%

%

$

&

&

%

&

$故%

%

$

&

&是-

%

$

&

.的下界
!

若
'

是
%

与
&

的下界$即
'

%

%

$

'

%

&

$在第
!

章推论
!>-

中已指出必有
'

%

%

%

$

&

&

!

则%

%

$

&

&是-

%

$

&

.的最大下界$即

%

3

&D

%

%

$

&

&

!

又
%

与
&

的最小公倍数0

%

$

&

1满足
%

%

0

%

$

&

1$

&

%

0

%

$

&

1$故0

%

$

&

1

是-

%

$

&

.的上界
!

若
'

是-

%

$

&

.的上界$即
%

%

'

$

&

%

'

$在第
!

章定理
!>%

已证明必

有0

%

$

&

1

%

'!

则0

%

$

&

1是-

%

$

&

.的最小上界$即
%

U

&D

0

%

$

&

1

!

在前面的图%

W

&是格5-

-

$

!

$

,

$

.

.$

%

6的
RH887

图$图%

B

&是5-

-

$

!

$

,

$

%

$

.

$

+

$

-!

$

!%

.$

%

6的
RH887

图
!

图%

X

&是5-

-

$

!

$

,

$

/

$

.

$

-"

$

-/

$

,"

.$

%

6的
RH887

图
!

,
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例
'

!

设
T

是群$

M

%

T

&

D

-

V

%

V

,

T

.$5

M

%

T

&$

*

6是部分序集$任取
$

$

(

"

M

%

T

&$

$

与
(

均是
T

的子群$

$

.

(

也是
T

的子群
!

用例
-

中同样方法可以证

明
$

.

(

是-

$

$

(

.的最大下界$故
$

3

(D$

.

(!

由于
$

$

(

是
T

的子群$显然
$

D

5

$

6

*

5

$

-

(

6

D

5

$

$

(

6$

(D

5

(

6

*

5

$

-

(

6

D

5

$

$

(

6

!

由于5

$

$

(

6是由
$

-

(

所生成的群$5

$

$

(

6

*

T

$所以5

$

$

(

6是
T

的子群$即5

$

$

(

6

"

M

%

T

&

!

从而5

$

$

(

6是-

$

$

(

.的上界
!

若
*

是
T

的子群且
$

*

*

$

(

*

*

$那么
$

-

(

*

*

$而5

$

$

(

6

是包含
$

-

(

的最小的群
!

所以5

$

$

(

6

*

*!

这说明5

$

$

(

6是-

$

$

(

.的最小上界
!

即
$

U

(D

5

$

$

(

6

!

综上可知5

M

%

T

&$

*

6是格$我们称它为子群格
!

例
(

!

设
T

是群
!R

%

T

&

D

-

V

%

V

R

T

.

!

5

R

%

T

&$

*

6是部分序集
!

任取
$

$

(

"

R

%

T

&$

$

与
(

均是
T

的正规子群
!$

.

(

也是
T

的正规子群
!

故用例
-

中同样

方法可以证明
$

.

(

是-

$

$

(

.的最大下界$即
$

3

(D$

.

(!

又
$

$

(

是
T

的正

规子群$不难证明
$(

也是
T

的正规子群$并且5

$

$

(

6

D$(!

用例
!

中同样方法可

以证明5

$

$

(

6是-

$

$

(

.的最小上界$即
$

U

(D$(!

所以5

R

%

T

&$

*

6是格$我们

称它为正规子群格
!

下面我们来研究格的性质
!

定理
,%$

!

设5

$

$

,

6是格$集合
$

中的任意元素
%

$

&

$

'

满足(

-?

!

%

3

%D%

$

%

U

%D%

" %幂等律&

!?

!

%

3

&D&

3

%

$

%

U

&D&

U

%

" %交换律&

,?

!

%

3

%

&

3

'

&

D

%

%

3

&

&

3

'

$

%

U

%

&

U

'

&

D

%

%

U

&

&

U

'

" %结合律&

%?

!

%

3

%

%

U

&

&

D%

$

%

U

%

%

3

&

&

D%!

%吸收律&

证明
!

这里只证明
-?

$

,?

$

!?

和
%?

留作习题
!

-?

!

5

$

$

,

6是格$

,

是
$

上的部分序关系
!

由
,

的自反性知对任意
%

"

$

均

有
%

,

%

$

%

是-

%

$

%

.的下界
!

若
"

是-

%

$

%

.的下界$即
"

,

%

$那么
%

是-

%

$

%

.的最

大下界$

%

3

%D%!

同理可证
%

U

%D%!

,?

!

令
9D%

3

%

&

3

'

&$

9!D

%

%

3

&

&

3

'

$

9

是-

%

$

&

3

'

.的最大下界$知
9

,

%

$

9

,

&

3

'!

又
9

是-

&

$

'

.的下界$

9

,

&

$

9

,

'!

由
9

,

%

$

9

,

&

$知
9

,

%

3

&!

又

由
9

,

%

3

&

$

9

,

'

$知
9

,

%

%

3

&

&

3

'D9!!

同理可证
9!

,

9!

由部分序关系的反

对称性得出
9D9!

$即
%

3

%

&

3

'

&

D

%

%

3

&

&

3

'!

同理可证
%

U

%

&

U

'

&

D

%

%

U

&

&

U

'!

1

定理
,%&

!

5

$

$

,

6是格
!

对于
$

中的任意元素
%

$

&

$以下三个命题是等价的(

-?

!

%

,

&

"

!?

!

%

3

&D%

"

,?

!

%

U

&D&!

,

*#!

,



证明
!

-?

2

!?

!

已知
%

,

&

$由
,

的自反性知
%

,

%

$那么
%

是-

%

$

&

.的下界
!

而
%

3

&

是-

%

$

&

.的最大下界$所以
%

,

%

3

&!

另一方面$从
%

3

&

的定义知
%

3

&

,

%!

由

部分序关系
,

的反对称性知
%

3

&D%!

!?

2

,?

!

已知
%

3

&D%!

由定理
*>-

中的诸性质知
&D&

U

%

&

3

%

&

D&

U

%

%

3

&

&

D&

U

%D%

U

&

$即
%

U

&D&!

,?

2

-?

!

已知
%

U

&D&

$从
%

U

&

的定义知
&

是-

%

$

&

.的最小上界
!

所以
%

,

&!

以上证明了三个命题的等价性
!

1

定理
,%'

!

5

$

$

,

6是格
!

对于
$

中的任意元素
%

$

&

$

'

$如果
&

,

'

$则
%

3

&

,

%

3

'

$

%

U

&

,

%

U

'!

证明
!

由定理
+>!

知
&

,

'

等价于
&

3

'D&

$在格中
3

运算满足幂等律!结合

律和交换律$

%

%

3

&

&

3

%

%

3

'

&

,

%

%

3

%

&

3

%

&

3

'

&

,

%

3

%

&

3

'

&

,

%

3

&!

再由定理
+>!

知
%

3

&

,

%

3

'!

同理可证
%

U

&

,

%

U

'!

1

定理
,%(

!

5

$

$

,

6是格
!

对于
$

中的任意元素
%

$

&

$

'

$满足如下分配不等式(

%

U

%

&

3

'

&

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&$

%

3

%

&

U

'

&

0

%

%

3

&

&

U

%

%

3

'

&

!

!!

证明
!

由
U

的定义知
%

,

%

U

&

$

%

,

%

U

'!

再由
3

的定义得到
%

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&

!

又因为

&

3

'

,

&

,

%

U

&

$

&

3

'

,

'

,

%

U

'

$

以及
3

的定义得到
&

3

'

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&

!

这说明%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&是-

%

$

&

3

'

.的上界$而
%

U

%

&

3

'

&是-

%

$

&

3

'

.的最小上界$于是

%

U

%

&

3

'

&

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&

!

!!

同理可证另一个分配不等式
!

1

定理
,%)

!

5

$

$

,

6是格$对于
$

中任意元素
%

$

&

$

'

$

%

,

&

G

%

U

%

&

3

'

&

,

&

3

%

%

U

'

&

!

!!

证明
!

已知
%

,

&!

在定理
+>/

的分配不等式
%

U

%

&

3

'

&

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&

中代入与
%

,

&

等价的命题
%

U

&D&!

得到
%

U

%

&

3

'

&

,

&

3

%

%

U

'

&

!

反过来$已知
%

U

%

&

3

'

&

,

&

3

%

%

U

'

&$由于

%

,

%

U

%

&

3

'

&$

,

!#!

,



&

3

%

%

U

'

&

,

&

$

再由部分序关系
,

的传递性知
%

,

&!

1

定理
,%*

!

5

$

$

,

6是格$

$

的任意有限子集
#

均有最大下界和最小上界
!

证明
!

我们对
$

的有限子集
#

中的元素个数归纳证明
!

当
%

#

%

D!

时$5

$

$

,

6

是格$对任意二元子集-

%

$

&

.均有最大下界和最小上界
!

故命题成立
!

假设
%

#

%

D-

E-

时命题成立
!

当
%

#

%

D-

时$不妨令
#D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

-E-

$

%

-

.$

#!D

-

%

-

$

%

!

$

)$

%

-E-

.$

%

#!

%

D-E-!

由归纳假设它有最小上界
&!!

因为5

$

$

,

6是格$-

&!

$

%

-

.

有最小上界
&

$即
&!

,

&

$

%

-

,

&!

而
%

.

,

&!

$

.D-

$

!

$)$

-E-

$所以
&

是
#

的上

界
!

若
'

也是
#

的上界$

%

.

,

'

$

-

,

.

,

-

$那么
'

是
#!

的上界$而
&!

是
#!

的最小上

界$故
&!

,

'!

又
%

-

,

'

$

&

是-

%

-

$

&!

.的最小上界$故
&

,

'!

这说明
&

是
#

的最小

上界
!

用类似的方法可以证明
#

有最大下界
!

1

在本定理证明中给出了一种求
$

的有限子集最小上界和最大下界的方法
!

这

种证明叫做构造性证明
!

5

$

$

,

6是部分序集
!

在集合
$

上定义一个新的关系
,

-

$对于
%

$

&

"

$

$

%

,

-

&

G

&

,

%!

显然5

$

$

,

-

6也是部分序集
!

5

$

$

,

-

6的
RH887

图是把5

$

$

,

6的
RH887

图上下颠

倒过来
!$

的二元子集-

%

$

&

.在5

$

$

,

-

6中的最大下界和最小上界分别是在5

$

$

,

6中的最小上界和最大下界
!

如果5

$

$

,

6是格$那么5

$

$

,

-

6也是格
!

前者的二元

运算为
3

和
U

$后者的二元运算为
3

!

和
U

!!

在5

$

$

,

6中的命题$

%

,

&

G

%

U

&

,

&

$

在5

$

$

,

-

6中写成

%

,

-

&

G

%

U

!&

,

&!

我们把它翻译成5

$

$

,

6中的语言则是

%

0

&

G

%

3

&

,

&!

从这个例子$我们看出如下的对偶原理(一个在所有格中都成立的命题$我们把其

中的
0

$

,

$

3

$

U

分别改成
,

$

0

$

U

$

3

得到该命题的对偶命题$那么对偶命题在

所有格中也都成立
!

例如$分配不等式
%

U

%

&

3

'

&

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&的对偶命题是分配不等式
%

3

%

&

U

'

&

0

%

%

3

&

&

U

%

%

3

'

&

!

,

"#!

,



/"#

!

几种特殊的格

)"#"!

!

完全格和有界格

!!

定义
,%&

!

如果在格5

$

$

,

6中$对于
$

的任意子集均有最大下界和最小上

界
!

则称该格是完全格
!

显然$当
$

是有限集合时$定理
+>.

说明格5

$

$

,

6是完全格
!

定义
,%'

!

在格5

$

$

,

6中$若存在最大元和最小元$分别记为
-

和
"

$那么
$

中任意元素
%

都满足
"

,

%

,

-!

我们称该格是有界格$并写成5

$

$

,

$

"

$

-

6

!

完全格必是有界格
!

在有界格中$对于
$

的任意元素
%

$

%

U

"

,

%

$

!

%

3

"

,

"

$

%

U

-

,

-

$

!

%

3

-

,

%!

!!

在有界格中$可以用下述方式引进一个元素的补的概念
!

定义
,%(

!

在有界格5

$

$

,

$

"

$

-

6中$对于
$

中元素
%

$

&

$如果
%

3

&D"

$

%

U

&D-

$则称
%

是
&

的补%

&

也是
%

的补&

!

一般地$在有界格中$一个元素可能没有补元$也可能有多个补元
!

例如图
-*

中的左图里
%

-

$

%

!

$

%

,

都没有补元$右图里
%

-

$

%

!

$

%

,

互为补元
!

图
$+

在有界格中$最大元
-

是最小元
"

的唯一补元$最小元
"

是最大元
-

的唯一补

元
!

这是因为
-

是有界格5

$

$

,

$

"

$

-

6的最大元$对于
$

的任意元素
%

$

%

U

-D-

$

%

,

##!

,



3

-D%!

特别取
%D"

$

"

U

-D-

$

"

3

-D"!

所以
"

与
-

是互补的
!

又若
&

"

$

是
"

的

补元$即
"

U

&D-!

而
"

是最小元$

"

,

&

$

"

U

&D&!

从而
&D-

$

-

是
"

的唯一补元
!

)"#"#

!

有补格

定义
,%)

!

在有界格5

$

$

,

$

"

$

-

6中$如果每个元素都至少有一个补元素$则称

该格有补格
!

例
$

!

MD

-

"

$

-

.

!

在集合
M

, 上定义关系
,

,

$对任意
%

-

$

%

!

$

%

,

$

&

-

$

&

!

$

&

,

"

M

$

%

%

-

$

%

!

$

%

,

&

,

,

%

&

-

$

&

!

$

&

,

&

G

%

-

,

&

-

$

%

!

,

&

!

$

%

,

,

&

,

!

图
$,

5

M

,

$

,

,

6是有序数组格$其最小元和最大元分

别为%

"

$

"

$

"

&和%

-

$

-

$

-

&

!M

, 中元素%

%

-

$

%

!

$

%

,

&的补元为%

&

-

$

&

!

$

&

,

&$其中

&

.

,

- %

.

,

"

$

" %

.

,

-

8

9

:

$

!

-

,

.

,

,!

5

M

,

$

,

,

6是有补格
!

它的
RH887

图为图
-+!

例
&

!

$

是集合$5

#

%

$

&$

*

6是有界格$

其最小元和最大元分别是
$

和
$

$

#

%

$

&的任

意元素
(

的补元是
$E(!

5

#

%

$

&$

*

6是有

补格
!

)"#"$

!

分配格

定义
,%*

!

在格5

$

$

,

6中$如果对于
$

的任意元素
%

$

&

$

'

有

%

3

%

&

U

'

&

,

%

%

3

&

&

U

%

%

3

'

&$

%

U

%

&

3

'

&

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&$

则称5

$

$

,

6为分配格
!

例
$

!

$

是集合$5

#

%

$

&$

*

6中的二元运算
3

和
U

分别为集合的交
.

和并
-

!

而集合的交和并运算满足分配律$故5

#

%

$

&$

*

6是分配格
!

例
&

!

!

F是正整数集合$5

!

F

$

%

6中的二元运算
3

和
U

分别是求最大公因子和

最小公倍数运算$它们满足分配律$故5

!

F

$

%

6是分配格
!

例
'

!

图
-#

中的左图是有补格$但不是分配格
!

这是因为

%

-

3

%

%

!

U

%

,

&

,

%

-

3

-

,

%

-

$

%

%

-

3

%

!

&

U

%

%

-

3

%

,

&

,

"

U

"

,

"

$

,

$#!

,



不满足分配等式
%

-

3

%

%

!

U

%

,

&

D

%

%

-

3

%

!

&

U

%

%

-

3

%

,

&

!

图
$1

图
-#

中的右图是有界分配格$但
%

-

无补元
!

所以有补格不一定是分配格$分配格

也不一定是有补格
!

定理
,%+

!

任意线性序集都是一个分配格
!

证明
!

5

$

$

,

6是线性序集$

$

中任意两个元素
%

$

&

$或者
%

,

&

$或者
&

,

%!

所以

%

3

&

,

%

如果
%

,

&

$

&

如果
&

,

%

-

!

%

U

&

,

&

如果
%

,

&

$

%

如果
&

,

%

-

!

5

$

$

,

6是格
!$

中任取三个元素
%

$

&

$

'

$它们之间的关系可能有两种情况(

-?

!

%

0

&

且
%

0

'!

%

是-

&

$

'

.的上界$

&

U

'

,

%

$于是
%

3

%

&

U

'

&

D&

U

'

$又由
%

0

&

$

%

0

'

$知

%

3

&D&

$

%

3

'D'

$所以%

%

3

&

&

U

%

%

3

'

&

D&

U

'!

从而
%

3

%

&

U

'

&

D

%

%

3

&

&

U

%

%

3

'

&

!

!?

!

%

,

&

或
%

,

'!

%

是-

&

$

'

.的下界$

%

,

&

3

'

,

&

U

'

$于是
%

3

%

&

U

'

&

D%!

又因
%

,

&

或
%

,

'

$即
%

3

&D%

或
%

3

'D%!

再根据吸收律$得到%

%

3

&

&

U

%

%

3

'

&

D%

$从而
%

3

%

&

U

'

&

D

%

%

3

&

&

U

%

%

3

'

&

!

同理可得到另一等式$所以线性序集5

$

$

,

6是分配格
!

1

定理
,%,

!

5

$

$

,

6是分配格
!

对于
$

中元素
%

$

&

$

'

$如果
%

3

'D&

3

'

$

%

U

'

D&

U

'

$则
%D&!

证明
!

5

$

$

,

6是分配格
!

利用
3

和
U

运算的吸收律$分配律和交换律及
%

3

'

D&

3

'

$

%

U

'D&

U

'

$有

,

%#!

,



%

,

%

3

%

%

U

'

&

,

%

3

%

&

U

'

&

,

%

%

3

&

&

U

%

%

3

'

&

,

%

%

3

&

&

U

%

&

3

'

&

,

&

3

%

%

U

'

&

,

&

3

%

&

U

'

&

,

&!

所以
%D&!

1

推论
,%$

!

在有界分配格5

$

$

,

6中$如果
$

的元素
%

有补元$那么它的补元

是唯一的
!

证明
!

假设
%!

和
%'

都是元素
%

的补元$即

%

U

%!

,

-

$

!

%

3

%!

,

"

$

%

U

%'

,

-

$

!

%

3

%'

,

"!

那么
%

U

%!D%

U

%'

$

%

3

%!D%

3

%'!

利用定理
+>+

知
%!D%'

$即
%

的补元是唯

一的
!

1

定理
,%1

%摩根律&

5

$

$

,

6是有界分配格$若
$

中元素
%

$

&

的补元分别为
%!

$

&!

$那么

%

%

3

&

&

!

,

%!

U

&!

$

%

%

U

&

&

!

,

%!

3

&!!

!!

证明
!

%

%

3

&

&

U

%

%!

U

&!

&

,

%%

%

3

&

&

U

%!

&

U

&!

,

%

%!

U

&

&

U

&!

,

-

$

%

%

3

&

&

3

%

%!

U

&!

&

,

%

3

%

&

3

%

%!

U

&!

&&

,

%

3

%

&

3

%!

&

,

"!

由推论
+>-

知%

%

3

&

&的补元是唯一的$故%

%

3

&

&

!D%!

U

&!!

同理可证%

%

U

&

&

!D%!

3

&!!

定义
,%+

!

有补分配格称为布尔格
!

)"#"%

!

模格

定义
,%,

!

在格5

$

$

,

6中$对于
$

的任意元素
%

$

&

$

'

$如果
%

,

&

均使
%

U

%

&

3

'

&

D&

3

%

%

U

'

&$那么5

$

$

,

6为模格
!

特别地$如果5

$

$

,

6是分配格$若
%

,

&

$则
%

U

&D&

$又

%

U

%

&

3

'

&

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

'

&

,

&

3

%

%

U

'

&$

所以每个分配格都是模格
!

定理
,%$2

!

5

$

$

,

6是模格的充要条件是对于
$

中任意元素
%

$

&

$

'

$如果
%

,

&

且
%

3

'D&

3

'

$

%

U

'D&

U

'

$则必有
%D&!

证明
!

已知5

$

$

,

6是模格$对于
$

中任意元素
%

$

&

$

'!

若
%

,

&

$

%

3

'D&

3

,

&#!

,



'

$

%

U

'D&

U

'

$那么必有

%

,

%

U

%

%

3

'

&

,

%

U

%

&

3

'

&

,

&

3

%

%

U

'

&

,

&

3

%

&

U

'

&

,

&!

!!

反过来$由定理
+>/

知在格中
%

,

&

G

%

U

%

&

3

'

&

,

&

3

%

%

U

'

&

!

我们令
S

D%

U

%

&

3

'

&$

YD&

3

%

%

U

'

&$由
%

,

&

知
S

,

Y

$下面证明
S

U

'DY

U

'

$

"

3

*

DY

3

'!

S

U

'

,

%

%

U

%

&

3

'

&&

U

'

,

%

U

%%

&

3

'

&

U

'

&

,

%

U

'!

Y

U

'

,

%

&

3

%

%

U

'

&&

U

'!

由于
%

,

&

$

%

,

%

U

'

$有
%

,

&

3

%

%

U

'

&

,

%

U

'!

根据定理
+>,

$

U

运算是保序的$

由
%

,

&

3

%

%

U

'

&

,

%

U

'

推出

%

U

'

,

%

&

3

%

%

U

'

&&

U

'

,

%

U

'

U

'

$

即

(

U

)

,

*

U

)

,

(

U

)&

由序关系
,

的反对称性知
Y

U

'D%

U

'

$从而
S

U

'DY

U

'!

上面我们证明了在格中$当
%

,

&

时$

%

%

U

%

&

3

'

&&

U

'

,

%

&

3

%

%

U

'

&&

U

'!

它的对偶命题是(当
%

'

&

时$

%

%

3

%

&

U

'

&&

3

'

,

%

&

U

%

%

3

'

&&

3

'!

我们把后者的
%

与
&

交换位置$就得到$当
&

0

%

时$

%

&

3

%

%

U

'

&&

3

'

,

%

%

U

%

&

3

'

&&

3

'!

这就是说$当
%

,

&

时$

S

3

'DY

3

'!

现在有了
S

,

Y

$

S

U

'DY

U

'

$

S

3

'DY

3

'

$从已知条件知必有
SDY!

也

就是说$当
%

,

&

时$

%

U

%

&

3

'

&

D&

3

%

%

U

'

&

!

所以格5

$

$

,

6是模格
!

/"$

!

格!!!代数系统

我们知道集合以及集合上的一个或多个运算所组成的系统叫代数系统
!

前面

几章介绍了群!环!域代数系统
!

格是不同于它们的一个新的代数系统
!

)"$"!

!

基本定义

定义
,%1

!3

和
U

是集合
$

上的两个二元运算
!

如果对于集合
$

的任意元素

,

'#!

,



%

$

&

$

'

满足(

-?

!

%

%

3

&

&

3

'D%

3

%

&

3

'

&" %结合律&

!?

!

%

3

&D&

3

%

$

%

U

&D&

U

%

" %交换律&

,?

!

%

3

%

%

U

&

&

D%

$

%

U

%

%

3

&

&

D%!

%吸收律&

那么称代数系统5

$

$

3

$

U

6是格
!

定理
,%$$

!

定义
+>-

和定义
+>#

中定义的格是等价的
!

证明
!

设5

$

$

,

6是定义
+>-

中定义的格$即对
$

中任意二元子集-

%

$

&

.有唯

一的最大下界和最小上界$分别记作
%

3

&

和
%

U

&!

3

和
U

是
$

上的两个二元运

算
!

在定理
+>-

中已证明它们满足结合律!交换律和吸收律$所以5

$

$

3

$

U

6也是

定义
+>#

中定义的格
!

若5

$

$

3

$

U

6是定义
+>#

中定义的格$我们在
$

上定义关系
,

(

%

,

&

G

%

3

&

,

%!

当
%

3

&D%

时$

%

U

&D

%

%

3

&

&

U

&D&

$当
%

U

&D&

时$

%

3

&D%

3

%

%

U

&

&

D%!

故
%

3

&D%

G

%

U

&D&

$即有

%

,

&

G

%

3

&

,

%

G

%

U

&

,

&!

容易证明如此定义的关系
,

是
$

上的部分序关系
!

任取
$

中的元素
%

$

&

$由于
%

3

%

%

U

&

&

D%

$

&

3

%

%

U

&

&

D&

$知
%

,

%

U

&

$

&

,

%

U

&!

于是
%

U

&

是-

%

$

&

.的上界
!

如果
$

中元素
'

也是-

%

$

&

.的上界$即
%

,

'

$

&

,

'

$那么
%

U

'D'

$

&

U

'D'!

%

%

U

&

&

U

'

,

%

%

U

'

&

U

%

&

U

'

&

,

'

U

'

,

'!

这意味着
%

U

&

,

'

$从而
%

U

&

是-

%

$

&

.的最小上界
!

同理证明
%

3

&

是-

%

$

&

.的最大下界
!

5

$

$

,

6是定义
+>-

中定义的格
!

综上知这两个定义是等的
!

1

)"$"#

!

子格和格的直接积

定义
,%$2

!

5

$

$

3

$

U

6是格
!(

是
$

的非空子集
!

如果集合
(

对
3

和
U

运算

是封闭的$那么称5

(

$

3

$

U

6是5

$

$

3

$

U

6的子格
!

易看出$子格本身也是格
!

例
$

!

!

F是正整数集合$

!

F上定义二元运算(

%

3

&

,

%

%

$

&

&$

!

%

U

&

,

0

%

$

&

1

!

5

!

F

$

3

$

U

6是格
!

令
L

是偶正整数集合
!

由于两个偶数的最大公因子仍是偶数$两

个偶数的最小公倍数也是偶数$所以5

L

$

3

$

U

6是5

!

F

$

3

$

U

6的子格
!

例
&

!

5

$

$

3

$

U

6是格$

$

中的元素
%

$

&

$

%

,

&

$令

,

(#!
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&

$

%

1

,

-

"

/

"

"

$

$

%

,

"

,

&

.

!
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-

$

"
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"

H

0

&

$

%

1$

%

,

"

-

$

"

!

,

&

$即

%

3

"

.

,

%

$

"

.

3

&

,

"

.

$

%

U

"

.

,

"

.

$

"

.

U

&

,

&

$

!

-

,

.

,

!!

那么

%

3

%

"

-

3

"

!

&

,

%

%

3

"

-

&

3

"

!

,

%

3

"

!

,

%

$

%

"

-

3

"

!

&

3

&

,

"

-

3

%

"

!

3

&

&

,

"

-

3

"

!

$

即
%

,

"

3

"

!

,

&

$

"

-

3

"

!

"

H

0

&

$

%

1

!

同理可证
%

,

"

-

U

"

!

,

&

$

"

-

U

"

!

"

H

0

&

$

%

1

!

从而5

H

0

&

$

%

1$

3

$

U

6是

5

$

$

3

$

U

6的子格
!

例
'

!

5

#
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-

$

!

$

,

.&$

.

$

-

6是格
!

令

$

-

,
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!

.$-

-

$

!

.$-

!

$

,

.$-

-

$

!

$

,

..$

$

!

,

-

$

$-

-

.$-

,

.$-

-

$

,

..$

$

,

,

-

$
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-

$

!

.$-

!

$

,

.$-

-

$

!

$

,

..$

5

$

-

$

.

$

-

6和5

$

!

$

.

$

-

6是5

#

%-

-

$

!

$

,

.&$

.

$

-

6的子格
!

而
$

,

中-

-

$

!

.

.

-

!

$

,

.

D

-

!

.

#

$

,

$

$

,

不是
#

%

$

&的子格
!

由此看出并非
$

的每个子集都构成格

5

$

$

3

$

U

6的子格
!

定义
,%$$

!

5

$

$

3

$

U

6和5

$

!

$

V

$

W

6是两个格
!

构造一个新的代数系统

5

$

-

=$

!

$,$

F

6$其中,和
F

运算的定义是(%

%

-

$

%

!

&$%

&

-

$

&

!

&

"

$

-
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!

$
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-

$

%

!
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%
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-

$

&

!

&

,

%

%

-

3

&

-

$

%

!

V

&

!

&$

%

%

-

$

%

!

&

0

%
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-

$

&

!
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,

%
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-

U

&

-

$
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W

&

!

&
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我们称5

$

-
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!

$,$

F

6是5

$

-

$

3

$

U

6和5

$

$

V

$

W

6的直接积
!

在此定义中$

$

-

=$

!

中元素的,和
F

运算是由第一分量接
$

-

中的,和
U

运

算$第二分量按
$

!

中的
V

和
W

运算来实现的
!

5

$

-

$

3

$

U

6和5

$

!

$

V

$

W

6是格
!

所

以
$

-

=$

!

中的,和
F

运算也满足结合律!交换律和吸收律
!

从而两个格的直接积

也是格$并且是用规模小的格构造成规模大的格
!

例
$

!

$D

-

"

$

-

.$在
$

上定义关系
,

-

$

%

$

&

"

$

$

%

,

-

&

G

%

,
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5

$

$
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-

6是格
!

在
$

!上定义关系
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%
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6是5

$

$
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-

6与5

$

$

,

-

6两个格的直接积
!

类似地在
$

, 上定义关系
,

,

$

%

%

$

&

$

'
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,
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,

)#!

,



%

%

$

&

$

'

&

,

,

%

9

$

>

$

E

&

G

%

,

-

9

$

&

,

-
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$
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6是5

$
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6与5

$

!

$

,

!

6两个格的直接积
!

它们的
RH887

图是图
!"!

图
&2

)"$"$
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格的同态与同构

定义
,%$&

!
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$

-

$

3

$

U

6和5

$

!

$

V

$

W

6是两个格
!

如果存在从
$

-

到
$

!

的映

射
E

(

$

-

>

$

!

$对于
$
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中任意元素
%
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E

%
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%
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%

&
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E

%

%
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&

&
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E

%

%

&
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%
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则称
E

是从
$

-

到
$

!

的格同态映射
!

若
E

是从
$

-

到
$

!

的格同态映射$并且为双射$则称
E

是从
$

-

到
$

!

的格同

构映射
!

如果两个格之间存在着格同格映射$那么称这两个格是同构的
!

在格5
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U

6中$
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&

G

%

3

&D%!

E

是从5
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$

U

6到5
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W

6

的格同态映射$
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E

%

%

&
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%
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所以
E

%
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E
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&

&$即格的同态映射是一种保序映射
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反过来不一定成立
!
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图
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定理
,%$&
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E

是从集合
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到集合
$

!

的双射
!

E

是从格5

$

-

$

,

-

6到格5
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!

6的同构映射当且仅当对于
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的元素
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证明
!

已知
E

是从
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到
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的格同构映射
!
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D
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%

"

"

$

$
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"
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&

.中$如果有两个元素可比较且有公共补元$那么这两个元素必相等
!

证明
!

如果在格5
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U
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?
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!

$

H
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?

$

!

1中有两个可比较但不相等的元
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"
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&

"
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也就是说
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'
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1中$若有两个可比较元素
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'
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"

3

'D&

"

3

'

$

"

U

'D%

"

U

'!

这说明在
H

0

%

"

U

'

$

&

"

3

'

1中
"

+

)

$

"

与

)

有公共补元
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图
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图
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用这个引理可以证明(

定理
,%$'

!

格是模当且仅当它不包含一

个
/

元子格与图
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同构
!

与此类似的定理我们不加以证明只叙述

如下(

定理
,%$(

!

格是分配格当且仅当该格是

模格且不包含一个
/

元子格与图
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同构
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布 尔 代 数
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!

布尔代数

!!

在格中可以定义
3

和
U

两个二元运算
!

在有补分配格中$每个元素有补元且补

元唯一$这样就可以在有补分配格中定义求补运算
!

另外它有最大元
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和最小元
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所以布尔格可以看成代数系统5
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的代数系统
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6为布尔代数
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显然由布尔格诱导出来的代数系统为布尔代数
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定理
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布尔代数5
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6是布尔格
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证明
!

由布尔代数定义看出$我们要证明5
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的元素个数进行归纳证明
!

当
%

$

%

D!

时$

$D

-

"

$

-

.$

E

(

$

>

#

%-

-

.&$

E

%

"

&

D

$

$

E

%

-

&

D

-

-

.

!

E

是同构映射
$

O

#

%-

-

.&

!

假设
%

$

%+

6

时命

题成立
!

现设
%

$

%

D6

$取
%

"

$

$且
"

+

%

+

-!

从定理
+>-*

知
$

O

H

0

%

$

"

1

=H

0

-

$

,

&$!

,



%

1

!

又从定理
+>-.

知
$

O

H

0

%

$

"

1

=H

0

%!

$

"

1

!

由于
%

H

0

%

$

"

1

%+

6

$

%

H

0

%!

$

"

1

%+

6!

由归纳假设得知布尔代数
H

0

%

$

"

1和
H

0

%!

$

"

1分别与
#

%

(

-

&和
#

%

(

!

&同构$其中

%

(

-

%

D6

-

$

%

(

!

%

D6

!

$从上面例
-

知$若
$

O

#

%

(

-

&

=#

%

(

!

&$那么存在
6

-

F6

!

个

元素的集合
(

使得
$

O

#

%

(

&

!

1

由这个定理看出$

%

$

%

D-

$5

#

%

$

&$

.

$

-

$

E

$

$

$

$

6是有
!

- 个元素的布尔代

数
!

它穷尽了所有有限布尔代数
!

)"%"%

!

布尔代数的原子表示

如果在格5

$

$

,

6中有最小元
"

$那么该最小元的控制元素称为原子
!

图
&(

在格5

$

$

,

6的
RH887

图%图
!%

&中
%

-

$

%

!

$

)$

%

6

是它的原子
!

显然
%

.

3

%

7

D"

%

.

(

7

&

!

引理
,%&

!

5

$

$

,

6是有限格$

"

是它的最小

元
!

对于
$

中任意非零元素
&

$至少存在一个原子

%

使得
%

,

&!

证明
!

对于有限格5

$

$

,

6中任意非零元素

&

有以下两种情况(

-?

!

&

本身是原子$那么显然
&

,

&

"

!?

!

&

不是原子$

"

是有限格5

$

$

,

6的最小元$即
"

+

&

$

&

不是
"

的控制元素
!

那么必然存在
&

-

"

$

使得
"

+

&

-

+

&!

对于
&

-

又有两种情况(

%

-

&

&

-

是原子$取
%D&

-

即可"

%

!

&

&

-

不是原子$

"

是5

$

$

,

6的最小元$即
"

+

&

-

$

&

-

不是
"

的控制元素
!

那

么必然存在
&

!

"

$

使得
"

+

&

!

+

&

-

+

&!

这里
&

!

(

&

$))

!

由于
$

是有限集合$这个过程不可能无限地进行下去
!

也就是说$在有限步之

后
&

.

本身就是原子$即
%D&

.

即可
!

1

引理
,%'

!

5

$

$

3

$

U

$

!

$

"

$

-

6是有限布尔代数
!&

是
$

中的非零元素$若
%

-

$

%

!

$)$

%

=

是
$

中满足
%

.

,

&

的所有原子$则
&D%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

!

证明
!

%

-

$

%

!

$)$

%

6

是
$

的原子并且
%

.

,

&

$

-

,

.

,

6!

显然
%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

,

&!

下面我们要证明
&

,

%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

!

由于在有补分配格中
'

,

9

G

'

3

9!D"

%作为习题已证明&$所以只需证明
&

3

%

%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

&

!D"!

我们用反证

法
!

如若不然$

&

3

%

%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

&

!

(

"!

由引理
+>!

知存在原子
%

使得
%

,

&

3

%

%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

&

!!

这里
%

是原子且
%

,

&

$

%

,

%

%

-

U

%

!

U

)

%

6

&

!

$而
%

-

$

%

!

$)$

%

6

是小于
&

的全部原子$故
%

"

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

!

从而
%

,

%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

!

从而

%

,

%

%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

&

3

%

%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

&

!D"!

这与
%

是原子矛盾$故不可
!

所

,

'$!

,



以必有
&

3

%

%

-

U

%

!

U

)

U

%

6

&

!D"!

以上证明表明
$

的非零元素可以表示成满足
%

.

,

&

的所有原子
%

-

$

%

!

$)$

%

6

之和
!

下面将证明这种表示形式是唯一的
!

假设
&

-

$

&

!

$)$

&

8

是原子并且
&D

&

-

U

&

!

U

)

U

&

8

!

由运算
U

的定义知
&

-

$

&

!

$)$

&

8

,

&

且
&

-

$

&

!

$)$

&

8

是原子$

而-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.是小于
&

的全部原子$故-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.

*

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

!

如

果
8

+

6

$即存在
%

2

#

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.$

%

2

,

%

2

3

&

,

%

2

3

%

&

-

U

&

!

U

)

U

&

8

&

,

%

%

2

3

&

8

&

U

%

%

2

3

&

!

&

U

)

U

%

%

2

3

&

8

&$

其中
%

2

(

&

.

$

%

2

与
&

.

都是原子$

%

2

3

&

.

D"

$

-

,

.

,

8!

从而推出
%

2

D"!

这与
%

2

是原子矛盾$故不可$所以
8D6

$即
&

表示成原子之和的形式是唯一的
!

1

引理
,%(

!

在布尔格5

$

$

,

6中若任取非零元素
&

和原子
%

$则或者
%

,

&

$或

者
%

,

&!

$两者必居其一
!

证明
!

&

和
%

分别是
$

的非零元素和原子
!

显然
"

,

%

3

&

,

%!

由于
%

是原

子$即
%

是
"

的控制元素$不可能有非零元素
%

3

&

使得
"

+

%

3

&

+

%!

如果
%

3

&

D%

$则
%

,

&!

又在布尔格中
%

,

&!

当且仅当
%

3

%

&!

&

!D"

$即
%

3

&D"!

所以当
%

3

&D"

时$必有
%

,

&!!

而
%

,

&

$

%

,

&!

与不可能同时成立$否则
%

,

&

3

&!D"

与

%

是原子矛盾
!

所以
%

,

&

与
%

,

&!

两者必居其一
!

1

定理
,%$1

!

5

$

$

3

$

U

$

!

$

"

$

-

6是有限布尔代数$若
#

是
$

中所有原子所构成

的集合$那么5

$

$

3

$

U

$

!

$

"

$

-

6与5

#

%

#

&$

-

$

.

$

E

$

$

$

#

6同构
!

证明
!

在两个布尔代数之间构作映射
K

(

$

>

#

%

#

&$对任意
%

"

$

$

E

%

%

&

,

$

%

,

"

$

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

/

%

.

"

#

$

%

.

,

%

$

-

,

.

,

6

.

%

(

"

-

!

由引理
+>!

知对于
$

中有非零元素
%

它的像
E

%

%

&是唯一确定的
!

任取-

%

.

-

$

%

.

!

$

)$

%

.

@

.

*

#

$-

%

.

-

$

%

.

!

$)$

%

.

@

.

($

$令
&D%

.

-

U

%

.

!

U

)

U

%

.

@

"

$

$

E

%

&

&

D

-

%

.

-

$

%

.

!

$)$

%

.

@

.$故
&

是-

%

.

-

$

%

.

!

$)$

%

.

@

.的原像
!

E

是满射
!

假设
%

$

&

都是-

%

.

-

$

%

.

!

$

)$

%

.

@

.的原像$由引理
+>!

知
%D%

.

-

U

%

.

!

U

%

.

@

D&

$所以
E

是单射
!

综上知
E

是

双射
!

下面证明
E

保持
3

$

U

$

!

运算
!

-?

!

当
%D"

或
&D"

时$

%

3

&D"

$

E

%

%

3

&

&

D

$

$

E

%

%

&

D

$

或
E

%

&

&

D

$

$所

以
E

%

%

&

.

E

%

&

&

D

$

!

从而
E

%

%

3

&

&

D

E

%

%

&

.

E

%

&

&

!

当
%

(

"

且
&

(

"

时$

E

%

%

&

D

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.$

E

%

&

&

D

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.

!

也就是

说
%

-

$

%

!

$)$

%

6

是小于
%

的全部原子$

&

-

$

&

!

$)$

&

8

是小于
&

的全部原子
!

如果
%

3

&D"

$显然
E

%

%

3

&

&

D

$

$假若
E

%

%

&

.

E

%

&

&

($

$即存在
"

"

E

%

%

&

.

E

%

&

&$

"

是

,

($!

,



小于
%

的原子也是小于
&

的原子$那么
"

,

%

3

&D"!

这与
"

是原子矛盾$故不可
!

所以
E

%

%

3

&

&

D

E

%

%

&

.

E

%

&

&

D

$

!

如果
%

3

&

(

"

$令
E

%

%

3

&

&

D

-

'

-

$

'

!

$)$

'

2

.$

'

-

$

'

!

$)$

'

2

是小于
%

3

&

的全部原子
!

由于
'

.

,

%

3

&

,

%

$

'

.

,

%

3

&

,

&

$必有

'

.

"

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.$

'

.

"

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.$

-

,

.

,

2!

从而

-

'

-

$

'

!

$)$

'

2

.

*

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

.

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.

!

反过来$任取
"

"

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

.

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.$

"

,

%

且
"

,

&

$于是
"

,

%

3

&!

所以
"

"

-

'

-

$

'

!

$)$

'

2

.

!

它表明

-

%

-

$

%

!

$)

%

6

.

.

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.

*

-

'

-

$

'

!

$)$

'

2

.

!

综上分析得到-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

.

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.

D

-

'

-

$

'

!

$)$

'

2

.$即

E

%

%

3

&

&

,

E

%

%

&

.E

%

&

&

!

!!

!?

!

当
%D"

或
&D"

时$

E

%

%

&

D

$

或
E

%

&

&

D

$

$

%

U

&D&

或
%

U

&D%!

于是

E

%

%

U

&

&

D

E

%

&

&或
E

%

%

U

&

&

D

E

%

%

&$最后得到
E

%

%

U

&

&

D

E

%

%

&

-

E

%

&

&

!

当
%

(

"

且
&

(

"

时$令
E

%

%

U

&

&

D

-

9

-

$

9

!

$)$

9

-

.$

9

-

$

%

!

$)$

9

-

是小于
%

U

&

的全部原

子
!

由引理
+>%

知$对于原子
9

.

和非零元素
%

$

9

.

,

%

或
9

.

,

%!

两者必居其一
!

这

里一共有四种可能的组合$其中
9

.

,

%!

与
9

.

,

&!

不能同时成立%否则由
9

.

,

%!

$

9

.

,

&!

得到
9

.

,

%!

3

&!D

%

%

U

&

&

!

$而
9

.

,

%

U

&

$得出
9

.

,

%

%

U

&

&

3

%

%

U

&

&

!D

"

$这与
9

.

是原子矛盾&

!

在余下的三种组合中或者
9

.

,

%

成立或者
9

.

,

&

$即
9

.

"

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

-

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.$最后得到-

9

-

$

9

!
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9

-
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-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

-

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.

!

反过来$任取
"

"

-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

-

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.$显然
"

,

%

,

%

U

&

$

"

,

&

,

%

U

&

$于是
"

"

-

9

-

$

9

!

$)$

9

-

.$得到-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

-

-

&

-

$

&

!

$

)$

&

8

.

*

-

9

-

$

9

!

$)$

9

-
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综上分析得出结论-

%

-

$

%

!

$)$

%

6

.

-

-

&

-

$

&

!

$)$

&

8

.

D

-

9

-

$

9

!

$)$

9

-

.$即

E

%

%

U

&

&

,

E

%

%

&

-E

%

&

&

!

!!

,?

!

当
%D-

时$

E

%

%!

&

D

E

%

"

&

D

$

!

而
E

%

%

&

D

X

#D

$

$所以
E

%

%!

&

D

E

%

%

&

!

当
%

(

-

时$

E

%

%!

&

($

$这时对于原子
"

$

"

"E

%

%!

&

G

"

,

%!

G

"

,

%

不成立
G

"

#E

%

%

&

G

"

"E

%

%

&$

由此得到
E

%

%!

&

D

E

%

%

&

!

由以上讨论知
E

是从
$

到
#

%

#

&的同构映射$所以5

$

$

3

$
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$

!

$

"

$

-

6与5

#

%

#

&$

.

$

-

$

E

$

$

$

#

6两个布尔代数同构
!

从以上讨论看出(有限布尔代数中集合
$

的元素个数是
!

-

$其中
-

就是布尔

格5

$

$

3

$

U

6中原子的个数
!

任何具有
!

- 个元素的布尔代数都是同构的
!

)"%"&

!

布尔环

在布尔代数5

$

$

3

$

U

$

!

$

"

$
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&
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