
量子物理第三章习题答案 
1. 电子的动量为 

 

电子的动能为 

 

2. 电子的动量为 

 

对应物质波的波长 (分辨本领) 为 

 

3. 因为 

 

转换为极坐标  ，其 Jacobi 矩阵为 

 

因此 

 

p =
h
λ

=
6.63 × 10−34 J ⋅ s

550 × 10−9 m
= 1.21 × 10−27 kg ⋅ m /s,

K =
p2

2me
= (1.21 × 10−27 kg ⋅ m /s)2

2 × 9.11 × 10−31 kg
= 7.98 × 10−25 J = 4.98 × 10−6 eV .

p = 2meK = 2 × 9.11 × 10−31 kg × 50,000 × 1.60 × 10−19 J = 1.21 × 10−22 kg ⋅ m /s,

λ =
h
p

=
6.63 × 10−34 J ⋅ s

1.21 × 10−22 kg ⋅ m /s
= 5.48 × 10−12 m = 5.48 × 10−3 nm .

∫
∞

−∞
ψ (x , y, t = 0)

2
d x d y = ∫

∞

−∞
(x2 + y2) e−2(x2 + y2)d x d y,

(x , y) = (r cos θ, r sin θ )

DF = (cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ ),

∫
∞

−∞
(x2 + y2) e−2(x2 + y2)d x d y = ∫

2π

0 ∫
∞

0
r2e−2r2 det (DF ) dr dθ

= ∫
2π

0 ∫
∞

0
r3e−2r2dr dθ

= 2π∫
∞

0

1
2

te−2td t (t = r2)

=
π
4

,
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因此归一化的波函数为 

 

几率密度为 

 

4. 因为 

 

因此归一化的波函数就是  本身。 

动量表象的波函数为 

 

5. 因为 

 

而标准正态分布  的几率密度函数满足 

 

因此 

 

ψ (x , y, t = 0) =
2

π
(x + i y) e−(x2 + y2),

ψ (x , y, t = 0)
2

=
4
π (x2 + y2) e−2(x2 + y2) .

∫
∞

−∞
ψ (x)

2
d x = ∫

∞

−∞
e−2 x d x = 2∫

∞

0
e−2xd x = 1,

ψ (x) = e− x

ϕ( p) =
1

2π ℏ ∫
∞

−∞
ψ (x)e− ipx

ℏ d x

=
1

2π ℏ ∫
0

−∞
e (1− ip

ℏ )x
d x + ∫

∞

0
e (−1− ip

ℏ )x
d x

=
1

2π ℏ

1

1 − ip
ℏ

+
1

1 + ip
ℏ

=
1

2π ℏ

2

1 + p2

ℏ2

.

∫
∞

−∞
ψ (x)

2
d x = ∫

∞

−∞
e−2x2/σ 2d x =

σ
2 ∫

∞

−∞
e−t2/2dt,

N(0,1)

1

2π ∫
∞

−∞
e−x2/2d x = 1,

σ
2 ∫

∞

−∞
e−t2/2dt = σ

π
2

,
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因此归一化的波函数为 

 

动量表象的波函数为 

 

令  ， 

 

因此 

 

因此 

 

 

ψ (x) = ( 2

2πσ )
1/2

e−x2/σ 2 .

ϕ( p) =
1

2π ℏ ∫
∞

−∞
ψ (x)e− ipx

ℏ d x

= ( 1

2π3/2ℏσ )
1/2

∫
∞

−∞
e

− ipx
ℏ − x2

σ2 d x

= ( 1

2π3/2ℏσ )
1/2

e
− σ 2p2

4ℏ2 ∫
∞

−∞
e

− 1
σ2 (x + i σ 2p

2ℏ )
2

d x

= ( σ

2π3/2ℏ )
1/2

e
− σ 2p2

4ℏ2 ∫
∞

−∞
e

−(x + i σ 2p
2ℏ )

2

d x ,

a ∈ ℝ

I(a) = ∫
∞

−∞
e−(x+ia)2d x ,

I′￼(a) = ∫
∞

−∞

∂
∂a

e−(x+ia)2d x

= ∫
∞

−∞
− 2i(x + i a)e−(x+ia)2d x

= i∫
∞

−∞

∂
∂x

e−(x+ia)2d x

= i [e−(x+ia)2]
x→∞

x→−∞
= 0,

I(a) ≡ I(0) = ∫
∞

−∞
e−x2d x = π,

ϕ( p) = ( σ

2πℏ )
1/2

e
− σ 2p2

4ℏ2 .
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坐标算符  的期望值为 

 

动量算符  的期望值为 

 

动能算符  的期望值为 

 

而 

 

因此 

 

6. 因为 

 

因此归一化的波函数为 

 

动量表象的波函数为 

 

̂x

⟨x⟩ = ∫
∞

−∞
x ψ (x)

2
d x =

2

2πσ ∫
∞

−∞
xe−2x2/σ 2d x = 0,

̂p

⟨p⟩ = ∫
∞

−∞
p ϕ( p)

2
dp =

σ

2πℏ ∫
∞

−∞
pe

− σ 2p2

4ℏ2 dp = 0,

K̂ =
1

2m
̂p2

⟨K ⟩ =
1

2m ∫
∞

−∞
p2 ϕ( p)

2
dp =

σ

2 2πℏm ∫
∞

−∞
p2e

− σ 2p2

2ℏ2 dp =
ℏ2

2 2πσ2m ∫
∞

−∞
t2e− t2

2 dt,

2π = ∫
∞

−∞
e− t2

2 dt = [te− t2
2 ]

t→∞

t→−∞

+ ∫
∞

−∞
t2e− t2

2 dt = ∫
∞

−∞
t2e− t2

2 dt,

⟨K ⟩ =
ℏ2

2σ2m
.

∫
∞

−∞
ψ (x)

2
d x = ∫

1

−1
1d x = 2,

ψ (x) =
1

2
, x < 1,

0, x ≥ 1.

ϕ( p) =
1

2π ℏ ∫
∞

−∞
ψ (x)e− ipx

ℏ d x

=
1

2 π ℏ ∫
1

−1
e− ipx

ℏ d x

=
ℏ
π

1
p

sin
p
ℏ

.
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坐标算符  的期望值为 

 

算符  的期望值为 

 

动量算符  的期望值为 

 

因为 

 

所以积分  是收敛的。根据  是奇函数的性质可以得出  

 

算符  的期望值为 

 

积分  是不收敛的。所以 

 

因此 

 

 

满足不确定关系  。 

̂x

⟨x⟩ = ∫
∞

−∞
x ψ (x)

2
d x =

1
2 ∫

∞

−∞
x d x = 0,

̂x2

⟨x2⟩ = ∫
∞

−∞
x2 ψ (x)

2
d x =

1
2 ∫

∞

−∞
x2d x =

1
3

,

̂p

⟨p⟩ = ∫
∞

−∞
p ϕ( p)

2
dp =

ℏ
π ∫

∞

−∞

1
p

sin2 p
ℏ

dp =
ℏ
π ∫

∞

−∞

1
t

sin2 td t,

lim
t→0

1
t

sin2 t = 0,

∫
∞

−∞

1
t

sin2 td t f (t) =
1
t

sin2 t

⟨p⟩ = 0,

̂p2

⟨p2⟩ = ∫
∞

−∞
p2 ϕ( p)

2
dp =

ℏ
π ∫

∞

−∞
sin2 p

ℏ
dp =

1
π ∫

∞

−∞
sin2 td t,

∫
∞

−∞
sin2 td t

⟨p2⟩ = ∞,

Δx = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 =
1

3
,

Δp = ⟨p2⟩ − ⟨p⟩2 = ∞,

ΔxΔp ≥
ℏ
2
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7. 根据题意可得 

 

根据不确定关系可得 

 

而盒子是对称的，因此  ， 

 

最小动能为 

 

代入数据可得  
(a)  
(b)  
(c)  

8. 如果本征值不是实数，令  ，那么 

 

因为  ，所以  不是常数，不满足归一化条件。 

9. 记  为所有“平方可积，并且

满足定态薛定谔方程的函数”的集合。 

现在证明  是复数域  上的向量空间： 

(A)  是 Abel 群： 

(I) 对于任意  ，都具有 

 

Δx = L ,

Δp ≥
ℏ

2L
,

⟨p⟩ = 0

⟨p2⟩ = (Δp)2 + ⟨p⟩2 = (Δp)2 ≥
ℏ2

8L2
,

K =
⟨p2⟩min

2m
=

ℏ2

8m L2
.

0.95 eV,
0.05 MeV,
9.5 × 10−36 MeV .

E = u + i v, v ≠ 0

∫
∞

−∞
Ψ(x , t)

2
d x = ∫

∞

−∞
ψ (x)e− iEt

ℏ
2

d x = e
2vt
ℏ ∫

∞

−∞
ψ (x)

2
d x = e

2vt
ℏ ,

v ≠ 0 Ψ(x , t)

X = {ψ (x) : −
ℏ2

2m
ψ ′￼′￼(x) + V (x)ψ (x) = E ψ (x), ∫

∞

−∞
ψ (x)

2
d x < ∞}

X ℂ

(X , + )

ψ (x), θ (x) ∈ X

−
ℏ2

2m
(ψ (x) + θ (x))′￼′￼+ V (x)(ψ (x) + θ (x)) = E(ψ (x) + θ (x)),
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所以  。 

(II) 根据加法交换律，  。 

(B)

(I) 对于任意  ，都具有 

 

 

所以  。 

(II) 对于任意  ，都具有 

 

 

 

 

证明完毕。 

现在证明，当  时，  。记  ，可得  

 

因为  是向量空间  上线性无关的一组基，所以 

 

∫
∞

−∞
ψ (x) + θ (x)

2
d x ≤ ∫

∞

−∞
( ψ (x) + θ (x) )

2
d x

≤ ∫
∞

−∞
(2 max ( ψ (x) , θ (x) ))

2
d x

≤ ∫
∞

−∞
4 ( ψ (x)

2
+ θ (x)

2) d x < ∞ .

ψ (x) + θ (x) ∈ X

ψ (x) + θ (x) = θ (x) + ψ (x)

ψ (x) ∈ X , z ∈ ℂ

−
ℏ2

2m
(z ψ (x))′￼′￼+ V (x)(z ψ (x)) = E(z ψ (x)),

∫
∞

−∞
z ψ (x)

2
d x = z 2 ∫

∞

−∞
ψ (x)

2
d x < ∞ .

z ψ (x) ∈ X

ψ (x), θ (x) ∈ X , z , w ∈ ℂ

z (w ψ (x)) = (z w)ψ (x),

1ψ (x) = ψ (x),

(z + w)ψ (x) = z ψ (x) + w ψ (x),

z (ψ (x) + θ (x)) = z ψ (x) + zθ (x) .

ψ (x) ∈ X ψ*(x) ∈ X ψ (x) = u(x) + i v (x)

(−
ℏ2

2m
u′￼′￼(x) + V (x)u(x) − Eu(x)) + i (−

ℏ2

2m
v′￼′￼(x) + V (x)v (x) − E v (x)) = 0,

{1, i} ℂ

− ℏ2

2m u′￼′￼(x) + V (x)u(x) = Eu(x),

− ℏ2

2m v′￼′￼(x) + V (x)v (x) = E v (x),
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而 

 

 

因此  。因为  ，所以  。证明完毕。 

因为  ，所以  ，而这两者都是实函数，所以完成
了题目的证明。 

10. 令  「如果不是，可以进行归一化」。那么 

 

其中第 4 行到第 5 行利用了以下等式，对于  满足  

 

都具有 

 

∫
∞

−∞
u(x)

2
d x ≤ ∫

∞

−∞
ψ (x)

2
d x < ∞,

∫
∞

−∞
v (x)

2
d x ≤ ∫

∞

−∞
ψ (x)

2
d x < ∞,

u(x), v (x) ∈ X ψ*(x) = u(x) − i v (x) ψ*(x) ∈ X

ψ (x), ψ*(x) ∈ X ψ (x) + ψ*(x), i(ψ (x) − ψ*(x)) ∈ X

∫
∞

−∞
ψ (x)

2
d x = 1

E = E∫
∞

−∞
ψ (x)

2
d x

= ∫
∞

−∞
ψ*(x)(E ψ (x)) d x

= ∫
∞

−∞
ψ*(x)(−

ℏ2

2m
ψ ′￼′￼(x) + V (x)ψ (x)) d x

= −
ℏ2

2m ∫
∞

−∞
ψ*(x)ψ ′￼′￼(x)d x + ∫

∞

−∞
V (x) ψ (x)

2
d x

=
ℏ2

2m ∫
∞

−∞
ψ ′￼(x)

2
d x + ∫

∞

−∞
V (x) ψ (x)

2
d x

≥ ∫
∞

−∞
V (x) ψ (x)

2
d x

≥ inf V (x)∫
∞

−∞
ψ (x)

2
d x

= inf V (x) .

f (x), g(x)

lim
x →∞

f (x) = 0, lim
x →∞

g(x) = 0, sup g′￼(x) < ∞,

∫
∞

−∞
f (x)g′￼′￼(x)d x = [ f (x)g′￼(x)]x→∞

x→−∞
− ∫

∞

−∞
f ′￼(x)g′￼(x)d x = − ∫

∞

−∞
f ′￼(x)g′￼(x)d x .
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11. 第  个定态的波函数为 

 

(这题利用动量表象计算动量期望值是会死人的，所以换了另一个办法) 

(A)  是偶数 (even) ： 

坐标算符  的期望值为 

 

算符  的期望值为 

 

动量算符  的期望值为 

 

算符  的期望值为 

 

因此 

 

 

 

n

ψ (x) =
2
L sin nπx

L , for n even,

2
L cos nπx

L , for n odd,

n

̂x

⟨x⟩ = ∫
∞

−∞
x ψ (x)

2
d x =

2
L ∫

L/2

−L/2
x sin2 n π x

L
d x = 0,

̂x2

⟨x2⟩ = ∫
∞

−∞
x2 ψ (x)

2
d x =

2
L ∫

L/2

−L/2
x2 sin2 n π x

L
d x =

2L2

n3π3 ∫
nπ/2

−nπ/2
t2 sin2 td t =

1
12

L2 (1 −
6

n2π2 ),

̂p

⟨p⟩ = − iℏ∫
∞

−∞
ψ*(x)ψ ′￼(x)d x = − i

n π ℏ
L2 ∫

L/2

−L/2
sin

2n π x
L

d x = 0,

̂p2

⟨p2⟩ = − ℏ2 ∫
∞

−∞
ψ*(x)ψ ′￼′￼(x)d x = ℏ2 ∫

∞

−∞
ψ ′￼(x)

2
d x =

2n2π2ℏ2

L3 ∫
L/2

−L/2
cos2 ( n π x

L ) d x =
n2π2ℏ2

L2
,

Δx = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 =
1

2 3
1 −

6
n2π2

L ,

Δp = ⟨p2⟩ − ⟨p⟩2 =
n π ℏ

L
,

ΔxΔp =
ℏ
2

n2π2

3
− 2 ≥

ℏ
2

4π2

3
− 2 ≥

ℏ
2

.

页码： /9 20



(B)  是奇数 (odd) ： 

坐标算符  的期望值为 

 

算符  的期望值为 

 

动量算符  的期望值为 

 

算符  的期望值为 

 

因此 

 

 

 

综上所述  最接近不等式极限，其值约为  。 

12. 因为 

 

因此归一化的波函数为 

 

n

̂x

⟨x⟩ = ∫
∞

−∞
x ψ (x)

2
d x =

2
L ∫

L/2

−L/2
x cos2 n π x

L
d x = 0,

̂x2

⟨x2⟩ = ∫
∞

−∞
x2 ψ (x)

2
d x =

2
L ∫

L/2

−L/2
x2 cos2 n π x

L
d x =

2L2

n3π3 ∫
nπ/2

−nπ/2
t2 cos2 td t =

1
12

L2 (1 −
6

n2π2 ),

̂p

⟨p⟩ = − iℏ∫
∞

−∞
ψ*(x)ψ ′￼(x)d x = i

n π ℏ
L2 ∫

L/2

−L/2
sin

2n π x
L

d x = 0,

̂p2

⟨p2⟩ = − ℏ2 ∫
∞

−∞
ψ*(x)ψ ′￼′￼(x)d x = ℏ2 ∫

∞

−∞
ψ ′￼(x)

2
d x =

2n2π2ℏ2

L3 ∫
L/2

−L/2
sin2 ( n π x

L ) d x =
n2π2ℏ2

L2
,

Δx = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 =
1

2 3
1 −

6
n2π2

L ,

Δp = ⟨p2⟩ − ⟨p⟩2 =
n π ℏ

L
,

ΔxΔp =
ℏ
2

n2π2

3
− 2 ≥

ℏ
2

π2

3
− 2 ≥

ℏ
2

.

n = 1 1.1
ℏ
2

ψ (x , 0)
2

= ∫
∞

−∞
ϕ1(x)

2
+ ϕ2(x)

2
d x = 2,

ψ (x , 0) =
1

2
(ϕ1(x) + iϕ2(x)) .
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记  对应的定态能量分别为  ，因此 

 

 

根据 11 题的结论 

 

坐标算符  的期望值为 

 

算符  的期望值为 

 

ϕ1(x), ϕ2(x) E1, E2

Ψ(x , t) =
1

2 (ϕ1(x)e−
iE1t

ℏ + iϕ2(x)e−
iE2t

ℏ ),

Ψ(x , t)
2

= Ψ*(x , t)Ψ(x , t)

=
1
2 (ϕ1(x)e

iE1t
ℏ − iϕ2(x)e

iE2t
ℏ ) (ϕ1(x)e−

iE1t
ℏ + iϕ2(x)e−

iE2t
ℏ )

=
1
2 (ϕ1(x)2 + ϕ2(x)2 − 2ϕ1(x)ϕ2(x)sin

(E1 − E2)t
ℏ ) .

ϕ1(x) = 2
L cos πx

L ,

ϕ2(x) = 2
L sin 2πx

L ,

̂x

⟨x⟩ = ∫
∞

−∞
x Ψ(x , t)

2
d x

=
1
L ∫

L/2

−L/2
x (cos2 π x

L
+ sin2 2π x

L
− 2 cos

π x
L

sin
2π x

L
sin

(E1 − E2)t
ℏ ) d x

= −
2
L (∫

L/2

−L/2
x cos

π x
L

sin
2π x

L
d x) sin

(E1 − E2)t
ℏ

= −
4L
π2 (∫

π/2

−π/2
y cos2 y sin yd y) sin

(E1 − E2)t
ℏ

= −
16L
9π2

sin
(E1 − E2)t

ℏ
,

̂x2

⟨x2⟩ = ∫
∞

−∞
x2 Ψ(x , t)

2
d x

=
1
L ∫

L/2

−L/2
x2 (cos2 π x

L
+ sin2 2π x

L
− 2 cos

π x
L

sin
2π x

L
sin

(E1 − E2)t
ℏ ) d x

=
1
L ∫

L/2

−L/2
x2 (cos2 π x

L
+ sin2 2π x

L ) d x

=
L2

π3 ∫
π/2

−π/2
y2 (cos2 y + sin2 2y) d y

= ( 1
12

−
5

16π2 ) L2,
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动量算符  的期望值为 

 

算符  的期望值为 

 

系统能量的平均值为 

 

̂p

⟨p⟩ = − iℏ∫
∞

−∞
Ψ*(x , t)Ψ′￼(x , t)d x

= −
iℏ
2 ∫

L/2

−L/2 (ϕ1(x)e
iE1t

ℏ − iϕ2(x)e
iE2t

ℏ ) (ϕ′￼1(x)e
−iE1t

ℏ + iϕ′￼2(x)e
−iE2t

ℏ ) d x

= −
iℏ
2 ∫

L/2

−L/2
ϕ1(x)ϕ′￼1(x) + ϕ2(x)ϕ′￼2(x) + i (ϕ1(x)ϕ′￼2(x)e

i(E1 − E2)t
ℏ − ϕ′￼1(x)ϕ2(x)e

−i(E1 − E2)t
ℏ ) d x

=
ℏ
2 ∫

L/2

−L/2 (ϕ1(x)ϕ′￼2(x)e
i(E1 − E2)t

ℏ − ϕ′￼1(x)ϕ2(x)e
−i(E1 − E2)t

ℏ ) d x

=
π ℏ
L2 ∫

L/2

−L/2 (2 cos
π x
L

cos
2π x

L
e

i(E1 − E2)t
ℏ + sin

π x
L

sin
2π x

L
e

−i(E1 − E2)t
ℏ ) d x

=
4ℏ
3L

cos
(E1 − E2)t

ℏ
,

̂p2

⟨p2⟩ = − ℏ2 ∫
∞

−∞
Ψ*(x , t)Ψ′￼′￼(x , t)d x

= ℏ2 ∫
∞

−∞
Ψ′￼(x , t)

2
d x

=
ℏ2

2 ∫
L/2

−L/2 (ϕ′￼1(x)e
iE1t

ℏ − iϕ′￼2(x)e
iE2t

ℏ ) (ϕ′￼1(x)e
−iE1t

ℏ + iϕ′￼2(x)e
−iE2t

ℏ ) d x

=
ℏ2

2 ∫
L/2

−L/2
ϕ′￼1(x)2 + ϕ′￼2(x)2 − 2ϕ′￼1(x)ϕ′￼2(x)sin

(E1 − E2)t
ℏ

d x

=
ℏ2

2 ∫
L/2

−L/2
ϕ′￼1(x)2 + ϕ′￼2(x)2d x

=
π2ℏ2

L3 ∫
L/2

−L/2
4 cos2 2π x

L
+ sin2 π x

L
d x

=
5π2ℏ2

2L2
.

⟨H ⟩ = iℏ∫
∞

−∞
Ψ*(x , t) ·Ψ(x , t)d x

=
1
2 ∫

L/2

−L/2 (ϕ1(x)e
iE1t

ℏ − iϕ2(x)e
iE2t

ℏ ) (E1ϕ1(x)e
−iE1t

ℏ + iE2ϕ2(x)e
−iE2t

ℏ ) d x

=
1
2 ∫

L/2

−L/2
E1ϕ1(x)2 + E2ϕ2(x)2 + iϕ1(x)ϕ2(x)(E2e

i(E1 − E2)t
ℏ − E1e

−i(E1 − E2)t
ℏ ) d x

=
1
2 ∫

L/2

−L/2
E1ϕ1(x)2 + E2ϕ2(x)2d x

=
1
2 (E1 + E2) .
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如果测量粒子的能量，得到的结果是  或  ，几率均为  。(哪个婊子出的题目？？？) 

13. 定态薛定谔方程为 

 

因此 

 

并且根据连续性可得 

 

 

因此 

 

 

 

归一化可得 

 

而 

 

因此 

 

E1 E2
1
2

− ℏ2

2m ψ ′￼′￼(x) = E ψ (x), x ∈ (0, a),

ψ (x) ≡ 0, x ∈ ℝ\(0, a),

ψ (x) = {P sin k x + Q cos k x , x ∈ (0, a),
0, x ∈ ℝ\(0, a),

lim
x↘0

ψ (x) = lim
x↗0

ψ (x) = 0,

lim
x↗a

ψ (x) = lim
x↘a

ψ (x) = 0,

Q = 0,

k a = n π ,

ψ (x) = {P sin nπx
a , x ∈ (0, a),

0, x ∈ ℝ\(0, a),

ψ (x) =
2
a sin nπx

a , x ∈ (0, a),

0, x ∈ ℝ\(0, a) .

∫
∞

−∞
ψ (x , 0)

2
d x = A2 ∫

a

0
sin6 π x

a
d x =

A2a
π ∫

π

0
sin6 td t =

5
16

A2a = 1,

A =
16
5a

,
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因此 

 

 

 

14. 原来的波函数为 

 

势阱宽度增加后，波函数的函数空间 (实数域  上的向量空间) 标准正交基为 

 

根据傅立叶级数的性质，  可以被表示为 

 

ψ (x , 0) =
16
5a

sin3 π x
a

=
1

10
(3ϕ1(x) − ϕ3(x)),

Ψ(x , t) =
1

10 (3ϕ1(x)e
−iE1t

ℏ − ϕ3(x)e
−iE3t

ℏ ),

⟨x⟩ = ∫
∞

−∞
x Ψ(x , t)

2
d x

=
1
10 ∫

a

0
x (3ϕ1(x)e

iE1t
ℏ − ϕ3(x)e

iE3t
ℏ ) (3ϕ1(x)e

−iE1t
ℏ − ϕ3(x)e

−iE3t
ℏ ) d x

=
1
10 ∫

a

0
x (9ϕ1(x)2 + ϕ3(x)2 − 6ϕ1(x)ϕ3(x)cos

(E1 − E3)t
ℏ ) d x

=
a
2

,

⟨p⟩ = − iℏ∫
∞

−∞
Ψ*(x , t)Ψ′￼(x , t)d x

= −
iℏ
10 ∫

a

0 (3ϕ1(x)e
iE1t

ℏ − ϕ3(x)e
iE3t

ℏ ) (3ϕ′￼1(x)e
−iE1t

ℏ − ϕ′￼3(x)e
−iE3t

ℏ ) d x

= −
iℏ
10 ∫

a

0
9ϕ1(x)ϕ′￼1(x) + ϕ3(x)ϕ′￼3(x) − 3 (ϕ1(x)ϕ′￼3(x)e

i(E1 − E3)t
ℏ + ϕ′￼1(x)ϕ3(x)e

−i(E1 − E3)t
ℏ ) d x

= 0.

ψ (x) =
2
a

sin
π x
a

, 0 < x < a ,

ℝ

ϕn(x) =
1
a

sin
n π x
2a

, 0 < x < 2a ,

ψ (x)

ψ (x) =
∞

∑
n=1

cnϕn(x),
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因此 

 

而 

 

因此 

 

测量到状态  对应的能量为  

 

对应概率为 

 

因此最有可能的结果对应  ，其概率为  ，相应的能量为  . 

cn = ⟨ψ (x), ϕn(x)⟩
= ∫

2a

0
ψ (x)ϕn(x)d x

=
2

a ∫
a

0
sin

π x
a

sin
n π x
2a

d x

=
2

π ∫
π

0
sin t sin

nt
2

dt,

∫
π

0
sin t sin

nt
2

dt =
(−1)

n + 1
2 4

n2 − 4
, n = 1, 3, 5, . . . ,

π
2 , n = 2,
0, n = 4, 6, 8, . . . ,

cn =

(−1)
n + 1

2
4 2

(n2 − 4)π
, n = 1, 3, 5, . . . ,

2
2 , n = 2,

0, n = 4, 6, 8, . . . ,

ϕn(x)

En =
n2π2ℏ2

2m(2a)2
=

n2π2ℏ2

8m a2
,

Pr {ϕn(x)} = cn
2

=

32
(n2 − 4)2π2 , n = 1, 3, 5, . . . ,

1
2 , n = 2,
0, n = 4, 6, 8, . . . ,

n = 2 1/2 E2 =
π2ℏ2

2m a2
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粒子能量的平均值为 

 

因为  

 

所以 

 

因此 

 

 

 

 

⟨H ⟩ =
∞

∑
n=1

cn
2

En

=
1
2

π2ℏ2

2m a2
+

∞

∑
k=1

32
((2k − 1)2 − 4)2π2

(2k − 1)2π2ℏ2

8m a2

=
1
2

π2ℏ2

2m a2
+

4ℏ2

m a2

∞

∑
k=1

(2k − 1)2

((2k − 1)2 − 4)2

=
1
2

π2ℏ2

2m a2
+

ℏ2

m a2

∞

∑
k=1

1
(2k − 3)2

+
1

(2k + 1)2
+

2
4k2 − 4k − 3

,

∞

∑
n=1

1
n2

= 1 +
1
22

+
1
32

+ ⋯ =
π2

6
,

∞

∑
n=1

1
(2n)2

=
1
22

+
1
42

+
1
62

+ ⋯ =
π2

24
,

∞

∑
k=1

1
(2k − 3)2

= 1 + 1 +
1
32

+
1
52

+ ⋯ = 1 +
∞

∑
n=1

1
n2

−
∞

∑
n=1

1
(2n)2

= 1 +
π2

6
−

π2

24
= 1 +

π2

8
,

∞

∑
k=1

1
(2k + 1)2

=
1
32

+
1
52

+
1
72

+ ⋯ =
∞

∑
k=1

1
(2k − 3)2

− 2 =
π2

8
− 1,

∞

∑
k=1

2
4k2 − 4k − 3

=
∞

∑
k=1

2
(2k − 3)(2k + 1)

=
1
2

∞

∑
k=1

1
2k − 3

−
1

2k + 1

=
1
2 ( 1

−1
−

1
3

+
1
1

−
1
5

+
1
3

−
1
7

+ ⋯)
=

1
2 ( 1

−1
+

1
1 ) = 0.

⟨H ⟩ =
1
2

π2ℏ2

2m a2
+

ℏ2

m a2

∞

∑
k=1

1
(2k − 3)2

+
1

(2k + 1)2
+

2
4k2 − 4k − 3

=
π2ℏ2

2m a2
.
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15. 对于散射态  ，定态薛定谔方程为 

 

因此 

 

其中  分别为反射率、透射率， 

 

 

因为势能是有界的，所以波函数的零阶与一阶导数均连续，即 

 

 

因此 

 

 

所以粒子有可能被反射，并且被反射回来的几率为 

 

E > 0

− ℏ2

2m ψ ′￼′￼(x) = E ψ (x), x < 0,

− ℏ2

2m ψ ′￼′￼(x) = (E + V0)ψ (x), x ≥ 0,

ψ (x) = {eiax + Re−iax, x < 0,
Teibx, x ≥ 0,

R, T

a =
2m E
ℏ

,

b =
2m(E + V0)

ℏ
,

lim
x↗0

ψ (x) = lim
x↘0

ψ (x),

lim
x↗0

ψ ′￼(x) = lim
x↘0

ψ ′￼(x),

{1 + R = T,
a(1 − R ) = bT,

R = a − b
a + b ,

T = 2a
a + b ,

R 2 =
a − b
a + b

2

=
E + V0 − E

E + V0 + E

2

.
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16. 定态薛定谔方程为 

 

因此 

 

(  的出现是因为归一化) 因为波函数连续，所以 

 

并且当  是奇数时 

 

当  是偶数时 

 

所以根据连续性，  只能是奇数，对应能量为 

 

17. 多维情况的定态薛定谔方程为 

 

其中  . 令  ，因此 

 

 

 

ψ (x) ≡ 0, x < 0

− ℏ2

2m ψ ′￼′￼(x) + 1
2 m ω2x2ψ (x) = E ψ (x), x ≥ 0,

ψ (x) = {
0, x < 0

2Nne−ξ2/2Hn(ξ ), x ≥ 0,

2

lim
x↘0

ψ (x) = lim
x↗0

ψ (x) = 0,

n

lim
ξ→0

Hn(ξ ) = 0,

n

lim
ξ→0

Hn(ξ ) ≠ 0,

n

En = (n +
1
2 ) ℏω, n = 1, 3, 5, . . . .

−
ℏ2

2m
Δψ + V ψ = E ψ,

Δψ =
∂2ψ
∂x2

+
∂2ψ
∂y2

ψ (x , y) = F (x)G (y)

−
ℏ2

2m
(FG′￼′￼+ F′￼′￼G ) + VFG = EFG,

−
ℏ2

2m ( F′￼′￼
F

+
G′￼′￼
G ) + V = E,

(−
ℏ2

2m
F′￼′￼
F

+
1
2

m(2ω)2x2) + (−
ℏ2

2m
G′￼′￼
G

+
1
2

m ω2y2) = E,
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因此 

 

 

其中  均为常数，并且  。因此本征函数为 

 

 

其中 本征能量为 

 

 

其中  。当  时 

 

 

 显然无解。令  ，绘制图像可以发现： 

(A) 当  是奇数时，  是偶数，对应图像中的红线，可以发现红线经过  个格点。 

(B) 当  是偶数时，  是奇数，对应图像中的蓝线，可以发现蓝线经过  个格点。 

因此，能级的简并度为  ，其中  是向上取整。 

−
ℏ2

2m
F′￼′￼
F

+
1
2

m(2ω)2x2 = C,

−
ℏ2

2m
G′￼′￼
G

+
1
2

m ω2y2 = D,

C, D > 0 C + D = E

Fm(x) = Ame−χ 2/2Hm( χ),

Gn(y) = Bne−ξ2/2Hn(ξ ),

χ =
2m ω

ℏ
x , ξ =

m ω
ℏ

y,

Cm = (m +
1
2 ) 2ℏω,

Dn = (n +
1
2 ) ℏω,

m , n = 0, 1, 2, . . . E = (N +
1
2 ) ℏω

2 (m +
1
2 ) + (n +

1
2 ) = N +

1
2

,

2m + n = N − 1,

N = 0 N ≥ 1

N 2m + n
N + 1

2

N 2m + n
N
2

⌈
N
2

⌉ ⌈⌉
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m

n

N is odd
N is even


