
2021 年理论力学 022392.06 期中试题

潘海俊老师
2021 年 11 月 21 日 2:30-4:30

有部分魔改
一

（1）对矢量 A⃗ = 1
2
B⃗× r⃗ 和 A⃗′ = (B2x3, B3x1, B3x2)，求证它们是 B⃗ 的

矢量势
（2）找出满足 A⃗′ = A⃗+∇ψ 的一个规范函数 ψ

二

对势函数
U(x) = D(e−2αx − 2e−αx)

D > 0, α > 0

（1）画出 U(x) 的示意图
（2）分别对具有总能量 E > 0, E = 0, E < 0 的质量为 m 的物块在此势

场的运动的情况讨论，求出速度场和相轨迹
（3）求在此势场中，在 x = 0 附近的质量 m 的物块微振动的周期

三

考虑泛函

I[x(t)] =

∫ 2

1

ẋ2

6t2
dt

并且 x(1) = 1，x(2) = 0

（1）求满足题意的驻值路径 x(t)

（2）求在此路径下 I[x] 的值
（3）该路径为最大路径还是最小路径？请证明

四

如图所示，在光滑的细杆上串着质量为 M 的物块，下面悬挂着光滑铰
链连接的长度分别为 l1 和 l2 的刚性细杆和质量分别为 m1 和 m2 的小球，
假设 M = 2m1 = 2m2 并且 l1 = l2 = l，利用 θ1, θ2（均为小量）：
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（1）写出系统的拉格朗日函数
（2）求简正频率和相对应的简正模
（3）当 θ1 = 0，令 θ2 = ϵ 偏移一个小角度，松手后求各物块的加速度
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图 1

五

如图所示，光滑滑轮连接了质量分别为 4m, 3m,m 的物体，从初始静
止后松手 4m 移动的相对位移为 x，m 的为 y

（1）写出整个系统的拉格朗日函数
（2）利用诺特定理，确定一个变换及其对应的运动常数

4m m

3m

图 2

六

两根刚杆用光滑铰链连结如图所示，上杆长 l1，质量为 m1，下杆长 l2，
质量为 m2，在下杆的下端施加不变的水平力 F

（1）试求平衡时两杆各自同竖直线的夹角 θ1 和 θ2

（2）利用拉格朗日乘数法求解刚杆与天花板的连结铰链对刚杆的力
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2022 年理论力学 022392.06 期末试题

潘海俊老师
2022 年 1 月 15 日 14:30-16:40

有部分魔改
一

一维谐振子的哈密顿量为

H(q, p) =
1

2
(p2 + ω2q2)

如果选第一类生成函数（母函数）

F1(q,Q) =
1

2
ωq2 cot(2πQ)

（1）写出与母函数 F1 对应的正则变换
（2）写出新的哈密顿量 K(Q,P )

（3）根据新哈密顿量求解 q(t) 和 p(t)

二

已知对某三维体系的粒子

H =
p⃗2

2m
+

1

2
kr⃗2

力学量
G =

∑
i,j∈{1,2,3}

1

2
Aijpipj +

1

2
Bijxixj + Cijxipj

是运动常数，并且 A,B 均为对称矩阵
（1）求 A,B,C 矩阵满足的条件
（2）G 可以看作多个独立的二次型守恒量的线性组合，求出独立守恒量

的个数

三

某单自由度体系的哈密顿量为

H =
p2

2
+

1

q
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设
q|t=0 = 1

p|t=0 = 0

（1）写出该系统的哈密顿方程
（2）试利用哈密顿雅可比方法求解 q(t)

四

对某在 x 轴上一维运动的质量为 m 的粒子，求出其哈密顿函数，哈密
顿矢量场，和画出其典型相轨道
（1）受力为 Fx = −kx3 (k > 0)

（2）受力为 Fx = kx (k > 0)

五

对某体系
q̇ = p ṗ = −2(q + p)

（1）判断 (q, p) 是否为哈密顿体系
（2）如果在变换

Q = qet P = (q + p)et

下，是否 (Q,P ) 为哈密顿体系
（3）假设在初始 t = 0 时，(Q,P ) 的相平面上布满了足够多的相点，在

时间 t = τ > 0 的演化下，求位于相曲线内部的相点构成的面积 S

（4）将 (Q,P ) 对应到 (q, p) 的相平面上，求 t = 0 和 t = τ > 0 演化下
位于相曲线内部的相点构成的面积 S0 和 Sτ

六

对某质量分布均匀为 m，长宽为 a，
√
2a 的薄板，可以沿着几何中心光

滑转动，初始时刻在 x1, x3 平面内与 x1 轴成 30◦ 的部位有初始角速度 Ω

（1）求薄板沿各个方向的主转动惯量
（2）求初始角动量同初始角速度的夹角
（3）求沿 x2 轴方向的角速度 ω2(t)

（4）当时间趋于无限时，薄板的角速度会趋于恒定值，求出此角速度
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