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5.1 贝叶斯统计决策

• 模型 model 是贝叶斯统计决策的核心. model 一般基于刻画现
实世界的科学理论, 其为一个随机模型, 具有可调节的参数, 可
以用来计算观测到特定结果的概率.(似然函数)

• 先验 prior 表示了没有看到数据前对参数分布的认识 (先验分
布)
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• 效用函数 utility function 或损失函数 loss function 用来评估
给定参数值后, 采取一个行动的后果. 效用和损失互为相反数.
商业领域常用效用, 因为要最大化利润. 科学领域则常用损失,
因为最小化误差是感兴趣所在. (损失函数)

• 贝叶斯统计决策综合了模型, 先验和损失. 先验和损失是主观
化的, 不同人可能使用不同的假设.
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统计决策理论

Wald 的统计决策理论为点估计, 区间估计和假设检验等各种问
题提供了一个统一的理论框架.
根据统计决策过程, 常把样本空间和样本分布族、行动空间和损

失函数 称为统计决策三要素.
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• 样本空间和样本分布族: 取值于样本空间 X 内的随机变量 X

及其分布族 {Fθ(x), θ ∈ Θ} 是构成统计决策问题的第一个要
素. 这里 Fθ(x) 是 X 的分布函数, θ 是未知参数, Θ 为参数空
间, X = (X1, · · · , Xn) 是总体 X 的简单样本.

• 行动空间: 决策者或统计工作者对某个统计决策问题可能采取
的行动所构成的非空集合, 被称为行动空间, 记为 A . 在估计问

题中, A 由一切估计量 δ(x) 构成, 常取 A = Θ. 在检验问题

中 A 只有两个行动组成, 即 A = {a0, a1}, 其中 a0 表示接受

原假设 H0, a1 表示拒绝 H0.

• 损失函数： 损失函数是定义于Θ×A 上的非负函数,记为 L(θ, a).

它表示参数为 θ 时采取行动 a ∈ A 所蒙受的损失. 常用的有
平方损失 L(θ, a) = (a− θ)2、绝对值损失 L(θ, a) = |θ − a| 和
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线性损失

L(θ, a) =

{
k1(θ − a) θ ≥ a

k2(a− θ) θ < a

� 例 4 LINEX 损失函数定义为

L(θ, a) = exp{c(a− θ)} − c(a− θ)− 1, c ∈ R

对 c > 0, 损失函数 L(θ, a) 关于 0 非常不对称, 高估的成本比
低估要高很多. 当 |a − θ| → ∞, 损失 L(θ, a) 在 a − θ > 0 时

指数增加, 在 a − θ < 0 时几乎线性增加; 对 c < 0, 线性-指数
增加现象刚好反过来. 而且当 |a− θ| 非常小时候, L(θ, a) 接近
c(a− θ)2/2.

• 统计决策问题就是研究如何根据样本 X 的值恰当地选取行动 a

使得引起的平均损失最小.
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5.2 风险函数和一致最优决策函数

风险函数

定义于样本空间 X 内而取值于行动空间 A 内的函数 δ =

δ(x) 称为决策函数或判决函数.
Definition

若 δ 是决策行动, 参数为 θ, 损失函数是 L(θ, δ), 这个量与样本 X
有关, 因而是随机的. 故采取行动 δ 的效果用平均损失去度量是相对

合理的. 这就引入如下风险函数的概念.
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频率风险函数

设 δ(x) 是一个决策函数, 称平均损失

R(θ, δ) = E[L(θ, δ(X))] =

∫
X

L(θ, δ(x))dF (x|θ)

=


∫

X
L(θ, δ(x))f(x|θ)dx, 当 X 为连续随机变量,∑

x∈X

L(θ, δ(x))f(x|θ), 当 X 为离散随机变量.

为 δ 的风险函数, 此处 F (x|θ) 是给定 θ 时 X 的分布函
数.

Definition
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三种不同决策函数的风险函数. 那个估计能够控制其他估计?
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一致最优决策函数

按照 Wald 的统计决策理论, 评价一个决策函数的唯一依据, 就
是其风险函数. 风险函数愈小愈好.

设 δ1(x) 和 δ2(x) 为 θ 的 两 个 不 同 的 决 策 函 数,
若 R(θ, δ1(x)) ≤ R(θ, δ2(x)), 对一切 θ ∈ Θ, 且至少存
在一个 θ0 ∈ Θ 使严格不等号成立, 则称 δ1(x) 优于 δ2(x).
若存在 δ∗(x), 使得对任一决策函数 δ(x) 有

R(θ, δ∗(x)) ≤ R(θ, δ(x)), 对一切 θ ∈ Θ,

则称 δ∗(x) 为一致最优解或一致最优决策函数.

Definition
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对决策函数 δ(x), 若不存在一致优于它的决策函数，则称
δ(x) 为可容许的决策函数.

Definition

由于要求一致最优性, 可容许的决策往往并不存在. 人们转而讨
论 minimax 决策和贝叶斯决策.

如果存在 δ0(x) 满足 R(θ, δ0(x)) = infδ supθ R(θ, δ), 则称
δ0(x) 为一 minimax 决策.

Definition
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5.2.1 贝叶斯风险和贝叶斯解

贝叶斯风险

设 R(θ, δ(x)) 为风险函数，π(θ) 为 θ 的先验分布，则称

Rπ(δ(x)) =
∫
Θ

R(θ, δ(x))dFπ(θ) = Eπ[R(θ, δ(X))]

=

∫
Θ

∫
X

L(θ, δ(x))dF (x|θ)dFπ(θ)

是 δ(x) 的贝叶斯风险, 即它是将风险函数对 θ 的先验分布
再求一次均值.

Definition
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贝叶斯解

设 δ1(x) 和 δ2(x) 为 θ 的两个决策函数，π(θ) 为 θ 的先
验分布，若 Rπ(δ1(x)) ≤ Rπ(δ2(x))，则称 δ1(x) 在贝叶斯风险
下优于 δ2(x). 若存在 δ∗(x), 使得对任一决策函数 δ(x) 有

Rπ(δ
∗(x)) ≤ Rπ(δ(x)),

则称 δ∗(x) 为所考虑的统计判决问题的贝叶斯解.

Definition
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贝叶斯后验风险

设 δ 是一个决策函数, 称平均损失

R(δ(x)|x) = Eθ|x[L(θ, δ(x))]

=

{ ∫
Θ
L(θ, δ(x))π(θ|x)dθ 当 θ 为连续型随机变量∑
i L(θi, δ(x))π(θi|x) 当 θ 为离散型随机变量

为决策函数 δ(x) 的后验风险.

Definition

若存在决策函数 δ∗(x), 使得

R(δ∗|x) = min
δ

R(δ(x)|x), 对 ∀ 判决函数 δ(x),

则称 δ∗(x) 为后验风险最小准则下的最优贝叶斯决策函数.
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后验风险与贝叶斯风险的关系
利用下列事实： f(x, θ) = f(x|θ)π(θ) = π(θ|x)m(x), 将贝叶斯

风险 Rπ(δ) 表达式改写如下：

Rπ(δ) = Eθ[R(θ, δ(x))] =
∫
Θ

R(θ, δ(x))π(θ)dθ

=

∫
Θ

[ ∫
X

L(θ, δ(x))f(x|θ)dx
]
π(θ)dθ

=

∫
X

[ ∫
Θ

L(θ, δ(x))π(θ|x)dθ
]
m(x)dx

=

∫
X

R(δ(x)|x)m(x)dx = EX[
R(δ(x)|x)

]
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可见贝叶斯风险有两种表达式

Rπ(δ(x))=Eθ[R(θ, δ(x))
]
= EX[

R(δ(x)|x)
]
,

即将风险函数 R(θ, δ(x)) 按 θ 的先验分布 π(θ) 求均值，或者将后验

风险按 X 的边缘分布 m(x) 求均值.

定理 1. 对任何样本 x, 若存在非随机化决策函数 δπ(x) ∈ D , 满足

R(δπ|x) = inf
δ∈D

R(δ(x)|x)

则 δπ 为先验分布 π(θ) 之下的贝叶斯解.

证明. 设 δ(x) 为任一非随机化决策函数. 由已知条件, 可知

R(δ(x)|x) =
∫
Θ

L(θ, δ(x))π(dθ|x)

>
∫
Θ

L (θ, δπ)π(dθ|x) = R (δπ(x)|x)
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对一切 x ∈ X 成立, 从而将上式两边按 X 的边际分布求积分, 可得
到

Rπ(δ(x)) =

∫
X

R(δ(x)|x)m(x)dx

>
∫

X

R (δπ(x)|x)m(x)dx = Rπ (δπ(x))

因此, 使贝叶斯风险达到最小的决策函数 δπ(x) 是贝叶斯解.

注 若 π(θ) 为广义先验分布，且 δπ(x) 是最小化后验贝叶斯风险
得的最优决策函数，则称 δπ(x) 为广义贝叶斯解. 当 θ 的先验为广义

先验分布, 定理的结果仍是对的. 此时后验风险最小准则下的决策函
数, 称为广义贝叶斯解.
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例 P158 例 5.4.4 (续例 3.1.1) 通过血液检验说明一个人是否患
有某种疾病, 化验结果为阳性 (以 X=1表示)或者为阴性 (以 X=0表
示). 令 θ1 表示有病，θ2 表示无病，记 P (X=x|θ) = p(x|θ), 则

p(1|θ1) = 0.8, p(0|θ1) = 0.2, p(1|θ2) = 0.1, p(0|θ2) = 0.9

设先验信息为 π(θ1) = 0.05, π(θ2) = 0.95, 此即该地区患病和不患病

的比例. 知道化验结果后可能的决策行为是 a1, a2 和 a3, 其中 a1 表

示”治疗”, a2 表示”不治疗”, a3 表示”继续观察”, 损失函数 L(θ, a)

如下表：

θ

a
a1 a2 a3

θ1 0 10 6
θ2 4 0 2

求决策函数的后验风险和最优决策函数.
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• 由例 3.1.1 可知参数 θ (只取 θ1 和 θ2 两个值) 的后验分布如
下:

π(θ1|x = 0) = 0.012, π(θ2|x = 0) = 0.988,

π(θ1|x = 1) = 0.296, π(θ2|x = 1) = 0.704 .

• 故决策行为的后验风险分别为

R(a1|x = 0) = Eθ|x[L(a1, θ)
]

= L(a1, θ1)× π(θ1|x = 0) + L(a1, θ2)× π(θ2|x = 0)

= 0× 0.012 + 4× 0.988 = 3.952;

• 类似地有

R(a2|x = 0) = 10× 0.012 + 0× 0.988 = 0.12;

R(a3|x = 0) = 6× 0.012 + 2× 0.988 = 2.048;
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因此按后验风险最小原则，当 x = 0时取最优决策函数为 δ∗(0) =

a2.

• 同理, 当 x = 1 时可算得

R(a1|x = 1) = 0× 0.296 + 4× 0.704 = 2.816,

R(a2|x = 1) = 10× 0.296 + 0× 0.704 = 2.96,

R(a3|x = 1) = 6× 0.296 + 2× 0.704 = 3.184 .

按后验风险最小原则，当 x = 1 最优决策函数为 δ∗(1)=a1.

• 因此，最优决策函数为 δ∗(x) =

{
a2 当 x = 0,

a1 当 x = 1

Previous Next First Last Back Forward 21



5.3 一般损失函数下的贝叶斯解

5.3.1 平方损失下的贝叶斯估计

定理 2. 在平方损失 L(θ, a) = (a − θ)2 下, θ 的贝叶斯估计为后验
期望值, 即

θ̂B(x) = E(θ|x).
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↑Example
例 5.3.1;P147 设 X ∼ N(θ, σ2), 其中 σ2 已知. θ 的先验分布

是 N(µ, τ2), µ 和 τ2 已知，求平方损失下 θ 的贝叶斯估计.
↓Example
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↑Example
例 5.3.2;P148 设 X = (X1, · · · , Xn) 是从泊松分布 P (θ) 中抽

取的简单样本. 取 θ 的先验分布为 Γ(α, λ), 即

π(θ) =
λα

Γ(α)
θα−1 exp{−λθ}I(0,∞)(θ),

其中 λ > 0 已知, 求平方损失下 θ 的贝叶斯估计.
↓Example
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5.3.2 加权平方损失下的贝叶斯估计

定理 3. 在加权平方损失 L(θ, a) = w(θ)(θ− a)2 下, θ 的贝叶斯估计
为

θ̂B =
E(θw(θ)|x)
E(w(θ)|x) ,

其中 w(θ) 为参数空间上的正值函数.
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↑Example
例 5.3.3;P149 设 X = (X1, · · · , Xn) 是从下列指数分布中抽取

的简单样本,
f(x|θ) = θ−1 exp{−x/θ}I(0,∞)(x),

此处 θ > 0. 设 θ 的先验分布服从逆伽玛分布 Γ−1(α, λ), 即先验密度

是

π(θ) =
λα

Γ(α)
θ−(α+1) exp{−λ/θ}I(0,∞)(θ).

求 θ 在加权平方损失 L(θ, δ) = (θ − δ)2/θ2 下的贝叶斯估计.
↓Example
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5.3.3 绝对损失下的贝叶斯估计

绝对值损失下的贝叶斯解

定理 4. 在绝对损失 L(δ, a) = |θ − a| 下，θ 的贝叶斯估计为后验中
位数.
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↑Example
例 5.3.4;P151 设 X = (X1, · · · , Xn) 是从均匀分布 U(0, θ) 中

抽取的简单样本, θ 的先验分布是 Pareto 分布, 其密度函数为

H(θ) = 1−
(
θ0/θ

)α
, π(θ) =

αθ0
α

θα+1
, θ > θ0,

求 θ 的在绝对值损失下的贝叶斯估计.
↓Example
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注 5.3.1 当后验分布是单峰对称时, 后验均值也是后验中位数,
二者相同. 如在例 5.3.5 儿童智商测验的例子中, 后验分布仍为正态，
后验均值也是后验中位数，故绝对值损失下的贝叶斯解也为 E(θ|x) =
110.39.
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5.3.4 线性损失函数下的贝叶斯估计

定理 5. 在线性损失函数

L(θ, a) =

{
k0(θ − a) 当 θ − a ≥ 0

k1(a− θ) 当 θ − a < 0

下，后验风险最小准则下的贝叶斯估计为后验分布的 k0
k0+k1

分位数.
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↑Example
例 5.3.6;P153 (续例 4.2.1) 在估计那个儿童智商 IQ 时，若认

为低估比高估的损失高两倍，则使用线性损失是合理的. 其损失函数
为

L(θ, a) =

{
2(θ − a) 当 θ − a ≥ 0

(a− θ) 当 θ − a < 0

求儿童智商 θ 的贝叶斯估计.
↓Example
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5.4 假设检验和有限行动问题
• 在估计问题中，一般有无穷多个行动可供选择. 然而有不少统
计决策问题只能在有限个行动中选择. 最重要的有限行动问题
是假设检验.

• 对这类问题使用贝叶斯统计决策方法是很容易解决的. 例如行
动空间有 r 个行动组成，即行动空间 D = {a1, · · · , ar}. 设在
采取行动 ai 下的损失为 L(θ, ai), i = 1, · · · , r, 则贝叶斯决策
就是选择使后验风险 R(ai|x) = Eθ|x[L(θ, ai)] 达到最小的那

个行动.

• 以下我们将分别讨论两行动 (假设检验) 问题和多行动 (分类)
问题.
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5.4.1 假设检验问题

检验问题： 0− 1 损失情形

• 设有如下的两个假设

H0 : θ ∈ Θ0 ←→ H1 : θ ∈ Θ1, 且 Θ0 ∪Θ1 = Θ.

决策行动有两个: ai (i = 0, 1) 表示接受 Hi 的行动.

• 若为 0-1 损失

L(θ, ai) =

{
0, 若 θ ∈ Θi ,

1, 若 θ /∈ Θi ,
i = 0, 1.

• 其后验风险为

R(a0|x) = Eθ|x
[
L(θ, a0)

]
= P (Θ1|x),

R(a1|x) = Eθ|x
[
L(θ, a1)

]
= P (Θ0|x).
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• 按后验风险最小准则, 若

P (Θ1|x) ≥ P (Θ0|x) 时否定 H0, 接受 H1.

因此, 贝叶斯决策就是接受具有较大后验概率的假设. 这与贝
叶斯统计推断中的结论是一致的.
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↑Example
例 5.4.1 (续例 4.2.1) 在儿童智商问题的例子中,设测验结果X ∼

N(θ, 100), 其中 θ 为这个孩子测验中的智商 IQ 真值, θ 的先验分布

为 N(100, 225). 该儿童测验得分 x = 115. 取损失函数为 0− 1 损失,
求下列检验问题:

H0 : θ ≤ 105↔ H1 : θ > 105.

↓Example
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检验问题： 0− ki 损失情形

• 若为 0− ki 损失

L(θ, ai) =

{
0, 若 θ ∈ Θi ;

ki, 若 θ /∈ Θi ;
i = 0, 1.

• 此时后验风险分别为

R(a0|x) = Eθ|x
[
L(θ, a0)

]
= k0P (Θ1|x),

R(a1|x) = Eθ|x
[
L(θ, a1)

]
= k1P (Θ0|x).

• 按后验风险最小准则, 若

P (Θ1|x) >
k1

k0 + k1
时否定 H0, 否则接受 H0.
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↑Example
例 5.4.2;P155 设 X ∼ N(θ, σ2), 此处 σ2 已知. θ 的先验分布

为 N(µ, τ2), 损失函数为 ”0− ki” 损失. 令 X1, · · · , Xn 为从总体 X

中抽取的简单样本. 求检验问题：

H0 : θ ≥ θ0 ←→ H1 : θ < θ0.

↓Example
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5.4.2 多行动问题

• 很多决策问题可能采取的行动多于两个. 例如在假设检验问题
中常常存在两者皆可的区域. 即除了 θ ∈ Θ0 及 θ ∈ Θ1 分别采

取行动 a0 和 a1 之外, 还存在第三个行动 a2, 它表示当

θ ∈ Θ2 时采取两者皆可的行动. 例如, 若要求检验两种药物的
治愈率, 合理方法是检验下列三个假设:

H0 : θ1 − θ2 < −ε, H1 : θ1 − θ2 > ε, H2 : |θ1 − θ2| 6 ε,

其中 ε > 0 选择使得当 |θ1 − θ2| 6 ε 时两种药物被认为等效.

• 即使在经典的假设检验中，也有三个行动可供选择: a0 表示接

受 H0, a1 表示拒绝 H0, 而 a2 表示接受 H0 或 H1 都无足够

的证据. 经典方法是通过犯错误概率来做选择. 下面将利用贝
叶斯统计决策方法来研究, 采用后验风险最小的原则.

• 常见的有限行动问题的另一个类型是分类问题. 获得观测值后,
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将未知参数分到几个可能的区域中去，这与前面的多行动检验

类似, 采用的准则仍是后验风险最小的原则.
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例 5.4.3;P157 (续例 5.3.6) 在儿童智商 IQ 测试问题的例子中,
对那个孩子的智商作出如下三个假设:

H1 : θ < 90, H2 : 90 ≤ θ ≤ 110, H3 : θ > 110.

设有三个行动: ai (i = 1, 2, 3) 表示接受 Hi, 取下列损失函数:

L(θ, a) θ < 90 90 ≤ θ ≤ 110 θ > 110

a1 0 θ − 90 2(θ − 90)

a2 90− θ 0 θ − 110

a3 2(110− θ) 110− θ 0

已知后验分布 π(θ|x) 是 N(110.38, 8.322), 求多重检验问题的贝叶斯

解.
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5.4.3 统计决策中的区间估计问题

• 区间估计问题也可以用统计决策的方法去考虑. 为简单计,设 C(x) =
(d1(x), d2(x)) 为 θ 的一个区间估计.

• 损失函数的一种取法为

L(θ, C(x)) = m1[d2(x)− d1(x)] +m2[1− IC(x)(θ)],

此处 m1 > 0, m2 > 0 为给定常数. 显见，第一部分表示区间
长度引起的损失, 第二部分表示当 θ 不属于 C(x) 引起的损失.

• 按后验风险最小的原则, 应使区间估计的后验风险

R(C(x)|x) = Eθ|x[L(θ, C(x))]

= m1(d2(x)− d1(x)) +m2Pθ|x(θ /∈ C(x))

越小越好. 但是要找出最优解, 并非易事. 优化问题能够得以解
决的不多.
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