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本讲目的

应用贝叶斯方法的一个问题就是积分计算问题. 对似然函数 L(θ|x)
和先验分布 π(θ), 为了得到后验分布, 需要计算边际分布

m(x) =
∫

L(θ|x)π(θ)dθ

在预测问题中, 我们也要计算预测分布

f(y|x) =
∫

f(y|θ)π(θ|x)dθ

本讲我们介绍什么情况下这些积分是可以分析解决的. 对一般的
情形我们将在贝叶斯大样本和 MCMC 计算内容中叙述其逼近或数值
计算方法.
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1.1 抛硬币问题与 Beta 先验

↑Example
假设抛一枚硬币, 其正面朝上的概率为 θ = P (H). 则不论抽样机

制是二项, 负二项还是几何, 似然函数总是有形式

L(θ|x) ∝ θh(1− θ)t

其中 h, t 分别为观察到的正面和反面次数, 使用贝叶斯方法对 θ 进行

推断.
↓Example

解: 如果我们假设 θ 的先验分布为 Beta(α, β), 则可以得到后验
分布

p(θ|x) ∝ θh(1− θ)t
1

B(α, β)
θα−1(1− θ)β−1

∝ θα+h−1(1− θ)β+t−1

即 θ|x ∼ B(α+ h, β + t)
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因此, 使用 Beta 先验保证了后验分布仍然为 Beta 分布. 此时,
我们说 Beta 先验分布族是共轭 (conjugate) 于二项 (负二项, 几何)
似然分布族.

� Beta 参数的解释:
后验分布为 Beta(α+ h, β + t), 因此先验分布中的参数 α(β) 和

试验中观测到正面 (反面) 次数一样具有相同的角色. 先验分布所包
含的信息可以视为等同于一个出现 α 次正面和 β 次反面的试验所包

含的信息.
进一步, 后验均值为 (α+ h)/(α+ β + h+ t), 其可以表示为混合

形式

E[θ|x] = w
α

α+ β
+ (1− w)

h

h+ t

= wE[θ] + (1− w)θ̂

其中 w = α+β
α+β+h+t

为权重.
当 α, β → 0 时候, 这种情况可以视为不抛硬币的信息. 此时, 后

Previous Next First Last Back Forward 4



验分布趋于 Beta(h, t), 而后验均值 E[θ|x] → θ̂, 经典的 MLE 估计.
此时先验分布的极限形式为

p(θ) ∝ 1

θ(1− θ)

这是一个非正常先验.
� 预测问题: 考虑下面四种抽样机制

• Bernoulli 试验

• 二项试验

• 几何试验

• 负二项试验
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Bernoulli 试验
假设 X|θ ∼ Binom(1, θ), θ ∼ Beta(α, β), 则
(1) X ∼ Binom(1, α/(α+ β);
(2) 如果 x = (X1, . . . , Xn) 为来自 X 的简单样本, 则

θ|x ∼ Beta(α+
n∑

i=1

xi, β + n−
n∑

i=1

xi)

证明. (1) 由于

m(X = 1) =

∫ 1

0

P (X = 1|θ)p(θ)dθ = E[θ] =
α

α+ β

(2) 由

π(θ|x) ∝
n∏

i=1

θxi(1−θ)1−xiθα(1−θ)β ∝ θα+
∑n

i=1 xi(1−θ)β+n−
∑n

i=1 xi
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Binomial 试验

假设 X|θ ∼ Binom(m, θ), θ ∼ Beta(α, β), 则
(1) m(x) = P (X = x) =

(
m
x

)B(α+x,β+m−x)
B(α,β)

, x = 0, 1, . . . ,m;
(2) 如果 x = (X1, . . . , Xn) 为来自 X 的简单样本, 则

θ|x ∼ Beta(α+
n∑

i=1

xi, β +mn−
n∑

i=1

xi)

证明. (1) 对 x = 0, . . . ,m 有

m(x) =

∫ 1

0

f(x|θ)π(θ)dθ

=

∫ 1

0

(
m

x

)
θx(1− θ)m−x 1

B(α, β)
θα−1(1− θ)β−1dθ

=

(
m

x

)
1

B(α, β)

∫ 1

0

θα+x−1(1− θ)β+m−x−1dθ
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=

(
m

x

)
B(α+ x, β +m− x)

B(α, β)

(2) 由

π(θ|x) ∝
n∏

i=1

θxi(1−θ)m−xiθα−1(1−θ)β−1 ∝ θα+
∑n

i=1 xi−1(1−θ)β+nm−
∑n

i=1 xi−1
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几何试验

假设 X|θ ∼ Ge(θ), θ ∼ Beta(α, β), 则
(1) m(x) = B(α+1,β+x)

B(α,β)
, x = 0, 1, 2, . . .;

(2) 如果 x = (X1, . . . , Xn) 为来自 X 的简单样本, 则

θ|x ∼ Beta(α+ n, β +
n∑

i=1

xi)
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负二项试验

假设 X|θ ∼ NBinom(r, θ), θ ∼ Beta(α, β), 则
(1) m(x) =

(
x+r−1

x

)B(α+r,β+x)
B(α,β)

, x = 0, 1, 2, . . .;
(2) 如果 x = (X1, . . . , Xn) 为来自 X 的简单样本, 则

θ|x ∼ Beta(α+ rn, β +
n∑

i=1

xi)
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1.2 共轭先验

共轭先验的想法和正式定义来自于 Raiffa and Schlaifer(1961).

设 F = {f(x|θ), θ ∈ Θ} 为样本分布族, P = {π(θ) :

θ ∈ Θ} 为 θ 的先验分布族, 称 P 共轭于 F, 如果对任意
的 f(·|θ) ∈ F , π(·) ∈ P, 都有 π(θ|x) ∈ P.

Definition
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1.2.1 The exponential-gamma system
假设 X|θ ∼ E(θ), 为指数分布, 我们假设 gamma 先验 θ ∼

G(α, β), 即

p(θ) =
βα

Γ(α)
θα−1e−βθ for θ > 0

给定样本 x, 后验分布为

p(θ|x) ∝ p(θ)l(θ|x)

∝ βα

Γ(α)
θα−1e−βθ

n∏
i=1

θe−θxi

∝ θα+n−1e−(β+nx̄)θ

即后验分布仍为 gamma 分布 θ|x ∼ G(α+ n, β + nx̄), 因此 gamma
先验与指数分布共轭.
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� 解释与极限结果

• 先验分布所表示的信息可以解释为等价于一个样本大小为 α,
样本均值为 β/α 所包含的信息

• 令 α, β → 0, 则后验分布趋于 G(n, nx̄), 因此, 后验均值趋于
1/x̄, 即为此试验下的 MLE. 但此时先验分布的极限为

f(θ) ∝ 1

θ

这是一个非正常先验.
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单参指数分布族

指数分布是指数分布族中最简单的例子. 指数族分布与共轭先验
分布的存在性高度相关.

称概率密度 f(x|θ), θ ∈ R 属于指数族, 如果它有形式

f(x|θ) = C(θ)h(x) exp(ϕ(θ)s(x))

其中 C(·), h(·), ϕ(·), s(·) 为确定函数. 如果 X 的支撑和 θ

无关, 则称该分布族是正则的 (regular), 否则称为而非正
则的 (irregular).

Definition

指数族包括:
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• 二项分布

f(x|θ) =

(
m

x

)
θx(1− θ)m−x for x = 0, 1, . . . ,m

= (1− |θ)m
(
m

x

)
exp

(
x log θ

1− θ

)

• Poisson 分布

f(x|θ) = θxe−θ

x!
= e−θ 1

x!
exp(x log θ) for x = 0, 1, 2, . . .

• 均匀分布

f(x|θ) = 1

θ
for 0 < x < θ

这是一个非正则指数族分布.
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不属于指数族的分布包括

• Cauchy 分布

f(x|θ) = 1

π (1 + (x− θ)2)
for −∞ < x < ∞

• 学生 t 分布, F 分布, logistic 分布均不属于指数族分布.
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定理 1. 设X|θ为单参,正则指数族分布,则给定样本 x = (x1, . . . , xn) ,

θ 的一个充分统计量为 t(x) =
∑n

i=1 s (xi).

证明. 似然函数为

l(θ|x) =
n∏

i=1

C(θ)h (xi) exp (ϕ(θ)s (xi))

=

(
n∏

i=1

h (xi)

)
C(θ)n exp(ϕ(θ)t(x))

= h(x)g(t, θ)

其中 h(x) = (
∏n

i=1 h (xi)), g(t, θ) = C(θ)n exp(ϕ(θ)t(x)), 因此得
证.
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指数族分布的共轭先验

定理 2. 先验分布 π(θ) ∝ C(θ)a exp(ϕ(θ)b) 为指数族分布似然的共
轭分布.

证明. 对样本量为 n 的一组样本, 指数族分布的似然函数为

l(θ|x) ∝ C(θ)n exp(ϕ(θ)t(x))

给定定理中的先验分布 π(θ), 则后验分布有形式

π(θ|x) ∝ C(θ)a
⋆

exp (ϕ(θ)b⋆)

其中 a⋆ = a+ n, b⋆ = b+ t(x) for j = 1, . . . , n.
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1.2.2 The Poisson-gamma system
假设 X|θ ∼ Pois(θ). 则我们有指数族形式

f(x|θ) = e−θ 1

x!
exp(x log θ)

由前述定理知 θ 的共轭先验分布有形式

π(θ) ∝
(
e−θ
)a

exp(b log θ)

对某些常数 a, b. 显然 π(θ) ∝ θbe−aθ 为 gamma 密度的形式, θ ∼
G(α, β), 其中 α = b+ 1, β = a. 所以 gamma 先验是共轭于 Poisson
分布.
假设我们看到来自 Poisson 分布的一组大小为 n 的样本, 先验分
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布取为 θ ∼ G(α, β), 则后验分布为

π(θ|x) ∝ βα

Γ(α)
θα−1e−βθ

n∏
i=1

θxie−θ

xi!

∝ θα+nx̄−1e−(β+n)θ

θ|x ∼ G(α+ nx̄, β + n)

另外一种方法就是利用上述定理, 充分统计量为 t(x) =
∑n

i=1 xi,
因此我们立刻就有

θ|x ∼ G( α︸︷︷︸
b+1

+t(x), β︸︷︷︸
a

+n) ∼ G(α+ nx̄, β + n)
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1.2.3 The uniform-Pareto system
前面已经指出, 均匀分布是一个非正则指数族分布, 但是我们也

可以定义其共轭先验分布.

• 设 X ∼ U(0, θ). 则给定一组大小为 n 的样本, 似然函数为
l(θ|x) = 1

θn
I(0 < x(n) < θ), 其中 x(n) 为样本最大值. 考

虑 Pareto 先验分布, θ ∼ PA(α, β), 其密度函数为

π(θ) =
αβα

θα+1
, θ > β > 0

均值为 E[θ] = αβ/(α− 1)

• 可以验证后验分布为

θ|x ∼ PA (α⋆, β⋆)

其中 α⋆ = α+ n, β⋆ = max
{
β, x(n)

}
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性质及极限结果

• 后验均值为

E[θ|x] = (α+ n)max {β, xmax}
α+ n− 1

其不能表示为先验均值和 MLE 的加权平均.

• 我们可以将先验信息解释为等价于样本量 α, 最大值等于 β 的

样本所含信息.

• 令 α, β → 0 时候, 后验分布趋于 PA
(
n, x(n)

)
. 此时

E[θ|x] = nx(n)

n− 1
> x(n) = θ̂

这相应于一个非正常极限先验 π(θ) ∝ 1/θ

• 此时不存在先验分布 (除了退化于 x(n) 的分布外) 使得后验分
布的均值等于 MLE.
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多参指数族

称概率密度 f(x|θ), θ ∈ Rk 属于 k 参指数族, 如果其有形
式

f(x|θ) = C(θ)h(x) exp
(

k∑
j=1

ϕj(θ)sj(x)
)

其中 C(·), h(·), ϕ(·), s(·). 为确定函数. 如果 X 的支撑与 θ

无关, 则称该分布族为正则的, 否则称为非正则的.

Definition

多参指数族分布包括

• 多项分布 f(x|θ) = m!∏k
j=1 xj !

∏k
j=1 θ

xj

j 其中 xj ∈ {0, 1, . . . ,m}, j =
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1, . . . , k,
∑k

j=1 xj = m,
∑k

j=1 θj = 1. 我们将其重新表示为

f(x|θ) = m!∏k
j=1 xj !

exp
(

k∑
j=1

xj log (θj)
)

=
m!∏k

j=1 xj !
exp

((
m−

k−1∑
j=1

xj

)
log θk +

k−1∑
j=1

xj log (θj)
)

=
m!∏k

j=1 xj !
θmk exp

(
k−1∑
j=1

xj log (θj/θk)
)

因此多项分布为正则的, k − 1 维指数族分布
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我们可以将前面的定理 1 推广到多维场合:

定理 3. 设 X|θ 为一个 k 参正则指数族分布, 则给定样本 x =

(x1, . . . ,xn) , θ的充分统计量为 t(x) = (
∑n

i=1 s1 (xi) , . . . ,
∑n

i=1 sk (xi))

定理 4. 先验分布 π(θ) ∝ C(θ)a exp
(∑k

j=1 ϕj(θ)bj
)
为 k 维指数族

分布似然的共轭先验.
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1.2.4 The multinomial-Dirichlet system
假设 X|θ ∼ MB(m, θ) 为 k 维多项分布. 则我们可以将其表示

为

f(x|θ) = m!∏k
j=1 xj !

θmk exp
(

k−1∑
j=1

xj log (θj/θk)
)

因此共轭先验为

f(θ) ∝ (θmk )a exp
(

k−1∑
j=1

bj log (θj/θk)
)
对任意a, b1, . . . , bk−1

∝
k−1∏
j=1

θ
bj
j θ

a−
∑k−1

j=1 bj

k ∝
k∏

j=1

θ
αj−1

j

其中 αj = bj + 1 for j = 1, . . . , k − 1 , αk = a−
∑k

j=1 bj + 1
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Dirichlet 分布

一个随机变量, θ = (θ1, . . . , θk) 称为服从 Dirichlet 分布,
θ ∼ D (α1, . . . , αk), 如果

p(θ) =
Γ
(∑k

j=1 αj

)
∏k

j=1 Γ (αj)

k∏
j=1

θ
αj−1

j

其中 0 < θj < 1,
∑k

j=1 θj = 1.

Definition

Dirichlet 分布可以视为是 beta 分布的推广. 特别, 任何 θj 的边

际分布是 beta, 即 θj ∼ Beta (αj , α0 − αj) , 其中 α0 =
∑k

j=1 αj .

容易计算得到 E [θj ] =
αj

α0
, V ar [θj ] =

αj(α0−αj)
α2
0(α0+1)

, Cov [θi, θj ] =

− αiαj

α2
0(α0+1)
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↑Example
设 X|θ ∼ MN(m, θ) and θ ∼ D (α1, . . . , αk) . ↓Example

可以得到

• 边际分布为

P (X = x) =
m!Γ (α0)

Γ (m+ α0)

k∏
j=1

Γ (xj + αj)

xj !Γ (αj)
for xj ≥ 0,

k∑
j=1

xj = m

其中 α0 =
∑k

j=1 αj . 且容易计算得到

E [Xj ] = m
αj

α0
,

V ar [Xj ] = m (α0 +m)
αj (α0 − αj)

α2
0 (α0 + 1)

Cov [Xi, Xj ] = −m (α0 +m)
αiαj

α2
0 (α0 + 1)
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• 给定一组样本, x = (x1, . . . ,xn), xj = (x1j , . . . , xkj), 则

θ|x ∼ D

(
α1 +

n∑
j=1

x1j , . . . , αk +
n∑

j=1

xkj

)
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自然多参指数族

对多参指数族

f(x|θ) = C(θ)h(x) exp
(

k∑
j=1

ϕj(θ)sj(x)
)

令 Yj = sj(x), 以及 ϕj = ϕj(θ), 则密度 y|ϕ 为指数族的自然形式.

密度

f(y|ϕ) = D(y) exp
(

k∑
j=1

ϕjyj − e(ϕ)

)

称为指数族分布的自然形式.

Definition
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共轭分析
显然 ϕ 的共轭先验有形式

π(ϕ) ∝ exp
(

k∑
j=1

bjϕj − ae(ϕ)

)
∝ exp

(
k∑

j=1

aBjϕj − ae(ϕ)

)

∝ exp
(
aBTϕ− ae(ϕ)

)
其中 Bj =

bj
a

, j = 1, . . . , k.我们称此形式为 ϕ的典则先验 (canonical
prior). 如果给定一组大小为 n 的样本, 则后验分布为

π(ϕ|y) ∝ exp
(

k∑
j=1

aBj + nȳ·j
a+ n

ϕj − e(ϕ)

)

∝ exp
(
aB + nȳT

a+ n
ϕ− e(ϕ)

)
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我们有下述结论

• E[∇e(ϕ)|y] = aB+nȳ
a+n

, 其中 [∇e(ϕ)]j = ∂
∂ϕj

e(ϕ)

证明. 由共轭性, 只需对先验分布证明 E[∇e(ϕ)] = B. 但是,

a(B − E[∇e(ϕ)]) =

∫
a(B −∇e(ϕ))π(ϕ)dϕ =

∫
∇π(ϕ)dϕ = 0

Previous Next First Last Back Forward 32



一些例子
� Poisson-Gamma 场合 设 X|θ ∼ Pois(θ). 将其分布律重新表

示为

f(x|θ) = e−θ 1

x!
exp(x log θ) = 1

x!
exp(x log θ−θ) =

1

x!
exp

(
xϕ− eϕ

)
其中 θ = eϕ. 我们已经知道 gamma 先验分布 θ ∼ G(α, β) 是共轭的.
因此,

π(θ) ∝ θα−1e−βθ ⇒

π(ϕ) ∝ exp
(
β
α

β
ϕ− βeϕ

)
此时 ∇eϕ = d

dϕ
eϕ = eϕ = θ. 从而有 E[θ|x] = β

β+n
α
β
+ n

α+n
x̄, 为

先验均值和 MLE 的加权.
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� Bernoulli-Beta 场合 考虑 Bernoulli 试验 f(x|θ) = θx(1 −
θ)1−x for x = 0, 1. 我们有

f(x|θ) = (1− θ)

(
θ

1− θ

)x

= exp
(
x log θ

1− θ
− log 1

1− θ

)
= exp

(
xϕ− log

(
1 + eϕ

))
其中 ϕ = log θ

1−θ
. 因此 ϕ 的典则形式先验分布为

π(ϕ) ∝ exp
(
aBϕ− a log

(
1 + eϕ

))
∝ exp(aBϕ− alog(1 + eϕ))
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使用密度变换有

π(θ) ∝ (1− θ)a
(

θ

1− θ

)aB
1

θ(1− θ)

∝ θaB−1(1− θ)a(1−B)−1

即为 beta 分布, B(α, β), 参数 α = aB, β = a(1−B).
此时 ∇ log

(
1 + eϕ

)
= eϕ

1+eϕ
= θ. 因此给定 n 个 Bernoulli 试验,

我们有

E[θ|x] = aB + nx̄

a+ n
= w

α

α+ β
+ (1− w)x̄

其中 w = α+β
α+β+n

.
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1.3 共轭先验的混合
假设一个共轭先验 π(·) ∈ P 不能很好的表达我们的先验信仰, 那

么可以考虑混合共轭先验分布

k∑
i=1

wiπi(θ)

其中 πi(·) ∈ P, 0 < wi < 1, 满足
∑k

i=1 wi = 1.

• Dalal and Hall ( 1983) 证明了一个指数族的任意先验密度可以
通过共轭先验分布的混合来任意近的逼近.

• 容易验证, 混合共轭先验分布下的后验分布也是共轭密度的混
合.
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证明. 由 Bayes 定理有

π(θ|x) ∝ f(x|θ)
k∑

i=1

wiπi(θ)

∝
k∑

i=1

wiπi(θ)f(x|θ)

∝
k∑

i=1

wi

(∫
πi(θ)f(x|θ)dθ

)
πi(θ)f(x|θ)∫
πi(θ)f(x|θ)dθ

∝
k∑

i=1

wi

(∫
πi(θ)f(x|θ)dθ

)
πi(θ|x)

其中 πi(·|x) ∈ P. 因为 πi(·)是共轭分布,因此 π(θ|x) =
∑k

i=1 w
⋆
i πi(θ|x),

其中 w⋆
i =

wi(
∫
πi(θ)f(x|θ)dθ)∑k

j=1 wj(
∫
πj(θ)f(x|θ)dθ)
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� 混合先验例子 假设抛掷硬币 12 次中正面出现了 9 次, 反面 3
次, 先验分布取为混合分布

θ ∼ 0.25B(1, 1) + 0.75B(5, 5)

则后验分布为

π(θ|x) ∝
(
0.25× 1 + 0.75× 1

B(5, 5)
θ5−1(1− θ)5−1

)
θ9(1− θ)3

∝ 0.25θ10−1(1− θ)4−1 + 0.75
1

B(5, 5)
θ14−1(1− θ)8−1

∝ B(10, 4)
1

B(10, 4)
θ10−1(1− θ)4−1

+ 3
B(14, 8)

B(5, 5)

1

B(14, 8)
θ14−1(1− θ)8−1

= w⋆ 1

B(10, 4)
θ10−1(1− θ)4−1 + (1− w⋆)

1

B(14, 8)
θ14−1(1− θ)8−1

其中 w⋆ = B(10,4)
B(10,4)+3B(14,8)/B(5,5)

= 0.2315. 因此, 后验分布为
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Beta(10, 4)和 Beta(14, 8)分布分别以权重 0.2315和 0.7685的混合.
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