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1.1 动态线性模型

一元动态线性模型 (DLM) 的一般形式为

Yt = Ftθt + νt, νt ∼ Nm (0, Vt) 测量向量
θt = Gtθt−1 + ωt, ωt ∼ Np (0,Wt) . 状态向量

其 中 νt 和 ωt 为 零 均 值 的 测 量 误 差 和 状 态 信 息
(innovations) 向量且相互独立, θ0 ∼ Np (m0, C0).

Definition

这类模型是线性状态空间(state space) 模型, 其中 xt = Ftθt 表

示信号, θt 为状态向量, Ft 为回归向量以及 Gt 为状态矩阵. 时间序
列常见的趋势和季节性特征都可以以这种形式进行建模.
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平稳的 AR(2) 模型

平稳 AR(2) 模型可以表示为

yt = ϕ1yt−1 + ϕ2yt−2 + ϵt ϵt ∼ NID
(
0, τ2) .

定义状态向量 θt = (yt, yt−1)
′ 因此转移方程为

θt =

(
yt

yt−1

)
=

(
ϕ1 ϕ2

1 0

)(
yt−1

yt−2

)
+

(
ϵt

0

)

以及测量方程为

yt = (1, 0)θt + vt.
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按序推断例子

• 一个慢变水平模型为

yt = θt + νt

θt = θt−1 + ωt

观测点绕着均值根据随机游走进行波动. 如果记Dt−1 = {y1, y2, . . . , yt−1}
为在时间 t−1时刻时候的累积信息,假设 θt−1|Dt−1 ∼ N (mt−1, Ct−1),
以及误差 νt ∼ N (0, Vt), ωt ∼ N (0,Wt)和 θ0 ∼ Np (m0, C0),
则我们有

1. θt 的先验分布为

θt|Dt−1 ∼ N (mt−1, Rt) 其中

Rt = Ct−1 +Wt
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2. yt 的一步预测分布为

yt|Dt−1 ∼ N (mt−1, Qt)

Qt = Rt + Vt

3. θt 给定 Dt = {Dt−1, yt} 的后验分布为

θt|Dt ∼ N (mt, Ct) 其中

mt = mt−1 +Atet

At = Rt/Qt

et = yt −mt−1

Ct = Rt −A2
tQt
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• 动态线性回归模型
yt = Ftθt + νt

θt = θt−1 + ωt

如果误差项, νt 和 ωt 服从正态分布, e.g. νt ∼ N (0, Vt) , ωt ∼
N (0,Wt) 和 θ0 ∼ Np (m0, C0), 则进行贝叶斯统计分析是直接
的.

1. θt 的先验分布为

θt|Dt−1 ∼ N (mt−1,Rt)

Rt = Ct−1 + Wt

2. yt 的一步预测分布为

yt|Dt−1 ∼ N (ft, Qt)其中

ft = Ftmt−1

Qt = FtRtF′
t + Vt
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3. θt, yt 的联合分布为(
θt

yt

)∣∣∣Dt−1 ∼ N

((
mt−1

Ftmt−1

)
,

(
Rt RtF′

t

FtRt Qt

))

4. θt 给定 Dt = {Dt−1, yt} 的后验分布为

θt|Dt ∼ N (mt,Ct)其中

mt = mt−1 + Atet

Ct = Rt − AtQtAT
t

At = RtF′
tQ

−1
t

et = yt − ft
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DLM 的一般定理

定理 1. (filtering recursions)
(1)状态的一步向前预报密度可以基于过滤密度 p (θt−1|Dt−1)由

下式给出

p (θt|Dt−1) =

∫
p (θt|θt−1) p (θt−1|Dt−1)dν (θt−1)

(2) 观测的一步向前预报密度可以基于状态的预测密度给出

f (yt|Dt−1) =

∫
f (yt|θt) p (θt|Dt−1)dν (θt)

(3) 过滤密度可以基于前述密度给出为

p (θt|Dt) =
f (yt|θt) p (θt|Dt−1)

f (yt|Dt−1)
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证明. (1) 注意到 θt ⊥ Dt−1|θt−1, 因此

p (θt|Dt−1) =

∫
p (θt−1, θt|Dt−1)dν (θt−1)

=

∫
p (θt|θt−1,Dt−1) p (θt−1|Dt−1)dν (θt−1)

=

∫
p (θt|θt−1) p (θt−1|Dt−1)dν (θt−1)

(2) 由条件独立性 Yt ⊥ Dt−1|θt, 我们有

f (yt|Dt−1) =

∫
f (yt, θt|Dt−1)dν (θt)

=

∫
f (yt|θt,Dt−1) p (θt|Dt−1)dν (θt)

=

∫
f (yt|θt) p (θt|Dt−1)dν (θt)
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(3) 利用贝叶斯公式和条件独立性 Yt ⊥ Dt−1|θt 有

p (θt|Dt) =
f (yt|θt,Dt−1) p (θt|Dt−1)

f (yt|Dt−1)
=

f (yt|θt) p (θt|Dt−1)

f (yt|Dt−1)

上述结果可以用来递归计算 k 步向前预报密度 (k ≥ 1):

p (θt+k|Dt) =

∫
p (θt+k|θt+k−1) p (θt+k−1|Dt)dν (θt+k−1)

和

f (yt+k|Dt) =

∫
f (yt+k|θt+k) p (θt+k|Dt)dν (θt+k)
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1.2 Kalman filter
• 卡尔曼滤波 (Kalman filter)是一种均方误差意义下最优线性状
态估计方法. 应用范围非常广泛

– 在空中交通管制系统中使用雷达角度和范围的测量值来
确定飞机接近机场的三维位置和速度

– 使用电池单元的外部电气和热条件的测量值确定混合动
力电动汽车电池组的内部“充电状态”和“健康状态”

– 使用对地球磁场, GPS 和加速度的测量来确定我自己在
三个维度上的位置, 方向和速度

– 使用金融市场数据预测交易性证券和商品的未来价格

Kalman filter 的核心思想是利用预测 + 测量反馈来达到最优估
计.
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Kalman 滤波是一种递归过程，主要有两个更新过程：时间更新
和观测更新，其中时间更新主要包括状态预测和协方差预测，主要是

对系统的预测，而观测更新主要包括计算卡尔曼增益、状态更新和协

方差更新，因此整个递归过程主要包括五个方面的计算：1）状态预测；
2）协方差预测；3）卡尔曼增益；4）状态更新；5）协方差更新；
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定理 2. (Kalman filter) 对一元 DLM,

Yt = Ftθt + νt

θt = Gtθt−1 + Ht−1ut−1 + ωt

其中 νt ∼ N (0, Vt) 和 ωt ∼ N (0,Wt) , 假设先验分布 θt−1|Dt−1 ∼
N (mt−1,Ct−1) , ut 为系统控制输入变量, θ0 ∼ Np (m0, C0). 我们
有

1. θt 的先验分布为

θt|Dt−1 ∼ N (at,Rt) 其中

at = Gtmt−1 + Ht−1ut−1

Rt = GtCt−1GT
t + Wt
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2. 一步预测分布为

yt|Dt−1 ∼ N (ft, Qt) 其中

ft = Ftat

Qt = FtRtFt + Vt

3. 后验分布 θt|Dt 为

θt|Dt ∼ N (mt,Ct)其中

mt = at + Atet

Ct = Rt − AtQtAT
t

= (R−1
t + F′

tV−1
t Ft)

−1

At = RtF′
tQ

−1
t

et = yt − ft
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根据定理2结果有

• 记 θ̂t|t−1 = E[θ|Dt−1], mt−1 = θ̂t−1, 则 t 时刻的状态预测

θ̂t|t−1 = Gtθ̂t−1 + Ht−1ut−1

• 协方差预测

Rt|t−1 = GtCt−1GT
t + Wt

• 卡尔曼增益

At = Rt|t−1F′
tQ

−1
t

• t 时刻状态更新

θ̂t = θ̂t|t−1 + At(yt − Ftθ̂t|t−1)

• t 时刻协方差更新

Ct = Rt|t−1 − AtFtRt|t−1
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1.3 光滑
在时间序列中, 我们经常对 Yt 观察一定时期, t = 1, . . . , T , 记

Dt = (Y1, . . . , YT ), 则可以从 p(θT |DT ) 出发使用向后迭代算法计算

条件密度 θt|DT , t < T .

定理 3. (Smoothing recursion) (1) 给定 DT , 状态序列 (θ0, . . . , θT )

具有向后转移概率

p (θt|θt+1,DT ) =
p (θt+1|θt) p (θt|Dt)

p (θt+1|Dt)

(2) θt|DT , t = T − 1, T − 2, . . . , 1 的光滑密度可以由下式计算

p (θt|DT ) = p (θt|Dt)

∫
p (θt+1|θt)
p (θt+1|Dt)

p (θt+1|DT ) dµ (θt+1)

证明. (1)注意到 θt+1 ⊥ (θ0, . . . , θt−1) |θt,DT 和 θt ⊥ (Yt+1, . . . , YT ) |θt+1,
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由贝叶斯公式有

p (θt|θt+1,DT ) = p (θt|θt+1,Dt)

=
p (θt|Dt) p (θt+1|θt,Dt)

p (θt+1|Dt)

=
p (θt|Dt) p (θt+1|θt)

p (θt+1|Dt)

(2) 对 p (θt, θt+1|DT ) 边际化有

p (θt|DT ) =

∫
p (θt, θt+1|DT ) dθt+1 =

∫
p (θt+1|DT ) p (θt|θt+1,DT ) dθt+1

=

∫
p (θt+1|DT ) p (θt|θt+1,Dt) dθt+1

=

∫
p (θt+1|DT )

p (θt+1|θt,Dt) p (θt|Dt)

p (θt+1|Dt)
dθt+1, using Bayes rule

= p (θt|Dt)

∫
p (θt+1|θt)

p (θt+1|DT )

p (θt+1|Dt)
dθt+1
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定理 4. 对定理 1 中所定义模型, 如果 θt+1|DT ∼ N (st+1, St+1) , 则
θt|DT ∼ N (st, St) , 其中

st = mt + CtG
′
t+1R

−1
t+1 (st+1 − at+1)

St = Ct + CtG
′
t+1R

−1
t+1 (St+1 −Rt+1)R

−1
t+1Gt+1Ct

证明. 由多元正态性质, 我们很容易得到 θt|DT 的条件密度为正态,
因此只需要计算期望和协方差矩阵. 我们有

st = E (θt|DT ) = E (E (θt|θt+1,DT ) |DT )

和

St = Var (θt|DT ) = Var (E (θt|θt+1,DT ) |DT )+E (Var (θt|θt+1,DT ) |DT )

现在注意到, θt ⊥ (Yt+1, . . . , YT ) |θt+1 因此 p (θt|θt+1,DT ) =

p (θt|θt+1,Dt)可以通过贝叶斯公式计算,此处 p (θt+1|θt,Dt) = p (θt+1|θt)
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通过下述状态方程

θt+1 = Gt+1θt + wt+1, wt+1 ∼ N (0,Wt+1)

即 θt+1|θt ∼ N (Gt+1θt,Wt+1) . p (θt|Dt)承担先验角色,其为N (mt, Ct) .

我们有

E (θt|θt+1,Dt) = mt + CtG
′
t+1

(
Gt+1CtG

′
t+1 +Wt+1

)−1
(θt+1 −Gt+1mt)

= mt + CtG
′
t+1R

−1
t+1 (θt+1 − at+1)

Var (θt|θt+1,Dt) = Ct − CtG
′
t+1R

−1
t+1Gt+1Ct

由此

st = E (E (θt|θt+1,Dt) |DT ) = mt + CtG
′
t+1R

−1
t+1 (st+1 − at+1)

St = Var (E (θt|θt+1,Dt) |DT ) + E (Var (θt|θt+1,Dt) |DT )

= Ct − CtG
′
t+1R

−1
t+1Gt+1Ct + CtG

′
t+1R

−1
t+1St+1R

−1
t+1Gt+1Ct

= Ct + CtG
′
t+1R

−1
t+1 (St+1 −Rt+1)R

−1
t+1Gt+1Ct
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根据假设即为 E (θt+1|DT ) = st+1 和 Var (θt+1|DT ) = St+1 .
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1.4 预报
很多情形下我们感兴趣 k 步向前预报:

信息从 (Y1, . . . , Yt) 流到 Yt+k.
对 k ≥ 1, 定义

at(k) = E (θt+k|Dt)

Rt(k) = Var (θt+k|Dt)

ft(k) = E (Yt+k|Dt)

Qt(k) = Var (Yt+k|Dt)
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定理 5. 令 at(0) = mt 和 Rt(0) = Ct, 则对 k ≥ 1 下面结论成立:
(1) θt+k 给定 Dt 的分布是正态, 均值和协方差分别为

at(k) = Gt+kat(k − 1)

Rt(k) = Gt+kRt(k − 1)G′
t+k +Wt+k

(2) Yt+k 给定 Dt 的条件分布为正态分布, 均值和协方差分别为

ft(k) = Ft+kat(k)

Qt(k) = Ft+kRt(k)F
′
t+k + Vt

证明. 条件分布为正态分布容易得出, 因此我们只需要计算均值和协
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方差. 下面我们对 k 进行归纳. k = 1 显然, 对 k > 1 有

at(k) =E (θt+k|Dt) = E (E (θt+k|Dt, θt+k−1) |Dt)

=E (Gt+kθt+k−1|Dt) = Gt+kat(k − 1)

Rt(k) =Var (θt+k|Dt) = Var (E (θt+k|Dt, θt+k−1) |Dt)

+ E (Var (θt+k|Dt, θt+k−1) |Dt)

=Gt+kRt,k−1G
′
t+k +Wt+k

ft(k) =E (Yt+k|Dt) = E (E (Yt+k|Dt, θt+k) |Dt)

=E (Ft+kθt+k|Dt) = Ft+kat(k)

Qt(k) =Var (Yt+k|Dt) = Var (E (Yt+k|Dt, θt+k) |Dt)

+ E (Var (Yt+k|Dt, θt+k) |Dt)

=Ft+kRt(k)F
′
t+k + Vt+k
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1.5 应用例子
1. 卡车位置和速度 考虑一辆在无摩擦的直线导轨上的卡车. 最

初卡车固定在位置 0, 但其受到随机不受控制的外力抖动. 我们每 △t

秒测量一次卡车的位置, 但是这些测量结果并不精确. 我们构建了刻
画卡车位置和速度的模型.

• 位置和速度通过线性状态空间

xk =

[
x

ẋ

]

表示, 其中 ẋ 为速度, 即位置对时间的导数.

• 我们假设在 k − 1 和 k 时刻之间, 不可控制外力导致一个常数
加速度 ak, 其服从均值 0, 方差 σ2

a 的正态分布, 因此

xk = Fxk−1 + Gak
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其中

F =

[
1 ∆t

0 1

]

G =

[
1
2
∆t2

∆t

]
因此等价地

xk = Fxk−1 + wk

其中
wk ∼ N(0,Q)

Q = GG⊤σ2
a =

[
1
4
∆t4 1

2
∆t3

1
2
∆t3 ∆t2

]
σ2
a

矩阵 Q 不是满秩的 (秩为 1, 如果 △t ̸= 0). 因此 N(0, Q) 不

是绝对连续的, 即不存在概率密度. 另外一种避免这种情况的
表示为 wk ∼ G ·N

(
0, σ2

a

)
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• 在每个时间步, 卡车真实位置的一个带噪观测为

zk = Hxk + vk

其中 H = [1, 0], vk ∼ N(0, σ2
v) 为随机噪音.

• 我们知道初始时候

x̂0|0 =

[
0

0

]
如果我们知道初始时候真实的位置和速度, 我们可以指定一个
值为 0 的初始协方差矩阵 P0|0, 否则可以指定一个合适的协方
差矩阵.
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• 则卡尔曼滤波步骤为

x̂k|k = Fkx̂k−1|k−1 + Kk

[
zk − HkFkx̂k−1|k−1

]
Pk|k−1 = FkPk−1|k−1F⊤

k + Qk

Sk = Rk + HkPk|k−1H⊤
k

Kk = Pk|k−1H⊤
k S−1

k

Pk|k = (I − KkHk)Pk|k−1
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2. Xu & Zhang (2015) 预测股票价格
记 xt 表示价格, 状态变量到当前时间是可观测的 (zt = xt)

[
xt+1

ẋt+1

]
=

[
1 T

0 1

][
xt

ẋt

]
+ wt

[
T 2/2

T

]

zt =
[
1 0

] [xt+1

ẋt+1

]
+ vt

或者表示为矩阵形式

xt+1 = Fxt + wt�

zt = Hxt + vt

其中 T = 1 为简单起见.
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• 初始化:

x̂0|0 = E[x0] = µ0

P0|0 = E[(x0 − µ0)
T (x0 − µ0)] = P0

• 预测

x̂t+1|t = Fx̂t|t

Pt+1|t = FPt|tFT + �Q�T

• 卡尔曼增益

Kt+1 = Pt+1|tHT (HPt+1|tHT +R)−1
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• 更新

yt+1 = zt+1 − Hx̂t+1|t

x̂t+1|t+1 = x̂t+1|t + yt+1Kt+1

Pt+1|t+1 = (I − Kt+1H)Pt+1|t
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