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本讲目的

• 学习主观先验分布方法和客观贝叶斯的不同先验选取方法

• 推荐阅读

– Berger, J. (2006). The case for objective Bayesian anal-
ysis (with discussion). Bayesian Analysis, 1, 385–482.

– Goldstein, M. (2006). Subjective Bayesian analysis: prin-
ciples and practice (with discussion). Bayesian Analysis,
1, 403–420.
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3.1 主观先验

3.1.1 主观概率

主观概率是人们根据经验对事件发生机会的个人信念. 例如对一
场比赛胜负的打赌, 对明天是否下雨的估计, 对股票市场行情的估计
等都是主观概率. 当感兴趣未知参数是离散 (有限个) 取值时候, 常
用相对似然法,专家意见和利用历史资料等方法确定先验概率.

专家意见方法 在很多实际问题中, 存在多个独立地, 具有重要信
息的专家. 此时,将这些专家信息转换为概率是非常重要的. 概率启发
(probability elicitation) 方法就是用来将专家意见转为概率的方法.

Garthwaite et al (2005, JASA) 将概率启发过程总结为以下四个
阶段:
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• 设立: 准备启发: 选择专家, 训练专家, 识别
问题的哪些方面要启发, 等等

• 专家意见的启发: 对目标问题的这些方面得
出专家们分布的特定特征量 (数字特征). 这
是整个过程的核心阶段, 也是心理学家和统
计学家贡献至少一样多的阶段

• 分布拟合: 对这些特征量拟合一个概率分布.
选取何种特征量用于概率启发常常受到诱导

者试图进行拟合的分布形式选取的影响。在

实际中此步骤和前一步骤界限模糊.

• 评估充足性: 评估启发过程的充足性, 否则返
回到第二步得出更多总结统计量.
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专家训练的问题

专家多使用启发式方法来进行概率判断, 这会产生偏差和不连贯
性

• 动机偏差

• 认知偏差

– 可得性偏差

– 锚定与调整性偏差

– 代表性偏差

– control

专家训练的一个重要部分就是尽量使专家认识到这些偏差, 从而消除
它们
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� 可得性偏差: 即由于最近的影响或者感情上、特征上的特殊印
象，容易高估事情出现的可能性

例如, 下面事件对, 哪一种导致的年死亡更多?

• 胃癌和交通事故

• 结核病和火灾

死亡原因 选择 年死亡率/1000 新闻报刊报道数

胃癌 14% 95 46
交通事故 86% 1 137
结核病 23% 4 0
火灾 77% 5 0

人们对交通事故具有比胃癌更多的信息, 因此 “交通事故” 这个
选项的可得性更大. 更多例子参阅 Russo and Shoemaker (1989) 和
Tversky and Kahneman(1973).

Previous Next First Last Back Forward 6



� 锚定与调整性偏差: 人们通常利用某个参照点和锚（Anchor）
来降低模糊性，然后再通过一定的调整来得出最后的结论

例如 (Tversky y Kahneman 1974) 研究者希望能得出非洲国家
在联合国百分比的估计. 一组专家被要求回答下述问题:
你认为这个百分比是高于还是低于 10%?
另一组专家被要求回答

你认为这个百分比是高于还是低于 65%?
两组专家中的每个人再给出该比例的一个点估计. 第一组的平均

估计是 25%, 第二组的平均值为 45%. 显然, 一个随机不相关的锚点
影响了两组人的估计.
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� 代表性偏差: 在做决定时候是借鉴要判断事件本身或事件的同
类事件以往的经验即以往出现的结果来进行

费德里克今年 35 岁, 聪明, 但不怎么有想象力, 有点无聊. 在大
学里, 他在数学方面表现出很多天赋, 但是他不是很擅长艺术.

将下述关于费德里克的说法按照其概率 (最有可能 =1, 最不可能
=8) 进行排序:

1. 费德里克是一个医生, 玩纸牌是他的一个爱好
2. 他是一个建筑师
3. 他是一个会计师
4. 他弹爵士乐器
5. 他爱读体育报纸
6. 他喜欢登山
7. 他是会计师, 弹奏爵士乐器
8. 他是一名记者
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大部分人认为 3 最有可能. 而且, 很多人认为 7 比 4 更有可能.
但这是不可能的, 因为对两个事件 A 和 B 满足

P (A ∩B) ≤ min{P (A), P (B)}

此问题说明了代表性启发式方法偏差以及基本比例谬论 (base rate
fallacy)1。更多例子参见 Kahneman et al (1982)
基本比例谬论的例子. 一辆出租车晚上在达灵顿撞了一名行人.

达灵顿只有两个出租车公司. 第一家的出租车是绿色的, 第二家是蓝
色的. 达灵顿的出租车中约有 85％是绿色的. 一位事故的目击者说出
租车是蓝色的. 当在与事故当晚相同的气候条件下进行测试时, 目击
者可以正确识别了大约 80％的测试车辆颜色. 你估计出租车是蓝色的
概率是多少？

1In probability and statistics, base rate generally refers to the (base) class
probabilities unconditioned on featural evidence, frequently also known as prior
probabilities.
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正确率是 80%, 但是如果用 A 表示出租车是蓝色的, a 为目击者
说是蓝色的, 则由贝叶斯定理

P (A|a) = P (a|A)P (A)

P (a|A)P (A) + P (a|A)P (Ā)

=
0.8× 0.15

0.8× 0.15 + 0.2× 0.85
= 0.41

人们进行预测时候经常忽略基础比例.
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概率启发

首先我们考虑得出一个专家 E 对事件 A 的概率 PE(A), 最简单
的方法可能就是直接询问该专家的概率. 但是, 这种做法不允许该专
家考虑他的所有概率, 同时如果他没有被训练的很好, 则将很难实施.
有两种基于概率尺度或赌博机制的两种替代方法.

• 最简单的概率尺度方法就是画一条线段, 最左边表示概率 0, 最
右边表示概率 1, 然后让该专家在线段上标记一点表示他对该
事件的概率. 这种做法不允许专家估计小概率或者大概率, 当
我们要估计这类事件概率时,最好使用机会比或者对数尺度. 此
外, 在线段上包含特定的指导点值也是有帮助的, 尽管可能会导
致锚点偏差.

• 另外一种方法就是考虑有一个大奖和一个非常小的奖的赌博.
例如我们想要得出一个医生对一位病人有肿瘤的概率判断. 我
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们可以让医生选择玩下面的两个赌博游戏之一: 依概率 p 获得

度假, 1− p 获得巧克力; 有肿瘤时得到度假, 没有肿瘤时得到巧
克力. 对于给定的 p, 我们可以检查医生偏好哪一种游戏. 变化
p 直至在某个点 p = pE 时医生对两个游戏没有偏好差异. 当
然, 这种做法有伦理问题, 我们可以使用概率转盘来代替上述游
戏. 这种方法只适用于二分事件概率问题, 也不适用与估计特
别小或特别大的概率.

• 其他方法还有基于频率的方法 (Price 1998), 转换语言描述例
如可能, 不大可能为数值概率的方法 (Witteman and Renooij
2003). Wallsten et al(1993) 做了一个比较全面的综述.

• 这些方法可以推广为得出专家的分布. 比较常见的是得出专家
的概率分布的某些分位点而不是完整的分布. 这些分位点进一
步可以使用设定的模型来拟合.
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先验分布的启发

启发先验概率有很多种方式, 最坏的就是直接询问专家关于先验
分布参数的值.

↑Example
假设我们感兴趣估计一个有偏硬币正面的概率, p, 的先验分布.

我们使用 (共轭) 先验分布为 Beta 分布, p ∼ Beta(α, β). 希望得出
α, β 的值.

↓Example

一种可能方法是直接询问专家关于 p 的最有可能值, 专家的众数,
pE . 以及”p 位于区间 (pE −KpE , p+KpE)” 这一说法的概率 rE . 其
中 K 为通过分析者依据信息而给定的固定值. 那么假设 p有 Beta分
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布, 我们可以通过解以下方程得到 α, β 的值:

pE =
α− 1

α+ β − 2

rE =

∫ pE+KpE

pE−KpE

1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1dx

一般来说,询问专家的可观测量更好一些. Chaloner and Duncan
(1983) 提出让专家说出他估计的 n 重 Bernoulli 试验中成功次数 X

的众数 xE , 以及下述 cE 和 dE :

cE =
PE (X = xE − 1)

PE (X = xE)
, dE =

PE (X = xE + 1)

PE (X = xE)

注意 X 的边际分布是 beta-binomial, 因此上述等式可以表示为

cE =
(n− xE) (xE + α)

(xE + 1) (n− xE + β − 1)
, dE =

xE (n− xE + β)

(n− xE + 1) (n− α+ 1)

从而可以解出 α, β. Hughes and Madden (2002) 讨论了其他的估计
方法.
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评估专家预报质量

常用的准则 (Lichtenstein et al 1982) 如下

• 诚实: 我们希望专家讲实话

• 一惯性: 他的预报应该满足概率法则.

• 一致性: 如果他没有新信息, 那么他的预测不变

• 校正: 如果专家说下雨的概率为 0.5, 那么 50% 的日子里是下
雨的

• 信息性: 如果在一个地方一年大约有 50 天下雨, 那么一个专家
说明天下雨的概率是 50/364, 则每天都不是很有信息.
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� 诚实与严格适当的得分规则 假设我们希望得出一个专家对某
个事件 A 发生的真实概率 pE . 一种为鼓励专家是诚实的做法是给他
一定的奖励 R(A, p), 其依赖于 A 是否发生和他说的概率 p. 我们该
如何定义 R(A, p)?
我们假设专家希望最大化他的期望收入. 如果 pE 是他的真实概

率, 则他说概率为 p 时的期待收入为

pER(1, p) + (1− pE)R(0, p)

一个 (严格) 适当的得分规则 (Savage 1971) 是当 (且仅
当)p = pE 时他能最大化期望收入的规则 R(A, p).

Definition

假设 R(A, p) = 1 − |A − p|, 则专家在说概率为 p 下的期待收入
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为
E[R] = pE(1− |1− p|) + (1− pE) (1− |0− p|)

= pEp+ (1− pE) (1− p)

= 1− pE + (2pE − 1) p

因此 R(A, p) 不是一个恰当的得分规则, 如果 pE > (<)0.5 则专家可

以通过说 p = 1(0) 来最大化他的期望收入.
Brier(1950) 得分 R(A, p) = 1− (A− p)2. 则

E[R] = pE
(
1− (1− p)2

)
+ (1− pE)

(
1− p2

)
= 1− pE + 2ppE − p2

= 1− pE + p2E − (p− pE)
2

其最大值在 p = pE 处达到. 因此 R 为一个严格适当的得分规则.
还有其他的适当的得分规则, 也已经被推广到连续型随机变量.

例如 Winkler (1986), Buehler (1971) and Matheson and Winkler
(1976).
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假设专家 E 被要求给出变量 X 的一个点估计 e, 考虑如下得分
规则

R(X, e) =

{
a(e− x) if e < x

b(x− e) if e > x

记 pE 为专家对 X 的真实分布, 则

E[R(X, e)] =

∫
R(x, e)pE(x)dx

= a

∫ ∞

e

(e− x)pE(x)dx+ b

∫ e

−∞
(x− e)pE(x)dx

= ae (1− FE(e))− a

∫ ∞

e

xpE(x)dx+

b

∫ e

−∞
xpE(x)dx− beFE(e)
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因此

dE[R(X, e)]

de
=a (1− FE(e))− aepE(e) + aepE(e)−

bepE(e)− bFE(e) + bepE(e)

0 =a (1− FE(ê))− bFE(ê)

FE(ê) =
a

a+ b

专家最大化他的期望收益, 如果他说的是 b/(a+ b)× 100% 分位数.
使用适当的得分规则以鼓励诚实看起来有些人为性, 但是它们或

许可以被用来作为专家概率值的一个后验评估工具.
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�专家质量的数值度量假设专家为一列 Bernoulli事件X1, . . . , Xn

给出了概率 pE = (PE1 , . . . , pEn). 给定数据 x, 我们如何评价专家预
测的质量?
考虑 Brier 得分 R (X, pE) = 1 − (X − pE)

2. 给定数据, 我们可
以计算统计量

R (x,pE) =
1

n

n∑
i=1

R (xi, pEi) = 1−
n∑

i=1

(xi − pEi)
2

用来度量他预测质量的平均水平. 此度量可以分为校正度量和信息度
量. 根据 Murphy(1973), 假设专家使用概率 pj , nj 次, 成功的次数是
fj , 以及一个相对频率 rj = fj/nj , j = 1, . . . , k. 则

R(x,p) = 1− 1

n

k∑
j=1

(
fj (1− pj)

2 + (nj − fj) (0− pj)
2)

= 1− 1

n

k∑
j=1

nj

(
rj (1− pj)

2 + (1− rj) (0− pj)
2)
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我们有下述定理

定理 1.
R(x, p) = 1− C(x, p)− I(x, p)

其中

C(x,p) = 1

n

k∑
j=1

nj (rj − pj)
2 is a measure of calibration

I(x,p) = 1

n

k∑
j=1

njrj (1− rj) is a measure of information
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证明.

R(x,p) = 1− 1

n

k∑
j=1

nj

(
rj (1− pj)

2 + (1− rj) (0− pj)
2)

= 1− 1

n

k∑
j=1

nj

(
rj − 2rjpj + p2j

)
= 1− 1

n

k∑
j=1

nj

(
rj − r2j + r2j − 2rjpj + p2j

)
= 1− 1

n

k∑
j=1

nj

(
rj (1− rj) + (rj − pj)

2)
= 1− I(x, p)− C(x, p)
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C 有以下性质

• 0 ≤ C ≤ 1

• C = 0 当且仅当 rj = pj , j = 1, . . . , k

• 对一个校正较好的专家, 当 n → ∞ 时, C → 0

• 如果观测的相对频率 ri 与专家所述概率 pi 差异较大时候, C

值比较大.
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I 有以下性质

• 0 ≤ I ≤ 0.25

• 如果所有的 pj , 相对频率 rj = 0 或 1, 则 I = 0

• 如果对所有 pj , I = 0.25, 则 rj = 0.5

任何严格适当的得分规则可以类似的被分为校正和信息度量. 参考
De Groot and Fienberg (1982).
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Wiper (1987,1990) 给 12 个专家 50 个陈述进行研究. 专家被
要求每个陈述是真还是假, 并给出这个其结论是正确的概率, 要求用
50% 到 99% 之间的数值表示. 我们假设专家给出自己判断正确的概
率属于 p = {0.53, 0.64, 0.75, 0.86, 0.97}. 下表总结了 3 位专家相关
的绝对和相对频数.

E pi 0.53 0.64 0.75 0.86 0.97

ni 25 6 6 5 8

2 fi 15 4 4 3 8

ri 0.6 0.67 0.67 0.6 1.0

ni 25 5 10 5 5

3 fi 16 1 3 2 4

ri 0.64 0.2 0.3 0.4 0.8

ni 10 5 15 1 19

10 fi 10 5 15 0 15

ri 0.6 0.4 0.3 1.0 0.79
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则下表表示了每位专家的校正, 信息和 Brier 得分:

E C I Brier
2 .0093 .1973 .7934

3 .0900 .2132 .6968

10 .1059 .2018 .6923

可以看出, 专家 2 校正的比较好, 但是比其他专家信息少. 观测到
的频率 ri 对不同的概率 pj 作图称为专家校正曲线. 一个校正非常好
的专家, 其校正曲线应该接近对角线.
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Cooke 的方法
Cooke et al (1988) and Cooke (1991) 发展了基于经典 p 值的度

量校正和信息的方法, 并且可以用于离散和连续变量的预测.
假设专家 j 使用了 nj 次 pj , j = 1, . . . , k. 则可以使用 χ2 检验

来检验观测到的 r1, . . . , rk 是否可以从理论分布 p1, . . . , pk 生成, 即
检验零假设 H0 : r ∼ p ↔ H1 : r ̸∼ p:

S =
k∑

j=1

nj
(rj − pj)

2

rj

检验的 p 值为 Pχ2
k
(S > Sobs|H0).

例如前例中使用 Cooke 的方法得到

E 2 3 10

p .7 .00 .00

可以看出, 只有专家 2 接收原假设, 即校正的非常好.
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Cooke(1991) 基于组合 p 值和一种信息度量提出了关于得分规

则的一种理论. 当专家对连续变量进行预测时候, 则可以考虑使用
Kolmogorov-Smirnov test. 参考 Wiper et al. (1994).
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3.2 利用边缘分布确定先验分布

3.2.1 边缘分布的定义及例

• 设 r.v. X 有概率函数 f(x|θ), θ 有先验分布 π(θ), 则随机变

量 X 的边缘分布为

m(x) =

∫
Θ

f(x|θ)dFπ(θ)

=


∫
Θ
f(x|θ)π(θ)dθ, 当 θ 为连续随机变量,∑

i

f(x|θi)π(θi), 当 θ 为离散随机变量.

• 当先验分布含有未知的超参数 λ，如 π(θ) = π(θ|λ), 则边缘分
布 m(x) 也依赖 λ, 此时可记 m(x) = m(x|λ). 这种边缘分布在
本节后面求后验分布时常用到.
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混合分布及注释

• 为了说明边缘分布的统计意义，下面引入混合分布的概念. 设
随机变量

X ∼

{
F (x|θ1), π

F (x|θ2), 1− π

则 X 的混合分布函数为

F (x) = π F (x|θ1) + (1− π)F (x|θ2).

• 视 θ1, θ2 为 θ 的取值, 满足 π(θ1) = π, π(θ2) = 1− π. 则上式

为边际分布的表示形式.

• 从混合分布的定义可见, 边缘分布 m(x) 是混合分布的推广.
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3.2.2 选择先验分布的 ML-II 方法
• 当观测到样本 X = x, 若有两个个先验分布 π1 和 π2, 使得

m(x|π1) > m(x|π2)

则认为先验取 π1 时样本 X = x 出现的似然性比先验取为 π2

时的似然性更大，即认为样本 X 由分布 m(x|π1) 中产生. 这
一思想与经典统计方法中的极大似然原理相类似，这儿的 π 起

似然函数中 θ 的作用, 这就引入了 ML-II 方法.

• 设 Γ为所考虑的先验类，若存在 π̂ ∈ Γ,有了样本 x = (x1, · · · , xn)

后, 使得

m(x|π̂) = sup
π∈Γ

m(x|π) = sup
π∈Γ

n∏
i=1

m(xi|π)

则称 π̂ 为类型 II 中最大似然先验, 或简称 ML-II 先验.
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选择先验分布的 ML-II 方法

• 若样本 X = (X1, · · · , Xn) 所涉及的先验密度函数的形式已知,
未知的仅是其中的超参数, 如 θ ∼ N(µπ, σ

2
π), µπ 和 σ2

π 称为超

参数, 即先验密度的类 Γ 可表为

Γ =
{
π(θ|λ), λ为超参数 (或超参数向量), λ ∈ Λ

}
,

此处 Λ 为 λ 的参数空间.

• 这时寻求 ML-II 先验较为简单. 只要求出这样的 λ̂, 使得

m
(
x|λ̂
)
= sup

λ∈Λ
m
(
x|λ
)
= sup

λ∈Λ

n∏
i=1

m(xi|λ)

即通过使似然函数极大化方法求出 λ̂, 则先验分布 π
(
θ|λ̂
)
即为

所确定的先验分布. 而 λ̂ 称为 ML-II 超参数.
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↑Example
例 2.3.2(P37)设 X ∼ N(θ, 1),参数 θ 的先验分布取为共轭先验

N(µπ, σ
2
π), 其中 λ = (µπ, σ

2
π) 未知. 设 X = (X1, · · · , Xn) 为从边缘

分布 m(x|λ) 中抽取的 iid 样本，由样本算出样本均值 X̄ = 10, S2 =

3. 试确定 θ 的先验分布.
↓Example

解由边缘分布 X ∼ N(µπ, σ
2 + σ2

π) 知超参数的对数似然函数为

ℓ(µπ, σ
2
π) ∝ −n

2
log(1 + σ2

π)−
nS2

2(1 + σ2
π)

− n(x̄− µπ)
2

2(1 + σ2
π)

令导数为零, 求解得到

µ̂π = x̄, σ̂2
π = (S2 − 1)I(S2 > 1)
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3.2.3 选择先验分布的矩方法

• 当先验分布 π(θ|λ) 的形式已知，但含有未知超参数 λ 时, 可利
用先验分布的矩与边缘分布的矩之间的关系寻求超参数 λ 的估

计量 λ̂, 从而获得先验分布 π(θ|λ̂).

• 这个方法的思想如下：

– 首先，将边缘分布一些阶的矩表成超参数的函数，得到一
个方程组或方程；

– 将方程组或方程中的边缘分布的矩用相应的样本矩代替，
得到以超参数为变量的方程或方程组，解方程或解方程组

获得超参数的估计量，从而确定先验分布.
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↑Example
例 2.3.3(P39)设 X ∼ N(θ, 1),参数 θ 的先验分布取为共轭先验

N(µπ, σ
2
π), 其中 λ = (µπ, σ

2
π) 未知. 设 X = (X1, · · · , Xn) 为从边缘

分布 m(x|λ) 中抽取的 iid 样本，由样本算出样本均值 X̄ = 10, S2 =

3. 试确定 θ 的先验分布.
↓Example

解由边缘分布 X ∼ N(µπ, σ
2 + σ2

π) 知边缘分布的期望和方差为

µm = µπ

σ2
m = 1 + σ2

π

使用样本值 X̄ 和 S2 分别代替 µm 和 σ2
π, 并带入数值求解即得 µπ =

10, σ2
π = 2.
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3.3 客观贝叶斯方法
有些时候我们希望使用不包含主观信息的先验分布, 因为

• 我们对手边的问题一无所知

• 我们希望是客观的 (objective)

在这些情形下, 我们应该选择无信息先验分布 (non-informative
prior). 但是存在很多种选择, 哪一种更有用呢?
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3.3.1 均匀先验

Bayes(1763) 和 Laplace(1812) 选择均匀先验作为一般的无信息
先验, 其合理性的根据是不充分推理原理. 这在有限维问题中没有问
题, 但是当参数空间是无界连续时候, 这种先验分布是不正常的 (不满
足密度积分为 1). 但这个问题并不严重, 只要后验密度是正常密度即
可. 此时称该先验为广义先验分布.

设随机变量 X ∼ f(x|θ), θ ∈ Θ, 若 θ 的先验分布 π(θ)

满足条件: (i) π(θ) ≥ 0 且
∫
Θ
π(θ)dθ = ∞, (ii) 后验

密度 π(θ|x) 是正常密度函数, 则称 π(θ) 为广义先验密度.
Definition
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均匀先验的一个重要问题是其缺乏变换不变性. 例如设 π(θ) ∝
1, 令 ϕ = 1/θ, 则意味着 ϕ 的先验分布 π(ϕ) ∝ 1/ϕ2, 这不是均匀分
布了. 因此使用均匀分布表示无信息是不一致的: 如果我们对 θ 一无

所知, 我们应该对 ϕ 也一无所知.

Previous Next First Last Back Forward 38



↑Example(位置参数族) 设 X ∼ f(x− θ), θ ∈ R 为参数. 求 θ 的无信息先

验.
↓Example

• 因为位置参数族在平移变换下不变,即对X 作平移变换得到 Y =

X + c, 同时对 θ 也作平移变换得到 η = θ + c. 显然 Y 的密度

函数有形式 f(y − η), η 仍为位置参数. 所以 (X, θ) 与 (Y, η)

的统计问题结构相同. 因此主张它们有相同的无信息先验是合
理的.

• 理解这一点的另一方法: X 和 Y 的测量原点不同, 由于测量原
点的选择是非常任意的, 所以无信息先验应当与这种选择无关.
如果无信息先验不依赖于原点的选择, 则它在等长区间内的先
验概率应当一样. 即取 θ 的无信息先验密度 π(θ) ≡ 1. 它是一
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个广义先验密度. 可以证明当 θ 为位置参数时, 其无信息先验
密度取为常数 c 或者 1.

↑Example
例 2.4.2(P42) 设 X1, . . . , Xn 为来自 N(θ, 1) 的样本, 若选用 θ

的无信息先验, 求 θ 的后验期望估计.
↓Example
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↑Example(刻度参数分布族) 设总体 X 的密度函数有形式 σ−1φ(x/σ), 其

中 σ > 0 为刻度参数，参数空间为 R+ = (0,∞), 求 σ 的无信息先验

分布.
↓Example

• 刻度参数族具有在刻度变换群下的不变性. 对 X 作变换 Y =

cX, c > 0, 同时对 σ 作相应的变换 η = cσ. 不难算出 Y 的密

度仍为

η−1φ(y/η).

可见 (X,σ) 和 (Y, η) 统计问题的结构相同, 故主张 σ 与 η 的

无信息先验相同.

• 理解这一点的另一方法: X 和 Y 的度量单位不同, 先验分布
应当不依赖于度量单位的选择, 则对任何 a, b, 0 < a < b,
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c > 0, σ 落在 [a, b] 内的先验概率, 应当等于 η 落在 [ca, cb] 内

的先验概率. 可以证明, 这只有在先验密度为 1/σ 时才可能, 即
取 σ 的无信息先验为 π(σ) = 1/σ, σ > 0.

↑Example
例 2.4.3(P44) 设 X1, . . . , Xn 为来自 Exp(1/λ) 的样本, 若选用

λ 的无信息先验, 求后验期望和方差.
↓Example
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3.3.2 Jeffreys 先验

Jeffreys(1946) 介绍一个具有变换不变性质的先验分布.
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设 X ∼ f(·|θ), θ 为未知参数. θ 的 Jeffreys 先验为

π(θ) ∝
√

detI(θ)

其中 I(θ) 为 Fisher 信息阵.

Definition

下述定理揭示了 Jeffreys 先验的变换不变性:

定理 2. 设 ϕ = h(θ) 为一单调函数, π(θ) ∝
√

detI(θ) 为 Jeffreys 先
验, 则 ϕ 的 Jeffreys 先验分布为

π(ϕ) ∝
√

detI(ϕ), i.e., [I(ϕ)]1/2 = [I(θ)]1/2| dθ
dϕ

|

其中 I(ϕ) 为 X 的分布重参数化为 ϕ 后的 Fisher 信息量.
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证明. 首先由链式求导法则，如果 y = f(g(x)), 则 dy
dx

= df
dg

· dg
dx

, 进
而

d2y

dx2
=

d2f

dg2
· dg
dx

· dg
dx

+
df

dg
· d

2g

dx2
=

d2f

dg2
·
(
dg

dx

)2

+
df

dg
· d

2g

dx2

由 ϕ = h(θ), 则 θ = h−1(ϕ). 故

d2 log f(x | ϕ)
dϕ2

=
d2 log f(x | ϕ)

dθ2
·
(
dθ

dϕ

)2

+
d log f(x | θ)

dθ
· d

2θ

dϕ2

因此

I(ϕ) = −EX|ϕ

[
d2

dϕ2
log f(X | ϕ)

]
= −EX|ϕ

[
d2 log f(X | ϕ)

dθ2
·
(
dθ

dϕ

)2

+
d log f(X | θ)

dθ
· d

2θ

dϕ2

]
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= −EX|ϕ

[
d2 log f(X | ϕ)

dθ2

]
·
(
dθ

dϕ

)2

− EX|ϕ

[
d log f(X | θ)

dθ

]
· d

2θ

dϕ2

= −EX|ϕ

[
d2 log f(X | ϕ)

dθ2

]
·
(
dθ

dϕ

)2

= I(θ) ·
(
dθ

dϕ

)2

其中利用 E
[

d
dθ

log f(X|θ)
]
= 0.
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↑Example
例 2.4.5(P46) 设 X ∼ Binom(n, θ), 求 θ 的 Jeffreys 先验.

↓Example

解由于

log f(X|θ) =c+X log θ + (n−X) log(1− θ)

d

dθ
log f(X|θ) =X

θ
− (n−X)

(1− θ)

d2

dθ2
log f(X|θ) =− X

θ2
− (n−X)

(1− θ)2

E

[
d2

dθ2
log f(X|θ)

]
= −n

(
1

θ
+

1

1− θ

)
= −n

1

θ(1− θ)

I(θ) ∝ 1

θ(1− θ)

因此 Jeffreys 先验为 π(θ) ∝
√

1
θ(1−θ)

, 即 θ ∼ Beta(1/2, 1/2). 这是

一个正常先验.
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↑Example
设 X ∼ N(µ, 1/ϕ), ϕ 已知, 求 µ 的 Jeffreys 先验.

↓Example

解因为
log f(X|µ) = c− ϕ

2
(X − µ)2

d

dµ
log f(X|µ) = ϕX − ϕµ

d2

dµ2
log f(X|µ) = −ϕ

所以 π(µ) ∝ 1.
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↑Example
设 X ∼ N(µ, 1/ϕ), µ 已知, 求 ϕ 的 Jeffreys 先验.

↓Example

解因为

log f(X|ϕ) ∝ 1

2
logϕ− ϕ

(X − µ)2

2

d

dϕ
log f(X|ϕ) = 1

2ϕ
+

(X − µ)2

2

d2

dϕ2
log f(X|ϕ) = − 1

2ϕ2

所以 π(ϕ) ∝ 1/ϕ. 如果 σ 为标准偏差, 则 ϕ = 1/σ2, dϕ
dσ

= − 2
σ3 , 因

此 σ 的 Jeffreys 先验为

p(σ) ∝ σ2 2

σ3
∝ 1

σ
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多元参数下的 Jeffreys 先验

↑Example
设 X ∼ MN(m, θ) 为 k 维多项分布, 则求 θ = (θ1, . . . , θk) 的

Jeffreys 先验.
↓Example

解因为

log f(X|θ) = c+
k∑

i=1

xi log θi

d

dθi
log f(X|θ) = Xi

θi

d2

dθ2i
log f(X|θ) = −Xi

θ2i

d2

dθidθj
log f(X|θ) = 0 for i ̸= j
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E

[
d2

dθ2i
log f(X|θ)

]
= −m

θi

detI(θ) =
mk∏k
i=1 θi

因此 Jeffreys 先验为 π(θ) ∝
∏k

i=1
1√
θi
即为 Dirichlet 分布 θ ∼

D
(
1
2
, . . . , 1

2

)
.
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↑Example
设 X ∼ N(µ, 1/ϕ), 求 µ, ϕ 的 Jeffreys 先验.

↓Example

解
d2

dµ2
log f(X|µ, ϕ) = −ϕ

d2

dϕ2
log f(X|µ, ϕ) = − 1

2ϕ2
以及

d2

dµdϕ
log f(X|µ, ϕ) = −(X − µ)

E[J] = −

(
ϕ 0

0 1
2ϕ2

)
从而 Jeffreys 先验是 π(µ, ϕ) ∝ 1√

ϕ
.
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3.3.3 最大熵先验

基本思想 (Jaynes 1968,1983)是只有部分信息时候找一个最小的
有信息先验分布.
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设 θ 为一元离散变量, p(θ) 为其分布, 则称

e(p) = −
∑
i∈Θ

p (θi) log p (θi)

为其分布的熵 (entropy).

Definition

如果 p (θ = θi) = 1 对某个 θi ∈ Θ, 则, e(p) = 0, 即为零不确定,
或者最小熵; 相反地, 如果 p (θi) = 1/|Θ|, , 即均匀分布, 则

e(p) = −
∑
i∈Θ

1

|Θ| log 1

|Θ| = log |Θ|

即为最大熵.
最大熵 (maxent) 分布为最小信息分布.
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在很多实际情况中, 我们可能只希望固定先验分布的某些特征,
例如分位数或者矩, 除此之外, 让先验分布尽可能的无信息.
假设我们对参数具有部分信息:

E [gk(θ)] =
∑
i∈Θ

p (θi) gk (θi) = µk

对 k = 1, . . . ,m. 这包含了固定矩, 即 g1(θ) = θ, 以及分位数

gk(θ) = I(−∞,zk] ⇒ E [gk(θ)] = p (θ ≤ zk)

给定这些限定, 下述定理给出最大熵先验的形式.
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定理 3. 给定部分信息

E [gk(θ)] =
∑
i∈Θ

p (θi) gk (θi) = µk

对 k = 1, . . . ,m, 则最大熵先验为

p (θi) =
exp (

∑m
k=1 λkgk (θi))∑

j∈Θ exp (
∑m

k=1 λkgk (θj))

其中 λk 可以从信息中确定.

证明参考 Jaynes (1968).
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↑Example
设 X|N ∼ Binom(N, 1/2). 假设我们知道 N ≥ 1 并且我们固定

均值为 E[N ] = 10. 求 N 的最大熵先验.
↓Example

解由

P (N = n) =
exp (λ1n)∑∞
j=1 exp (λ1j)

= exp (λ1n)
1− exp (λ1)

exp (λ1)

=
(
1− eλ1

)
exp (λ1(n− 1))

因此, N − 1 服从以 1− eλ1 为参数的几何分布, 从而

E[N ] = 1 +
eλ1

1− eλ1

固定 E[N ] = 10, 我们有 eλ1 = 9
10
, 即 N 的最大熵先验是 N − 1 ∼

Ge(9/10)
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连续变量的最大熵先验
连续变量熵的定义

e(π) = −
∫

π(θ) logπ(θ)dµ(θ)

依赖于测度 µ, 因此前述方法推广到连续变量比较复杂. 一种可行的
方法 (Jaynes,1968) 是定义

e(π) = −
∫

π(θ) log π(θ)

π0(θ)
dθ

其中 π0(θ) 为 θ 的 Jeffreys 先验. 则给定限制 E [gk(θ)] = µk, k =

1, ...,m. 最大熵先验为

π(θ) =
π0(θ) exp (

∑m
k=1 λkgk(θ))∫

π0(θ) exp (
∑m

k=1 λkgk(θ)) dθ

其中 λk 满足 E [gk(θ)] = µk, k = 1, ...,m.
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但是不幸的是, 最大熵先验对一些情况有可能不存在. 例如如果
X|µ ∼ N(µ, 1), 固定先验均值 E[µ] = m. 由前可知 Jeffreys 先验为
π(µ) ∝ 1. 因此最大熵分布为

π(µ) =
exp (λ1µ)∫∞

−∞ exp (λ1µ) dµ

此积分无解.
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3.3.4 Reference 先验

这是一类最一般的方法, 由 Bernardo (1979) 提出发展. 它基于
最大化一个专家提供的 θ 的期望信息.
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(K-L 距离) 设有两个概率密度函数 p(x) 和 q(x), 它们
的 Kullback-Leibler (K-L) 距离定义为

KL
(
p(x), q(x)

)
= Ep[log(p/q)] =

∫
p(x) log

(
p(x)

q(x)

)
dx.

Definition

K-L 距离实际上可视为连续型随机变量的熵, 其越大表示先验信
息越少.
考虑 θ 为一维情形. X 为一个大小为 n 的样本, 满足 X|θ ∼

f(·|θ). 则给定先验分布 π(θ), θ 的期望信息定义为

I(π(θ)) = E[KL(π(θ|x), π(θ))] =
∫

f(x)
∫

π(θ|x) log π(θ|x)
π(θ)

dθdx

其中 f(x) =
∫
f(x|θ)π(θ)dθ 以及 π(θ|x) = f(x|θ)π(θ)

f(x) .
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令P = {π(θ) > 0 :
∫
Θ
π(θ|x)dθ < ∞},此处 π(θ|x)为 θ 的后验

分布. 那么, reference prior 定义为在先验分布类 P 中, 能够在 n →
∞ 时候最大化期望信息 I(π(θ)) 的那个先验分布. 即若 π∗(θ) ∈ P,

且满足

π∗(θ) = arg max
π(θ),n→∞

{
Iπ(θ)(θ,x)

}
则 π∗(θ) 为 Reference 先验.
可以证明, 最大熵先验和 Jeffreys 先验是某些特定情形下的 ref-

erence 先验.
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多元问题下的 Reference 先验
假设 θ 为感兴趣参数, λ 为一个多余参数. 则 Reference 先验可

以通过如下两步得到:

• 固定 θ, 利用前述定义计算 reference 先验 π(λ|θ).

• 如果是正常分布, 则 λ 可以从 X 的密度中积分掉, 从而得到 θ

的 Reference 先验. 即

p(x|θ) =
∫

p(x|θ, λ)π(λ|θ)dλ

基于 p(x|θ),利用前述方法得到 θ 的 Reference先验. 如果不是
正常分布, 则可以从极限角度进行此过程. 见 Bernardo(1979).

对多于两个参数的情形, 我们将感兴趣参数按降序排列, 重复利
用上述方法.
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