
第三周作业答案

罗曾宇

题目 1. 有一内外半径分别为 r1 和 r2 的空心介质球，介质的电容率为 ϵ.

使介质内均匀带静止自由电荷 ρf，求

(1) 空间各点的电场；

(2) 极化体电荷和极化面电荷分布.

解答.

(1) 由介质中的高斯定理, 当 r < r1 时,

D · 4πr2 = 0,

E = D/ϵ0 = 0,

当 r1 < r < r2 时，

D · 4πr2 = ρf ·
4

3
π(r3 − r31),

E = D/ϵ =
(r3 − r31)ρf

3ϵr3
r,

当 r > r2 时，

D · 4πr2 = ρf ·
4

3
π(r32 − r31),

E = D/ϵ0 =
(r32 − r31)ρf

3ϵ0r3
r.
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所以

E =



(r32 − r31)ρf
3ϵ0r3

r, r > r2

(r3 − r31)ρf
3ϵr3

r, r1 < r < r2

0. r < r1

(2) 仅在 r1 < r < r2 中发生极化，

P = D − ϵ0E = (ϵ− ϵ0)E =
ϵ− ϵ0

ϵ

(r3 − r31)ρf
3r3

r,

极化体电荷分布

ρP = −∇ · P = −ϵ− ϵ0
3ϵ

ρf∇ · r = −(1− ϵ0
ϵ
)ρf , (r1 < r < r2)

极化面电荷分布，r = r1 时，

σP = P (r < r1)|r=r1 · er + P (r1 < r < r2)|r=r1 · (−er) = 0,

r = r2 时，

σP = P (r1 < r < r2)|r=r2 · er + P (r > r2)|r=r2 · (−er) =
r32 − r31
3r22

(1− ϵ0
ϵ
)ρf .

题目 2. 内外半径分别为 r1 和 r2 的无穷长中空导体圆柱，沿轴向流有恒

定均匀自由电流 Jf , 导体的磁导率为 µ. 求磁感应强度和磁化电流.

解答. 以圆柱中心轴为 z 轴，则 Jf = Jfez,由安培环路定理,当 r < r1 时，

H · 2πr = 0,

B = µ0H = 0,

当 r1 < r < r2 时，

H · 2πr = Jf · π(r2 − r21),
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B = µH =
µ(r2 − r21)

2r
Jfeφ =

µ(r2 − r21)

2r
Jfez × er =

µ(r2 − r21)

2r2
Jf × r,

当 r > r2 时，

H · 2πr = Jf · π(r22 − r21),

B = µ0H =
µ0(r

2
2 − r21)

2r
Jfeφ =

µ0(r
2
2 − r21)

2r
Jfez × er =

µ0(r
2
2 − r21)

2r2
Jf × r,

所以磁感应强度

B =



µ0(r
2
2 − r21)

2r2
Jf × r, r > r2

µ(r2 − r21)

2r2
Jf × r, r1 < r < r2

0. r < r1

接下来求磁化电流，仅在 r1 < r < r2 中导体被磁化，磁化强度

B = µ0(H +M ),

M = (
µ

µ0

− 1)H = (
µ

µ0

− 1)
(r2 − r21)

2r2
Jf × r,

磁化电流密度

JM = ∇×M = (
µ

µ0

− 1)
1

2
∇× ((1− r21

r2
)Jf × r) = (

µ

µ0

− 1)Jf ,

注:

∇× F =
1

r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
er reφ ez

∂

∂r

∂

∂φ

∂

∂z

Fρ ρFφ Fz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∇×((1−r21
r2
)Jf×r) = ∇×(

r2 − r21
r

Jfeφ) =
1

r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
er reφ ez

∂

∂r

∂

∂φ

∂

∂z

0 r × r2 − r21
r

Jf 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2Jf .
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表面磁化电流密度, 当 r = r1 时，

αM = M (r < r1)|r=r1 × er +M (r1 < r < r2)|r=r1 × (−er) = 0,

当 r = r2 时，

αM = M (r1 < r < r2)|r=r2×er+M (r > r2)|r=r2×(−er) = −(
µ

µ0

−1)r
2
2 − r21
2r2

Jf .

题目 3. 证明两个闭合的恒定电流圈之间的相互作用力大小相等，方向相

反 (但两个电流元之间的相互作用力一般并不服从牛顿第三定律).

解答. 先讨论两个闭合的恒定电流圈，由安培定律，电流圈 L1 对电流圈

L2 的总作用力

F12 =

∮
L2

I2dl2 ×B1

=

∮
L2

I2dl2 ×
µ0

4π

∮
L1

I1dl1 × r12
r312

=
µ0I1I2
4π

∮
L2

∮
L1

dl2 × (dl1 × r12)

r312

=
µ0I1I2
4π

∮
L2

∮
L1

[
dl1(dl2 · r12)

r312
− r12(dl2 · dl1)

r312
],

上式第一项

µ0I1I2
4π

∮
L2

∮
L1

dl1(dl2 · r12)
r312

=
µ0I1I2
4π

∮
L1

dl1

∮
L2

r12
r312
· dl2

Stokes 定理
========

µ0I1I2
4π

∮
L1

dl1

∫
S

(∇× r12
r312

) · dS = 0,

即

F12 = −
µ0I1I2
4π

∮
L2

∮
L1

r12(dl2 · dl1)
r312

,

同理

F21 = −
µ0I1I2
4π

∮
L1

∮
L2

r21(dl2 · dl1)
r321

,
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且 r12 = −r21, 所以 F12 = −F21, 即两个闭合的恒定电流圈之间的相互作用

力大小相等，方向相反.

接下来讨论两个电流元之间的相互作用力, 按照安培定律，

dF12 = I2dl2 ×
µ0

4π

I1dl1 × r12
r312

=
µ0I1I2
4π

[
dl1(r12 · dl2)

r312
− r12(dl1 · dl2)

r312
],

dF21 = I1dl1 ×
µ0

4π

I2dl2 × r21
r312

=
µ0I1I2
4π

[
dl2(r21 · dl1)

r312
− r21(dl2 · dl1)

r312
],

显然，一般情况下 dF12 ̸= −dF21，那么，原因是什么呢，为何此处违

背了牛顿第三定律？

我们需要从头审视。牛顿第三定律的本质是动量守恒，上面产生矛盾

的原因在于——磁场力并非“超距作用”，电磁场是一种物质，它也具有动

量。对于两个闭合的恒定电流圈，以 ΓA，ΓB，ΓEM 分别表示两个电流圈和

空间中恒定磁场的动量，由系统的动量守恒定律可知

ΓA

dt
+

ΓB

dt
+

ΓEM

dt
= 0,

恒定电流圈激发的是恒定磁场，空间中的电磁场动量密度不随时间变化，即

ΓEM

dt
= 0,

所以
ΓA

dt
+

ΓB

dt
= 0,

即两个闭合的恒定电流圈之间的相互作用力满足牛顿第三定律.

对于两个孤立电流元，诚然，按答案所言，确实不存在恒定(此处“恒

定”指的是电流元静止，并且其中电流的大小方向不变) 的孤立的电流元

(因为这明显违背了电荷守恒定律)，但这并不能算是一个解释，属于是耍流

氓加糊弄的行为 (doge)。

非恒定情况下，让一个点电荷以 v 的速度运动，当然可以看作是一个

电流元. 以 Γ1，Γ2，ΓEM 分别表示两个电流元和空间中电磁场的动量，由
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系统的动量守恒定律可知

Γ1

dt
+

Γ2

dt
+

ΓEM

dt
= 0,

运动的点电荷激发的不是恒定电磁场，空间中的电磁场动量密度一般会随

时间变化 (这很好理解，随着两个电流元的运动，空间中的电磁场会不断变

化)，即
ΓEM

dt
̸= 0,

所以
Γ1

dt
+

Γ2

dt
̸= 0,

即两个孤立电流元之间的相互作用力不满足牛顿第三定律.

那么，又有一个问题呼之欲出，既然两个电流元之间的作用力并非等

值反向，为何在积分之后，也就是得到两个电流圈后，作用力又满足等值反

向了？

不妨令 dF12 + dF21 = 0，即

dl1(r12 · dl2) + dl2(r21 · dl1) = r12 × (dl1 × dl2) = 0,

这里仅考虑两线圈共面的情况，所以要求

dl1 ∥ dl2,

对于两个给定的线圈，某个 dl1 总可以“找到”和它平行的 dl2，使得

两个电流元之间的牛顿第三定律成立，从而在积分之后，使得整体，也就是

两个电流圈之间的牛顿第三定律成立.

题目 4. 计算同轴导线内的动量流密度 (郭书 43 面).

解答. 由题可知，

E =
τ

2πϵr
r̂, B =

µI

2πr
θ̂,
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同轴导线内的动量流密度为

←→
T = −ϵEE − 1

µ
BB +

1

2
(ϵE2 +

1

µ
B2)
←→
I ,

代入得

←→
T =

1

8π2r2


−τ 2

ϵ
+ µI2 0 0

0 −µI2 + τ 2

ϵ
0

0 0
τ 2

ϵ
+ µI2


动量流密度张量的形式与弹性力学中的应力张量十分相似，可以类比称为

麦克斯韦应力张量，可以用它来计算电磁场中物体的受力.

题目 5. 平行板电容器内有两层介质，它们的厚度分别为 l1 和 l2，电容率

为 ϵ1 和 ϵ2，今在两板接上电动势为 ε 的电池，求

(1) 电容器两板上的自由电荷面密度 ωf；

(2) 介质分界面上的自由电荷面密度 ωf .

若介质是漏电的，电导率分别为 σ1 和 σ2，当电流达到恒定时，上述两

问题的结果如何？

解答. 设两层介质的电场强度分别为 E1 和 E2，有

E1l1 + E2l2 = ε,

介质绝缘情况下，两介质分界面处不会有自由电荷累积，电位移连续，

D2 −D1 = 0,

且 D1 = ϵ1E1，D2 = ϵ2E2，上下导体极板中电场为零，联立上述式子

得

ωf上 = en · (D1 −D上极板) = D1 =
ε

l1
ϵ1

+
l1
ϵ1

,
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ωf中 = en · (D2 −D1) = 0,

ωf下 = en · (D下极板 −D2) = −D2 = −
ε

l1
ϵ1

+
l1
ϵ1

,

若介质漏电，两介质分界面处会有自由电荷累积，此时电位移不连续，

但当电流恒定后，分界面处的电流密度是连续的 (∇′ · J +
∂ρ

∂t
= 0)，即

J2 − J1 = 0,

由欧姆定律 J = σE，有 J1 = σ1E1，J2 = σ2E2，联立上述式子得

ωf上 = en · (D1 −D上极板) = D1 =
ϵ1σ2ε

σ2l1 + σ1l2
,

ωf中 = en · (D2 −D1) =
ϵ2σ1 − ϵ1σ2

σ2l1 + σ1l2
ε,

ωf下 = en · (D下极板 −D2) = −D2 = −
ϵ2σ1ε

σ2l1 + σ1l2
,

题目 6. 证明

(1) 当两种绝缘物质的分界面上不带面自由电荷时，电场线的曲折满足

tan θ2
tan θ1

=
ϵ2
ϵ1
,

其中 ϵ1 和 ϵ2 分别为两种介质的介电常数，θ1 和 θ2 分别为界面两侧电场线

与法线的夹角.

(2) 当两种导电介质内流有恒定电流时，分界面上电场线曲折满足

tan θ2
tan θ1

=
σ2

σ1

,

其中 σ1 和 σ2 分别为两种介质的电导率.

解答. 绝缘介质分界面上自由电荷面密度 σf = 0，故法向边值关系为

D2n = D1n,
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且

E2t = E1t,

若两种介质都是线性均匀的，即 D1 = ϵ1E1，D2 = ϵ2E2，上述两式便为

ϵ2E2 cos θ2 = ϵ1E1 cos θ1，E2 sin θ2 = E1 sin θ1,

于是得
tan θ2
tan θ1

=
ϵ2
ϵ1
.

当电流恒定时，边值关系为

J2n = J1n,

且

E2t = E1t

若两种介质都是线性均匀的，即 J1 = σ1E1，J2 = σ2E2,，上述两式便为

σ2E2 cos θ2 = σ1E1 cos θ1，E2 sin θ2 = E1 sin θ1,

于是得
tan θ2
tan θ1

=
σ2

σ1

.

题目 7. 内外半径分别为 a 和 b 的无限长圆柱形电容器，单位长度电荷为

λf，板间填充电导率为 σ 的非磁性物质.

(1) 证明在介质中任何一点传导电流与位移电流严格抵消，因此内部无

磁场.

(2) 求 λf 随时间的衰减规律.

(3) 求与轴相距为 r 的地方的能量耗散功率密度.

(4) 求长度为 l 的一段介质总的能量耗散功率，并证明它等于这段的静

电能减少率.
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解答. (1) 按题意电容器外部无电场. 若内部介质线性均匀，便有 D = ϵE.

以圆柱中心轴为 z 轴，由对称性，由高斯定理可知

D · 2πrh = λfh,

即 D =
λf

2πr
er，E =

D

ϵ
=

λf

2πϵr
er，所以介质内传导电流密度和位移电流

密度分别为

Jf = σE =
σλf

2πϵr
er，JD =

∂D

∂t
=

1

2πr

∂λf

∂t
er,

由高斯定理微分形式以及电流连续性方程

∇ ·D =
λf

2π
∇ · (er

r
) = ρf ,

∇ · Jf +
∂ρf
∂t

=
σ

ϵ

λf

2π
∇ · (er

r
) +

1

2π

∂λf

∂t
∇ · (er

r
) = 0,

即
σ

ϵ
λf +

∂λf

∂t
= 0，所以

Jf + JD = Jf +
∂D

∂t
= 0,

因为介质是非磁性的，即 B = µ0H，故任何一点任意时刻磁场的旋度

∇×B = µ0∇×H = µ0(Jf +
∂D

∂t
) = 0,

证得在介质中任何一点传导电流与位移电流严格抵消，所以内部无磁场.

(2) 由 σ

ϵ
λf +

∂λf

∂t
= 0 可得，任意时刻 t 电极上的电荷密度

λf (t) = λf (0)e
−
σ

ϵ
t
,

其中 λf (0) 是 t = 0 时电极的自由电荷密度. 可见由于介质漏电，电极的电

荷随时间按指数规律衰减.

(3) 介质中电流热效应引起的能量耗散功率密度为

p = Jf ·E = σE2 = σ(
λf

2πϵr
)2.
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(4) 长度为 l 的一段介质耗散的功率为∫ b

a

pdV =

∫ b

a

σ(
λf

2πϵr
)22πrdrl =

σlλ2
f

2πϵ2
ln(

b

a
),

介质中电场能量密度及其时变率为

ω =
1

2
D ·E，∂ω

∂t
= −σ( λf

2πϵr
)2,

长度为 l 的一段介质内场能量减少率为

−
∫
V

∂ω

∂t
dV =

σlλ2
f

2πϵ2
ln(

b

a
),

这表明电流热效应耗散的能量全部由电场能转化.


