
概率论与数理统计（缪柏其）

1 事件及其概率

1.1 概率论简史

1.2 随机实验和随机事件

随机试验：随机现象是自然界和社会中一类结果不可预先确定的客观现象.

当人们观测它时，所得结果不能预先确定，仅仅是多种可能结果中的一种. 对随

机现象的实现或对它的某个特征的观测过程即称为随机试验，简称试验.

样本空间与事件：随机试验的每一个可能出现的结果称为基本事件，它是随

机试验结果的最小单位，不能再分拆. 而由若干个基本事件组成的一个结果称为

随机事件(简称事件). 事件通常用英文大写字母 A，B… 来表示. 随机试验中所有

基本事件所构成的集合称为样本空间,通常用Ω或 S 来表示.样本空间的元素称为

样本点，通常用ω表示.显然，每个样本点即为一个基本事件.

根据样本空间Ω的大小，可以将样本空间分为三类：有限样本空间（仅含有

有限个样本点）、可数无穷样本空间（含有无穷且可数个样本点）和不可数样本

空间（含有无穷且不可数个样本点）.

必然事件和不可能事件：样本空间本身称为必然事件，因其在随机试验中必

然会发生，通常用Ω或 S 来表示.空集称为不可能事件，由于其不包含任何样本点，

故在随机试验中不可能发生，通常用∅表示。

事件的和：事件 A 和事件 B 中至少有一个发生,记为 AUB,称为 A 与 B的和.事

件的和运算等同于集合运算“并”。两个事件和的运算可以推广到 n 个（或可数

个）事件�1, �2, ⋯, ��的和�1 ∪ �2 ∪⋯ ∪ ��，简记为 �=1
� ��� ，表示这 n个事件中

至少有一个事件发生.



事件的差：事件 A 发生而事件 B不发生，记为 A-B 或 AB�，称为 A 与 B的差.

事件的积：事件 A 和事件 B 同时发生，记为 A ∩ B,A⋅B 或 AB,称为 A 与 B 的

积.事件的积运算等同于集合运算“交".两个事件积的运算可以推广到 n 个（或可

数个）事件�1, �2, ⋯, ��的积�1 ∩ �2 ∩⋯ ∩ ��,简记为 �=1
� ��� 或 �=1

� ��� ,表示这 n

个事件同时发生。

不相容事件：事件 A 和事件 B 不能同时发生，即 A ∩ B = ∅,称为事件 A 和事

件 B 不相容或互斥.若一列事件中任意两个事件不相容，则称其为两两不相容事

件列.

当事件�1, �2, ⋯, ��两两不相容时，可以把“并”运算符改写成加号， �=1
� ��� =

�=1
� ��� 。

对立事件：｛事件 A 不发生｝这一事件称为 A 的对立事件(或余事件)，记为��

或��.

事件的运算公式：

A = A ∪ A = A ∩ A（等幂律）

A ∪ BC = （A ∪ B） ∩（A ∪ C）
A ∩（B ∪ C） = AB ∪ AC

（A ∪ B）（C ∪ D） = AC ∪ BC ∪ AD ∪ BD

（分配律）
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（德摩根对偶法则）

A ∪ B = B ∪ A（交换律）

A ∪ B ∪ C = （A ∪ B） ∪ C = A ∪（B ∪ C）
A ∩ B ∩ C = （A ∩ B） ∩ C = A ∩（B ∩ C）

（结合律）



（A ∪ B） ∩ A = A
（A ∩ B） ∪ A = A

（吸收律）

A ∪ ∅ = A, A ∩ ∅ = ∅
A ∩ U = A, A ∪ U = U（0 − 1律）

A ∪ A� = U,A ∩ A� = ∅（互补律）

（A� ∪ B） ∩ A = A ∩ B
（A� ∩ B） ∪ A = A ∪ B

（重叠律）
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1.3 概率的定义和性质

概率是随机事件发生可能性大小的数字表征，取值于区间[0,1].概率是事件的

函数.因为事件与集合有一一对应关系，所以概率可以视为集合的函数.

1.3.1 古典概型

假设样本空间Ω中试验结果只有有限个，记为 � = �(样本点个数)，且每个

基本事件发生的可能性相同.若事件 A 中的基本事件个数 � = �(称为事件 A 的

有利场合数，因为这些基本事件的发生对事件 A 的发生“有利”)，则事件 A 的概

率定义为 P(A) = �
�
= �

�
。在有限性和等可能性下定义概率的模型称为古典概型.

1.计数原理

加法原理：完成一件事情有 n类办法，在第一类办法中有�1种不同的方法，

在第二类办法中有�2种不同的方法，……，在第九类办法中有��种不同的方法,

那么完成这件事共有 N = �1 +�2 +⋯+��种不同的方法.

乘法原理：完成一件事情需要分成 n个步骤，做第一步有�1种不同的方法，

做第二步有�2种不同的方法，……，做第八步有��种不同的方法，那么完成这

件事有 N = �1�2⋯��种不同的方法.

（1）从 n 个不同的元素中，有放回地取出 r 个元素组成的可重复排列的不



同方式有��种.从 n 个不同的元素中，不放回地取出 r 个元素组成的不重复排列的

不同方式有 n(n − 1)⋯(n − r + 1) = Pnr种，这种排列称为选排列.特别 r=n 时,称

为全排列.

（2）从 n 个不同的元素中，不放回地取 r 个元素组成的组合，不同方式个

数为
�
� = �!

�!(�−�)!
= ��� .

（3）从 n 个不同的元素中，有放回地取 r 个元素组成的组合(不考虑顺序)，

不同方式个数为
� + � − 1

� ，这个数称为重复组合数.

2.盒子模型

把 r 个球随机放到不同编号的 n个盒子中去：

（1）球可辨，每个盒子中不限球的个数.此为重复排列，不同的放法个数为��。

（2）球可辨，每个盒子中至多放一个球.此为选排列，不同的放法个数为
�!

(�−�)!
。

（3）球不可辨，每个盒中不限球的个数.不同的排法个数为
� + � − 1

� 。

（4）球不可辨，每个盒子中至多放一个球.此为一般的组合，不同的放法个

数为
�
� 。

3.多组组合

把n个不同的元素分为有序的k个部分，第 i部分有��个元素，i = 1,2,⋯, k,�1 +

�2 +⋯+ ��，则不同的分法个数为
�!

�1!�2!⋯��!
，称为多项式系数，它是 �1 + �2 +⋯+

�� �展开后�1
�1�2

�2⋯��
��前面的系数.

4.不尽相异元素的排列

有 n 个元素，属 k 个不同类，同类不可辨认，各类元素分别有�1, �2, ⋯, ��

个，�1 + �2 +⋯+ �� = �，排成一列，共有
�!

�1!�2!⋯��!
种排法。

一个小概率事件在一次试验中是几乎不可能发生的，但在多次重复试验中几



乎是必然发生的，数学上称之为小概率原理.设 P(A) = α,若α小于于某个给定的

很小的数 c,则该事件称为小概率事件.在概率统计中常用的 c 有两个,c=0.01 和

c=0.05,我们可以分别称为严标准和宽标准。

1.3.2 概率的统计定义

古典概型中有两个限制，如果去掉有限性，保留基本事件的等可能性，就称

为几何概型.

概率的统计定义：设事件 A 发生的概率为 p，为了确定他，把该实验在相同

的条件下独立重复做 n 几次，用��表示事件 A 出现的频数，��/�称为事件 A 的

频率.当 n → ∞时，频率��/�会在某个数 p 附近波动，且慢慢稳定下来，我们就

称该数为事件 A发生的概率，记为 P(A) = p。

1.3.3 主观概率的定义

主观概率：一个事件发生的概率规定为某人在主观上相信该事件会发生程度

的数字衡量.

1.3.4 概率的公理化定义

设 P(·)是定义在样本空间Ω中事件上的一个实函数，它取值在 0 和 1 之间，

满足：若 A 是样本空间上的一个事件，则（1）（非负性）0 ≤ P(A) ≤ 1;（2）（规

范性）设Ω为必然事件，则 P(Ω) = 1；（3）（可数可加性）对Ω中两两不相容事

件列�1, �2, ⋯, ��, ⋯，即�� ∩ �� = ∅,∀i ≠ j，有 P k=1
∞ Ak� = k=1

∞ P Ak� ，则 P(·)

称为一个概率函数，简称概率。

（1）P(∅) = 0。

（2）（有限可加性）若�1, �2, ⋯, ��两两不相容，则 P k=1
n Ak� = k=1

n P Ak� 。

（3）（可减性）若 A ⊂ B，则 P(B − A) = P(B) − P(A).



（4）（单调性）若 A ⊂ B，则 P(B) ≥ P(A).

（5）P(A�) = 1 − P(A).

（6）（加法定理/容斥定理）对任意事件�1, �2, ⋯, ��，有 P k=1
n Ak� =

k=1
n P Ak� − 1≤i<j≤nP(AiAj)� + 1≤i<j<k≤nP(AiAjAk)� −⋯ + ( −

1)n−1P(�1�2⋯��)。

（7）（次可加性）对任意事件列�1, �2, ⋯, ��, ⋯，有 P n=1
∞ An� ≤ n=1

∞ P An� 。

（8）（下连续性）若事件列满足�� ⊂ ��+1，则 P n=1
∞ An� = lim

�→∞
P(��)。

（9）（上连续性）若事件列满足�� ⊃ ��+1，则则 P n=1
∞ An� = lim

�→∞
P(��)。

1.4 条件概率

1.4.1 条件概率的定义

条件概率：设 A,B 为样本空间Ω中的两个事件，P(B)>0，称 P A B = P(AB)
P(B)

，

为已知事件 B发生的情况下，事件 A 发生的条件概率。

乘法公式：P(AB) = P(A)P B A ，那么若 P( k=1
n−1Ak� ) > 0，P( k=1

n Ak� ) =

P(A1)P A2 A1 ⋯P An k=1
n−1Ak�

P · � 是一个概率函数. 概率函数具有的性质，对条件概率函数同样成立.

1.4.2 全概率公式

完备事件群：设�1, �2, ⋯, ��是样本空间Ω中的一组概率大于 0的事件，满足

���� = ∅, �=1
� ��� = Ω，则称�1, �2, ⋯, ��是样本空间Ω的一个完备事件群（也称为

Ω的一个划分）。

全概率公式：设�1, �2, ⋯, ��是样本空间Ω中的一个完备事件群，A 为Ω中任

一事件，则 P(A) = i=1
n P A Bi P(Bi)�

1.4.3 贝叶斯公式



设�1, �2, ⋯, ��是样本空间Ω中的一个完备事件群，A 为Ω中任一事件，则

� �� � = � � �� �(��)
�=1
� � � �� �(��)�

假设某个过程具有�1, �2, ⋯, ��这样几个可能的前提(原因)，而 �(��) 是人们

对这 n个可能前提(原因)的可能性大小的一种事前(即还没有进行当前试验)估计，

称之为先验概率.当这个过程有了一个结果 A 之后 (即当前试验完成后)，人们便

会通过条件概率 � �� � 来对这 n个可能前提的可能性大小作出一种新的认识，

因此，将这些条件概率称为后验概率.

1.5 独立性

若 A,B 是样本空间Ω中的两个事件，满足 P(AB) = P(A)P(B)，则称事件 A,B

相互独立。如果事件 A与事件 B 的发生互不影响，那么两事件是相互独立的.

若 A,B 是样本空间Ω中的两个事件，若 P(A) > 0,则事件 A,B 相互独立的充要

条件为 P B A = P(B)。

A,B 是样本空间Ω中的两个事件，则下面陈述等价：（1）A 与 B 独立（2）A

与��独立（3）��与 B独立（4）��与��独立。

设�1, �2, ⋯, ��是样本空间Ω中的 n 个事件，若对∀k 及∀1 ≤ �1 ≤ �2 ≤ ⋯ ≤

�� ≤ �满足 P(��1��2⋯���) = �(��1)�(��2)⋯�(���)，则称事件�1, �2, ⋯, ��相互独

立。

设�1, �2, ⋯, ��是样本空间Ω中的 n个事件，记��� = ��或���，若 P(��1��2⋯���) =

�(��1)�(��2)⋯�(���)。

设�1, �2, ⋯, ��是样本空间Ω中的 n个事件，如果其中任意两个事件相互独立，

那么称事件�1, �2, ⋯, ��两两独立。

如果事件列 ��: � = 1,2,⋯,∞ 中任意有限个事件相互独立，那么称其为独立



事件列.如果其中任意两个事件相互独立，那么称其为两两独立事件列.

1.6 扩展进阶：求概率的一些方法

1.6.1 选择合适的样本空间

1.6.2 递推法（条件化）

1.6.3 利用概率性质求解

1.7 扩展阅读 1：贝叶斯公式和垃圾邮件识别

1.8 扩展阅读 2：三门问题

2 随机变量及其分布

2.1 随机变量的概念

随机变量 X 是一个映射，X：Ω → ℝ，对每个（可测集）A ⊂ ℝ， � ∈ � 是一

个（可定义概率的）随机事件，且 P(� ∈ �) = �( � ∈ Ω: X(�) ∈ � )。随机变量

（r.v.）是取值随实验结果而定且有一定概率分布的变量。

2.2 离散型随机变量的分布

如果随机变量 X 只取有限多个或可数多个值，那么称 X 为离散型随机变量。

设 X 取的一切可能值为 �1, �2, ⋯, ��, ⋯，则 �(� = ��) = ��，其中 �� ≥ 0，

�=1
∞ ��� = 1，称为离散型随机变量 X的分布律或概率质量函数（pmf）。

2.2.1 0-1分布

若随机变量 X 的分布律为
0 1

1 − � � ，其中 0 < � < 1，则称 X 服从 0-1分布

或者伯努利分布或两点分布。

2.2.2 离散均匀分布

若随机变量 X 的分布律为�(� = ��) =
1
�
，其中��为 n个不同的实数，则称随



机变量 X 服从离散均匀分布，常用的�� = �。

参数为(�,�, �)，� ≪ �的超几何分布�(� = �) =
�
�

�−�
�−�
�
�

。

2.2.3 二项分布

只有两种可能结果的实验称为伯努利实验。

设离散型随机变量 X 所有可能取值为 0,1,⋯, � , 0 < � < 1，如果其分布律为

�(� = �) = �
� ��(1 − �)�−�，那么称 X 服从二项分布，记作�~�(�, �)，而�(� =

�)常记作�(�, �, �)。

2.2.4 负二项分布

设随机变量��取正整数值，其分布律为�(�� = �) = � − 1
� − 1 ����−�，其中 r

为正整数，0 < � < 1，则称 X 服从参数 r,p的负二项分布或者帕斯卡分布，记为

�~��(�, �),�(�� = �)记为��(�, �, �)。

若 r=1，分布称为几何分布，记为�1~��(�)，�(�1 = �) = ���−1.

以所有正整数为取值集合的随机变量 X 服从几何分布��(�)，当且仅当对任

何正整数 m 和 n，都有 P X > m + n X > m = P(X > n)，该性质称为几何分布

的无记忆性。

2.2.5 泊松分布

若随机变量 X 的分布律为�(� = �) = �−� �
�

�!
，� > 0，则称 X 服从参数λ的泊

松分布，记为 X~P(λ)。

泊松逼近定理：设一族随机变量��~�(�, ��)，若当 n → ∞，��� → � > 0，

则 lim
�→∞

�(�� = �) = �−� �
�

�!
，一般 n ≥ 30, ��� ≤ 5时可使用。当 r → ∞，�(1 − �) →

� > 0，那么� ≈ 1 − �
�
，令� − � = �为固定数，lim

�→∞
�(�� = �) = �−� �

�

�!
。

2.3 连续型随机变量的分布



2.3.1 随机变量的分布函数

设 X为随机变量，x为任一实数，称�(�) = �(� ≤ �)为随机变量 X 的（累积）

分布函数（cdf）。

设离散型随机变量 X 的可能值为�1, �2, ⋯, ��, ⋯，其分布律 �� 和分布函数

�(�)互相确定，等价描述了 X 的概率分布情况。

�(�)为非减函数，且只存在第一类间断点；∀x ∈ ℝ, 0 ≤ �(�) ≤ 1，且�(∞) =

1, �( − ∞) = 0；�(�)为右连续函数，�(� + 0) = �(�)。

2.3.2 概率密度函数

设随机变量 X的分布函数�(�)，若存在非负函数�(�) ≥ 0,使得∀x ∈ ℝ, �(�) =

−∞
� �(�)��� ，则称 X 为连续型随机变量，�(�)称为分布函数的概率密度函数（pdf），

简称密度函数，记为�~�(�)。

概率密度函数具有性质：

（1）�(�) ≥ 0，∀x ∈ ℝ.

（2） −∞
∞ �(�)��� = 1

（3）∀�1 < �2,有 P(�1 < � ≤ �2) = �(�2) − �(�1) = �1
�2 �(�)��� 。

（4）若�(�)在�0连续，则�'(�0) = �(�0)

（5）∀x ∈ ℝ，�(� = �) = 0

2.3.3 几种重要的连续型分布

1.均匀分布

随机变量 X 在有限区间(�, �)内取值，且概率密度函数为�(�) = 1
�−�

�(�,�)(�)，

则称 X 服从区间(�, �)上的均匀分布，记为 X~U(�, �)。

2.指数分布



若随机变量 X 的密度函数为�(�) = ��−���(0,∞)(�)，其中� > 0为参数，则称

X 服从参数为�的指数分布，记为 X~Exp(�)。

设 X~Exp(�)，则对任意�, � > 0，有 P X > s + t X > t = P(X > s)，即无记

忆性。

如果�(�) = �
�
( �
�
)�−1，则�(�) = �

�
( �
�
)�−1��� − ( �

�
)� �(0,∞)(�)，称为参数为�, �

的韦布尔分布。

3.正态分布

随机变量 X 的概率密度为�(�) = 1
2��

��� − (�−�)2

2�2
，则称 X 服从参数为�，�2

的正态分布，记为 X~N(�，�2).

�称为位置参数，表示图形的对称位置。�称为尺度参数，表示图形高低的改

变。当� = 0,� = 1 时，�(�)称为标准正态分布密度函数，记为�(�)，对应的分

布函数称为标准正态分布函数，记为�(�)。

设 X~N(�，�2)，则�(�) = �( �−�
�
)，即

�−�
�
~N(0,1)，�−�

�
称为标准化变换。

2.4 随机变量函数的分布

2.4.1 离散型随机变量函数的分布

设随机变量� = �(�)，�有分布律 �(� = ��) = ��，则 �(� = �(��)) =

�:�(��)=�(��)
��� ，如果 g 恒为常数，那么�取该常数的概率为 1，称为 Y 的分布退

化。

2.4.2 连续型随机变量函数的分布

对变换� = �(�)，�~�(�)，则 Y 的分布函数为�1(�) = �(� ≤ �) = �(�(�) ≤

�) = �(�)≤��(�)��� 。

若�(�)是严格单调的且反函数可导时，则随机变量�仍为连续型随机变量，



且有概率密度函数�1(�) =
�(ℎ(�)) ℎ'(�) , � < � < �

0,其他
，ℎ(�)为�(�)反函数。

当�(�)不是全区间上单调而是逐段单调时，密度变换公式有下面形式：设随

机变量�的密度函数为�(�), � < � < �。如果 �, � = � ��� ，使得� = �(�)在每个

子区间有唯一的反函数ℎ�(�)，且导函数ℎ'�(�)连续，那么� = �(�)是连续型随机

变量，�1(�) = � �(ℎ�(�)) ℎ'�(�) ��� 。

2.5 扩展阅读：正态分布的由来

棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理：设随机变量��服从参数为 n 和 p 的二项分

布，其中 0<p<1 为一给定的常数，那么，对任意的实数 x，有 lim
�→∞

�( ��−��
��(1−�)

≤ �) =

1
2� −∞

� �−
�2

2��� 。

随机误差分布亦是正态分布。

3 多维随机变量及其分布

3.1 多维随机变量及其分布

3.1.1 多维随机变量

设 �1(�),⋯, ��(�) 为 同 一 样 本 空 间 上 的 随 机 变 量 ， 则 称 �(�) =

(�1(�),⋯, ��(�))为 n维随机变量，或称 n 为随机向量，简记为(�1, ⋯, ��)或�。

设(�, �)是二维随机变量，(x, y) ∈ ℝ2，称二元函数�(�, �) = �(� ≤ �, � ≤

�) = �( �: �(�) ≤ �, �(�) ≤ � ) = �( � ≤ � ∩ � ≤ � )为(�, �)的分布函数，或

(�, �)的联合分布函数。

二维随机变量的联合分布函数�(�, �)具有性质：

（1）�(�, �)分别对 x,y 单调不减；

（2）∀(�, �) ∈ ℝ2，0 ≤ �(�, �) ≤ 1，�(∞,∞) = 1，�( − ∞, �) = �(�, − ∞) =

�( − ∞, − ∞) = 0；



（3）�(�, �)分别关于�, �右连续；

（ 4 ） ∀�1 < �2, �1 < �2, �(�1 < � < �2, �1 < � < �2) = �(�2, �2) +

�(�1, �1) − �(�1, �2) − �(�2, �1)

设�, �的可能取值为 ��, �� , � = 1,2,⋯, � = 1,2,⋯ ，记�(� = ��, � = ��) = ���，

称为二维离散型随机变量的联合概率质量函数或联合分布律。

称� = (�1, ⋯, ��)为一 n 维离散型随机变量，若每一个��都是一个离散型随

机变量，并设��的所有可能取值（有限个或可数个）为 ��1, ��2, ⋯ ，则称

�(�1, ⋯, ��) = �(�1 = �1�1, ⋯, ����)为 n 维随机变量�的联合概率质量函数或联合

分布律。

多项分布�~�(�; �1, ⋯, ��)，�(�1, ⋯, ��) =
�!

�1!⋯��!
�1�1⋯����。

3.1.2 连续型多维随机变量的联合密度函数

设 �, � ~�(�, �)，若存在可积的非负函数�(�, �)，使得对于∀(�, �) ∈ ℝ2，有

�(�, �) = −∞
�

−∞
� �(�, �)������ ，则称 �, � 为二维连续型随机变量，�(�, �)称为其

联合分布函数，称�(�, �)为其联合概率密度函数，简称联合密度函数。

设 �, � 的 概 率 密 度 函 数 为 �(�, �) = 1
2��1�2 1−�2

��� − 1
2(1−�2)

[ (�−�)
2

�1
2 −

2� (�−�)(�−�)
�1�2

+ (�−�)2

�2
2 ] ，称 �, � ~�(�, �, �12, �22, �)，即二元正态分布。

设 �, � ~�(�, �) = 1
�
��(�, �)，称 �, � 在 G 上服从均匀分布。

设� = (�1, ⋯, ��)，� = (�1, ⋯, ��) ∈ ℝ�，称�(�) = �(�1 ≤ �1, ⋯, �� ≤ ��) ≡

�(� ≤ �)为 n 维随机变量�的联合分布函数。若存在非负 n 元函数�(�1, ⋯, ��)使

得�(�) = −∞
� �(�)��� ，则�(�)称为�的联合密度函数，�称为连续型 n 维随机变

量。

3.2 边缘（际）分布



设 �, � 的联合分布函数为�(�, �)，则其分量�, �的分布函数�1(�)和�2(�)称

为 �, � 或�的边缘（际）分布，�1(�) = �(�,∞)。

3.2.1 二维离散型随机变量的边缘（际）分布

�(� = ��) =
�

�(� = ��, � = ��)� =
�

���� = ��·

3.2.2 二维连续型随机变量的边缘分布

设二维连续型随机变量 �, � ~�(�, �)，则�1(�) = �(�, �)��� ，称为 �, � 或

�(�, �)的边缘概率密度函数，简称边缘密度函数。

二元正态分布的概率密度函数可表示为�(�) = (2�)−1 � −1
2��� − 1

2
� −

� ��−1 � − � ，� =
�12 ��1�2

��1�2 �22
，它的随机变量服从正态分布，但与�无

关。

多维随机变量的边缘分布和边缘密度函数：

设� = (�1, ⋯, ��)，任取 k 个变量，不妨为前 k个，记� = (�1, ⋯, ��)，余下

� = (��+1, ⋯, ��)，则�的分布即为�的边缘分布，记为��(�) = �(� ≤ �, � <

∞) = �(�,∞)，��(�) = �(�, �)��� ，n维随机变量有2� − 2个边缘分布。

3.3 条件分布

�� � =
���
�·�
，�� �(�|�) = −∞

� �� �(�|�)��� = −∞
� �(�,�)

�2(�)
��� 。

如果�2(�) > 0，那么称�� �(�|�) =
�(�,�)
�2(�)

为给定� = �下随机变量 X 的条件概

率密度函数，常表达为� � = �~�� �(�|�)。

�(�, �) = �� �(�|�)�2(�)

�� �(�|�) =
�� �(�|�)�1(�)

�2(�)

多维随机变量的条件密度函数：



�� �(�|�) =
�(�, �)
��(�)

3.4 相互独立的随机变量

设随机变量�, �的联合分布函数为�(�, �)，边缘分布为�1(�), �2(�)。若

∀(�, �) ∈ ℝ2，都有�(�, �) = �1(�)�2(�)，则称随机变量�, �相互独立。

对于离散型随机变量，��� = ��·�·�。

对于连续型随机变量，�(�, �) = �1(�)�2(�)，等价于�(�, �)可分离变量，即

�(�, �) = �1(�)�2(�)而不必是概率密度函数。

两个正态分布随机变量独立的充要条件是� = 0。

多维随机向量的相互独立性：

设�~�(�)，记��~��(��)，若对任意的�，有�(�) = �1(�1)⋯��(��)，则称

�1, ⋯, ��相互独立。

（1）对于离散型随机变量，若对任意的�，有�(� = �) = �(�� = ����)� ，

则称�1, ⋯, ��相互独立。

（2）对于连续型随机变量，若对任意的�，有�(�) = ��(��)� ，则称�1, ⋯, ��

相互独立。

（ 3）若 n 个随机变量�1, ⋯, ��相互独立，则随机变量 (�1, ⋯, ��)和

(��+1, ⋯, ��) 相 互 独 立 ， 随 机 向 量 的 函 数 �1 = �1(�1, ⋯, ��) 和 �2 =

�2(��+1, ⋯, ��)也相互独立。

3.5 随机向量函数的分布

设�~�(�)，� = �(�)为一维随机变量，若�� = ��(�)分别为一维随机变量，

A ⊂ ℝn，则�(� ∈ �) = �(�)��� ，��(�) = �(� ≤ �)。如果�的逆映射�−1存在

一阶连续偏导数，那么�(�) = �(�−1(�)) � ��(�), � =
��
��

。



独立随机变量的和的概率密度函数为卷积：�1 ∗ �2(�) = −∞
∞ �1(�)�2(� −�

�)��。

如果�1, ⋯, ��相互独立且服从相同指数分布，那么 Z = �1 +⋯+ ��的概率密

度函数为��(�) =
��

�!
��−1���{ − ��}�[0,∞)(�)，称为参数是�，�的�分布，记作

Z~Ga(�, �)。如果互相独立的两个同类型随机变量之和仍服从同一类型的分布，

那么称此分布类型具有再生性。�分布对参数 n 有再生性。� = � − �的概率密度

函数为��(�) =
�
2
���{ − � � }，称为拉普拉斯分布，即独立指数分布的差是拉普

拉斯分布。

正态分布�(�, �2)对参数�, �2具有再生性。

独立随机变量商的分布��(�) = −∞
∞ � �1(��)�2(�)��� 。

独立标准正态分布随机变量的商服从柯西分布��(�) =
1

�(1+�2)
。

�1, ⋯, ��相互独立，则����(�) = �1⋯��，����(�) = 1 − (1 − �1)(1 − ��)。

3.6 扩展阅读：辛普森悖论

若有
�1
�1
> �2

�2
, �1
�1
> �2

�2
，不能保证

�1+�1
�1+�1

> �2+�2
�2+�2

。

4 随机变量的数字特征和极限定理

4.1 数学期望和中位数

4.1.1 数学期望和中位数

设�为离散型随机变量，如果 �� ��� < ∞，那么称�(�) = ����� 为随机变

量�的数学期望，简称期望。

设�~�(�)，如果 � �(�)��� < ∞，即 E( � ) < ∞，那么称 E(X) = ��(�)���

为连续型随机变量的数学期望。

相同分布且相互独立，称为 i.i.d.。



泊松分布的数学期望为参数λ。

正态分布的数学期望为参数μ。

柯西分布不存在数学期望。

二项分布的数学期望为 np。

负二项分布数学期望为
�
�
。

数学期望的性质：

（1）线性性：E(�1 +⋯+ ��) = E(��)� 。

（2）若�1, ⋯, ��相互独立，E(�1⋯��) = E(��)� 。

（3）设�~��(�)，� = �(�)为 m 维随机变量，有分布函数��(�)，则 E(�) =

�(�)�(� = �)� ,离散型

�(�)��(�)��� ,连续型
。

（4）若 X ≥ Y，则�(�) ≥ �(�)。

4.1.2 条件数学期望（条件期望）

�(�|� = �) =
���(� = ��|� = �)� ,离散型

���|�(�|�)��� ,连续型
，�(�|�)是 x 的函数，记为ℎ(�)，

如果不固定 X，则�(�|�) = ℎ(�)，取其期望，�(�(�|�)) = �(�)，称为条件期望

的平滑公式或全期望公式。

4.1.3 中位数和众数

设随机变量�~�(�)，若存在常数 m，满足�(�) ≥ 0.5 ≥ �(� − 0)，则称 m

为 X 的中位数。中位数不唯一，除非�(�) > 0。

对于离散型随机变量，概率质量函数最大值对应的随机变量取为众数，记作

��；对于连续型随机变量，概率密度函数最大的称为众数，记作��。众数不唯

一，如果密度函数有唯一的极大值点，称该密度函数为单峰的。



设 0 < � < 1，称��是随机变量 X的 p分位数，即�(� ≤ ��) ≥ �, �(� ≥ ��) ≤

1 − �。密度函数大于零的连续型随机变量的分布分位数唯一，有�(� ≤ ��) = �。

当 p取 0.25,0.5,0.75时称��为四分位数，���(�) = �0.75 − �0.25为内四分位距。

当 p恰好取百分比例，分位数称作百分位数。

正态分布的内四分位距约为 1.35σ。

2 方差和矩

2.1 方差和标准差

随机变量在位置参数附近散布程度的数字特征中最重要的是方差。

设随机变量 X 平方可积，则�2 = ���(�) = �(� − �)2, � = ���(�)分别称为

X 的方差和标准差。

方差的性质：

（1）���(�) = �(�2) − �2，�(�2) ≥ [�(�)]2

（2）���(�) = 0

（3）���(��) = �2���(�), ���(� + �) = ���(�)

（4）独立随机变量和的方差等于随机变量方差的和。

（5）���(�) = 0当且仅当�(� = �) = 1，其中� = �(�)，此时称 X 退化到常

数 c。对任何常数 c，由���(�) ≤ �(� − �)2，当且仅当� = �(�)等号成立。

随机变量的标准化：� = �−�
�
，用来消除由于计算单位不同带来的影响。

泊松分布方差为λ。

二项分布方差为��(1 − �)。

正态分布方差为�2。

马儿可夫不等式：若随机变量� ≥ 0，任取� > 0，有�(� ≥ �) ≤ �(�)
�
。



切比雪夫不等式：任取� > 0，有�( � − � ≥ �) ≤ ���(�)
�

。

4.2.2 矩

设 X 为随机变量，满足�( � �) < ∞, �为正整数，则� � − � �称为 X 关于 c

的 k 阶矩。称��为�(��)为随机变量 X 的 k 阶原点矩，称�� = � � − �(�) �为 X

的 k阶中心距。

一阶原点矩�1即为单位质量物体的质心，���(�)是二阶中心距，为单位质量

物体绕质心旋转的转动惯量。

设 X~f(x)，若 f 关于直线 x=a对称，即�(� + �) = �(� − �)，那么�(�) = �，

且�3 = 0。如果�3 > 0，�的图形最高点偏右，称右偏或正偏，否则称负偏或左

偏。�3是数据分布与正态分布偏离程度的标志，标准化为�1 =
�3
�3
，称为随机变量

X 的偏度系数。

�4可以衡量密度函数在期望附近的陡峭程度，越集中越小，标准化�2 =
�4
�4

为随机变量 X 的峰度系数。

正态分布的�1 = 0, �2 = 3，有时也将
�4
�4
− 3定义为峰度系数。

随机变量 X 的矩母函数或者矩生成函数(MGF)��(�)定义为��(�) = �[���]，

如果存在正常数 a，使得��(�)对所有的[-a,a]有限，那么称 X 的矩母函数��(�)

存在。

��(�) = �[���] = 0
∞�(��) �

�

�!
� ，即�(��) = ��

���
��(�)

�=0
。

正态分布��(�) = ���+
1
2�

2�2
。

假设存在正常数 c使得随机变量 X和 Y的矩母函数对所有的[-a,a]均有限且相

等，则它们的分布相同，即��(�) = ��(�)。

指数分布的矩母函数��(�) =
�

�−�
, � < �。



如果�1, ⋯, ��相互独立，则��1+⋯+��(�) = ��1(�)⋯���(�)。

4.2.3 协方差和相关系数

设随机变量 X 和 Y 均平方可积，则称���(�, �) = �[(� − �(�))(� − �(�))]

为随机变量 X 和 Y的协方差。

协方差有性质：

（1）���(�, �) = ���(�, �)。

（2）���(�, �) = �(��) − �(�)�(�)。

（3）对任意实数�, �, �, �有���(�� + �, �� + �) = �����(�, �), ���(�� +

��, �� + ��) = �����(�) + (�� + ��)���(�, �) + �����(�)。随机变量的方差是

协方差的特例，���(�� + ��, �� + ��) = �, �
���(�) ���(�, �)
���(�, �) ���(�)

�
�
，即

协方差是一个双线性函数。

（4）（a）若�, �独立，则���(�, �) = 0；（b）[���(�, �)]2 ≤ ���(�)���(�)，

当且仅当�, �有严格线性关系时等号成立，称为随机变量场合的柯西-施瓦茨不等

式。

设随 机变 量 X 和 Y 均平 方可 积， 则称 ��,� = ��� �−�(�)
���(�)

, �−�(�)
���(�)

=

���(�,�)
���(�)���(�)

为�, �的相关系数，不混淆情况下简记为�。

� ≤ 1，当且仅当随机变量有严格的线性关系时等号成立。如果� < 0，称�, �

负相关；当� > 0，称正相关；� = 0，称为不相关。相关系数刻画了随机变量之

间的线性相关关系，并不能反映有无函数关系。

引入线性空间ℒ = {�. �. �: �(�2) < ∞}，在ℒ上，对任意�, �，定义内积 �, � =

���(�, �)，可以定义两个期望为零的�. �. �, �的模 ∙ 和夹角余弦����： � 2 =

�, � = ���(�), ���� = �,�
�,� �,�

= ���(�,�)
���(�)���(�)

，相关系数就是空间ℒ中的余弦，



所以相关系数只能反映性关系，并不能反映函数关系。

相关系数只能刻画两个随机变量之间的线性关系程度。

如果 �, � ~�(�1, �2, �12, �22, �)，那么���(�, �) = ��1�2, ��,� = �。

如果�, �相互独立，则� = 0，反之不必成立。

若 �, � ~�( � = 1)，那么�, �不相关，也不相互独立。

对于任何非退化的�. �. �, �存在方差，那么下面命题等价：（1）�, �不相关；

（2）���(�, �) = 0；（3）�(��) = �(�)�(�)；（4）���(� + �) = ���(�) + ���(�)。

4.3 熵的基本概念

熵是�. �.最重要的数字特征之一，度量了随机变量中所含有的信息量的大小，

它体现的是随机变量的不确定度程度，熵越大不确定度越大。

设 �为离散型 �. �.，分布律为 �(� = ��) = �� ，则熵定义为�(�) =−

�=1
∞ �����2(��)� ，如果�为连续性�. �.，有概率密度函数��(�)，那么有�(�) =−

−∞
∞ ��(�)����(�)��� 。

熵只和随机变量取值的相对散布状况而非绝对状况有关，�(� + �) = �(�)。

如果�是 0-1分布�. �.，�(�) =− [����2(�) + (1 − �)���2(1 − �)]。

离散型�. �.的熵有性质：

（1）�(�) ≥ 0；

（2）如果取有限个值的�. �. �的概率分布，那么有�(�) ≤ ���2(�)，当且仅

当�为离散均匀分布�. �.时等号成立。

设连续型�. �. �在实数集取值，max
�

�(�) , �. �. �(�) = �, ���(�) = �2，那么

有�~�(�, �2)。

设连续型�. �. �在正实数集取值，max
�

�(�) , �. �. �(�) = 1
�
，那么有�~���(�)。



设连续型�. �. �在[a,b]取值，max
�

�(�)，那么有�~�(�, �)。

4.4 大数定律和中心极限定理

一般情况下，�. �.和的极限就是正态分布。习惯上把�. �.和的分布收敛于正态

分布的那一类定理称为中心极限定理。

依概率收敛：设�1, ⋯, ��, ⋯是一随机变量序列，�为�. �.，如果∀� > 0，有

lim
�→∞

�( �� − � ≥ �) = 0，那么称随机变量序列 �� 依概率收敛于随机变量�，记

为�� → �, �� �，或��
�
→
�
→
�
→ �。

设�1, ⋯, ��, ⋯是一 i.i.d的�. �.序列，记它们的期望和方差为�, �2。记�� = �1 +

⋯+ ��，那么∀� > 0， lim
�→∞

�( ��
�
− � ≥ �) = 0。

（伯努利大数定律）设 �� 为独立的 0-1 分布�. �.序列，�(�� = 1) = �，那

么
1
� �=1

� ���
�
→
�
→
�
→ �。

强大数定律：随机变量序列的前 n项和的平均几乎在每个样本点上收敛。

设�1, ⋯, ��, ⋯是一列实值�. �.，�为�. �.，��和�分别为随机变量��和�的分布

函数，如果对�的所有连续点有 lim
�→∞

��(�) = �(�)，那么称 �� 弱收敛于�，也称

�� 依分布收敛于�，记作��
ℒ
→
ℒ
→
ℒ
→ �。

设�1, ⋯, ��, ⋯是一列实值�. �.，�为�. �.，那么：（1）若��
�
→
�
→
�
→ �，则��

ℒ
→
ℒ
→
ℒ
→ �；

（2）若��
ℒ
→
ℒ
→
ℒ
→ �，则��

�
→
�
→
�
→ �。

林德伯格-莱维中心极限定理：设�1, ⋯, ��, ⋯是一 i.i.d 的�. �.序列，记它们的

期望和方差为�, �2。记�� = �=1
� ��� ，那么∀�为实值，有 lim

�→∞
� � �� �−�

�
≤ � =

�(�)，即标准正态分布，即
� ��−�
�

ℒ
→
ℒ
→
ℒ
→�(0,1)，或表示为 lim

�→∞
� ��−�(��)

���(��)
≤ � =

�(�)。

棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理：设�1, ⋯, ��, ⋯是一 i.i.d 的�. �.序列，�� =



�=1
� ��� ，��~�(1, �)，那么∀�为实值，有 lim

�→∞
� ��−��

��(1−�)
≤ � = �(�)。

注意到��~�(�, �)，当��较小时可用泊松分布逼近二项分布，当��较大时可

用正态分布逼近二项分布，如果区间在两头须对连续性进行修正。

一般而言，当� ≥ 30，中心极限定理的近似程度能满足需求。它指出大数定

律��依概率收敛于�(�)的速度为1 �。

4.5 扩展阅读：数学期望的计算

利用期望的可加性求期望：将随机变量分解为若干期望容易计算的随机变量

的和。

利用条件期望求期望。

5 统计学基本概念

5.1 统计学发展简史

5.2 基本概念

统计分析一般分为四个分支：描述性统计，对数据进行汇总，有助于以简洁

的方式解释数据，不会丢失太多信息；探索性分析，侧重于使用图形方法深入研

究数据并确定数据集中不同变量之间存在的关系，类似于数据可视化；预测分析，

旨在基于一个或几个自变量来预测因变量，包含线性回归或分类；推断性统计，

使用从总体中抽取的随机数据样本进行推断，得到关于总体的结论，主要工具是

置信区间和假设检验。

5.2.1 总体

研究对象某个指标取值的全体以及取这些值的概率分布，称为统计总体，简

称总体。

5.2.2 样本



从总计中按一定的方式抽取 n个个体� = �1, �2, ⋯, �� ，称为样本量为 n 的

一个样本。

从总体中按一定方式抽取样本的行为称为抽样，目的是通过取得的样本对总

体分布中某些未知要素做出推断。常用的抽样方法有不放回抽样和放回抽样。最

常用的一种抽样方法叫做简单随机抽样，它满足要求：（1）代表性。总体中每

一个个体都有同等机会被抽入样本。（2）独立性。样本中每一个个体取什么值

不影响其他个体取什么值。由简单随机抽样获得的样本 �1, �2, ⋯, �� 称为简单随

机样本，也称为简单样本，也可简称样本。

设�1, �2, ⋯, ��是从总体�中抽取的样本量为 n 的简单随机样本，则

�1, �2, ⋯, ��相互独立且有相同分布�。 �1, �2, ⋯, �� 的联合分布函数为 �(��)� ，

联合概率密度函数为 �(��)� 。

对样本来说，（1）不放回抽样具有代表性，但不具有独立性。实际抽样还

有分层抽样、整体抽样和等距抽样等方式。（2）抽样方案实施前，样本视为随

机变量，实施后，是一组数，称为样本的一个实现，也称样本值，该特点称为样

本的“二重性”。

样本具有一定的概率分布，称为样本分布。

5.2.3 统计量

完全由样本� = �1, �2, ⋯, �� 决定的量称为统计量。

常见的统计量有：

样本均值�� = 1
�

��� ，它反映了总体均值的信息。

样本方差�2 = 1
�−1

(�� − ��)2� ，它反映总体方差的信息，而�称为样本标准差，

反映了总体标准差的信息。



样本矩�� =
1
�

���� 称为样本 k 阶原点矩，�� =
1
�

(�� − ��)�� 称为样本 k 阶中

心距，当样本为简单随机样本，样本矩依概率收敛到相应总体矩。

样本偏度系数��1 =
�3

�2
3/2反映了总体偏度。

样本峰度性质��2 =
�4
�2
2 − 3反映了总体峰度。

样本相关系数：设 �, � = �1, �1 , �2, �2 , ⋯, ��, �� 为从二维总体

� �, � 中抽取的样本，称�� =
(��−��)(��−��)�

(��−��)2� (��−��)2�
为样本相关系数，也称皮尔逊相

关系数，反映了总体相关系数信息。

次序统计量及其有关统计量：把样本按大小排列为�(1) ≤ �(2) ≤ ⋯ ≤ �(�)，

则称 �(1), �(2), ⋯, �(�) 称为次序统计量，它的任一部分也是次序统计量。样本中

位数：�� =
�(�+12 ), �为奇数

1
2
[�(�2)

+ �(�2+1)
], �为偶数

，它反映总体中位数的信息；极值：�(1)

和�(�)称为样本的极小值和极大值，�(�) − �(1)称为极差；样本p分位数：�([(�+1)�])，

常见的是样本四分位数，以及样本四分位矩�([3(�+1)/4]) − �([(�+1)/4])。

经 验 分 布 函 数 ： ��(�) =
{�1,�2,⋯,��中≪�的个数}

�
= 1

�
�(−∞,�](��)� 称 为 样 本

�1, �2, ⋯, ��的经验分布函数，��(�)
�
→�(�)。记�� = �(−∞,�](��)，那么�(�� = 1) =

�(�), �(�� = 0) = 1 − �(�) ， 且 �1, �2, ⋯, ���. �. �~�(1, �(�)) ， 故 ��(�) =

��� ~�(�, �(�))，因此有�(��(�) =
�
�
) = �( ��� = �) = �

� [�(�)]�[1 − �(�)]�−�。

5.3 抽样分布

设 �1, �2, ⋯, �� 为一个样本，统计量� = � �1, �2, ⋯, �� 的分布称为抽样分

布。

样本均值和样本方差的分布与下面“统计三大分布”有密切联系。

1.�2分布



设样本 �1, �2, ⋯, �� 为来自标准正态总体的一个简单随机样本，称� = �12 +

⋯+ ��2服从自由度为 n 的�2分布，记为�~��2。

��2分布的概率密度函数为��(�) =
1

�(�/2)2�/2
�−�/2�(�−2)/2�(0,∞)(�)。当 n=1,2 时

曲线单调下降，从 n=3开始曲线有单峰。

如果�~��2，记�(� > �) = �，则� = ��2(�)称为自由度为 n 的��2分布的上�

分位数。

�2分布具有性质：（1）若�~��2，则�(�) = �, ���(�) = 2�；（2）若�~��2 , �~��2，

且� + �独立，则� = � + �~��+�2 。

若记��(�, �)的概率密度函数为�(�; �, �) = ��

�(�)
��−1�−���(0,∞)(�)，那么自由

度为 n 的�2分布与�分布关系为� = �=1
� ��2� ~��(�/2,1/2)。也可以用此给出�2

分布定义，即若随机变量�~��(�/2,1/2)，则称�为服从自由度为 n 的�2分布，

另一方面，若�~��(�, �)，则� = 2��~�2�2 。

2.t分布

设�~�(0,1), �~��2，且�, �相互独立，称� = �
�/�

服从自由度为 n 的 t分布，

记为�~��。

��的概率密度函数��(�) =
�((�+1)/2)
���(�/2)

1 + �2

�

−(�+1)/2
。

t分布具有性质：（1）当 n=1时，�1分布就是柯西分布，�1(�) =
1

�(1+�2)
；（2）

若�~��，则当 n ≥ 2时，由对称性�(�) = 0，当 n ≥ 3时，���(�) = �
�−2

；（3）

当 n → ∞时，��分布趋于标准正态分布，即���
�→∞

��(�) = �(�)。

若�~��，记�(� > �) = �，则� = ��(�)称为自由度为 n的 t 分布的上�分位数。

3.F 分布

设�~��2 , �~��2且�, �相互独立，称� = �/�
�/�

服从自由度为 m,n 的 F 分布，记为



�~��,�。

��,�(�) = ��/2��/2 �((�+�)/2)
�(�/2)�(�/2)

��/2−1(�� + �)−(�+�)/2�(0,∞)(�)。

F 分布有性质：（1）若�~��,�，则1 �~��,�；（2）若�~��，则�2~�1,�；

（3）��,�(1 − �) = 1/��,�(�)。

设随机变量�1, �2, ⋯, ���. �. �~�(�, �2), �1, �2, ⋯, ��是不全为零的常数，则

（ 1 ） 独 立 的 正 态 随 机 变 量 线 性 组 合 服 从 正 态 分 布 ， 即 � =

����� ~� � ��� , �2 ��2� ，特别，当�1 = �2 = ⋯ = �� = 1
�
1
�时，有��~�(�, �

2

�
)。

（2）�2 = 1
�−1

�� − �� 2� 为样本方差，则
(�−1)�2

�2
~��−12 。

（3）��与�2相互独立。

（4） �(��−�)
�

~��−1。

设 �1, �2, ⋯, ���. �. �~�(�1, �12), �1, �2, ⋯, ���. �. �~�(�2, �22) ， 且 假 定 �12 =

�22 = �2 ， 样 本 �1, �2, ⋯, �� 与 �1, �2, ⋯, �� 相 互 独 立 ， 则 � =

(��−��)−(�1−�2)
��

��
�+�

~��+�−2，其中 � +�− 2 ��2 = (� − 1)��2 + (� − 1)��2。

设 �1, �2, ⋯, ���. �. �~�(�1, �12), �1, �2, ⋯, ���. �. �~�(�2, �22) ， 且 合 样 本

�1, �2, ⋯, ��与�1, �2, ⋯, ��相互独立，则� = ��
2

��
2
�2
2

�1
2~��−1,�−1。

设�1, �2, ⋯, ���. �. �服从指数分布�(�, �) = ��−���(0,+∞)(�)，则有 2���� =

2� ��� ~�2�2 。

5.4 扩展阅读 1：民意调查

统计理论上可以证明，抽样调查结果的可靠性不在于样本数量大小。

1.比例估计与样本量

在实际情况中，通常民意调查面对总体庞大，可以近似为无限总体，即总体

可视为 0-1分布，民众对某个具体问题的看法比例为�，它客观存在但未知。



以简单随机抽样的方式，得到样本量为�的样本（通常� ≪ �），其中表示支

持的人数为�0，那么�0 = �0/�是�的一个良好的点估计（可以证明�0既是矩估计，

又是最大似然估计）。我们通过置信区间的方式刻画估计误差。当�比较大时，

�(�0−�)
�(1−�)

服从标准正态分布，在置信水平 1 − �下，参数�的置信区间近似为 �0 −

��/2
�

�0(1 − �0), �0 +
��/2
�

�0(1 − �0) ，其中��/2表示标准正态分布的�/2分位

数。

在调查中，需要考虑误差� = � − �0 ，给定误差边界�0时，样本量� ≈

��/2
2

�0
2 �0(1 − �0)，特别地，如果设定� = 3%，置信水平为 95%，那么� ≈ 1067。�

只与置信水平、绝对误差有关，与总体数量无关。

5.5 扩展阅读 2：双盲对照试验

双盲对照试验是指在实验过程中，测试者和被测试者都不知道被测试者组别，

旨在消除参与者有意识或无意识的个人偏差。这种试验方法可以防止研究结果被

安慰剂效应或观测者偏差影响。

6 参数点估计

6.1 参数点估计的概念

一般地，设有一个统计总体，记为�(�; �1, ⋯, ��)，当总体分布为连续型分布

时，�为概率密度函数，总体分布为离散型分布时，�为概率质量函数，同意约定

�(�; �1, ⋯, ��)为总体分布，它包含�个未知参数。

参数估计问题一般指，在有了从总体抽取的样本� = (�1, ⋯, ��)后，要用样

本�对参数�1, ⋯, ��或其函数�(�) = �(�1, ⋯, ��)进行估计。为了特定目的构造的

统计量[��(�)](�)称为�(�)的估计量，[��(�)](�)称为�(�)的估计值。这种估计等

于用一个点取估计另一个点，称为点估计。



点估计常用的构造方法有矩估计和最大似然估计（MLE）。

6.2 矩估计法

连 续 型 总 体 分 布 的 � 阶 原 点 矩 和 中 心 距 分 别 为 �� = �(��) =

���(�; �1, ⋯, ��)��� , �� = �(� − �1)� = (� − �1)��(�; �1, ⋯, ��)��� ，离散型总体

分 布 的 � 阶 原 点 矩 和 中 心 距 分 别 为 �� = ��
��(�; �1, ⋯, ��)� , �� = (�� −�

�1)��(�; �1, ⋯, ��)。这些矩依赖于参数�1, ⋯, ��。另一方面，由大数定律，样本

矩 依 概 率 收 敛 到 总 体 矩 ， 所 以 �� = ��(�1, ⋯, ��) ≈ �� =
1
�

��
�� , �� =

��(�1, ⋯, ��) ≈ �� =
1
�

(�� − ��)�� 。将近似改为等式，选择适当的�个样本原点

矩或样本中心距，就可以得到解�� �(�1, ⋯, ��)，将�� �作为��的估计。若要估计

�(�1, ⋯, ��)，则用��(�1, ⋯, ��) = �(��1, ⋯, ���)来估计。这样得到的估计称为矩估

计。为了区别其他估计量，有时记作���。矩估计量具有二重性。

正态总体�~�(�, �2)的参数矩估计�� = ��, ��2 = �2，应用中一般用样本方差�2

来估计�2，即��2 = �2，�� = �。

指数总体�~���(�)的参数据估计��� = ��−1。

均匀总体�~�(�1, �2)的参数据估计��1 = �� − 3�, ��2 = �� + 3�。

二项总体的参数矩估计�� = ��/�。

泊松总体的参数矩估计�� = ��。

在合理的优劣准则下，低阶矩的估计优于高阶矩。

6.3 最大似然估计

设样本� = (�1, ⋯, ��)有联合概率密度函数或联合概率质量函数�(�; �) =

�(�; �1, ⋯, ��)，当固定�时把�(�; �)看成�的函数，称为似然函数，记为�(�; �)

或�(�)。



似然函数表示了观测到样本值�的概率大小。反过来说，如果已经观测到样

本值�，那么�(�; �)应达到或接近最大值。

用 似 然 程 度 最 大 的 那 个 点 �∗ = (�1∗ , ⋯, ��∗) ， 即 满 足 条 件

�(�1∗ , ⋯, ��∗; �1, ⋯, ��) = max
(�1,⋯,��)��

�(�1, ⋯, ��; �1, ⋯, ��) 的 (�1∗ , ⋯, ��∗) 作 为

(�1, ⋯, ��)的估计值，这样的估计称为最大似然估计。若要估计�(�1, ⋯, ��)，则

�(�1∗ , ⋯, ��∗)就是它的最大似然估计。有时把最大似然估计量记作���。

若似然函数是严格单调的，则似然函数的最大值在边界取到，从而得到最大

似然估计。若似然函数是光滑的，且样本是简单随机样本，则似然函数是�个因

子 的 乘 积 。 可 以 先 取 自 然 对 数 ， 再 求 极 值 。 若 ℓ(�1, ⋯, ��) =

�� �(�1, ⋯, ��; �1, ⋯, ��)关于(�1, ⋯, ��)可微，那么通过似然方程
�ℓ
���

= 0 求驻点，

进一步验证是否为最大值点。需要注意最大值点可能在边界取到，故需与边界比

较。最大似然估计具有二重性。除少数情形，似然估计的显示表示一般不存在，

需要用数值优化方法。

正态总体的最大似然估计��� = ��, ���2 = �2。

指数总体的最大似然估计��� = ��−1。

均匀总体�(0, �)的最大似然估计��� = �����。

二项总体的最大似然估计��� = ��/�。

柯西总体�(�; �) = 1
�[1+(�−�)2]

的最大似然估计���不好判断，由于�是总体分布

的中位数，那么样本中位数可以作为它的估计。

一般地，对称中心都可以用样本中位数估计。

6.4 优良性准则

6.4.1 点估计的无偏性



设 ��(�1, ⋯, ��) 是 �(�1, ⋯, ��) 的 一 个 估 计 量 ， 称 ��(��(�1, ⋯, ��)) −

�(�1, ⋯, ��)为 估 计 量 �� 的 偏 差 。 若 对 任 意 可 能 的 (�1, ⋯, ��)��， 都 有

��(��(�1, ⋯, ��)) = �(�1, ⋯, ��)，则称��是一个无偏估计量。

无论总体什么分布，只要期望存在， ����� 都是期望的无偏估计。样本方差

是�2的无偏估计。

一般而言，二阶以上的样本矩估计都不是总体矩的无偏估计，都要作修正。

6.4.2 最小方差无偏估计

优良性标准有均方误差����(��) = ��(��(�1, ⋯, ��) − �)2，它兼顾了偏差和波

动，也可以用平均绝对误差����(��) = ��( ��(�1, ⋯, ��) − � )。

设��1, ��2都是总体参数�的无偏估计，方差存在，若����(��1) ≤ ����(��2)，且

至少存在一个�使等式成立，则称��1比��2更有效。

设��是�的一个无偏估计，若对�的任一无偏估计��'，都有����(��) ≤ ����(��')，

则称��是�的一个最小方差无偏估计（MVUE）。

6.4.3 克拉默-拉奥方差下界

对 �(�) 的 任 一 无 偏 估 计 ��(�) ， 在 正 则 条 件 下 有 ����(��(�)) ≥

(�'(�))2[��(�)]−1，其中�(�) = −∞
∞ ��(�;�)

��
�(�;�)

2
�(�; �)��� 称为费希尔信息函数，

�'(�) = �
��

��(�)�(�|�)��� 。

6.5 点估计量的大样本理论

当样本量� → ∞时点估计量的性质称为大样本性质。估计量在样本量固定时

的性质称为小样本性质。它们的区别在于样本量是固定量还是动态量。

设��(�1, ⋯, ��)是参数�的一个点估计，若当样本量� → ∞时有��(�1, ⋯, ��)

�
→
�
→ �，则称��(�1, ⋯, ��)是�的一个（弱）相合估计量。



直观上，相合性就是当样本量趋于无穷时，估计量只能在�附近作越来越小

的摆动，这称为相合性，也称为一致性。相合性是对一个估计量的基本要求。

设 ��(�1, ⋯, ��) 是 参 数 � 的 一 个 点 估 计 ， 设 它 的 方 差 存 在 ， 记

����(��(�1, ⋯, ��)) = ��2(�)，若当样本量� → ∞时有���
�→∞

� ��(�1,⋯,��)
��(�)

≤ � = �(�)，

则称估计量��(�1, ⋯, ��)具有渐进正态性，常记为
��(�1,⋯,��)

��(�)

ℒ
→
ℒ
→
ℒ
→�(0,1)。

估计量��(�1, ⋯, ��)是否具有渐进正态性是其优良性的一个重要标志。渐进正

态性提供了估计量��的一个近似分布，利用它可以完成相关的统计推断。

在一般情况下，据估计和最大似然估计都有渐进正态性。

6.6 扩展阅读：德军坦克问题

7 区间估计

7.1 基本概念

设(�1, ⋯, ��)是从总体中抽取的一个简单随机样本，� ∈ �为未知参数。

��1(�1, ⋯, ��)和��2(�1, ⋯, ��)为两个统计量，给定一个小的正数� ∈ (0,1)，若

��(��1(�1, ⋯, ��) ≤ � ≤ ��2(�1, ⋯, ��)) = 1 − �，则称区间 ��1, ��2 为参数�的置信

区间估计，置信系数为 1 − �。

如果知道��不会小于 1 − �，那么称 1 − �为 ��1, ��2 的置信水平。置信系数是

置信水平中的最大者。

设��是总体的上�分位数，��是下�分位数，那么�� = �1−�。

7.2 枢轴变量法

找区间估计的一般方法，称为枢轴变量法。设参数�，找一个�的良好点估计

�(�)，一般为�的最大似然估计；构造一个函数 S(�, �)，不包含其他未知参数，

称为枢轴变量，使得它的分布�已知；枢轴变量必须满足：∀� < �, � ≤ S(�, �) ≤ �



能改写成� ≤ � ≤ �，�和�只能与�(�)，�和�有关，与�无关；取分布�的上� 2

分位数�� 2和上 1 − � 2分位数�1−� 2，那么有�(�1−� 2 ≤ S(�, �) ≤ �� 2) =

1 − �。

正 态 总 体 均 值 � 的 置 信 区 间 为 �� ± � ， 其 中 误 差 界 限 � =

�
�
�� 2, �已知

�
�
��−1( � 2 ), �未知

��
�
�� 2, � > 30, �未知，总体不必正态

。

对于两个正态总体均值差的估计，如果方差之比在 1 附近，�2 − �1 ∈ �� − �� ±

�1
2

�
+ �2

2

�
�� 2 。两个正态总体方差比的区间估计为，

�1
2

�2
2 ∈

�1
2

�2
2 [��−1,�−1(1 −

� 2 ), ��−1,�−1( � 2 )]。

7.3 大样本方法

7.3.1 比例 p 的区间估计

设事件 A在每次实验中发生的概率为 p，作 n 次独立实验，以��记事件 A 发

生的次数，那么��( − �� 2 ≤
��−��
��(1−�)

≤ �� 2) ≈ 1 − �，于是可以得到 p 的置信

区间，称为得分区间。

对于两个比例 p的差，当 n 足够大时，
�1/�1−�2/�2

��(1−��)(1/�1+1/�2)
~�(0,1)。

7.3.2 一般总体均值�的置信区间

设(�1, ⋯, ��)是从总体�中抽取的一个简单随机样本，根据大数定律，

�(��−�)
�

~�(0,1)，所以�的置信系数近似为 1 − �的置信区间为� ∈ �� ± �
�
�� 2。

7.4 自助法置信区间



得到自助分布的步骤是，从�1, ⋯, ��中有放回地抽取一组样本量同样为 n 的

样本，记为�1∗ , ⋯, ��∗称为一个自助样本，基于它得到统计量的一个自助版本。重

复操作 B次，得到 B个自助版本，它们用来近似统计量的自助分布。通常取 B=1000。

设参数�的点估计为��，记 B个自助版本统计量��1∗ , ⋯, ���∗的样本� 2和 1 − � 2

分 位 数 分 别 为 ��([(�+1)� 2])
∗ , ��([(�+1)1−� 2])

∗ ， 称 2�� − ��([(�+1)(1−� 2)])
∗ , 2�� −

��([(�+1)� 2])
∗ 为�的 1 − �基本自助置信区间。

称 �� − �1−� 2
∗ ����

∗ (��), �� − �� 2
∗ ����

∗ (��) 为�的 1 − �自助 t 置信区间。它的算法

是：由样本值得到��；对样本值再抽样，得到��(��)的估计值���(��)以及 B 个自助

版本统计量��1∗ , ⋯, ���∗；对每个再抽样样本再抽样，得到��(���∗)的估计值���(���∗)，

计算统计量�(�) = ���
∗−��

��(���
∗)
；找出�(1), ⋯, �(�)分布的样本分位数，得到�的 1 − �自助 t

置信区间。

7.5 置信限

设(�1, ⋯, ��)是从总体中抽取的一个简单随机样本，�� = ��(�1, ⋯, ��), � =

�(�1, ⋯, ��)为两个统计量。

（1）若对�的一切可能取值，有��(��(�1, ⋯, ��) ≥ �) = 1 − �，则称��为�的

一个置信系数为 1 − �的置信上限。

（2）若对�的一切可能取值，有��(��(�1, ⋯, ��) ≤ �) = 1 − �，则称��为�的

一个置信系数为 1 − �的置信下限。

7.6 扩展阅读：“足球赛会杀人”的真假

8 假设检验

8.1 问题的提法和基本概念

8.1.1 例子和问题解法



对统计总体（即总体分布）的性质所作的假设称为统计假设.使用样本对所作

出的统计假设进行检查的方法和过程称为假设检验.如果总体分布的类型是已知

的，要检验的假设是有关总体参数的某个取值范围，就称为参数假设检验问题.

如果总体分布类型完全未知，我们称之为非参数假设检验问题.

8.1.2 假设检验中的几个基本概念

1.原假设和备择假设

在统计学中，我们把关于总体分布的某个特征的假设命题称为一个“假设”

或“统计假设”，这个命题是否成立还需要通过样本来检验。一般我们把认为是

正确的命题称为原假设�0，换言之，将错误拒绝会带来很大后果的事情作为原

假设。

当原假设不成立时的结论需要提前明确规定，称为备择假设，记为�1或��，

即拒绝原假设后可供选择的假设。

原假设也称为零假设，即没有变化，备择假设有时也称为“对立假设”，就

是与原假设对立的意思. 这个词既可以指全体，也可以指一个或一些特殊情况.

一般地，记�0和�1是参数空间�的两个不相交的非空子集，一个统计假设可以表

示为�0: � ∈ �0 ↔ �1: � ∈ �1。

2.简单假设和复合假设

如果假设只有一个参数值，就称为简单假设，否则称为复合假设。如果参数

为� ∈ �，那么常见的假设有分为两点假设、双侧假设或双边假设、单侧假设或

单边假设。

3.检验统计量、接受域、拒绝域和临界值

在检验一个假设时用到的统计量称为检验统计量.使原假设得到接受的样本



所在区域 A 称为该检验的接受域，而使原假设被拒绝的样本所在区域 D 称为拒

绝域或否定域。在常见的假设检验中接受域和拒绝域通常可以简化为检验统计量

�(�)所处区域。检验统计量区域变化时值为临界值，它可能不止一个。上述可

以表示为�(�1, ⋯, ��) =
1, (�1, ⋯, ��) ∈ �
0, (�1, ⋯, ��) ∈ �，它称为对�0和�1的一个检验函数或

法则。� = 1表示拒绝�0，� = 0 表示不能拒绝�0。

8.1.3 功效函数

设总体为�(�, �)，�0是关于参数�的一个原假设。设�是根据样本(�1, ⋯, ��)

对假设所作的一个检验，称��(�) = ��(在检验Ψ下H0被否定)为检验Ψ的功效函

数。

设�是假设的一个检验，��(�)为其功效函数，若��(�) ≤ �, ∀� ∈ �0，则称�

是�0的一个水平�的检验，或者说，检验�的水平为�。检验的水平是检验�错误

拒绝�0所允许的最大概率。

8.1.4 两类错误

�必犯两类错误之一：（1）当�0成立时，检验法则�拒绝了�0，称为犯了第

一类错误，也称“弃真错误”，记为�1�(�)，简记为�；（2）当�0不成立时，

检验法则�没有拒绝�0，称为犯了第二类错误，也称“存伪错误”，记为�2�(�)。

我 们只 能犯 两种 错误 之 一， 它们 与功 效 函数 关系 为： �1�(�) =

��(�), � ∈ �0
0, � ∈ �1

, �2�(�) =
0, � ∈ �0

1 − ��(�), � ∈ �1
。奈曼提出先保证犯第一类错误的概

率不超过某个给定的很小的数�,在此基础上使犯第二类错误的概率尽量小.如果

仅仅考虑控制犯第一类错误的概率，而不涉及犯第二类错误概率所得到的检验，

我们称为显著性检验，�也称显著性水平，此时原假设受到保护，接受原假设的

结论是没有保障的，更恰当的结论应该是不能拒绝原假设。



显著性检验方法可以从直观出发来构造合理的检验法则。设定显著性水平为

�，一般步骤如下：（1）求出未知参数�的点估计��；（2）寻找一个检验统计量

T = T(��, �0)，使之分布已知；（3）根据备择假设实际意义，寻找拒绝域；（4）

根据犯弃真错误概率的最大值，即显著性水平，给出临界值方程，确定检验的拒

绝域；（5）根据样本计算检验统计量的值，若落在拒绝域中，则可拒绝原假设,

否则不能拒绝原假设.

8.2 正态总体参数检验

8.2.1 单个正态总体均值的检验

关于单个正态总体均值�的假设检验问题，也称为一样本均值检验问题，常

见的假设形式有左侧假设、右侧假设、双侧假设，称呼原因在于各自拒绝域的形

式。

设(�1, ⋯, ��)是从该正态总体�(�, �2)中抽取的一个简单样本。

1.�2已知

对于左侧假设，合理检验是，�:当� = �(��−�0)
�

< �时拒绝原假设�0，否则不

能拒绝�0。

要确定常数�，使检验�有给定的水平 �，为此��(�) = ��(� < �) =

��(
�(��−�)
�

< � + �(�0−�)
�

)，即��(�) = �(� + �(�0−�)
�

)，它需要满足��(�) ≤

�. ∀� > �0，故� = �1−� =− ��，于是��(�) = �( �(�0−�)
�

− ��)。

如果一个检验在控制犯弃真错误不超过�时还要求犯存伪错误概率小于�，即

��(�) ≥ 1 − �, ∀� < �0。放松要求后，��(�) ≥ 1 − �, ∀� ≤ �1 < �0，所以� ≥

�2 (��+��)
2

(�0−�1)2
。

2.�2未知



检验统计量 T = �(��−�0)
�

, �(��−�)
�

~��−1。

设立原假设和备择假设的两条原则：把已有的经过考验的结论或事实作为原

假设�0；把希望得到的结论放在备择假设�1，希望能通过拒绝原假设得到结论。

8.2.2 两个正态总体均值差的检验

1.成组比较

设(�1, ⋯, ��)是从正态总体�(�1, �2)中抽取的一个简单样本，(�1, ⋯, ��)是

从正态总体�(�2, �2)中抽取的一个简单样本，两组样本相互独立。假设时�1 − �2

与某常数�的比较。

当�2已知时，检验统计量取� = ��−��−�

� 1
�+

1
�

, �
�−��−(�1−�2)

� 1
�+

1
�

~�(0,1)。当�2未知时，取

�� =
(�+1)�1

2+(�−1)�2
2

�+�−2
为 � 的 优 良 点 估 计 ， 检 验 统 计 量 T =

��
�+�

��−��−�
��

, ��
�+�

��−��−(�1−�2)
��

~��+�−2。

2.成对比较

有一类实验中数据成对出现，称为成对比较。样本 (�1, �1),⋯, (��, ��) 满足

数据对之间通常可以认为是独立的，数据对内部的两个样本值通常不独立。对于

两组数据均值是否有差异的检验问题，通常对数据对内部样本取差，构成虚拟总

体及样本。假设时��与某一常数 C比较。若数据是连续数据，可以假设虚拟总体

是正态分布，假设检验转为一样本正态检验问题。在大样本场合，由中心极限定

理构造标准正态检验统计量也能得到拒绝域。这类问题的检验统称为成对 t检验。

8.2.3 正态总体方差的检验

对于单个正态总体�(�, �2)的检验，检验统计量�2 = (�−1)�2

�0
2 , (�−1)�

2

�2
~��−12 。

对于两个正态总体方差比的检验，设(�1, ⋯, ��)和(�1, ⋯, ��)分别是从

�(�1, �12)和�(�2, �22)抽取的简单样本，两组样本之间相互独立。检验统计量� =



�12/��22, �12/(�12 − �22)�22~��−1,�−1。

8.3 比例 p的检验

设(�1, ⋯, ��)是 0-1分布总体�(1, �)的一个样本，关于�仍有三类常见假设。

对于右侧假设，�:当�� > �时拒绝�0，否则不能拒绝�0。由于� =

�=1
� ��� ~�(�, �)，因此检验等价于�:当� > �时拒绝�0，否则不能拒绝�0。记�

的分布函数为��(�)，限制�为整数，对于给定的�，功效函数��(�) = 1 − ��(�)，

求解 1 − ��0(�) = �，一般没有精确解，会得到两个检验� = �0或� = �0 + 1，

前者检验水平超过�而后者不足。常采用的随机化检验是，当� = �0 + 1时，从

[0,1]中任取一个随机数�，若� >
1−�−��0(�0)

��0(�0+1)−��0(�0)
则拒绝原假设，否则不能拒绝。

如果样本量 n比较大，那么根据中心极限定理，��0(�) ≈ �( �−��0
��0(1−�0)

), � ≈

��0 + �� ��0(1 − �0)。

8.4 似然比检验

设样本�有联合密度函数或联合概率质量函数�(�; �)，称统计量��(�) =

sup
�∈�

�(�; �)/sup
�∈�0

�(�; �)为检验问题的似然比。�:当��(�) > �时拒绝原假设�0，

否则不能拒绝�0，称为检验的一个似然比检验，�由检验水平决定。

若�1, ⋯, ��时简单随机样本，在原假设成立下，当� → ∞时，似然比有一个

简单的极限分布。设�的维数为�，�0的维数为�，若� − � = � > 0，则对于检验

问题在原假设成立下，当� → ∞时，有�(2�� ��(�) ≤ �) → ���2(�)，记为2�� ��(�)

ℓ
→
ℓ
→ ��2。

8.5 p 值

p值=P（得到当前样本下检验统计量的值或更极端值|原假设下）。取检验水

平�，如果 p 值小于�，那么检验统计量的值落入拒绝域，即拒绝原假设，由此



可以得到关于 p 值的水平�检验法则。在检验统计量�在原假设下的分布难以得

到时，可以用自助法计算 p值。

置信区间和假设检验有明显关系。参数�的双侧假设�0: � = �0 ↔ �1: � ≠ �0

的检验，接受域就是参数�的 1 − �置信区间。类似的，置信系数为 1 − �的单侧

置信区间与显著性水平为�的单侧检验问题的接受域也有对应关系。

8.6 扩展阅读：多重假设检验

在多重假设检验问题中，一个检验的显著性水平或犯第一类错误的概率不再

表示所有检验综合在一起时候的显著性水平或犯第一类错误的概率.多重假设检

验是一类综合校正多个假设下错误率的方法.

对一组原假设，至少错误拒绝一个原假设的概率称为总Ⅰ型错误率。为了使

得总Ⅰ型错误率不超过�，可以使用帮费罗尼矫正方法：拒绝第�个假设，如果其

�值满足�� ≤ �/�。这种方法十分保守。

记�为拒绝的总数目，�为错误拒绝的原假设数目。本杰明尼-霍赫伯格过程

（��(�)）控制错误发现比例的期望，称为错误发现率��� = � �
�
|� >

0 , �(� > 0) < � ≤ �，其中�为允许的最大错误发现率上界。

��(�)过程如下：（1）将每个假设检验的 p值从小到大排序；（2）选择� =

��� �: �(�) ≤
�
�
� ；（3）拒绝 p值小于�(�)的假设。

��(�)过程仅在个假设之间相互独立时能够控制���。当真实的原假设个数

�0 = �时，��� = �(� ≥ 1) = ����，当�0 < �时，���� ≥ ���，所以控

制����的过程也控制了���。

9 非参数假设检验

9.1 拟合优度检验



非参数假设检验的是样本所在总体是不是已知的理论分布，它用到的检验统

计量一般近似为服从�2分布，也称皮尔逊�2检验。

9.1.1 理论分布完全已知且只取有限个值

假设一个以有限集 �1, ⋯, �� 为值域的总体�，从总体中抽取一组样本量为�

的简单样本，其中有��次取值��。给定一个总体分布律（理论分布）为�(� = ��) =

��。检验问题：�0: �(� = ��) = �� ↔ �1: ∃� �. �. �(� = ��) ≠ ��。

当�充分大，按照大数定律，��/� ≈ ��，称���为��这个类的理论值或者期望

值，即在原假设成立时的期望值�，而将��称为观测值�。

统计量� = (�−�)2

�
� = �=1

� ��
2

���
� − �。如果原假设成立，当� → ∞时，�的分布

趋于��−12 。

当� > �时拒绝�0，否则接收�0。�的选取根据给定的水平�，若近似认为�

的分布为��−12 ，那么� = ��−12 (�)。

假定根据一组数据算出� = �0，定义�(�0)为原假设成立时，出现�0或更极端

情况的概率，它近似为�(�0) = 1 − ���−12 (�0)，称为拟合优度。当�(�0) < �时，

拒绝�0。

9.1.2 理论分布类型已知但含有有限个未知参数

若总体�取有限个值 �1, ⋯, �� ，但分布中含有�个未知参数�1, ⋯, ��，即原假

设为�0: �(� = ��) = ��(�1, ⋯, ��)。

记样本为 �1, ⋯, �� ，在原假设下，参数�1, ⋯, ��的最大似然估计为��1, ⋯, ���，

从而��的最大似然估计为�� �。用��表示样本中取��的个数，构建统计量� =

(�−��)2

��
� = �=1

� ��
2

����
� − �。若原假设成立，当� → ∞时，�的分布趋于��−�−12 。

当总体�取无穷多个值，但分布中仅有有限个未知参数，此时原假设



�0: �~��(�)。可以将总体的取值划分为�段，定义离散型随机变量� = ��, ��−1 <

� ≤ ��，那么当原假设成立时，�有分布�(� = ��) = ��(�1, ⋯, ��) = ��(��) −

��(��−1)，这样将无穷个值总体问题转换为有限个值总体问题。对总体的取值划

分应使理论频数��� ≥ 5，否则将相邻子区间合并，此外划分点不能依赖于样本，

必须事先规定。

9.1.3 列联表检验

理论分布类型已知，但有若干参数未知的检验常用于列联表检验。

列联表是一种按两个属性作双向分类的表。设 X:属性 A 的水平，Y:属性 B 的

水平，记��� = �(� = �, � = �)。�0: ��� = ��·�·�，共有� + � − 2个参数。取统计量

� = (����−��·�·�)2

���·�·�
�� ，当� → ∞时，�的分布趋于�(�−1)(�−1)2 。

齐一性检验指检验某一属性 A各个水平对应的另一个属性 B的分布是否全部

相同，即�0: �(� = �|� = �)关于�同分布。不同于�2检验，在齐一性检验问题中��·

提前给定，但可以证明当� → ∞时，�的分布趋于�(�−1)(�−1)2 ，即方法与�2检验相

同。

9.2 威尔克科森秩和检验

如果两个总体分布分别为�(�)和�(� − �)，考虑�0: � = 0 ⟷ �0: � > 0，�

称为位置参数。在正态分布场合，就是两个总体均值差的检验问题。设从两个总

体中抽取了样本 �1, ⋯, ��1 和 �1, ⋯, ��2 。

非参数检验中常用的是把数据按从小到大的顺序排列，根据秩的大小来检验，

称为秩检验。将两个样本合在一起，指标重排为 �1, ⋯, �� ，设�� = ���，��称为

��在合样本中的秩。称�� = ��� 为�样本在合样本中的秩和。

若� > 0，那么，拒绝域�� > �� = ���{�: �{�� ≥ �} ≤ �}，或者�� < �1−� =



���{�: �{�� ≤ �} ≤ �}，这两种检验方法等价。

当两组样本的容量不等时，应取容量小的那一组样本对应的秩和作为检验统

计量。

当样本量充分大时，[�� −
�2(�+1)

2
]/ (�+1)�1�2

12
近似为标准正态分布。

9.3 符号检验

符号检验是根据一对数据差的正负号来检验两个总体位置参数之间是否有

差异.要处理的问题也可以说是一种成对比较问题。可以用成对比较的前提是一

对数据的差有一个明确的值，第二是数据差构成的虚拟总体服从正态分布.

符号检验方法的优点在于一是没有任何分布的假定，二是对数据值的精确度

要求不高.

对于�对数据，将结果表示为�个符号，其中�个不为零。记��+为+号个数，

则��+~�(�, 1/2)，通常不能给出临界值。常用办法是计算�值。

9.4 其他非参数检验概述

9.4.1 科尔莫戈罗夫检验

设 �1, ⋯, �� 是从总体�中抽取的一个样本，由此构造的经验分布函数记为

��(�)。�0: �(�) = �0(�)，�0(�)是一个完全已知的分布。取检验统计量�� =

���
−∞<�<∞

��(�) − �0(�) ，由于经验分布函数��(�)
�
→
�
→
�
→ �(�)，所以原假设成立时��

很小。

如果理论分布�0(�)连续，那么在原假设�0成立时，���
�→∞

�(�� ≤
�
�
) = �(�) =

( − 1)����{ − 2�2�2}� , � > 0
0, � ≤ 0

。

在总体�为一维且理论分布完全已知的连续分布时，科尔莫戈罗夫检验优于

�2检验。�2统计量的值依赖于区间划分，��没有依赖性，一般来说科尔莫戈罗



夫检验鉴别能力强。当总体�为多维时，�2检验处理方法与一维一样，极限分布

的形式与维数无关，对于包含未知参数的理论分布，�2检验容易处理。

9.4.2 斯米尔诺夫检验

对于两个总体�和�的连续分布是否相同的问题，设 �1, ⋯, �� 和 �1, ⋯, ��

分别是从两个总体�和�中抽取的样本，�1�和�2�为对应的经验分布。定义统计

量���
+ = ���

−∞<�<∞
(�1�(�) − �2�(�) )，��� = ���

−∞<�<∞
�1�(�) − �2�(�) 。

在 原 假 设 成 立 时 ， ����→∞
�→∞

�( ��
�+�

���
+ ≤ �) = (1 − ���{ −

2�2})�(�>0), ����→∞
�→∞

�( ��
�+�

��� ≤ �) = �(�)。

当检验问题�0: �1(�) = �2(�)，取���。当检验问题�0: �1(�) ≤ �2(�)，取���
+ 。

9.5 扩展阅读：正态性检验

正态性检验问题表述为：�0:总体服从正态分布↔ �1:总体不服从正态分布。

9.5.1 定性检验法

1.直方图

如果样本数据来自一正态总体且样本容量不太小，那么它应该满足“中间大、

两头小”的特点，直方图是单峰且对称的。此外还可以计算样本均值和方差，从

而显示正态分布图像来与直方图轮廓进行比较。

2.Q-Q 图

Q-Q 图中的 Q 指分位数，原理是：如果样本数据来自一正态总体，那么嘉定

的正态总体的分位数与样本数据的经验分位数基本一致。Q-Q 图实际上是一个散

点图，纵坐标为实际样本数据的分位数，横坐标为假定正态总体的分位数。判断

正态性原则就是：如果图中的点大致呈左下至右上的直线，那么可以认为是正态



的。

9.5.2 定量检验法

1.偏度和峰度

总体�的偏度和峰度即其标准化后的三阶和四阶中心距，表示为�1 =

� �−�(�)
���(�)

3
, �2 = � �−�(�)

���(�)

4
。偏度反映分布形状是否对称；峰度反映分布形状的

尖锐程度，正态分布�1 = 0, �2 = 3。

设�1, ⋯, ��为来自某总体�的一组简单随机样本，样本�阶中心距�� =

1
�

(�� − ��)�� ，则��1 =
�3

�2
3/2 , ��2 =

�4
�2
2。原假设成立时，

�
6
��1,

�
24
(��2 − 3)的极限分

布服从标准正态分布。构造检验统计量�� = �
6
[��12 +

1
4
(��2 − 3)2]，当� → ∞时，服

从�22。

2.拟合优度

SW 检验的思想基于次序统计量，将家样本按从小到大排列以构造统计量

� =
( ���(�)� )2

(��−��)2�
，其中(�1, ⋯, ��) =

���−�

�−��� ，�为�个 i.i.d 标准正态分布随机变量的

次序期望，�是它们的协方差矩阵。这种检验方法适合样本比较小的情形。

10 相关分析和回归分析

研究相关关系，一种方法是相关分析，致力于寻找一些数量指标以刻画相关

程度，一种是回归分析，着重寻求变量之间近似的函数关系，此外还有方差分析，

它考虑一个或一些变量对某一特定变量的影响大小。

10.1 相关分析

按取值满足的运算性质将数据分为定性数据和定量数据。定性数据又称分类

数据，用数字表示类别属性，定性数据仅能计数。定量数据有大小的区别，有序

数据有序但数据的差没有意义，间隔数据可以用数值反映量的差别，比例数据有



绝对的零点，可以进行所有的算术运算。

10.1.1 比例数据的相关系数

1.皮尔逊相关系数

对变量�, �观测到�对数据 �1, �1 , ···, ��, �� ，则变量�, �的皮尔逊相关系数

� = � ����� − ��� ���

� ��
2� − ��� 2 � ��

2� − ��� 2
， 记 ��� = (�� − ��)2� , ��� = (�� − ��)(�� −�

��) , ��� = (�� − ��)2� ，那么� = ���
������

。

如果把(�1, ···, ��)和(�1, ···, ��)视为两个向量，那么�就是这两个向量中心化后

夹角的余弦。�不能反映因果关系，它是�, �相关系数�的估计。

�2称为决定系数或判刑系数，它反映了由于相关关系，�的变化可以由�的变

化来解释的百分比。

2.可以转换为线性关系的非线性相关的刻画

10.1.2 有序数据的相关系数：肯德尔相关系数

设变量�, �为有序数据，取值 1, ···, �和 1, ···，�。肯德尔相关系数��(�, �) =

�
2

−1

�<� ���[(�� − ��)(�� − ��)]� 。定义�, �相关系数��(�, �) = �((�� − ��)(�� −

��) > 0) − �((�� − ��)(�� − ��) < 0)，��为其估计。

分母改为 �<� ���[(�� − ��)(�� − ��)]� ，称为修正的肯德尔相关系数，或集

中系数。

肯德尔相关系数也可以用来描述两个比例数据的相关性，但精度不如皮尔逊

相关系数。

10.2 回归分析

10.2.1 一元线性回归模型

考虑的自变量在一定程度上影响了因变量的取值，在模型中，将其余自变量



的影响看作随机误差，因此因变量被视为随机变量，自变量可以是随机变量，也

可以是确定的量，这取决于是否能够控制自变量的取值。

设想因变量 Y 由两部分组成，一部分由自变量�1, ···, ��的影响所致，表示为

�(�1, ···, ��)，另一部分是随机误差，记为�，那么建立模型� = �(�1, ···, ��) + �，

要求�(�) = 0，在给定自变量(�1, ···, ��)下，�(�|�1, ···, ��) = �(�1, ···, ��)，称

�(�1, ···, ��)为 Y 关于�1, ···, ��的回归方程。函数�最简单的形式是�1, ···, ��的线性

函数，即�(�1, ···, ��) = � + ���, � = (�1, ···, ��)�。

对于只有一个自变量的情况，� = � + �1� + �, �(�|�) = � + �1�，此时� =

� + �1�称为�关于�的回归直线。设独立观测出 n 对数据(��, ��)，作它的散点图，

如果�关于�的回归曲线是直线，那么观测数据应有�� = � + �1�� + ��, �(��) = 0。

拟合值与观测值之间距离的平方最小时拟合最好，即求�, �1，使得�(�, �1) =

��� (�� − � − �1��)2� ，求取极值，得��1 =
���
���

, �� = �� − ��1��，称为�, �1的最小二

乘估计。如果误差�1, ···, ���. �. �~�(0, �2)，那么上式微最大似然估计。

10.2.2 回归系数最小二乘估计的几何意义

记� = (�1, ···, ��)�, � = (1, ···, 1)�, � = (�1, ···, ��)�, � = (�1, ···, ��)�，那么� =

�� + �1� + � = (�, �)
�
�1 + � = �� + �，即两个 n 维向量的线性组合生成了一

个线性空间，记为�2，�(�, �1) = ��� � − �� − �1� 2，最小值时为�在�2上的

投影。

10.2.3 误差方差的估计

记�� � = ��0 + ��1��∗, ��0 = �� + ��1�� = ��, ��∗ = �� − ��, �� = (��1, ···, ���)�，那么��称为

�的回归值，残差向量�� = (��1, ···, ���)�，�����的自由度为 n-2，误差方差的估计��2 =

1
�−2

���2� 。称��� = ���为总平方和，��� = (�� − �� �)2� 为残差平方和，��� =



(�� � − ��)2� 称为回归平方和，那么��� = ��� + ���，称为平方和分解公式。在

线性回归关系下，决定系数�2 = ���
���

，在计算机中记为�2。注意到��2 = ���/(� − 1)，

所以�� = �−1
�−2

(1 − �2)��。

10.2.4 回归系数最小二乘法估计的性质

在回归方程中，通常对误差有两种假定：（1）高斯-马儿可夫假定，�(��) = 0，

�1, ···, ��不相关且���(��) = �2；（2）正态假定：�1, ···, ��不相关且��~�(0, �2)。

在 高 斯 - 马 儿 可 夫 假 定 下 ， �(��0) = �0, �(��1) = �1, ���(��0) = �2/

�, ���(��1) = �2/���, ���(��0, ��1) = 0, �(��2) = �2, (��0, ��1) ⊥ ��。

在 正 态 假 定 下 ， ��0~�(�0, �2/�), ��1~�(�1, �2/���), (� −

2)��2~�2��−22 , ���
��
(��1 − �1)~��−2,

��0−�0

�� 1
�+

��2
���

~��−2。

10.2.5 回归系数的检验和区间估计

1.回归系数�1的检验和区间估计

�0: �1 = � ↔ �1: �1 ≠ �，在误差服从独立正态分布的假定下，
���
��
(��1 −

�1)~��−2。

2.回归函数和因变量 Y 的预测

因变量�平均值�(�) = � + �1�称为回归函数。可以用�� = �� + ��1�作为�(�)

的点估计。在正态假定下，��~�(� + �1�, (1/� + (� − ��)2/���)�2)，而�~�(� +

�1�, (1 + 1/� + (� − ��)2/���)�2)。

10.2.6 可化为线性函数的非线性回归

10.2.7 多元线性回归模型

� = �0 + �1�1 + ··· + ���� + �, �(�|�1, ···, ��) = �0 + �1�1 + ··· + ����，这个

模型称为 p 元线性回归模型。当�是多元可微函数时可以作泰勒展开，在一定范



围内用多项式近似，视为多元线性回归模型。

��0 = ��, �� = (�∗��∗)−1�∗��

在高斯-马儿可夫假定下，�(��0) = �0, �(���) = ��, ���(��0) = �2/�, ���(��) =

�2/���, ���(��0, ���) = 0, �(��2) = �2, (��0, ��) ⊥ ��。

在正态假定下，��0~�(�0, �2/�), ��~��(�1, �2���−�)，若记�(�)为方阵���−�的对

角 元 ， 那 么 ���~��(�1, �(�)�2), (� − � − 1)��2~�2��−�−12 , 1
�� �(�)

(��1 −

�1)~��−�−1, (
1
�
+ ������−���)−1/2

��0−�0
��

~��−�−1, ��~�(�(�), (1/� + (� − ��)����−�(� −

��))�2)。

10.3 多元回归中自变量的选择和模型诊断简述

10.3.1 变量选择的准则和方法

建立多元线性回归方程后，首先要检查回归方程是否有效. 有效反映在两个

方面，一是自变量对因变量的影响是否可用自变量的线性组合来表达，即回归是

线性的还是非线性的.统计上称为回归模型的非线性性检验。二是指因变量能否

用选定的这些变量的线性组合来表达。

记�2 = ��∗���∗

�∗��∗
= ���

���
，�称为复相关系数，�2反映了线性回归好坏的程度。

另一种方法是在正态假定下作回归方程的显著性检验，即要检验�0: �� =

0 ↔ �1: �� ≠ 0，��∗���∗~�2��2, �����~�2��−�−12 ，� = ���/�
���/(�−�−1)

~��,�−�−1。

对进入模型的自变量要进行筛选，剔除对因变量影响不大的自变量，即抓主

要矛盾.这称为自变量的选择，我们称包含 p 个自变量的模型为全模型，剔除一

些自变量后的模型称为选模型。剔除自变量的准则，大多数是从残差平方和出发

建立的。

（1）����（修正的残差平方和准则）。记���� =
����
�−�

，选择�，使上式最



小。

（2）��准则。令�� =
����
���

− (� − 2�)最小。

（3）AIC 准则。令��� = ���( ����
�
) + 2�最小。

（4）BIC 准则。令��� = ���( ����
�
) + ���(�)最小。

在计算机上进行变量选择时，需要计算����和����，有最优子集回归法、逐

步回归法、向前选择法、向后选择法。

10.3.2 回归诊断

如果残差估计的散点图中，散点没有趋势，大体分布在以 x 轴为中心的两条

水平线之间，说明回归时有效的。

10.4 扩展阅读：相关与因果

10.5 附录


	概率论与数理统计（缪柏其）
	1 事件及其概率
	1.1 概率论简史
	1.2 随机实验和随机事件
	1.3 概率的定义和性质
	1.3.1 古典概型
	1.3.2 概率的统计定义
	1.3.3 主观概率的定义
	1.3.4 概率的公理化定义

	1.4 条件概率
	1.4.1 条件概率的定义
	1.4.2 全概率公式
	1.4.3 贝叶斯公式

	1.5 独立性
	1.6 扩展进阶：求概率的一些方法
	1.6.1 选择合适的样本空间
	1.6.2 递推法（条件化）
	1.6.3 利用概率性质求解

	1.7 扩展阅读1：贝叶斯公式和垃圾邮件识别
	1.8 扩展阅读2：三门问题

	2 随机变量及其分布
	2.1 随机变量的概念
	2.2 离散型随机变量的分布
	2.2.1 0-1分布
	2.2.2 离散均匀分布
	2.2.3 二项分布
	2.2.4 负二项分布
	2.2.5 泊松分布

	2.3 连续型随机变量的分布
	2.3.1 随机变量的分布函数
	2.3.2 概率密度函数
	2.3.3 几种重要的连续型分布

	2.4 随机变量函数的分布
	2.4.1 离散型随机变量函数的分布
	2.4.2 连续型随机变量函数的分布

	2.5 扩展阅读：正态分布的由来

	3 多维随机变量及其分布
	3.1 多维随机变量及其分布
	3.1.1 多维随机变量
	3.1.2 连续型多维随机变量的联合密度函数

	3.2 边缘（际）分布
	3.2.1 二维离散型随机变量的边缘（际）分布
	3.2.2 二维连续型随机变量的边缘分布

	3.3 条件分布
	3.4 相互独立的随机变量
	3.5 随机向量函数的分布
	3.6 扩展阅读：辛普森悖论

	4 随机变量的数字特征和极限定理
	4.1 数学期望和中位数
	4.1.1 数学期望和中位数
	4.1.2 条件数学期望（条件期望）
	4.1.3 中位数和众数

	2 方差和矩
	2.1 方差和标准差
	4.2.2 矩
	4.2.3 协方差和相关系数

	4.3 熵的基本概念
	4.4 大数定律和中心极限定理
	4.5 扩展阅读：数学期望的计算

	5 统计学基本概念
	5.1 统计学发展简史
	5.2 基本概念
	5.2.1 总体
	5.2.2 样本
	5.2.3 统计量

	5.3 抽样分布
	1.�𝜒�2�分布
	2.t分布
	3.F分布

	5.4 扩展阅读1：民意调查
	5.5 扩展阅读2：双盲对照试验

	6 参数点估计
	6.1 参数点估计的概念
	6.2 矩估计法
	6.3 最大似然估计
	6.4 优良性准则
	6.4.1 点估计的无偏性
	6.4.2 最小方差无偏估计
	6.4.3 克拉默-拉奥方差下界

	6.5 点估计量的大样本理论
	6.6 扩展阅读：德军坦克问题

	7 区间估计
	7.1 基本概念
	7.2 枢轴变量法
	7.3 大样本方法
	7.3.1 比例p的区间估计
	7.3.2 一般总体均值𝜇的置信区间

	7.4 自助法置信区间
	7.5 置信限
	7.6 扩展阅读：“足球赛会杀人”的真假

	8 假设检验
	8.1 问题的提法和基本概念
	8.1.1 例子和问题解法
	8.1.2 假设检验中的几个基本概念
	8.1.3 功效函数
	8.1.4 两类错误

	8.2 正态总体参数检验
	8.2.1 单个正态总体均值的检验
	8.2.2 两个正态总体均值差的检验
	8.2.3 正态总体方差的检验

	8.3 比例p的检验
	8.4 似然比检验
	8.5 p值
	8.6 扩展阅读：多重假设检验

	9 非参数假设检验
	9.1 拟合优度检验
	9.1.1 理论分布完全已知且只取有限个值
	9.1.2 理论分布类型已知但含有有限个未知参数
	9.1.3 列联表检验

	9.2 威尔克科森秩和检验
	9.3 符号检验
	9.4 其他非参数检验概述
	9.4.1 科尔莫戈罗夫检验
	9.4.2 斯米尔诺夫检验

	9.5 扩展阅读：正态性检验
	9.5.1 定性检验法
	9.5.2 定量检验法


	10 相关分析和回归分析
	10.1 相关分析
	10.1.1 比例数据的相关系数
	10.1.2 有序数据的相关系数：肯德尔相关系数

	10.2 回归分析
	10.2.1 一元线性回归模型
	10.2.2 回归系数最小二乘估计的几何意义
	10.2.3 误差方差的估计
	10.2.4 回归系数最小二乘法估计的性质
	10.2.5 回归系数的检验和区间估计
	10.2.6 可化为线性函数的非线性回归
	10.2.7 多元线性回归模型

	10.3 多元回归中自变量的选择和模型诊断简述
	10.3.1 变量选择的准则和方法
	10.3.2 回归诊断

	10.4 扩展阅读：相关与因果
	10.5 附录



