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第一章 常微分方程的初等解法

1.1 常微分方程的基本概念

定义 1.1. 含有未知函数的导数 (或偏导) 的方程称为微分方程. 若未知函数为一元函数, 则方程为常
微分方程 (ODE); 若未知函数为多元函数, 则方程为偏微分方程 (PDE).

ODE 的一般形式: F (t, x(t), x′(t), · · · , x(n)(t)) = 0, 其中 n ∈ N∗ 称为方程的阶数.

定义 1.2. 线性 ODE 的一般形式为
n∑

k=0

an−k(t)x
(k)(t) + b(t) = 0, 其中 an−k(t) 为与 x 无关的一元函

数, k = 0, 1, · · · , n. 反之, 则称方程为非线性 ODE.

例 1.1. 1. dx
dt + xt2 = 0, 这是 1 阶线性 ODE.

2. d2x

dt2 + x
dx
dt + t2 = 0, 这是 2 阶非线性 ODE.

3. Laplace 方程: ∆u = 0, 其中 ∆ :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
称为 Laplace 算子.

定义 1.3 (经典解). 若函数 φ(t) 在 I ⊂ R 上 n 阶连续可微, 即 φ(t) ∈ Cn(I), 且

F (t, φ(t), φ′(t), · · · , φ(n)(t)) = 0, ∀t ∈ I.

则称 φ(t) 是方程在 I 上的一个经典解, I 称为解的定义区间. 光滑曲线 x = φ(t) 称为方程的积分曲
线.

定义 1.4 (通解, 特解). 常微分方程的解 x = φ(t;C1, · · · , Cn) 称为方程的通解, 其中 Ci(i = 1, · · · , n)
为任意独立常数, 即

∂(φ,φ′, · · · , φ(n−1))

∂(C1, C2, · · · , Cn)
6= 0.

不包含任意常数的解称为方程的特解.

例 1.2 (自由落体). 只考虑重力作用, 设质量为 m 的小球做自由落体运动, 重力加速度为 g, 则根据
牛顿定律得微分方程:

mẍ = −mg ⇒ ẍ = −g,

其中 x为小球的高度. 积分两次可得通解 x(t) = −1

2
gt2+C1t+C2. 在初始高度, 初始速度给定时, 常

数 C1, C2 可确定. 设 x(0) = x0, ẋ(0) = v0, 此时 C1 = v0, C2 = x0, 特解为 x(t) = −1

2
gt2 + v0t+ x0.

7



8 第一章 常微分方程的初等解法

定义 1.5. 设 t0, x0, x1, · · · , xn−1 为给定常数, 称

x
(n) = G(t, x, x′, · · · , x(n−1))

x(t0) = x0, x
′(t0) = x1, · · · , x(n−1)(t0) = xn−1

为

常微分方程的初值问题或 Cauchy 问题.

在不求解方程的前提下, 可以利用方向场 (或线素场)粗略了解方程解的性状. 以下考虑一阶显式
方程

dx
dt = f(x, t). (1.1.1)

方向场. 设 (1.1.1) 中函数 f 的定义域为 D ⊂ R2. 过 D 中任一点 P (t, x) 作一条以 f(t, x) 为斜率

的直线, 并且定义直线的方向为向量 r(t) = (1, f(t, x)) 的方向. 从而方程 (1.1.1) 在区域 D 内确定了

一个方向场 (或线素场). 以点 P (t, x) 为起点作一个长度为 λ 的向量

λr0 =
λ√

1 + f2(t, x)
(1, f(t, x)),

画出若干点处的向量即可粗略绘制出方程 (1.1.1) 的方向场.

定义 1.6 (等斜线). 方向场中具有同一方向 (x′ = k) 的点的轨迹称为方程 (1.1.1) 的等斜线或等倾线.

由此, 可以总结出方向场的具体作法:

1. 画出若干条等斜线 (f(x, t) = k);

2. 在每条等斜线上选取若干点画出对应向量.

例 1.3. 绘制方程 x′ =
√
t2 + x2 的方向场.

解. 方程对应的等斜线为
√
t2 + x2 = k ⇒ t2 + x2 = k2, 为 Otx 平面上的一族圆周. 取 k =

0, 0.5, 1, 1.5, 2, 作出相应等斜线并绘制方向场即可. 以下是利用 Mathematica 绘制的方向场:

-6 -4 -2 0 2 4 6

-6

-4

-2

0

2

4

6

图 1.1: 方程 x′ =
√
t2 + x2 的方向场.



1.1 常微分方程的基本概念 9

例 1.4 (新产品销售). 设 x(t) 是新产品在 t 时刻的销量, N > 0 为货物总量, 且满足 dx
dt ∝ x(t),

dx
dt ∝ N − x(t). 由此可得方程

dx
dt = kx(t)(N − x(t)).

其中 k > 0 为比例系数. 这是一个分离型方程. 由上述方程可得
dx

x(N − x)
= kdt⇒ 1

N
ln x

N − x
= kt+ C1 ⇒ x =

N

1 + Ce−kNt
.

由此可得
d2x

dt2 = k
dx
dt (N − 2x) ⇒ d2x

dt2

(
N

2

)
= 0.

因此当 x =
N

2
, 即销售额达到一半时, 销售速率最大.

例 1.5 (传染病模型). 从不同的假设入手, 可以构建出不同的传染病模型.

1. 模型一. 设已感染人数为 i(t). 我们假设每个病人每天有效接触人数为 λ, 且足以使人致病. 从
而在 [t, t+∆t] 区间内, 考虑新增感染者可得

i(t+∆t)− i(t) = λi(t)∆t.

令 ∆t→ 0 可得
di
dt = λi⇒ i(t) = i0eλt,

其中 i(0) = i0 为初始感染人数. 在这种假设下, 感染人数将持续指数型增长.

2. 模型二 (SI 模型). 在感染过程中, 若感染者有效接触的是病人, 则不会导致患病人数增加. 我们
区分已感染者和未感染者, 假设:

(a) 总人数 N 不变, 已感染者和未感染者的比例分别为 i(t), s(t).

(b) 每个病人每天有效接触人数为 λ(日接触率), 且可以使接触的健康人致病.

在区间 [t, t+∆t] 内, 同样考虑新增感染者可得

N(i(t+∆t)− i(t)) = (λs(t))Ni(t)∆t.

令 ∆t→ 0 可得 
di
dt = λsi

s(t) + i(t) = 1

⇒


di
dt = λi(1− i)

i(0) = i0

求解可得

i(t) =
1

1 +

(
1

i0
− 1

)
e−λt

.

求导计算可得 t = tm :=
1

λ
ln
(
1

i0
− 1

)
时, 感染率的增长速度 di

dt 最大, 即 tm 是传染病高潮来

临时刻. 日接触率 λ 越小, 高潮时刻 tm 越大.
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图 1.2: SI 模型下的感染率与时间的关系图像, 横轴为时间 t, 纵轴为感染率 i(t)

3. 模型三 (SIS 模型). 为了进一步优化模型, 我们还需要考虑传染病的免疫性. 若传染病无免疫
性, 即病人可治愈为健康人, 健康人可再次被感染. 此时我们增加假设: 病人每天治愈的比例为
µ(日治愈率). 此时建模可得

N(i(t+∆t)− i(t)) = λNs(t)i(t)∆t− µNi(t)∆t.

令 ∆t→ 0 可得 
di
dt = λi(1− i)− µi

i(0) = i0

记 σ :=
λ

µ
表示一个感染期 (1/µ) 内每个病人的有效接触人数 (接触数), 则上述方程可化为

di
dt = −λi

(
i−
(
1− 1

σ

))
.

5 10 15 20 25 30

0.2
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图 1.3: λ = 1, i0 = 0.1, σ = 2, 0.5 时 i(t)(纵轴) 关于 t(横轴) 的图像
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图 1.4: λ = 1, i0 = 0.1, σ = 2 时 i′(t)(纵轴) 关于 i(t)(横轴) 的图像
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分析可得, 当 σ > 1 时, i(t) 在 t > 0 时持续增长, 逐渐趋于 1− 1

σ
, 且 i′(t) → 0, t→ +∞; σ ⩽ 1

时, i′(t) < 0 恒成立, 且 i(t) 逐渐趋于 0. 从而日传染率小于日治愈率时, 感染率将持续减小, 直
至于 0.

4. 模型四 (SIR 模型). 传染病有免疫性, 即病人治愈后即移出感染系统, 称移出者. 此时假设:

(a) 总人数 N 不变, 病人、健康人和移出者的比例分别为 i(t), s(t), r(t).

(b) 病人的日接触率为 λ, 日治愈率为 µ, 接触数为 σ =
λ

µ
.

此时考虑新增感染者和新增治愈者, 建模可得

N(i(t+∆t)− i(t)) = λNs(t)i(t)∆t− µNi(t)∆t,

N(s(t+∆t)− s(t)) = −λNs(t)i(t)∆t.

令 ∆t→ 0, 可得 

di
dt = λsi− µi

ds
dt = −λsi

i(0) = i0, s(0) = s0

我们认为 r(0) = r0 很小, 因此 i0 + s0 ≈ 1. 上述微分方程组的解析解无法求得, 可以利用数值
模拟和相平面分析解的性状.

2 4 6 8 10 12 14

0.2

0.4

0.6

0.8

图 1.5: λ = µ = 1, i0 = 0.1, s0 = 0.9 时 i(t), s(t) 关于 t(横轴) 的图像, 其中上端黄色曲线为 s(t) 的图

像, 下端蓝色曲线为 i(t) 的图像.

在相平面 s ∼ i 上, 上述方程消去 t 可得 i 关于 s 的 ODE 问题
di
ds =

1

σs
− 1

i|s=s0 = i0

由此可得相轨线 i(s) = (s0 + i0) − s +
1

σ
ln s

s0
, 定义域为 D = {(s, i) | s ⩾ 0, i ⩾ 0, s + i ⩽ 1}.

其中相轨线的方向沿 s(t) 单调减的方向.
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0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

图 1.6: s ∼ i 相平面上的相轨线图: 蓝色轨线对应 s0 = 0.3, i0 = 0.7, σ = 0.5, 黄色轨线对应
s0 = 0.7, i0 = 0.4, σ = 1.5.

计算可得, 若 s0 > 1/σ, 则 i(t) 先升后降至 0, 此时传染病蔓延; 若 s0 < 1/σ, 则 i(t) 单调降至

0, 此时传染病不蔓延. 1/σ 可视为阈值. 当 t→ +∞ 时, 有

s0 + i0 − s∞ +
1

σ
ln s∞

s0
= 0,

从而可得 σ 的估计式

σ =
ln s0 − ln s∞
s0 − s∞

.

由 SIR 模型可得, 控制传染病的蔓延的关键在于降低接触数 σ = λ/µ, 即降低日接触率 (提升卫
生水平) 和提升日治愈率 (提升医疗水平); 另一关键在于降低 s0, 从而提高 r0, 达成群体免疫.

利用 SIR 模型还可以进行被感染人数的估计: 记被感染人数的比例为 x := s0 − s∞, 则由 σ 的

估计式可得

x+
1

σ
ln
(
1− x

s0

)
≈ 0.

当 x� s0 时, 由 ln(u) 的展开式可得

x

(
1− 1

s0σ
− x

2s20σ

)
≈ 0 ⇒ x ≈ 2s0σ

(
s0 −

1

σ

)
.

记 δ := s0 − 1/σ, 当 δ � 1 时, s0σ ≈ 1, 从而可得 x ≈ 2δ. 因此提高阈值 1/σ 可以降低被传染

人数比例 x.

5. 模型五. Xingjie Hao等于 2020年在 Nature上发表论文 Reconstruction of the full transmission
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dynamics of COVID-19 in Wuhan, 其中提出了如下新冠病毒的感染模型:

dS
dt = n− bS(αP + αA+ I)

N
− nS

N
dE
dt =

bS(αP + αA+ I)

N
− E

De
− nE

N
dP
dt =

E

De
− P

DP
− nP

N

dA
dt =

(1− r)P

DP
− A

Di
− nA

N
dI
dt =

rP

DP
− I

Di
− I

Dq

dH
dt =

I

Dq
− H

Dh

dR
dt =

A+ I

Di
+

H

Dn
− nR

N

1.2 一阶方程的初等解法

一阶方程的一般形式如下:
M(t, x)dt+N(t, x)dx = 0. (1.2.1)

分离变量法

若 M(t, x) = T1(t)X1(x), N(t, x) = T2(t)X2(x), 则称方程 (1.2.1) 为变量分离方程. 此时方程化
为如下形式:

T1(t)X1(x)dt+ T2(t)X2(x)dx = 0. (1.2.2)

下面对方程 (1.2.2) 进行讨论.

1. T2(t)X1(x) 6= 0, 此时有
T1(t)

T2(t)
dt+ X2(x)

X1(x)
dx = 0,

对上式积分可得 ˆ
T1(t)

T2(t)
dt+

ˆ
X2(x)

X1(x)
dx = C. (1.2.3)

其中 (1.2.3) 式称为方程 (1.2.2) 的通积分, C 称为积分常数.

2. T2(t)X1(x) = 0, 设 T2(t) 的零点为 ai, X1(x) 的零点为 bj(i, j = 1, 2, · · · ), 则 t = ai, x = bj 为

方程 (1.2.2) 的特解.

注 若特解包含在通积分中, 则可以省略.

例 1.6. (t2 + 1)(x2 − 1)dt+ txdx = 0.

1. t(x2 − 1) = 0 时, 解得 t = 0, x = ±1 是方程特解.
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2. t(x2 − 1) 6= 0 时, 方程化为
t2 + 1

t
dt+ x

x2 − 1
dx = 0.

积分, 可得 t2 + ln(t2) + ln |x2 − 1| = C1 ⇒ x2 = 1 +
Ce−t2

t
, C = ±eC1 6= 0.

注意到 x = ±1 对应通解中积分常数 C = 0 的情况, 因此原方程的通积分为 x2 = 1 +
Ce−t2

t
, C ∈ R,

特解为 t = 0.

例 1.7 (通过变换转化为分离型方程). dx
dt = f(t+ x).

解. 作变换 u = t+ x, 则
du
dt = 1 +

dx
dt = 1 + f(u),

此时化作分离型方程, 可沿用上述方法求解.

定义 1.7 (齐次方程). 若M(st, sx) = smM(t, x), N(st, sx) = smN(t, x), ∀s ∈ R, m ∈ R,则称 (1.2.1)
是 m 次齐次方程.

求解方法: 作变换 x = ut, 则 dx = udt+ tdu, 从而{
M(t, x) =M(t, ut) = tmM(1, u),

N(t, x) = N(t, ut) = tmN(1, u).

从而方程 (1.2.1) 可化为

tm(M(1, u) + uN(1, u))dt+ tm+1N(1, u)du = 0,

这是一个分离型方程.

注 齐次方程可表示为
dx
dt = g

(x
t

)
, 此处 g 是给定的连续函数. 这是因为

dx
dt = −M(t, x)

N(t, x)
= − t

−mM(t, x)

t−mN(t, x)
= −M(1, x/t)

N(1, x/t)
.

例 1.8. 求解方程 dx
dt = f

(
at+ bx+ c

a1t+ b1x+ c1

)
, 其中 a, b, c, a1, b1, c1 为给定常数.

1. c = c1 = 0, 此时化为 dx
dt = f

(
a+ bx/t

a1 + b1x/t

)
=: g

(x
t

)
, 这是一个齐次方程.

2. c2 + c21 6= 0, 分为两种情况:

(a) ∆ :=

∣∣∣∣∣ a b

a1 b1

∣∣∣∣∣ 6= 0 时, 此时方程组

at0 + bx0 = c

a1t0 + b1x0 = c1
有唯一解

(t0, x0) =

(
1

∆

∣∣∣∣∣ c b

c1 b1

∣∣∣∣∣ , 1∆
∣∣∣∣∣ a c

a1 c1

∣∣∣∣∣
)
.
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设 t̃ := t+ t0, x̃ := x+ x0, 从而有
{

at̃+ bx̃ = at+ bx+ c

a1t̃+ b1x̃ = a1t+ b1x+ c1
, 从而原方程等价于齐次方

程
dx̃
dt̃

= f

(
at̃+ bx̃

a1t̃+ b1x̃

)
.

(b) ∆ = 0, 即 a1
a

=
b1
b

=: λ, 作变换 u = at+ bx, 则 du = adt+ bdx, 从而

du
dt = a+ b

dx
dt = a+ bf

(
at+ bx+ c

λ(at+ bx) + c

)
= a+ bf

(
u+ c

λu+ c1

)
.

这是一个分离型方程.

例 1.9. 考虑探照灯的镜面形状, 要求从固定光源 O 射出的光线经镜面反射后的光线平行.

A α

P α

QO t

x

图 1.7: 探照灯镜面与光线

解. 设 P 的坐标为 (t, x),则 x′(t) = tanα. 由反射定律可得 ∠OPA = ∠OAP = α,因此 |OA| = |OP |.
由于

|OA| = |AQ| − |OQ| = x cotα− t =
x

x′
− t, |OP | =

√
x2 + t2,

因此可得微分方程

x
dt
dx = t+

√
x2 + t2 ⇒ dt

dx =
t+

√
x2 + t2

x
.

设 u =
t

x
, 则上述方程化为

u+ x
du
dx = u+

√
1 + u2 ⇒ du√

1 + u2
=

dx
x
.

两边积分可得 ln(u+
√
1 + u2)− ln |x| = C1, 从而( x

C
− u
)2

= 1 + u2 ⇒ x2

C2
− 2xu

C
= 1 ⇒ x2 = 2C

(
t+

C

2

)
.

从而探照灯镜面是抛物面.



16 第一章 常微分方程的初等解法

例 1.10 (Riccati 方程). 形如 x′ = p(t)x2 + q(t)x + r(t), p(t) 6≡ 0, q(t), r(t) ∈ C(I) 的方程称为

Riccati 方程. 一般而言, Riccati 方程的求解十分困难, 目前对一些特殊情形下解析解的讨论有所进
展. Bernoulli 于 1725 年证明出 x′ = atn + bx2(a, b 6= 0) 在 n = −2,− 4m

2m±1(m = 0, 1, · · · ) 时可化为
分离型方程.

证明.

1. 当 n = −2 时, 令 u = tx 可得
du
dt =

a+ u+ bu2

t
, 为分离型方程.

2. 当 n = 0 时, 结论显然成立.

(a) n = − 4m

2m+ 1
(m ⩾ 1), 令 t = ξ

1
n+1 , x =

a

n+ 1
η−1, 有

dη
dξ + η2 = − ab

(n+ 1)2
ξ−

4m
2m+1 . (1.2.4)

再令 ξ = z−1, η = z − uz2, 有
du
dz + u2 = − ab

(n+ 1)2
z
− 4(m−1)

2(m−1)+1 .

重复上述操作 m 次可化为 m = 0 的情形.

(b) n = − 4m

2m− 1
时, 可以通过变量替换化为式 (1.2.4).

一阶线性方程

一阶线性方程的一般形式如下:
dx
dt + p(t)x = q(t). (1.2.5)

下面讨论方程 (1.2.5) 的求解.

1. 若 q(t) ≡ 0, 此时 (1.2.5) 称为齐次方程, 为分离型方程, 即
dx
dt + p(t)x = 0.

此时方程的通解为 x(t) = Ce−
´
p(t)dt.

2. 若 q(t) 6= 0, 考虑两种方法求解:

(a) 积分因子法: 考虑 µ(t) = e
´
p(t)dt > 0, 方程 (1.2.5) 两端同乘 µ(t) 可得

e
´
p(t)dt

(
dx
dt + p(t)x

)
=

d
dt

(
xe
´
p(t)dt

)
= q(t)e

´
p(t)dt.

积分可得通解为

x(t) = e−
´
p(t)dt

(ˆ
q(t)e

´
p(t)dtdt+ C

)
= Ce−

´
p(t)dt + e−

´
p(t)dt

ˆ
q(t)e

´
p(t)dtdt.

事实上, Ce−
´
p(t)dt 是对应齐次方程的通解, e−

´
p(t)dt ´ q(t)e´ p(t)dtdt 是方程 (1.2.5) 的一

个特解.
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(b) 常数变易法: 将齐次方程通解中的积分常数替换为待定函数 C(t), 即 x(t) = C(t)e−
´
p(t)dt,

代入方程 (1.2.5) 解得
C(t) = C +

ˆ
q(t)e

´
p(t)dtdt.

代回 x(t) 中可得通解.

实际求解中, 可以将一些方程通过变换化为一阶线性方程. 如下例:

例 1.11 (Bernoulli 方程). 形如 dx
dt + p(t)x = q(t)xα(α 6= 0, 1) 的方程称为 Bernoulli 方程. 事实上,

α = 0 时即为一阶线性方程, α = 1 时即为分离型方程.

1. 首先注意到 x = 0 是 Bernoulli 方程的特解.

2. x 6= 0 时, 方程两端同乘 (1− α)x−α, 则

d
dt(x

1−α) + (1− α)p(t)x1−α = q(t)(1− α),

令 y = x1−α, 可得 dy
dt + (1− α)p(t) · y = q(t)(1− α). 这是一阶线性方程.

例 1.12. 已知 Riccati 方程 dx
dt = p(t)x2 + q(t)x+ r(t), p(t) 6≡ 0 有一个特解 x = φ(t), 求方程通解.

解. 设 Riccati 方程的通解为 x(t) = u(t) + φ(t), 则

u′(t) + φ′(t) = p(t)(u(t) + φ(t))2 + q(t)(u(t) + φ(t)) + r(t)

= p(t)u2(t) + q(t)u(t) + 2p(t)u(t)φ(t) + (p(t)φ2(t) + q(t)φ(t) + r(t))

= p(t)u2(t) + q(t)u(t) + 2p(t)u(t)φ(t) + φ′(t).

从而 u′(t) = (2p(t)φ(t) + q(t))u(t) + p(t)u2(t), 这是 Bernoulli 方程, 求解得通解为

x(t) =
e
´
(2p(t)φ(t)+q(t))dt

C −
´
p(t)e

´
(2p(t)φ(t)+q(t))dt .

例 1.13. dx
dt =

tx2 + sin t
2x

.

解. 方程可化为
dx
dt =

t

2
x+

sin t
2

· 1
x
⇒ 2xdx

dt = tx2 + sin t.

令 y = x2, 可得 dy
dt − ty = sin t, 化为一阶线性方程. 代入公式可得通解.

例 1.14. 考虑一个简单电路, 电动势为 E , 电路中电阻 R 和电感 L 串联, 内阻不计. 初始时刻回路电
流为 0, 求电流随时间的变化式.

解. 设电路电流为 i(t), 电感分压为 EL = L
di
dt , 电阻分压为 ER = iR, 从而由 Kirchhoff 第二定律得

L
di
dt + iR = E , i(0) = 0.
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这是一阶线性方程的 Cauchy 问题, 代入公式求解可得

i(t) =
E
R
(1− e−

R
L
t),

从而当 t→ ∞ 时, i(t) → E
R

.

例 1.15. 设函数 p(t) 以 ω > 0 为周期, 证明: dx
dt + p(t)x = 0 的非零解以 ω 为周期的充要条件为

ˆ ω

0
p(t)dt = 0.

证明. 由 p(t) 以 ω 为正周期可得
ˆ t+ω

t
p(s)ds =

ˆ ω

0
p(s)ds, ∀t ∈ R. 设 x(t) 是齐次方程的一个非零

解, 满足 x(0) = x0, 则

x(t) = x0e−
´ t
0 p(s)ds.

充分性: 若
ˆ ω

0
p(t)dt = 0, 则

x(t+ ω) = x0e−
´ t+ω
0 p(s)ds = x0e−

´ t
0 p(s)ds · e−

´ t+ω
t p(s)ds = x0e−

´ t
0 p(s)ds · e−

´ ω
0 p(s)ds = x(t).

取 t = 0 即得结论.
必要性: 若 x(t) 以 ω 为周期, 则

x(t+ ω) = x(t) ⇒ x0e−
´ t+ω
0 p(s)ds = x0e−

´ t
0 p(s)ds ⇒

ˆ t+ω

t
p(s)ds = 0.

例 1.16. 设 f(t) 在 R 上连续有界, 证明: dx
dt + x = f(t) 在 R 上存在一个有界解.

证明. 首先求得方程的通解为 x(t) = e−t

(
C +

ˆ t

0
f(s)esds

)
. 由 f(s)有界可得广义积分

ˆ 0

−∞
f(s)esds

收敛, 取 C =

ˆ 0

−∞
f(s)esds 可得特解

x(t) = e−t

ˆ t

−∞
f(s)esds.

设 M := sup
t∈R

|f(t)|, 则

|x(t)| =
∣∣∣∣ˆ t

−∞
f(s)es−tds

∣∣∣∣ ⩽ ˆ t

−∞
|f(s)|es−tds ⩽M

ˆ t

−∞
es−tds =M.

因此 x(t) 有界.
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恰当方程与积分因子法

定义 1.8 (恰当方程). 若存在可微函数 u(t, x), 使得 du(t, x) =M(t, x)dt+N(t, x)dx, 即
∂u

∂t
=M(t, x),

∂u

∂x
= N(t, x).

则称方程 (1.2.1) 是恰当方程 (或全微分方程).

定理 1.1. 若 M(t, x), N(t, x) ∈ C(D), D ⊂ R2, 且 ∂M

∂x
,
∂N

∂t
∈ C(D), 则 (1.2.1) 是恰当方程的充要

条件为
∂M

∂x
≡ ∂N

∂t
. 此时, (1.2.1) 的通积分为

u(t, x) =

ˆ t

t0

M(t, x)dt+
ˆ x

x0

N(t0, x)dx

=

ˆ t

t0

M(t, x0)dt+
ˆ x

x0

N(t, x)dx

= C, ∀(t0, x0) ∈ D ⊂ R2.

证明. 必要性: 若 (1.2.1) 恰当, 则 ∃u(t, x) ∈ C(D), s.t.
∂u

∂t
=M(t, x),

∂u

∂x
= N(t, x). (1.2.6)

由 u(t, x) 二阶连续可微得
∂M

∂x
=

∂2u

∂x∂t
=

∂2u

∂t∂x
=
∂N

∂t
.

充分性: 目标是构造一个函数 u(t, x) 满足 (1.2.6).

1. 方法一. 令 u(t, x) =

ˆ t

t0

M(t, x)dt + φ(x), φ 为待定函数, 则此时 ∂u

∂t
=

∂

∂t

ˆ t

t0

M(t, x)dt =

M(t, x). 由于

∂u

∂x
=

∂

∂x

ˆ t

t0

M(t, x)dx+ φ′(x)

=

ˆ t

t0

∂M

∂x
(t, x)dt+ φ′(x)

=

ˆ t

t0

∂N

∂t
(t, x)dt+ φ′(x)

= N(t, x)−N(t0, x) + φ′(x).

令
∂u

∂x
= N(t, x), 则有 φ′(x) = N(t0, x), 即 φ(x) =

ˆ x

x0

N(t0, x)dx, 这样就构造出了满足要求的

函数 u, 且推得方程通解为

u(t, x) =

ˆ t

t0

M(t, x)dt+
ˆ x

x0

N(t0, x)dx = C.

2. 方法二. 令 ũ(t, x) =

ˆ x

x0

N(t, x)dx+ ψ(t), 其余过程同方法一. 则可得

ũ(t, x) =

ˆ t

t0

M(t, x0)dt+
ˆ x

x0

N(t, x)dt.
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下验证 u(t, x) ≡ ũ(t, x). 事实上, 由 du = dũ = M(t, x)dt +N(t, x)du = 0 可得 u 和 ũ 只相差一个

常数. 而 u(t0, x0) = ũ(t0, x0) = 0, 因此 u(t) ≡ ũ(t).

例 1.17. (2t sinx+ 3t2x+ t4)dt+ (t3 + t2 cosx+ x2)dx = 0.

解. 注意到 M,N ∈ C(R), 并且

∂M

∂x
= 2t cosx+ 3t2,

∂N

∂t
= 3t2 + 2t cosx,

从而
∂M

∂x
≡ ∂N

∂t
, 方程恰当. 取 (t0, x0) = (0, 0) 得方程的通积分为

u(t, x) =

ˆ t

0
(2t sinx+ 3t2x+ t4)dt+

ˆ x

0
x2dx = t2 sinx+ t3x+

t5

5
+
x3

3
= C.

常用的全微分公式列举如下:

1. tdt+ xdx =
1

2
d(t2 + x2).

2. xdt+ tdx
tx

= d(ln(tx)).

3. xdt− tdx
t2 + x2

= d
(

arctan t

x

)
.

4. xdt− tdx
x2

= d
(
t

x

)
.

5. xdt− tdx
−t2

= d
(x
t

)
.

6. tdt+ xdx
t2 + x2

=
1

2
d ln(t2 + x2).

7. xdt− tdx
t2 − x2

=
1

2
d
(

ln t− x

t+ x

)
.

实际求解中, 大部分方程并不是恰当方程, 需要考虑在方程两边乘以相同函数配凑成全微分形式,
即下述积分因子法.

定义 1.9 (积分因子). 对于一般的方程 (1.2.1), 若存在函数 µ(t, x) ∈ C(D), µ 6= 0, s.t.

µ(t, x)M(t, x)dt+ µ(t, x)N(t, x)dx = 0

是恰当方程, 则称 µ(t, x) 是 (1.2.1) 的一个积分因子.

例 1.18. xdt+ (t2 + t+ x2)dx = 0.

解. 作变换 y = t+ 1, 则方程化为

xdy + (y2 − y + x2)dx = 0 ⇒ xdy − ydx+ (x2 + y2)dx = 0.

取 µ(x, y) =
1

x2 + y2
, 可得

xdy − ydx
x2 + y2

+ dx = d
(

arctan y
x
+ x
)
= 0,

从而通积分为 arctan y
x
+ x = C.
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下面我们考虑求解积分因子的更一般方法. 设 µ(t, x) 是 (1.2.1) 的一个积分因子, 则由恰当方程
的判定定理可得

∂(µM)

∂x
=
∂(µN)

∂t
⇒ N

∂µ

∂t
−M

∂µ

∂x
= µ

(
∂M

∂x
− ∂N

∂t

)
.

这是一个充要条件, 但偏微分方程显然更难求解, 可以借助该条件考虑一些特殊情况下的积分因子.

1. 若存在仅依赖于 x 的积分因子 µ(x), 则 ∂µ

∂t
= 0, 因此上述充要条件化为齐次线性方程. 求解可

得

µ(x) = e
´
H(x)dx, H(x) := − 1

M(t, x)

(
∂M

∂x
− ∂N

∂t

)
,

即此时 − 1

M(t, x)

(
∂M

∂x
− ∂N

∂t

)
仅与 x 有关. 同理可得存在仅依赖于 t 的积分因子 µ(t) 的充

要条件为
1

N(t, x)

(
∂M

∂x
− ∂N

∂t

)
仅与 t 有关, 此时

µ(t) = e
´
G(t)dt, G(t) :=

1

N(t, x)

(
∂M

∂x
− ∂N

∂t

)
.

2. 方程 (1.2.1) 存在形如 µ = µ(tα ± xβ) 的积分因子的充要条件为(
∂M

∂x
− ∂N

∂t

)
(αtα−1N ∓ βxβ−1M)−1 = φ(tα ± xβ),

φ 为某个可微函数. 证略.

3. 方程 (1.2.1) 存在形如 µ = µ(f(t, x)) 的积分因子的充要条件为(
∂M

∂x
− ∂N

∂t

)(
N
∂f

∂t
−M

∂f

∂x

)−1

= φ(f(t, x)),

φ, f 均为可微函数. 证略.

本节的最后, 介绍一个有用的方法: 分组积分因子法.

定理 1.2. 若非恰当方程 (1.2.1) 可以化为如下分组形式:
n∑

i=1

(Mi(t, x)dt + Ni(t, x)dx) = 0, 其中第 i

组方程 Mi(t, x)dt+Ni(t, x)dx = 0 的积分因子为 µi(t, x), 且满足

µi(t, x)(Mi(t, x)dt+Ni(t, x)dx) = d(Φi(t, x)),

则 µig(Φi) 也是第 i 组方程的积分因子, 这里 g 是任一可微函数.

证明. 对任一 i = 1, · · · , n, 计算可得
∂

∂x
(µig(Φi)Mi) =

∂

∂x
(µiMi)g(Φi) +

∂Φi

∂x
g′(Φi)µiMi

=
∂

∂t
(µiNi)g(Φi) + µ2iMiNig

′(Φi)

=
∂

∂t
(µiNi)g(Φi) +

∂Φi

∂t
g′(Φi)µiNi

=
∂

∂t
(µig(Φi)Ni).

由此可得 µig(Φi) 是 Midt+Nidx = 0 的一个积分因子.
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根据以上定理,我们可以对方程分组后分别求出 µi,Φi,然后选择恰当的可微函数 gi(i = 1, 2, · · · , n)
满足 µ1g1(Φ1) = · · · = µngn(Φn) =: µ, 此时 µ 就是方程 (1.2.1) 的一个积分因子.

例 1.19.
(x
t
+ 3t2

)
dt+

(
1 +

t3

x

)
dx = 0.

解. 将方程分组为
(x
t

dt+ dx
)
+

(
3t2dt+ t3

x
dx
)

= 0, 则

1. 第一组方程 x

t
dt+ dx = 0 有积分因子 µ1(t) = t, 对应通积分为 Φ1(t, x) = tx = C;

2. 第二组方程 3t2dt+ t3

x
dx = 0 有积分因子 µ2(x) = x, 对应通积分为 Φ2(x) = t3x = C.

设可微函数 g1, g2 满足 µ := tg1(tx) = xg2(t
3x), 可以取 g1(s) = s2, g2(s) = s, 则 µ(t, x) = t3x2. 原

方程两端同乘 µ(t, x) 可化为

(x3t2dt+ t3x2dx) + (3t5x2dt+ t6xdx) = d
(
1

3
x3t3 +

1

2
t6x2

)
= 0,

因此通积分为
1

3
x3t3 +

1

2
t6x2 = C.

1.3 一阶隐式方程

本节考虑导数未解出的一阶隐式方程

F (t, x, x′) = 0. (1.3.1)

第一种情况: x = g(t, p), p := x′. 方程两边对 t 微分可得

p =
∂g

∂t
(t, p) = gt + gp

dp
dt ,

这样就将 (1.3.1) 化为了 p 关于 t 的显式方程, 即

(gt − p)dt+ gpdp = 0(Mdt+Ndp = 0).

若上述方程有通解 p = φ(t;C) 或 t = ψ(t;C), 则原方程的通解为

x = g(t, φ(t;C)) 或

x = g(t, p)

t = ψ(p;C)

其中第二类情况可视作 x, t 关于 p 的参数方程.

例 1.20 (Clairaut 方程). x = t
dx
dt + f

(
dx
dt

)
, 其中 f ′′ 6≡ 0.

解. 设 p =
dx
dt , 方程化为 x = tp+ f(p). 两端对 t 微分可得

p = p+ t
dp
dt + f ′(p)

dp
dt ⇒ (t+ f ′(p))

dp
dt = 0.
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1. t+ f ′(p) ≡ 0, 则 t = −f ′(p). 由逆映射定理可得 ∃w ∈ C(I), 使得 p = w(t), 此时原方程特解为
x = tw(t) + f(w(t)).

2. t+ f ′(p) 6= 0, 则有 dp
dt = 0, 从而 p ≡ C, 方程通解为 x = Ct+ f(C).

由于 w(t) 6≡ C, 故特解不含于通解. 但是, 过特解积分曲线上任一点 (t0, x0) 的切线方程为

x = x0 + w(t0)(t− t0) = f(w(t0)) + tw(t0) = C0t+ f(C0)(C0 := w(t0)).

因此积分曲线上任一点的切线是通解的某一族. 由此可引出奇解的概念:

定义 1.10 (奇解). 过特解的积分曲线上任一点, 都有通解中的某一族解的积分曲线与特解相切 (非重
合), 则称该特解为微分方程的奇解.

例 1.21. 取 Clairaut 方程中的 f(p) = −1

4
p2, 则方程化为 x = tẋ − 1

4
ẋ2. 此时 f ′(p) = −1

2
p, 故

t+ f ′(p) = 0 时有 p = 2t, 因此奇解为 x = 2t2 − 1

4
· (2t)2 = t2, 通解为 x = Ct− C2

4
.

第二种情况. t = h(x, p), p := x′. 方程两边对 t 微分可得

1 = phx +
dp
dt hp = phx +

dp
dx · php.

这样就将方程化为了不显含 t 的显式方程, 即为

(phx − 1)dx+ phpdp = 0.

若上述方程有通解 p = φ(x;C) 或 x = ψ(p;C), 则有

t = h(x, φ(x;C)) 或

t = h(x, p)

x = ψ(p;C)

第三种情况. F (x, p) = 0(或 F (t, p) = 0), p := x′. 设曲线 F (x, p) = 0 对应的参数方程为x = a(s)

p = b(s)

其中 s 为参数. 则
dt = dx

p
=
a′(s)ds
b(s)

⇒ t =

ˆ
a′(s)

b(s)
ds+ C.

由此可得方程通解为 
x = a(s)

t =

ˆ
a′(s)

b(s)
ds+ C

F (t, p) = 0 的情形可类似求解.

例 1.22. x2 + p2 = 1, p := x′.
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解. 曲线 x2 + p2 = 1 对应的参数方程为 (x, p) = (cos θ, sin θ), θ ∈ [0, 2π) 为参数. 若 p = 0, 则可得方
程的两个特解 x = ±1. 若 p 6= 0, 则有

dt = dx
p

=
− sin θdθ

sin θ = −dθ,

积分可得 t = −θ + C, 因此方程通解为 x = cos(C − t).

1.4 高阶常微分方程的降阶

本节考虑高阶常微分方程

F (t, x, x′, · · · , x(n)) = 0, n ⩾ 2. (1.4.1)

一般而言, 对高阶方程进行降阶处理可以有效降低求解难度. 我们分为若干情况进行讨论:

1. F (t, x(k), · · · , x(n)) = 0, 1 ⩽ k ⩽ n.

作变量代换 y = x(k), 则 y(i) = x(k+i), 0 ⩽ i ⩽ n− k. 原方程化为

F (t, y, · · · , y(n−k)) = 0.

这样就将 n 阶方程降阶为了 n− k 阶方程. 若降阶后的方程有通解 y = φ(t;C1, · · · , Cn−k), 则
原方程的解为

x =

ˆ
· · ·
ˆ
φ(t;C1, · · · , Cn−k)dt · · · dt (k重积分).

2. F (x, x′, · · · , x(n)) = 0. 这是不显含 t 的方程, 称为自治方程或驻定方程.

作变量代换 y = x′, 由归纳法易证得 x(k) 可由 y,
dy
dx, · · · ,

dk−1y

dxk−1
表示 (k ⩽ n), 从而原方程化为

F (x, x′, · · · , xn) = G

(
x,

dy
dx, · · · ,

dn−1y

dxn−1

)
= 0.

将 x 关于 t 的 n 阶方程降阶为了 y 关于 x 的 n− 1 阶方程.

3. F (t, x, · · · , x(n)) = d
dtΦ(t, x, · · · , x

(n−1)) = 0, 即 F 为全微分形式, 则方程化为

Φ(t, x, · · · , xn−1)− C = 0.

将 n 阶方程降阶为了 n− 1 阶方程. 对于一般方程, 也可考虑积分因子法.

例 1.23 (物理系统). mx′′ − f(x) = 0.

解. 考虑两种方法求解.

1. 令 p = x′, 则
x′′ =

dp
dt =

dp
dx

dx
dt = p

dp
dx.

从而原方程化为

mp
dp
dx = f(x) ⇒ mpdp = f(x)dx.

上述分离型方程的通解为

p2 =
2

m

ˆ
f(x)dx+ C.
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2. 方程两端同乘 x′ 可得

x′(mx′′ − f(x)) =
1

2

d
dt

(
m(x′)2 − 2

ˆ x

x0

f(s)ds
)
.

因此

m(x′)2 −m(x′)2|x0 = 2

ˆ x

x0

f(s)ds.

例 1.24 (导弹追踪问题). 问题提出: 我国沿海某军的一导弹基地发现正北方向 120km 处海面上有
一敌艇以 ve = 90km/h 的速度向正东方向行驶. 该基地立刻发射导弹跟踪追击敌艇, 导弹速度为
vw = 450km/h, 自动导航系统使导弹在任一时刻都能对准敌艇, 试问导弹在何时何处能击中敌艇?

1. 数学模型构建: 设初始时刻导弹位于原点, 敌艇位于 (0,H)(H > 0) 点. 正东方向为 x 轴正向,
正北方向为 y 轴正向. 设时刻 t, 导弹位于 P (x(t), y(t)), 导弹速度可由水平速度和垂直速度合
成, 即有 (

dx
dt

)2

+

(
dy
dt

)2

= v2w.

导弹方向始终指向敌艇, 即切线始终经过敌艇, 从而有

dy
dx =

H − y

vet− x
⇒ dy

dt =
dx
dt

(
H − y

vet− x

)
.

联立以上两式可得

dx
dt = vw

(
1 +

(
H − y

vet− x

)2
)− 1

2

dy
dt = vw

(
1 +

(
vet− x

H − y

)2
)− 1

2

= vw

(
1 +

(
dx
dy

)2
)− 1

2

x(0) = 0, y(0) = 0

(1.4.2)

2. 分析求解. 对 dx
dy (H − y) = vet− x 关于 t 微分, 可得

d2x

dy2
dy
dt (H − y)− dx

dy
dy
dt = ve −

dx
dt . (1.4.3)

由 (1.4.2)(1.4.3) 及初始条件可得
d2x

dy2
H − y√

1 + (dx/dy)2
=
ve
vw

x|y=0 = 0,
dx
dy

∣∣∣∣
y=0

= 0

(1.4.4)

令 p =
dx
dy , λ =

ve
vw

, 代入可得一阶分离型方程:

dp
dy

H − y√
1 + p2

= λ, p|y=0 = 0.
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积分求解可得
dx
dy = p =

1

2

((
H

H − y

)λ

−
(
H − y

H

)λ
)
.

这又是一个分离型方程, 求解并代入初始条件 x|y=0 = 0 可得

x =
1

2

(
(H − y)1+λ

Hλ(1 + λ)
− Hλ(H − y)1−λ

1− λ

)
+

λH

1− λ2
.

当导弹击中敌舰时, y = H. 此时

x = L :=
λH

1− λ2
, t = T :=

L

ve
.

将原例中的数据代入计算可得 x = 25km, t ≈ 0.2778h.

3. 数值模拟. 利用 Mathematica 软件数值模拟, 绘制 x ∼ y 图像如下:

20 40 60 80 100 120

5

10

15

20

25

图 1.8: 导弹追踪的数值模拟图像, 横轴为 y 坐标, 纵轴为 x 坐标. 蓝色曲线为导弹追踪轨迹.

1.5 初等积分与首次积分

命题 1.1. 任意阶的显式方程 (组) 可化为标准的一阶方程组形式:

dx
dt = f(t,x). (1.5.1)

其中

x =


x1
...

xn

 , f(t,x) =


f1(t,x)

...

fn(t,x)

 .

我们给出几个例子来佐证这一命题.

例 1.25. 将 x(n) = f(t, x, · · · , x(n−1)) 化为方程组 (1.5.1) 的形式.
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解. 设 x1 = x, x2 = x′, · · · , xn = x(n−1), 则

dx1
dt = x2

...

dxn−1

dt = xn

dxn
dt = f(t, x1, · · · , xn)

⇒ d
dt


x1
...

xn−1

xn

 =


x2
...

xn

f(t, x1, · · · , xn)

 .

例 1.26. 将方程组 

d2u

dt2 = F

(
t, u,

du
dt , v, w,

dw
dt ,

d2w

dt2

)
dv
dt = G

(
t, u,

du
dt , v, w,

dw
dt ,

d2w

dt2

)
d3w

dt3 = H

(
t, u,

du
dt , v, w,

dw
dt ,

d2w

dt2

)
化为方程组 (1.5.1) 的形式.

解. 令 x1 = u, x2 =
du
dt , x3 = v, x4 = w, x5 =

dw
dt , x6 =

d2w

dt2 . 则



dx1
dt = x2

dx2
dt = F (t, x1, x2, x3, x4, x5, x6)

dx3
dt = G(t, x1, x2, x3, x4, x5, x6)

dx4
dt = x5

dx5
dt = x6

dx6
dt = H(t, x1, x2, x3, x4, x5, x6)

现在我们考虑方程组 (1.5.1) 的一般解法.

解法一. 消元化为高阶方程.

例 1.27. 求解

x
′ = −y

y′ = x

解. 将 y′ = x 代入 x′ = −y 可得
d2x

dt2 = −dy
dt = −x.

这是一个二阶常系数方程, 将在第二章研究它的一般解法.
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解法二. 首次积分法.

定义 1.11 (首次积分). 若标量函数 Φ(t,x) ∈ C1(D), D ⊂ Rn+1 不是常数, 且 (1.5.1) 在 D0 ⊂ D 内

的任一条积分曲线 Γ : x = φ(t) 上, 函数 Φ 取常数, 则称 Φ(t,x) = C 为 (1.5.1) 在区域 D 内的首次
积分.

定义 1.12. 称 n 个首次积分 Φ1, · · · ,Φn 独立, 是指

D(Φ1, · · · ,Φn)

D(x1, · · · , xn)
:=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ1
∂x1

· · · ∂Φ1
∂xn

...
...

...
∂Φn
∂x1

· · · ∂Φn
∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

例 1.28. 求

x
′ = −y

y′ = x
的一个首次积分.

解. 由方程组可得
x

dx
dt + y

dy
dt =

1

2

d
dt(x

2 + y2) = 0.

因此方程组的首次积分 Φ 取 x2 + y2 = C.

为了利用首次积分求解方程组, 首先证明关于首次积分的存在唯一性定理.

定理 1.3. 若 P0(t0,x0) ∈ D ⊂ Rn+1, 则存在 P0 的某邻域 D0 ⊂ D, 使得方程组 (1.5.1)(其中
f ∈ C1(D)) 在 D0 内有且仅有 n 个独立的首次积分.

证明. 证明中将用到方程组 (1.5.1) 的初值可微性, 即方程组 (1.5.1) 在 D 内的任一初值条件下的解

关于初值连续可微. 具体证明将在 4.2 节给出. 以下证明分为两步:

1. 先证明 (1.5.1) 有 n 个首次积分. 任取初值条件 x(t0) = C = (C1, · · · , Cn)
T , 使得 (t0,C) ∈ D0.

则 (1.5.1) 和初值条件确定的解 Φ(t,C) 关于初值连续可微. 并且

D(Φ1, · · · ,Φn)

D(C1, · · · , Cn)

∣∣∣∣
t=t0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ1
∂C1

· · · ∂Φ1
∂Cn

...
...

...
∂Φn
∂C1

· · · ∂Φn
∂Cn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0.

由隐函数定理可得, 在 P0 的某邻域内, ∃Ψj(1 ⩽ j ⩽ n), 使得 Cj = Ψj(t,x) 为 (1.5.1) 在 D0 内

的 n 个首次积分.

2. 再证明 n 个首次积分的独立性. 假设 (1.5.1) 在 D0 内有 n + 1 个首次积分 Ψj(t,x)(1 ⩽ j ⩽
n+ 1), 对 t 求全微分可得

dΨj

dt =
∂Ψj

∂t
+∇xΨj ·

dx
dt =

∂Ψj

∂t
+

n∑
k=1

∂Ψj

∂xk
fk = 0.

易知 (1, f1, · · · , fn) 为上述方程组的非平凡解, 从而 Jacobi 行列式
D(Ψ1, · · · ,Ψn+1)

D(t, x1, · · · , xn)
= 0, ∀(t,x) ∈ D0.

因此任意 n+ 1 个首次积分是相关的, 非独立.
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由上述定理可总结归纳得以下定理, 证明略去, 可参考丁同仁 ODE.

定理 1.4. 由 (1.5.1) 在 D 内的 n 个独立首次积分 Φj(t,x) = Cj(1 ⩽ j ⩽ n) 可得到 (1.5.1) 的通解
x = φ(t;C1, · · · , Cn).

例 1.29. 利用首次积分求解方程组

x
′ = −y

y′ = x
.

解. 上例中已求得一个首次积分为
√
x2 + y2 = C1, 因此 x = ±

√
C2
1 − y2. 代入 y′ = x 中可得第二

个首次积分

± arctan y√
x2 + y2

− t = C2.

由两个首次积分


√
x2 + y2 = C1

± arctan y√
x2 + y2

− t = C2
可确定方程组通解.

例 1.30. dx
xz

=
dy
zy

=
dz
yx

(= dt).

解. 这是 ODE 的对称形式, 不显含自变量 t. 由第一式可得 x

y
= C1, 确定了第一个首次积分; 将

x = C1y 代入第二式可得
dy
yz

=
dz
C1y2

, 由此可得

C1y
2 − z2 = C2 ⇒ xy − z2 = C2.

因此方程通解为

x = C1y

xy − z2 = C2

例 1.31. dx
x(y2 − z2)

= − dy
y(z2 + x2)

=
dz

z(x2 + y2)
(= dt).

解. 观察可得

xdx+ ydy + zdz = x2(y2 − z2)dt− y2(z2 + x2)dt+ z2(x2 + y2)dt = 0.

dx
x

− dy
y

− dz
z

= (y2 − z2)dt+ (z2 + x2)dt− (x2 + y2)dt = 0.

因此方程组的两个首次积分为 x
2 + y2 + z2 = C1

yz = C2x

例 1.32 (N 体问题, 二体问题). N 体问题的微分方程为 (N ⩾ 2):
mj

d2xj

dt2 = G

N∑
k ̸=j

mjmk(xk − xj)

|xk − xj |3

xj |t=0 = xj,0, x
′
j(0) = xj,1

, j = 1, · · · , N.
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其中 mj 为第 j 个质点的质量, xj 为第 j 个质点的三维空间位置矢量, G 为万有引力常数, | · | 为欧
氏距离.
二体问题的分析. 以地日系统为例, 设太阳 M 静止于原点, 地球 m 的坐标向量为 r(t) =

(x(t), y(t), z(t)), 则上述方程组可化为

ẍ = − GMx

(x2 + y2 + z2)
3
2

ÿ = − GMy

(x2 + y2 + z2)
3
2

z̈ = − GMz

(x2 + y2 + z2)
3
2

⇒


yẍ− xÿ =

d
dt(yẋ− xẏ) = 0

zÿ − yz̈ =
d
dt(zẏ − yż) = 0

xz̈ − zẍ =
d
dt(xż − zẋ) = 0

从而得到首次积分 
yẋ− xẏ = C1

zẏ − yż = A

xż − zẋ = B

(1.5.2)

由 (1.5.2) 可得 Ax+By+C1z = 0, 因此地球在平面上绕太阳旋转. 不妨设地球轨道在平面 z = 0 上,
则微分方程化为 

ẍ = − µx

(x2 + y2)
3
2

ÿ = − µy

(x2 + y2)
3
2

(µ = GM).

从而有
d
dt

(
ẋ2 + ẏ2 − 2µ

(x2 + y2)
1
2

)
= ẋẍ+ ẏÿ +

µ(xẋ+ yẏ)

(x2 + y2)
3
2

= 0.

因此有 ẋ2 + ẏ2 − 2µ

(x2 + y2)
1
2

= C2. 引入极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ, 上式可化为

ṙ2 + r2θ̇2 − 2µ

r
= C2. (1.5.3)

(1.5.3) 代入 (1.5.2) 可得开普勒第二定律:

−r2θ̇ = C1 > 0. (1.5.4)

即单位时间内向径扫过的面积为定值. 由 (1.5.3)(1.5.4) 可得

ṙ = ±

√
C2 +

µ2

C2
1

−
(
C1

r
− µ

C1

)2

,

dr
dθ =

ṙ

θ̇
= ±r

2

θ2

√
C2 +

µ2

C2
1

−
(
C1

r
− µ

C1

)2

.

上式为分离型方程, 求解得通积分
C1

r
− µ

C1√
C2 +

µ2

C2
1

= cos(θ − C).
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从而得到开普勒第一定律 (二次曲线中只有椭圆不会到达无穷远):

r =
p

1 + e cos(θ − θ0)
, p =

C2
1

µ
, e =

√
1 +

C2C2
1

µ2
, θ0 = C.

另一方面, 由开普勒第二定律及椭圆性质可得地球的运行周期为

T =
πab

C1/2
=

2πa2
√
1− e2

√
µp

=
2π
√
µ
a

3
2 .

这就是开普勒第三定律.
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第二章 高阶常系数线性微分方程

高阶常系数微分方程的一般形式:

Lx :=
n∑

k=0

an−kx
(k) = f(t), (2.0.1)

Lx = 0. (2.0.2)

其中 ak(0 ⩽ k ⩽ n) 为复常数, a0 6= 0. (2.0.1) 为非齐次方程, (2.0.2) 为齐次方程.

定理 2.1 (叠加原理). 设 L 是一个线性 (微分) 算子, B 为线性 (微分) 算子, 则{
Lu = f in D,

Bu|∂D = φ.
(2.0.3)

的解 u 可表示为 u = v + w 的形式, 其中 v, w 满足Lv = 0,

Bv|∂D = φ.

Lw = f,

Bw|∂D = 0.

证明. 若 v, w 满足上述方程, 则 u = v + w 满足Lu = L(v + w) = Lv + Lw = f,

Bu|∂D = B(v + w)|∂D = Bv|∂D + Bw|∂D = φ.

反之, 设 u 满足边值问题 (2.0.3), 考虑上述齐次方程的边界问题的任一解 v, 则 u = v + (u − v) 且

w = u− v 满足 Lw = Lu− Lv = f,

Bw|∂D = Bu|∂D − Bv|∂D = φ− φ = 0.

由叠加原理可得: (2.0.1) 的通解 = (2.0.2) 的通解 + (2.0.1) 的一个特解.

2.1 高阶常系数齐次线性微分方程

定义 2.1. 我们称

p(λ) =
n∑

k=0

an−kλ
k = 0 (2.1.1)

为 (2.0.2) 的特征方程, 其根称为 (2.0.2) 的特征值 (或固有值).

33
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定理 2.2 (常系数齐次线性方程的通解). 设 (2.1.1) 有 m 个互不相同的特征值 λ1, · · · , λm, 对应的重

数 n1, · · · , nm 满足
m∑
k=1

nk = n, 则 {tjeλkt | 1 ⩽ k ⩽ m, 0 ⩽ j < nk} 是 (2.0.2) 的一组线性无关解, 并

且齐次方程的通解是上述线性无关解的线性组合:

x(t) =

m∑
k=1

nk−1∑
j=0

Cjkt
jeλkt, ∀Cjk ∈ C.

证明.

1. 先证明 {tjeλkt | 1 ⩽ k ⩽ m, 0 ⩽ j < nk} 满足方程 (2.0.2). 由 p(λ) = a0

m∏
k=1

(λ− λk)
nk 可得

p(λk) = p′(λk) = · · · = p(nk−1)(λk) = 0, p(nk)(λk) 6= 0.

因此

L(tjeλkt) = L

(
∂j

∂λj
eλt
∣∣∣∣
λ=λk

)
=

∂j

∂λj
L(eλt|λ=λk

)

=
∂j

∂λj
L(p(λ)eλt|λ=λk

)

= L

(
j∑

l=0

j!

l!(j − l)!
p(l)(λ)tj−leλt

∣∣∣∣
λ=λk

)
, 0 ⩽ j < nk

= 0.

2. 下证明 {tjeλkt | 1 ⩽ k ⩽ m, 0 ⩽ j < nk} 线性无关. 即证明:
m∑
k=1

nk−1∑
j=0

Cjkt
jeλkt ≡ 0, 则 Cjk = 0,

∀j, k. 首先承认以下命题:

若
m∑
k=1

bk(t)eλkt ≡ 0, 则必有bk(t) ≡ 0, 其中bk ∈ C[t]. (2.1.2)

则可得
nk−1∑
j=0

Cjkt
j ≡ 0, ∀k, 由代数基本定理得 Cjk = 0, ∀j, k. 下利用归纳法证明命题 (2.1.2).

m = 1 时, 命题显然成立. 设
m∑
k=1

bk(t)eλkt ≡ 0 ⇒ bk(t) ≡ 0, 若
m+1∑
k=1

bk(t)eλkt ≡ 0, 上式两端同乘

e−λm+1t, 则有
m∑
k=1

bk(t)e(λk−λm+1)t + bm+1(t) ≡ 0. (2.1.3)

设 s = deg bm+1 + 1, 则 dsbm+1

dts (t) ≡ 0. 对 (2.1.3) 微分 s 次可得
m∑
k=1

qk(t)e(λk−λm+1)t ≡ 0, 由

归纳假设可得 qk(t) ≡ 0, ∀k. 事实上, 由于

d
dt(bk(t)e

(λk−λm+1)t) = b′k(t) + (λk − λm+1)bk(t)e(λk−λm+1)t.

由归纳法易证 deg qk = deg bk. 若 bk(t) 6≡ 0, 则 qk(t) 6≡ 0, 矛盾.
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例 2.1. x′′ − x′ − 2x = 0.

解. 题设方程的特征方程为 p(λ) = λ2 − λ− 2 = 0, 因此方程有两个特征根 λ1 = 2, λ2 = −1, 重数均
为 1. 因此线性无关解组为 {e2t, e−t}, 通解为 x(t) = C1e2t + C2e−t.

对实常系数线性算子 L, 若 φ(t) = u(t) + iv(t) 是 (2.0.2) 的复值解, 则

0 = Lφ = L(u+ iv) = Lu+ iLv ⇔ Lu = Lv = 0,

因此 u, v 均为 (2.0.2) 的实值解.

例 2.2. 求 x(5) − 3x(4) + 4x(3) − 4x′′ + 3x′ − x = 0 的实通解.

解. 特征方程为 λ5 − 3λ4 + 4λ3 − 4λ2 + 3λ − 1 = (λ − 1)3(λ2 + 1) = 0, 因此特征值为 λ1 = 1,
λ2 = i, λ3 = −i, 重数分别为 3, 1, 1. 从而方程的线性无关解组为 {et, tet, t2et, eit, e−it}. 由于
eit = cos t + i sin t, e−it = cos t − i sin t, 故 sin t, cos t 也是原方程的一组线性无关解. 从而 x(t) =

(C1 + C2t+ C3t
2)et + C4 cos t+ C5 sin t 为方程的实通解.

2.2 高阶常系数非齐次线性方程

首先考虑二阶非齐次线性方程

x′′(t) + p(t)x′(t) + q(t)x(t) = f(t) (2.2.1)

的通解表示.

定理 2.3. 若 φ1(t), φ2(t) 是 x′′(t) + p(t)x′(t) + q(t)x(t) = 0 的线性无关解, 则 (2.2.1) 的通解为

x(t) = C1φ1(t) + C2φ2(t) +

ˆ t

t0

φ1(s)φ2(t)− φ1(t)φ2(s)

φ1(s)φ′
2(s)− φ′

1(s)φ2(s)
f(s)ds.

证明. 利用常数变易法求方程 (2.2.1) 的一个特解. 设 x(t) = C1(t)φ1(t) + C2(t)φ2(t) 是 (2.2.1) 的一
个特解,其中 C1(t), C2(t)为待定函数. 则有 x′(t) = C1(t)φ

′
1(t)+C2(t)φ

′
2(t)+C

′
1(t)φ1(t)+C

′
2(t)φ2(t).

令 C ′
1(t)φ1(t) + C ′

2(t)φ2(t) = 0, 则 x′(t) = C1(t)φ
′
1(t) + C2(t)φ

′
2(t), 两端微分可得

x′′(t) = C ′
1(t)φ

′
1(t) + C ′

2(t)φ
′
2(t) + C1(t)φ

′′
1(t) + C2φ

′′
2(t) ⇒ C ′

1(t)φ
′
1(t) + C ′

2(t)φ
′
2(t) = f(t).

从而可得

{
C ′
1(t)φ1(t) + C ′

2(t)φ2(t) = 0,

C ′
1(t)φ

′
1(t) + C ′

2(t)φ
′
2(t) = f(t).

由此解得

C ′
1(t) = −φ2(t)f(t)

W (t)
, C ′

2(t) =
φ1(t)f(t)

W (t)
,

其中 W (t) =

∣∣∣∣∣φ1(t) φ2(t)

φ′
1(t) φ′

2(t)

∣∣∣∣∣ = φ1(t)φ
′
2(t)− φ′

1(t)φ2(t) 为 Wronsky 行列式, 积分即得结论.
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例 2.3. x′′ + a1x
′ + a2x = f(t), a1, a2 ∈ C.

解. 考虑齐次方程 x′′ + a1x
′ + a2x = 0 的线性无关解, 只考虑特征方程无重根情况, 记两个相异特征

值为 λ1, λ2, 则两个线性无关解为 eλ1t, eλ2t, 对应的 Wronsky 行列式为 W (t) =

∣∣∣∣∣ eλ1t eλ2t

λ1eλ1t λ2eλ2t

∣∣∣∣∣ =
(λ2 − λ1)e(λ1+λ2)t. 积分核为

K(t− s) =
eλ1seλ2t − eλ1teλ2s

W (s)
=

eλ2(t−s) − eλ1(t−s)

λ2 − λ1
.

因此通解为

x(t) = C1eλ1t + C2eλ2t +

ˆ t

t0

eλ2(t−s) − eλ1(t−s)

λ2 − λ1
f(s)ds.

对于一般方程 (2.0.1), 一般考虑四种方法求特解: 常数变易法、Laplace 变换法、待定系数法、运
算子法. 其中我们对后两种方法进行进一步讨论.

1. 待定系数法. 适用于以下两种情况:

(1) f(t) = Pl(t)eµt, 其中 Pl(t) 为 l 次多项式. 若 µ 不是 (2.0.2) 的特征值, 则可设特解为 x(t) =

Ql(t)eµt, 其中 Ql(t) 为 l 次多项式. 代入 (2.0.1) 确定 Ql(t) 的系数; 若 µ 是 (2.0.2) 的 k 重特

征值, 则可设特解为 x(t) = tkQl(t)eµt.

(2) f(t) = (Pl(t) cosβt+Qm(t) sinβt)eαt, Pl(t), Qm(t) 为 l 阶, m 阶多项式. 设 s := max(l,m), 若
α+ iβ 不是 (2.0.2)的特征值, 则可设特解为 (Cs(t) cosβt+Ds(t) sinβt)eαt; 若 α+ iβ 是 (2.0.2)
的 k 重特征值, 则可设特解为 tk(Cs(t) cosβt+Ds(t) sinβt)eαt.

例 2.4. x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = e−t(t+ 5) + et + sin t+ 1.

解. 齐次方程 x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = 0 的特征方程为 (λ+ 1)3 = 0, 故特征值为 λ = −1, 重数为 3. 从
而线性无关解组为 {e−t, te−t, t2e−t}. 由叠加原理可得, 可以分别求解 f(t) = e−t(t + 5), et, sin t, 1 时
的特解, 累加即得原方程的一个特解.

1. f(t) = e−t(t+ 5), 由于 −1 是三重特征值, 可设特解为 x1(t) = t3(a1t+ b1)e−t, 代入可得

x′′′1 (t) + 3x′′1(t) + 3x′1(t) + x1(t) = (6a1 + 24b1t)e−t = e−t(t+ 5) ⇒ a1 = −5

6
, b1 =

1

24
,

特解为 x1(t) =
t3

24
(t+ 20)e−t.

2. f(t) = et, 此时设特解为 x2(t) = a2et, 代入可得 8a2et = et ⇒ a2 =
1

8
, 特解为 x2(t) =

1

8
et.

3. f(t) = sin t, 此时设特解为 x3(t) = a3 cos t+ b3 sin t, 则

x′′′3 (t) + 3x′′3(t) + 3x′3(t) + x3(t) = 2(b3 − a3) cos t− 2(a3 + b3) sin t = sin t⇒ a3 = b3 = −1

4
,

特解为 x3(t) = −1

4
(sin t+ cos t).
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4. f(t) = 1, 此时对应特解为 x4(t) = 1.

综上所述, 原方程的一个特解为

x∗(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t) + x4(t) =
t3

24
(t+ 20)e−t +

1

8
et − 1

4
(sin t+ cos t) + 1,

因此通解为

x(t) = (C1 + C2t+ C3t
2)e−t +

t3

24
(t+ 20)e−t +

1

8
et − 1

4
(sin t+ cos t) + 1.

2. 运算子法求特解. 按照如下方式定义运算子:

D :=
d
dt ,D

2 :=
d2

dt2 , · · · ,D
n :=

dn

dtn , D0 = 1.

从而可定义 n 次算子多项式:

P (D) = anDn + · · ·+ a1D + a0 = an
dn

dtn + · · ·+ a1
d
dt + a0.

从而方程 (2.0.1) 可化为 P (D)x = f(t), 方程特解可形式上记为 x∗(t) =
1

P (D)
f(t), 其中 1

P (D)
称为

P (D) 的逆算子. 求特解的关键是求出算子多项式的逆算子. 首先列出算子多项式的相关性质:

性质 2.1. 1. P (D)eat = P (a)eat;

2. P (D)(eatx(t)) = eatP (D + a)x(t).

3. P (D2) sinωt = P (−ω2) sinωt, P (D2) cosωt = P (−ω2) cosωt.

证明. 以下我们均设 P (D) = cnDn + · · ·+ c1D + c0.

1. 代入验证可得

P (D)eat =
n∑

k=0

ckDkeat =
n∑

k=0

cka
keat = P (a)eat.

2. 直接验证可得

P (D)(eatx(t)) =
n∑

k=0

ckDk(eatx(t)) = eat
n∑

k=0

ck

(
k∑

i=0

(
k

i

)
aiDk−i

)
x(t) = eatP (D + a)x(t).

3. 花式验证可得

P (D2) sinωt =
n∑

k=0

ckD2k sinωt =
n∑

k=0

ck(−ω2)k sinωt = P (−ω2) sinωt.

P (D2) cosωt =
n∑

k=0

ckD2k cosωt =
n∑

k=0

ck(−ω2)k cosωt = P (−ω2) cosωt.
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当 f(D) = Dk 时, 逆算子对应累次积分, 即
1

Dk
f(t) =

ˆ
· · ·
ˆ
f(t)(dt)k(k重积分).

对于一般的算子多项式, 若 f(t) 为多项式, 则可以在有限次求导后化为零, 因此可以考虑长除法和
Taylor 展开法求解逆算子. 考虑下例:

例 2.5. 2x′′ + 2x′ + 1 = t2 + 2t− 1.

解. 此时 P (D) = 2D2 + 2D + 1.

1. (长除法). 如下所示:
1− 2D + 2D2

1 + 2D + 2D2)1 + 0D + 0D2

1 + 2D + 2D2

−2D − 2D2

−2D − 4D2 − 4D3

2D2 − 4D3

因此
1

1 + 2D + 2D2
= 1− 2D + 2D2 + · · · , 故

x∗(t) =
1

1 + 2D + 2D2
(t2 + 2t− 1) = (1− 2D + 2D2 + · · · )(t2 + 2t− 1) = t2 − 2t− 1.

2. (Taylor 展开). 由于 1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · · , 因此

1

1 + 2D + 2D2
= 1− (2D + 2D2) + (2D + 2D2)2 − (2D + 2D2)3 + · · · = 1− 2D + 2D2 + · · · .

例 2.6. x′′ − x = t4 − 1.

解. 方程的算子形式为 (D2 − 1)x = t4 − 1, Taylor 展开可得
1

D2 − 1
= −1−D2 −D4 + o(D4),

因此特解为

x∗(t) =
1

D2 − 1
(t4 − 1) = (−1−D2 −D4)(t4 − 1) = −t4 − 12t2 − 25.

若 f(t) = P (t)eαt, 其中 P (t) 为多项式, 则可利用算子多项式的运算性质变形求解.

例 2.7. x′′ − 2x′ + x = tet.

解. 方程的算子形式为 (D − 1)2x = tet, 由 P (D)(eatx(t)) = eatP (D + a)x(t) 可得

1

P (D)
(eatx(t)) = eat 1

P (D + a)
x(t).

因此特解为

x∗(t) =
1

(D − 1)2
et · t = et 1

D2
t = et

ˆ (ˆ
tdt
)

dt = t3et
6
.

若 f(t) = (P (t) sinβt+Q(t) cosβt)eαt, 可以利用复数求解逆算子.
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例 2.8. x′′ − 6x′ + 13x = e3t sin 2t.

解. 方程的算子形式为 (D2 − 6D + 13)x = e3t sin 2t. 因此一个特解为

x∗(t) =
1

D2 − 6D + 13
(e3t sin 2t) =

1

D2 − 6D + 13
Im(e(3+2i)t)

= Im
(

1

D2 − 6D + 13
e(3+2i)t

)
= Im

(
1

(D − (3 + 2i))(D − (3− 2i))e(3+2i)t
)

= Im
(

e(3+2i)t 1

D(D + 4i)1
)

= Im
(

e(3+2i)t 1

4iD

(
1− D

4i + · · ·
)
1

)
= Im

(
e(3+2i)t

4i · 1

D
1

)
= Im

(
te(3+2i)t

4i

)
= − t

4
e3t cos 2t.
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第三章 线性微分方程组

3.1 常系数线性微分方程组

常微分方程组的一般形式: dx
dt = f(t,x), 其中 x ∈ Rn, f = (f1, · · · , fn), fk : Rn+1 → R. 当

f(t,x) = A(t)x+ b(t) 时, 原方程组为线性微分方程组, 其中 A(t) 为 n 阶矩阵值函数. 当 A(t) ≡ A,
b(t) ≡ 0 时, 原方程为常系数齐次微分方程组. 一般形式为

dx
dt = Ax, (3.1.1)

dx
dt = Ax+ f(t). (3.1.2)

为了求解齐次方程 (3.1.1) 的通解, 首先在赋范空间 (Rn×n, ‖ · ‖) 内讨论矩阵指数函数 eA 的定义和性
质. 其中 ‖ · ‖ 为某一范数, 例如可取 Frobenius 范数或矩阵范数1.

定义 3.1. 矩阵指数函数 eA 的定义如下:

eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
. (3.1.3)

性质 3.1. 矩阵指数函数是良定的, 即对任意 A ∈ Rn×n, 级数
∞∑
k=0

Ak

k!
是收敛的.

证明. 由范数的三角不等式可得 ∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

Ak

k!

∥∥∥∥∥ ⩽
∞∑
k=0

‖A‖k

k!
,

而 RHS 收敛于 e∥A∥, 因此 (3.1.3) 收敛, 从而是良定的.

性质 3.2. eAt =

∞∑
k=0

Aktk

k!
在 t 的有限区间上一致收敛.

1考虑矩阵 A的奇异值分解 A = UΣV ,其中 U, V 为正交阵, Σ = diag(σ1, · · · , σr, O)(σ1 ⩾ · · · ⩾ σr > 0, r = rank(A)),
定义矩阵 A 的 Frobenius 范数为

∥A∥F =

(
r∑

i=1

σ2
i

) 1
2

=

(
n∑

i,j=1

a2
ij

) 1
2

.

定义矩阵范数为

∥A∥ = max
∥x∥=1

∥Ax∥ = σ1.

可以验证上述两个范数确实满足矩阵范数的定义.

41



42 第三章 线性微分方程组

证明. 设 I ⊂ R 为有限区间, 则 c := sup
t∈I

|t| 存在且有限. 因此

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

Aktk

k!

∥∥∥∥∥ ⩽
∞∑
k=0

‖A‖k|t|k

k!
⩽

∞∑
k=0

‖A‖kck

k!
= e∥A∥c,

由 Weierstrass 判别法得 eAt 在 I 上一致收敛.

下面列出 eA 的一些常用性质:

性质 3.3.

1. 若 A,B ∈ Mn, 且 AB = BA, 则 eA+B = eAeB.

2. ∀A ∈ Mn, eA 可逆且 (eA)−1 = e−A.

3. P ∈ Mn 且 detP 6= 0, 则 ePAP−1
= P eAP−1.

证明. 1. 由 AB = BA 可得

eA+B =
∞∑
k=0

(A+B)k

k!
=

∞∑
k=0

1

k!

∑
i+j=k
i,j⩾0

k!

i!j!
AiBj =

∞∑
i,j=0

Ai

i!

Bj

j!
=

∞∑
i=0

Ai

i!

∞∑
j=0

Bj

j!
= eAeB.

2. 由性质 1 可得 eAe−A = e−AeA = eO = In, 因此 eA 可逆且 (eA)−1 = e−A.

3. 直接验证可得

ePAP−1
=

∞∑
k=0

(PAP−1)k

k!
=

∞∑
k=0

P
Ak

k!
P−1 = P eAP−1.

定义 3.2 (基解矩阵). 定义方程组 (3.1.1) 的基解矩阵 Φ(t) 为 n 个线性无关解构成的矩阵函数. 满
足 Φ(0) = I 的基解矩阵称为标准基解矩阵.

为了求出 (3.1.1) 的一个基解矩阵, 需要利用以下 Liouville 公式, 具体证明在下节给出.

定理 3.1. 设线性方程组 dx
dt = A(t)x 的基解矩阵为 Φ(t), 设 W (t) := det(Φ(t)) 为方程组的 Wronsky

行列式, 则成立 Liouville 公式:
W (t) =W (t0)e

´ t
t0

tr(A(s))ds
. (3.1.4)

其中 tr(·) 为矩阵的迹.

定理 3.2. Φ(t) = eAt 是方程组 (3.1.1) 的一个标准基解矩阵.

证明. 由
∞∑
k=1

Aktk−1

(k − 1)!
在 t 的有限区间上一致收敛可得 Φ(t) = eAt 在 t 轴上处处可微, 因此

Φ′(t) = A+
A2

1!
+ · · ·+ Ak

(k − 1)!
tk−1 + · · ·
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= A

(
I +

A

1!
t+ · · ·+ Ak

k!
tk + · · ·

)
= AeAt = AΦ(t).

因此 Φ(t) 是 (3.1.1) 的解矩阵. 另一方面, 由 Φ(0) = I, 应用 Liouville 公式可得

det(Φ(t)) = det(Φ(0)) · etr(At) > 0,

从而 Φ(t) 是基解矩阵, 进而是标准基解矩阵.

推论 3.1. 非齐次方程组 (3.1.2) 的通解为 x(t) = eAtC +

ˆ t

t0

eA(t−s)f(s)ds.

证明. 利用线性方程组的解空间结构可得 (3.1.2) 的通解形式为 x(t) = eAtC + x∗(t), 其中 x∗(t) 为

(3.1.2) 的特解, 这一结论将在下节证明. 设 x∗(t) = eAtC∗(t), 代入方程组 (3.1.2) 可得

eAtdC∗

dt = f(t) ⇒ dC∗

dt = (eAt)−1f(t) = e−Atf(t),

积分即得结论.

例 3.1. 设 A = diag(a1, · · · , an) 为对角阵, 求此时齐次方程组 (3.1.1) 的基解矩阵.

解. 由于 Ak = diag(ak1, · · · , akn), ∀k ∈ N, 因此

eAt = I +


a1

. . .

an

 t

1!
+


a21

. . .

a2n

 t2

2!
+ · · ·+


ak1

. . .

akn

 tk

k!
+ · · ·

= diag
(
1 + a1

t

1!
+ a21

t2

2!
+ · · · , · · · , 1 + an

t

1!
+ a2n

t2

2!
+ · · ·

)
= diag(ea1t, · · · , eant).

例 3.2. 求 dx
dt =

(
2 1

0 2

)
x 的基解矩阵.

解. 首先注意到

A :=

(
2 1

0 2

)
=

(
2 0

0 2

)
+

(
0 1

0 0

)
=: 2I + Z,

其中 Z 满足 Z2 = O, 为幂零阵, 因此

eAt = e2It · eZt =

(
e2t

e2t

)(
I +

(
0 1

0 0

)
t

)
= e2t

(
1 t

0 1

)
.

以下讨论如何利用 Jordan标准型求解基解矩阵. 首先回忆 Jordan标准型的相关概念: ∀A ∈ Mn,
存在可逆方阵 P ∈ Mn, s.t. A = PJP−1, 其中 J 称为 Jordan 方阵, 满足

J =


J1

J2
. . .

Jm

 , Ji =


λi 1

λi
. . .

. . . 1

λi

 , 1 ⩽ i ⩽ m.
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其中 Ji 为 ni 阶矩阵, 称为 Jordan 块, ni 为特征值 λi 的重数. 利用 Jordan 标准型可得

Ji = λiIni +


0 1

0
. . .

. . . 1

0

 =: λiIni + Zi, Zni
i = O,

eJit = eλiIni t · eZit = eλit

(
Ini + Zit+ · · ·+

Zni−1
i tni−1

(ni − 1)!

)
=



1 t t
2! · · · tni−1

(ni−1)!

1 t · · · tni−2

(ni−2)!

. . .
. . .

...

1 t

1


.

eAt = ePJP−1t = P eJtP−1 = P


eJ1t

. . .

eJmt

P−1.

但由于求解 eJt 过于繁琐, 需要考虑其他方法求解基解矩阵. 由 eAtP = P eJt 可得 Φ(t) = P eJt 也是
基解矩阵. 下面讨论如何利用待定指数法求解 Φ(t).

1. A 有 n 个互异特征值. 此时 J = diag(λ1, · · · , λn). 设 P =
(
r1 · · · rn

)
, ri ∈ Rn, 则

Φ(t) = P eJt =
(

eλ1tr1 · · · eλntrn

)
是 (3.1.1) 的基解矩阵. 下说明 ri 是 λi 对应的特征向量. 事实上, 将 eλitri 代入 (3.1.1) 可得

λieλitri = Aeλitri ⇒ Ari = λiri,

从而得证. 将上述讨论整理为如下定理:

定理 3.3. 若 λ1, · · · , λn 是 A 的 n 个互异特征值, ri 是 λi 对应的特征向量, 则

Φ(t) =
(

eλ1tr1 · · · eλntrn

)
是 (3.1.1) 的基解矩阵.

证明. 由 (3.1.1) 可得
λiri = Ari ⇒

d
dt(e

λitri) = λieλitri = A(eλitri),

从而 Φ(t) =
(

eλ1tr1 · · · eλntrn

)
是 (3.1.1)的解矩阵. 由于 A有 n个互异特征值,故 r1, · · · , rn 线

性无关,从而 det(Φ(0)) = det(r1, · · · , rn) 6= 0,由 Liouville公式可得 det(Φ(t)) = det(Φ(0)) ·etr(A)t 6=
0, 从而 Φ(t) 是 (3.1.1) 的基解矩阵.

例 3.3. dx
dt =

(
6 −3

2 1

)
x.
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解. 由于 det(A − λI) =

∣∣∣∣∣6− λ −3

2 1− λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − 7λ + 12 = (λ − 3)(λ − 4), 因此 A 的特征值为

λ1 = 3, λ2 = 4, 重数均为 1. 计算可得特征向量分别为 r1 = (1, 1)T , r2 = (3, 2)T , 从而基解矩阵为

Φ(t) =

(
e3t 3e4t

e3t 2e4t

)
, 通解为 x(t) = Φ(t)C = (C1e3t + 3C2e4t, C1e3t + 2C2e4t)T .

若矩阵 A 有复特征值, 则需要将复基解矩阵化为实基解矩阵, 如下例:

例 3.4. dx
dt =

(
3 5

−5 3

)
x.

解. 计算可得两个特征值为 λ1 = 3+5i, λ2 = 3− 5i, 对应的特征向量分别为 r1 = (1, i)T , r2 = (i, 1)T .

从而求得一个复基解矩阵 Φ(t) =

(
e(3+5i)t ie(3−5i)t

ie(3+5i)t e(3−5i)t

)
. 下面利用两种方法求实基解矩阵:

1. 一般而言, 对于基解矩阵 Φ(t) = P eJt, 成立 Φ(0) = P , 从而 eAt = Φ(t)P−1 = Φ(t)(Φ(0))−1 是

实基解矩阵. 对于上例, Φ(0) =
(
1 i
i 1

)
, (Φ(0))−1 =

1

2

(
1 −i
−i 1

)
, 从而实基解矩阵为

Φ(t)(Φ(0))−1 =
1

2

(
e(3+5i)t ie(3−5i)t

ie(3+5i)t e(3−5i)t

)(
1 −i
−i 1

)
=

(
e3t cos 5t e3t sin 5t

−e3t sin 5t e3t cos 5t

)
.

2. 当矩阵阶数较大时, 求解逆矩阵较为困难, 可利用以下方法求解: 设 Φ(t) = (· · · ,x1,x2, · · · ), 其
中 x1 = x2 = u + iv, u,v ∈ Rn, 则可以用 (u,v) 替换 (x1,x2), 从而获得实基解矩阵. 对于上
例, 由于

x1 =

(
e(3+5i)t

ie(3+5i)t

)
= e3t

(
cos 5t
− sin 5t

)
+ ie3t

(
sin 5t

cos 5t

)
=: u+ iv.

则一个实基解矩阵为 Φ∗(t) = (u,v) = e3t
(

cos 5t sin 5t

− sin 5t cos 5t

)
.

例 3.5. dx
dt =


7 −1 6

−10 4 −12

−2 1 −1

x.

解. 由 det(A− λI) = −(λ− 2)(λ− 3)(λ− 5) 得 A 的特征值为 λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 5, 重数均为 1,
对应的特征向量为 r1 = (1,−1,−1)T , r2 = (1,−2,−1)T , r3 = (3,−6,−2)T . 从而通解为

x(t) = C1e2t(1,−1,−1)T + C2e3t(1,−2,−1)T + C3e5t(3,−6,−2)T .

2. A 存在多重特征值. 首先给出核心定理:

定理 3.4. A 有 m 个互不相同的特征值 λ1, · · · , λm, 相应的重数分别为 n1, · · · , nm. 则方程组 (3.1.1)
有基解矩阵

Φ(t) = (· · · ; eλitR
(i)
1 (t), eλitR

(i)
2 (t), · · · , eλitR(i)

ni
(t); · · · ).
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其中:

R
(i)
j (t) = r

(i)
j,0 +

t

1!
r
(i)
j,1 + · · ·+ tni−1

(ni − 1)!
r
(i)
j,ni−1, 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ ni,

r
(i)
j,0 是方程组 (A− λiI)

niri = 0 的 ni 个线性无关解, r(i)j,l = (A− λiI)
lr

(i)
j,0.

证明. 设 φj(t) = eλitR
(i)
j (t), 则

d
dt(φ

(i)
j (t)) = λiφ

(i)
j (t) + eλit

(
r
(i)
j,1 +

t

1!
r
(i)
j,2 + · · ·+ tni−2

(ni − 2)!
r
(i)
j,ni−2

)
,

由 (A− λiI)r
(i)
j,ni−1 = (A− λiI)

nir
(i)
j,0 = 0 和 r

(i)
j,l = (A− λiI)

lr
(i)
j,0 可得

d
dt(φ

(i)
j (t)) = λiφ

(i)
j (t) + eλit(A− λiI)

(
r
(i)
j,0 +

t

1!
r
(i)
j,1 + · · ·+ tni−1

(ni − 1)!
r
(i)
j,ni−1

)
= λiφ

(i)
j (t) + eλit(A− λiI)R

(i)
j (t)

= A(eλitR
(i)
j (t)) = Aφ

(i)
j (t).

从而 φ
(i)
j (t) 是 (3.1.1) 的解, 从而 Φ(t) 是 (3.1.1) 的解矩阵. 下说明 Φ(t) 的列分量线性无关, 由

Liouville 公式, 只需证明 det(Φ(0)) 6= 0.
由线性空间知识易验证得, 对于 n 个常列向量生成的 n 维线性空间 V , Vi := {r ∈ V | (A −

λiI)
nir = 0} 是 A 对应线性映射 A 的 ni 维不变子空间, 且存在直和分解 V =

m⊕
i=1

Vi, 从而可以在

Vi 中选取线性无关的 {r(i)j,0}1⩽j⩽ni , 由直和分解得 Φ(0) = (· · · ; r(i)1,0, · · · , r
(i)
ni,0

; · · · )是 V 的一组基, 故
det(Φ(0)) 6= 0.

由上述定理可总结出以下求基解矩阵的算法步骤:

1. 计算矩阵 A 的特征值;

2. λi 的重数为 ni, 求解 (A− λiI)
nir = 0 的基础解系 {r(i)1,0, · · · , r

(i)
ni,0

};

3. 计算 r
(i)
j,1, · · · , r

(i)
j,ni−1, 1 ⩽ j ⩽ ni;

4. 求解 φ
(i)
j (t) = eλit

(
r
(i)
j,0 +

t

1!
r
(i)
j,1 + · · ·+ tni−1

(ni − 1)!
r
(i)
j,ni−1

)
;

5. 通过基解矩阵求出通解.

例 3.6. dx
dt =


3 1 0

−4 −1 0

4 −8 −2

x.

解. 计算可得 det(A− λI) = −(λ+ 2)(λ− 1)2, 特征值为 λ1 = −2, λ2 = 1, 重数分别为 1, 2. λ1 对应
的特征向量为 r

(1)
1,0 = (0, 0, 1)T , 从而 φ1(t) = e−2t(0, 0, 1)T .

由于 (A−λ2I)2 =


0 0 0

0 0 0

28 44 9

,因此 (A−λ2I)2r = 0的基础解系为 (11,−7, 0)T , (3,−6, 20)T .

取 r
(2)
1,0 = (11,−7, 0)T , r(2)1,1 = (A − λ2I)r

(2)
1,0 = (15,−30, 100)T , 从而 φ2(t) = eλ2tr

(2)
1,0 + teλ2tr

(2)
1,1 =
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et(7 + 15t,−7− 30t, 100t)T ; 取 r
(2)
2,0 = (3,−6, 20)T , 则 r

(2)
2,1 = (A− λ2I)r

(2)
2,0 = (0, 0, 0)T , 因此 φ3(t) =

eλ2tr
(2)
2,0 = et(3,−6, 20)T . 故方程通解为

x(t) = (φ1(t),φ2(t),φ3(t))C =


C2(11 + 15t)et + 3C3et

−C2(7 + 30t)et − 6C3et

C1e−2t + 100C2tet + 20C3et

 .

推论 3.2. 方程组 (3.1.1) 的任一解 x(t) 满足 lim
t→+∞

x(t) = 0 的充分必要条件为 Re(λ) < 0, λ 为 A

的任一特征值.

证明. 充分性: 任取特征值 λ, 由于 Re(λ) < 0, 因此 ∃α > 0, Re(λ) < −2α. 设 Φ(t) 的任一列为

eλtP (t), 其中 P (t) 为多项式向量. 从而 ∃M > 0, s.t. |P (t)| ⩽Meαt, 从而

|eλtP (t)| ⩽ eRe(λ)·t|P (t)| ⩽Me−αt → 0 ⇒ ‖Φ(t)‖ → 0,

从而 |x(t)| = |Φ(t)C| → 0.
必要性: 若任一解 x(t) 满足 lim

t→+∞
x(t) = 0, x(t) = Φ(t)C, 故由 lim

t→+∞
‖Φ(t)‖ = 0 可得对 Φ(t)

的任何一列 eλtP (t) 都有 lim
t→+∞

|eλtP (t)| = 0 ⇒ |eλt| = eRe(λ)·t → 0, 从而 Re(λ) < 0.

3.2 线性微分方程组的一般理论

本节考虑线性微分方程组
dx
dt = A(t)x+ f(t). (3.2.1)

的一般理论. 其中 x(t) ∈ Rn, f = (f1, · · · , fn), fk : R → R. 当 f(t) ≡ 0 时, 化为齐次形式
dx
dt = A(t)x. (3.2.2)

1. 叠加原理. 对于齐次方程组 (3.2.2), 叠加原理依然成立, 即如果

φ1(t) = (φ11(t), · · · , φn1(t))
T , · · · ,φm(t) = (φ1m(t), · · · , φnm(t))T

是 (3.2.2) 的 m 个解, 则 φk(t)(1 ⩽ k ⩽ m) 的线性组合是 (3.2.2) 的解.

2. 线性相关性. 由叠加原理可得 (3.2.2) 的解集合构成线性空间.

3. 齐次方程的解空间维数. 这是本节理论的重点内容, 核心定理如下:

定理 3.5. 解空间 S =

{
x(t) : R → Rn :

dx
dt = A(t)x, t ∈ I ⊂ R

}
是 n 维线性空间.

证明. 线性空间性质显然, 下证明 dimS = n, 只需证 S ∼= Rn. 利用解的存在唯一性定理 (见 4.1 节),
任意固定 t0 ∈ I, ∀x0 ∈ Rn, S 中存在唯一元素 x(t) 使得 x(t) = x0, 即存在映射 H : Rn → S,
x0 7→ x(t). 下说明 H 是同构映射.

任取 x(t) ∈ S, x(t0) ∈ Rn 且 H(x(t0)) = x(t) ⇒ H 为满射. 由存在唯一性定理可得 H 是单射.
另一方面, 由叠加原理和解的唯一性可得 H(αx0 + βx∗

0) = αH(x0) + βH(x∗
0), 同构性质证毕. 从而

S ∼= Rn ⇒ dimS = n.
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推论 3.3. 齐次方程组 (3.2.2) 有 n 个线性无关解 φ1(t), · · · ,φn(t), 从而 (3.2.2) 的通解为

x(t) =
n∑

j=1

Cjφj(t).

下面我们证明上节用到的 Liouville 公式, 首先阐述相关定义.

定义 3.3 (Wronsky 行列式). 给定 n 个 n 维向量值函数 φ1(t), · · · ,φn(t), 称

Φ(t) =
(
φ1(t) · · · φn(t)

)
=


φ11(t) · · · φ1n(t)
... · · ·

...

φn1(t) · · · φnn(t)


的行列式 W (t) 为 φ1(t), · · · ,φn(t) 的 Wronsky 行列式.

定理 3.6 (Liouville公式). 方程组 (3.2.2)的任意 n 个解的Wronsky行列式 W (t) 满足 Liouville 公
式:

W (t) =W (t0)e
´ t
t0

tr(A(s))ds
,

其中 tr(·) 为矩阵的迹.

证明. 设 φ1(t), · · · ,φn(t) 为 (3.2.2) 的 n 个解, W (t) 的定义式为 W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
φ11(t) · · · φ1n(t)
... · · ·

...

φn1(t) · · · φnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣, 代
入方程可得

dφk(t)

dt = A(t)φk(t) ⇒
dφkl(t)

dt =
n∑

j=1

akj(t)φjl(t).

由行列式的微分性质得

dW (t)

dt =

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ11(t) · · · φ1n(t)
... · · ·

...
dφkl(t)

dt · · · dφkn(t)
dt

... · · ·
...

φn1 · · · φnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n∑

k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ11(t) · · · φ1n(t)
... · · ·

...
n∑

j=1
akj(t)φj1(t) · · ·

n∑
j=1

akj(t)φjn(t)

... · · ·
...

φn1 · · · φnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(对任意j 6= k, 以− akj(t)乘以j行加到k行)
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=

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ11(t) · · · φ1n(t)
... · · ·

...

akk(t)φk1(t) · · · akk(t)φkn(t)
... · · ·

...

φn1 · · · φnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
k=1

akk(t)W (t) = tr(A(t))W (t).

即
dW (t)

dt = tr(A(t))W (t) ⇒W (t) =W (t0)e
´ t
t0

tr(A(s))ds.

推论 3.4. 若 φ1(t), · · · ,φn(t) 是 (3.2.2) 的解, 则

{φ1(t), · · · ,φn(t)}线性相关⇔W (t) ≡ 0, ∀t ∈ I ⇔W (t0) = 0, ∃t0 ∈ I,

{φ1(t), · · · ,φn(t)}线性无关⇔W (t) 6≡ 0, ∀t ∈ I ⇔W (t0) 6= 0, ∃t0 ∈ I.

证明. {φ1(t), · · · ,φn(t)} 线性相关 ⇔ W (t) = det(φ1(t), · · · ,φn(t)) = 0, ∀t ∈ I. 若存在 t0 ∈ I 使得

W (t0) = 0, 则由 Liouville 公式可得 W (t) =W (t0)e
´ t
t0

tr(A(s))ds 6= 0, ∀t ∈ I. 反之显然. 对于线性无关
可类似证明.

4. 非齐次方程的通解结构. 本部分直接给出定理.

定理 3.7. 如果 Φ(t) 是齐次方程 (3.2.2) 的一个基解矩阵, φ∗(t) 是 (3.2.1) 的一个特解, 则 (3.2.2) 的
任一解可表示为

φ(t) = Φ(t)C +φ∗(t).

推论 3.5. 解空间 M =

{
x(t) : R → Rn :

dx
dt = A(t)x+ f(t),f(t) 6= 0

}
满足如下性质:

1. M 不是线性空间, M 是 n 维线性流形或仿射空间.

2. M 中任何元素可由 n+ 1 个线性无关解的线性组合表示.

5. 非齐次方程的特解与常数变易法. 设 (3.2.1) 的一个特解为 x∗(t) = Φ(t)C(t), 其中 Φ(t) 是齐次

方程 (3.2.2) 的一个基解矩阵. 代入 (3.2.1) 可得

dx
dt =

d
dt(Φ(t)C(t)) = Φ′(t)C(t) + Φ(t)C ′(t) = A(t)Φ(t)C(t) + f(t).

从而有 Φ(t)C ′(t) = f(t). 由 Φ(t) 可逆得 C ′(t) = Φ−1(t)f(t), 从而

C(t) =

ˆ t

t0

Φ−1(s)f(s)ds.

将上述讨论总结为以下定理:
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定理 3.8. 设 Φ(t) 是 (3.2.2) 的一个基解矩阵, 则 (3.2.1) 的通解为

x(t) = Φ(t)C +Φ(t)

ˆ t

t0

Φ−1(s)f(s)ds.

满足初值条件 x(t0) = x0 的解为

x(t) = Φ(t)Φ−1(t0)x0 +Φ(t)

ˆ t

t0

Φ−1(s)f(s)ds.

例 3.7. dx
dt =

(
2 1

1 2

)
x+

(
e2t

0

)
.

解. 首先求得齐次方程的一个基解矩阵为 Φ(t) =

(
et e3t

−et e3t

)
, 则 Φ−1(t) =

1

2e4t

(
e3t −e3t

et et

)
=

1

2

(
e−t −e−t

e−3t e−3t

)
. 代入公式可得一个特解为 x∗(t) =

1

2

(
e3t − et

e3t − 2e2t + et

)
, 从而得通解.

例 3.8. 对二阶微分方程 x′′(t) + p(t)x′(t) + q(t)x(t) = 0, 若 φ(t) 是方程的一个非零解, 求它的通解.

解. 将原方程化为关于 x 和 x′ 的线性方程组:

d
dt

(
x

x′

)
=

(
0 1

−q(t) −p(t)

)(
x

x′

)
=: A(t)

(
x

x′

)
.

设 x(t) 是异于 φ(t) 的一个解, 由 Liouville 公式可得

W (t) =

∣∣∣∣∣φ(t) x(t)

φ′(t) x′(t)

∣∣∣∣∣ = φ(t)x′(t)− φ′(t)x(t) =W (0)e−
´ t
0 p(s)ds =: Ce−

´ t
0 p(s)ds.

用
1

φ2(t)
乘以上式可得

d
dt

(
x(t)

φ(t)

)
=

C

φ2(t)
e−
´ t
0 p(s)ds ⇒ x(t)

φ(t)
=

ˆ t

0

C

φ2(s)
e−
´ s
0 p(u)duds+ C̃.

取 C = 1, C̃ = 0 得 x(t) = φ(t)

ˆ t

0

1

φ2(s)
e−
´ s
0 p(u)duds. 由 W (t) 6= 0 得 {x(t), φ(t)} 线性无关, 从而

方程通解为

C1φ(t) + C2φ(t)

ˆ t

0

1

φ2(s)
e−
´ s
0 p(u)duds.

3.3 二阶变系数线性微分方程与 Bessel 方程

对于二阶变系数线性微分方程 x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0, 可以作变换 y =
x′

x
化为 y′ + y2 + p(t)y+

q(t) = 0, 这是一个 Ricatti 方程, 求解难度极大. 因此二阶变系数线性微分方程的通解求解也极为困
难. 一般情况下, 可以考虑方程的广义幂级数解:
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定理 3.9. 设 p(t), q(t)在 t0 附近可展开为 t− t0 的幂级数,且 p2(t0)+q
2(t0) 6= 0,则方程 (t− t0)2x′′+

(t− t0)p(t)x
′ + q(t)x = 0 在 t0 邻域内有收敛的广义幂级数解 x =

∞∑
k=0

Ck(t− t0)
k+ρ, 其中 Ck, ρ 为常

数且 C0 6= 0.

定理的证明略去, 可参考丁同仁 ODE 的相关章节. 以下我们考虑一类特殊的二阶变系数线性微
分方程: Bessel 方程.

定义 3.4. 形如 t2x′′ + tx′ + (t2 − ν2)x = 0 的方程称为 Bessel 方程, 其中 ν ∈ R+.

为了求解 Bessel 方程, 考虑广义幂级数解 x(t) =

∞∑
k=0

Ckt
k+ρ, Ck, ρ 为待定常数. 则

x′ =
∞∑
k=0

Ck(k + ρ)tk+ρ−1, x′′ =
∞∑
k=0

Ck(k + ρ)(k + ρ− 1)tk+ρ−2.

代入 Bessel 方程可得
∞∑
k=0

((k + ρ)2 − ν2)Ckt
k+ρ +

∞∑
k=0

Ckt
k+ρ+2 = 0.

首先比较最低次幂 tρ 的系数可得 (ρ2 − ν2)C0 = 0, 由 C0 6= 0 可得 ρ1 = ν, ρ2 = −ν.

1. ρ = ρ1 = ν. 此时令 x1 =
∞∑
k=0

Ckt
k+ρ1 =

∞∑
k=0

Ckt
k+ν , 有

∞∑
k=0

((k + ν)2 − ν2)Ckt
k+ν +

∞∑
k=0

Ckt
k+ν+2 = 0.

比较各项系数可得

tν : (ν2 − ν2)C0 = 0.

tν+1 : ((1 + ν)2 − ν2)C1 = 0 ⇒ C1 = 0.

tν+k : ((k + ν)2 − ν2)Ck + Ck−2 = 0 ⇒ Ck = − Ck−2

k(k + 2ν)
.

从而得到了系数项的递推公式. 计算可得

C2k =
(−1)kC0

22kk!(k + ν) · · · (1 + ν)
, C2k+1 = 0.

整理可得

C2k =
(−1)kC0Γ(ν + 1)

22kk!Γ(k + ν + 1)
, x1(t) =

∞∑
k=0

(−1)kC0Γ(ν + 1)

22kk!Γ(k + ν + 1)
x2k+ν .

其中 Γ(s) =

ˆ ∞

0
ts−1e−tdt, s > 0 满足 Γ(s+ 1) = sΓ(s). 取 C0 =

1

2νΓ(ν + 1)
可得广义幂级数解

x1(t) = Jν(t) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(
t

2

)2k+ν

.

上述解 Jν(t) 称为第一类 ν 阶 Bessel 函数, 易得

lim
t→0+

Jν(t) =

0, ν > 0

1, ν = 0
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2. ρ = ρ2 = −ν < 0. 此时需要对不同的 ν 分别讨论.

(a) 2ν /∈ Z, 由系数递推公式可得

Ck = − Ck−2

k(k − 2ν)
, k ⩾ 2, C0 6= 0.

类似可得广义幂级数解

J−ν(t) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k − ν + 1)

(
t

2

)2k−ν

, lim
t→0+

J−ν(t) = +∞.

从而 Jν(t) 与 J−ν(t) 线性无关, Bessel 方程的通解为

x(t) = CJν(t) +DJ−ν(t).

(b) 2ν = 2m+ 1 为奇数, 此时令 C2m+1 = 0 仍可得 J−ν(t).

(c) ν ∈ Z, 首先证明 J−ν(t) = (−1)mJν(t), 从而 Jν(t) 和 J−ν(t) 线性相关.

证明. 由复变函数知识可得负整数是 Γ 函数的一级极点, 从而

J−ν(t) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k − ν + 1)

(
t

2

)2k−ν

=
∞∑
k=ν

(−1)k

k!Γ(k − ν + 1)

(
t

2

)2k−ν

=
∞∑
k=ν

(−1)k

k!(k − ν)!

(
t

2

)2k−ν

= (−1)ν
∞∑
l=0

(−1)l

l!(l + ν)!

(
t

2

)2l+ν

= (−1)νJν(t).

经研究可得另一线性无关解可用 Jν(t)

ˆ
J−2
ν (t)e−

´ dt
t dt 表示, 过于复杂, 需要考虑其他求解方

法.

(i) 当 ν /∈ Z 时, 令 Nν(t) =
cos νπ
sin νπ Jν(t) −

1

sin νπJ−ν(t), 该函数称为第二类 ν 阶 Bessel 函数或
ν 阶 Neumann 函数.

(ii) ν = m ∈ Z 时, 令 Nm(t) = lim
ν→m

Nν(t). 由洛必达法则可得

Nm(t) =
2

π
Jm(t)

(
ln t

2
+ γ

)
− 1

π

m−1∑
k=0

(m− k − 1)!

k!

(
t

2

)2k−m

− 1

π

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k +m)!

(
m+k−1∑

l=0

1

l + 1
+

k−1∑
l=0

1

l + 1

)(
t

2

)2k+m

.

其中 γ ≈ 0.5772 为 Euler 常数 (上式详细推导可参考梁昆淼“数学物理方法”相关章节). 易得
lim
t→0+

Nm(t) = −∞, 从而 Nm(t) 与 Jm(t) 线性无关, 从而 Bessel 方程的通解为

x(t) = CJν(t) +DNν(t), ∀ν > 0.
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以下, 我们列举 Bessel 函数 Jν(t) 的相关性质.

1. 递推公式:
(xνJν)

′ = xνJν−1, (x
−νJν)

′ = −x−νJν+1(J
′
0 = −J1).(

1

x

d
dx

)n

(xνJν) = xν−nJν−n,

(
1

x

d
dx

)n

(x−νJν) = (−1)nx−(ν+n)Jν+n.

2. 半整数阶 Bessel 函数:

J±(n+ 1
2)
(x) =


(−1)n

√
2

π
xn+

1
2

(
1

x

d
dx

)n(sinx
x

)
, +√

2

π
xn+

1
2

(
1

x

d
dx

)n (cosx
x

)
, −

推论: 半整数阶第一 (二) 类 Bessel 函数都是初等函数.

3. 母函数:

e
x
2
(ζ−ζ−1) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)ζ
n, ζ 6= 0.

4. 整数阶 Bessel 函数的复积分形式与实积分形式:

Jn(x) =
1

2πi

˛
C

ex
2
(ζ−ζ−1)

ζn+1
dz (对母函数作Laurent展开),

Jn(x) =
1

π

ˆ π

0
cos(x sin θ − nθ)dθ, n ⩾ 0 (取 ζ = eiθ).

此时观察可得

Jn(−x) = (−1)nJn(x), |Jn(x)| ⩽ 1, ∀x ⩾ 0.

5. Bessel 函数的渐进表示: 当 x→ +∞ 时,

Jν(x) =

√
2

πx
cos
(
x− νπ

2
− π

4

)
+O(x−

2
3 ),

Nν(x) =

√
2

πx
sin
(
x− νπ

2
− π

4

)
+O(x−

2
3 ).

由渐进表示可得, 当 x 充分大时两类 Bessel 函数相位相差 π

2
且均衰减震荡; 两个函数在正半轴

上有无穷多个零点.

6. Bessel 函数的零点分布:

(a) ν > −1 时, Jν(x) 与 Nν(x) 在 x 轴上有无穷个对称的零点.

(b) ν > −1 时 Jν(x) 的非零零点均为一级的, ν = ±n 时 0 为 Jν(x) 的 n 级零点.

(c) Jν(x) 与 Jν+1(x) 的正零点两两相间且前者的第一个正零点距离原点更近.

(d) J ′
ν(x) 和 Jν(x) + hxJ ′

ν(x)(h ∈ R) 在 x 轴上有无穷多个零点.
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3.4 Sturm-Liouville 边值问题

首先对 Fourier 级数展开进行相关回顾. 在一定条件下, 任何周期为 2π 的函数 f(x), 都可以展开
成 Fourier 级数, 即

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

其中 a0, an, bn(n = 1, 2, · · · ) 称为 f(x) 的 Fourier 系数. 利用三角函数系的正交性可得

am =

ˆ π

−π
f(x) cosmxdx

ˆ π

−π
cos2mxdx

=
1

π

ˆ π

−π
f(x) cosmxdx, m = 0, 1, · · ·

bm =

ˆ π

−π
f(x) sinmxdx

ˆ π

−π
sin2mxdx

=
1

π

ˆ π

−π
f(x) sinmxdx, m = 1, 2, · · ·

我们将满足边界条件的 ODE 问题称为边值问题. 若 ODE 中含有参数 λ, 那么求参数 λ 使边值问题

有非零解的问题称为特征值问题, 满足条件的参数 λ 称为特征值, 对应的解称为特征函数. 本节考虑
以下最常见的 Sturm-Liouville 特征值问题.

定义 3.5 (S-L 特征值问题). 称二阶线性微分方程

d
dt

(
k(x)

dX
dx

)
− q(x)X(x) + λρ(x)X(x). (3.4.1)

为 Sturm-Liouville 型方程. 称特征值问题
d

dx

(
k(x)

dX
dx

)
− q(x)X(x) + λρ(x)X(x) = 0

α1X(a)− β1X
′(a) = 0, α2X(b) + β2X

′(b) = 0

(3.4.2)

为 Sturm-Liouville 型特征值.

事实上, Sturm-Liouville 型特征值问题是一个自共轭算子的特征值问题. 我们引入以下加权内积
空间: 定义实函数空间

L2
ρ[a, b] =

{
f(x) :

ˆ b

a
ρ(x)f2(x)dx < +∞

}
,

以及其上的加权内积

〈f, g〉 =
ˆ b

a
ρ(x)f(x)g(x)dx.

函数空间 L2
ρ[a, b] 中所有二阶连续可微, 且满足边界条件

α1X(a)− β1X
′(a) = 0, α2X(b) + β2X

′(b) = 0

的函数全体构成一个子空间, 记作 H. 在函数空间上定义算子

L = − 1

ρ(x)

d
dx

(
k(x)

d
dx

)
+
q(x)

ρ(x)
,
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则 L 为自共轭算子, 即 ∀f, g ∈ H, 满足

〈Lf, g〉 = 〈f,Lg〉.

事实上, 应用分部积分可得

〈Lf, g〉 − 〈f,Lg〉 = −k(x)(f ′(x)g(x)− f(x)g′(x))

∣∣∣∣b
a

= 0,

自共轭性质得证. 利用自共轭算子 L 可将 Sturm-Liouville 特征值问题转化为以下形式:LX(x) = λX(x)

α1X(a)− β1X
′(a) = 0, α2X(b) + β2X

′(b) = 0.
(3.4.3)

在线性代数中, 对称矩阵的特征值都是实数, 且不同特征值对应的特征向量相互正交, 可逆矩阵的特
征向量构成正交基. 自共轭算子的特征值问题的特征值和特征函数的性质可类比矩阵得到, 这就是以
下 Sturm-Liouville 定理的核心内容.

常点情形. 设 k(x) ∈ C1[a, b], q(x), ρ(x) ∈ C[a, b], 且在 [a, b] 上 k(x) > 0, ρ(x) > 0, q(x) ⩾ 0,
αi, βi ⩾ 0, α2

i + β2i 6= 0, i = 1, 2. 则称特征值问题 (3.4.2) 为常点情形的 Sturm-Liouville 型特征值
问题. 针对常点情形, 有如下 Sturm-Liouville 定理:

定理 3.10 (Sturm-Liouville 定理).

1. 非负性: 所有特征值 λ 均为非负实数.

2. 可数性: 全体特征值组成无穷数列

λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · , lim
n→∞

λn = +∞.

对应于每个特征值 λn, 只有一个线性独立的特征函数, 组成对应的特征函数系

X1(x), X2(x), · · · , Xn(x), · · ·

3. 正交性: 不同特征值对应的特征函数互相加权正交, 即对于任意 n 6= m, 有

〈Xn, Xm〉 =
ˆ b

a
ρ(x)Xn(x)Xm(x)dx = 0.

4. 完备性: 特征函数系 {Xn(x) | n = 1, 2, · · · } 构成函数空间 L2
ρ[a, b] 中的完备正交基, 即 L2

ρ[a, b]

中的任意函数 f(x) 可以按特征函数系 {Xn(x) | n = 1, 2, · · · } 展开成广义 Fourier 级数.

Sturm-Liouville 的详细证明可以参考陈祖墀“偏微分方程”的相关章节. 定理中广义 Fourier 级
数的敛散性分为以下两种形式:



56 第三章 线性微分方程组

1. 绝对一致收敛: 当 f ∈ H 时, 其对应的广义 Fourier 级数

∞∑
n=1

CnXn(x), Cn =

ˆ π

−π
ρ(x)f(x)Xn(x)dx
ˆ π

−π
ρ(x)X2

n(x)dx

在 [a, b] 上绝对一致收敛到函数 f(x) 本身.

2. 均方收敛: 当 f(x) ∈ L2
ρ[a, b] 时, 其对应的广义 Fourier 级数在均方意义下收敛到函数 f(x), 即

lim
N→∞

ˆ π

−π
ρ(x)

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

n=1

CnXn(x)

∣∣∣∣∣
2

dx = 0.

周期性条件. 设 k(x) ∈ C1[a, b], k(a) = k(b), q(x), ρ(x) ∈ C[a, b], 且在 [a, b] 上 k(x) > 0, ρ(x) > 0,
q(x) ⩾ 0, 则称特征值问题 (3.4.2) 为周期性条件下的 Sturm-Liouville 型特征值问题. 周期性条件
下的 S-L 特征值问题的特征值和特征函数具有类似于常点情形的性质, 但在周期条件下, 对应每个非
零特征值, 存在两个相互正交的特征函数 (简并现象).

例 3.9. 求 S-L 特征值问题 X
′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(1) = 0

的特征值和特征函数.

解. 由 Sturm-Liouville 定理可得特征值 λ ⩾ 0.

1. λ = 0, 此时方程通解为 X(x) = ax + b, 由 X(0) = X(1) = 0 可得 a = b = 0, 与特征函数非零
矛盾.

2. λ > 0, 设 λ = ω2, ω > 0. 则方程化为 X ′′(x) + ω2X(x) = 0, 实通解为 X(x) = C1 cosωx +

C2 sinωx. 代入边界条件 X(0) = X(1) = 0 可得 C1 = C2 sinω = 0, 由于 C1, C2 不能同时为零,
故 ω = mπ(m ∈ Z+).

综上可得特征值为 λm = m2π2, 特征函数为 Xm(x) = sin(mπx), m = 1, 2, · · · .
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4.1 初值问题解的存在唯一性

存在唯一性定理

本节考虑以下初值问题: 
dx
dt = f(t,x)

x(t0) = x0.
(4.1.1)

以下 Peano 定理给出了 (4.1.1) 解的存在条件, 这里不予证明.

定理 4.1 (Peano 定理). 设 f(t,x) 在矩形区域 R : |t − t0| ⩽ a, |x − x0| ⩽ b 上连续, 那么在区间

[t0 − h, t0 + h] 上存在连续可微解 x = φ(t), 这里 h = min
{
a,

b

M

}
, M = sup

(t,x)∈R
|f(t,x)|.

定义 4.1 (Lipscitz 条件). 若向量值函数 f(t,x) 在 D ⊂ Rn+1 上满足不等式: |f(t,x1)− f(t,x2)| ⩽
L|x1 − x2|, 其中 L ⩾ 0 为常数, 则称 f 在 D 上对 x 满足 Lipscitz 条件 (或称李氏条件), L 称为
Lipscitz 常数 (或李氏常数). 也简称作 L-条件和 L-常数.

定理 4.2 (Picard 定理, 解的局部存在唯一性定理). 若 f(t,x) 在 D = {(t,x) ∈ Rn+1 | |t − t0| ⩽
a, |x − x0| ⩽ b} 上连续, 且对于 x 满足 L-条件, 则初值问题 (4.1.1) 在区间 [t0 − h, t0 + h] 上存在唯

一的连续可微解 x(t), 其中 h = min
{
a,

b

M

}
, M = sup

(t,x)∈D
|f(t,x)|.

这是本节的核心定理, 将利用构造 Picard 序列和压缩映射原理两种方法分别给出证明.

方法一. 逐次逼近法

证明. 分别证明存在性和唯一性.

1. 存在性: 易证初值问题 (4.1.1) 等价于如下积分方程:

x(t) = x0 +

ˆ t

t0

f(s,x(s))ds. (4.1.2)

构造 Picard 序列如下: x0(t) = x0, xk(t) = x0 +

ˆ t

t0

f(s,xk−1(s))ds, k ⩾ 1. 由已知条件得

xk ∈ C1(D) 且有如下估计:

|xk(t)− x0| =
∣∣∣∣ˆ t

t0

f(s,xk−1(s))ds
∣∣∣∣ ⩽M |t− t0| ⩽Mh ⩽ b,

57



58 第四章 常微分方程的基本理论

因此 (t,xk(t)) ∈ D. 以下证明上述 Picard 序列在区间 I := [t0 − h, t0 + h] 上一致收敛于可微

函数 φ(t). 由于 xk(t) = x0 +

k∑
j=1

(xj(t)− xj−1(t)), 只需证
∞∑
j=1

(xj(t)− xj−1(t)) 在 I 上一致收

敛. 首先利用归纳法证明如下不等式:

|xk(t)− xk−1(t)| ⩽
M

L
· (L|t− t0|)k

k!
, ∀t ∈ I, ∀k ⩾ 1. (4.1.3)

其中 L 为 f 对应的 L-常数.

(a) k = 1, 则有

|x1(t)− x0| =
∣∣∣∣ˆ t

t0

f(s,x0)ds
∣∣∣∣ ⩽M |t− t0|,

此时 (4.1.3) 式成立.

(b) 假设 (4.1.3) 对 k ⩾ 1 成立, 下证明 (4.1.3) 对 k + 1 也成立.

(c) 由归纳假设可得

|xk+1(t)− xk(t)| =
∣∣∣∣ˆ t

t0

(f(s,xk(s))− f(s,xk−1(s)))

∣∣∣∣
⩽
ˆ t

t0

|f(s,xk(s))− f(s,xk−1(s))|ds

⩽ L

ˆ t

t0

|xk(s)− xk−1(s)|ds

⩽ L

ˆ t

t0

M

L
· (L|s− t0|)k

k!
ds

=
M

L
· (L|t− t0|)k+1

(k + 1)!
.

从而 (4.1.3) 对 k + 1 也成立, 式 (4.1.3) 证毕. 由 |t− t0| ⩽ h 可得

|xk(t)− xk−1(t)| ⩽
M

L
· (Lh)

k

k!
=
MLk−1hk

k!
.

因此 ∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

(xj(t)− xj−1(t))

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑
j=1

|xj(t)− xj−1(t)| ⩽
∞∑
j=1

MLj−1hj

j!
=
M

L
(eLh − 1).

由 Weierstrass 判别法可得函数项级数
∞∑
j=1

(xj(t)− xj−1(t)) 一致收敛. 对递推式

xk+1(t) = x0 +

ˆ t

t0

f(s,xk(s))ds

两端取 k → +∞ 可得 φ(t) = x0 +

ˆ t

t0

f(s,φ(s))ds, 故 φ(t) 是积分方程 (4.1.2) 的解, 进

而是初值问题 (4.1.1) 的解, 存在性证毕.
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2. 唯一性: 若存在另外一个解 ψ(t), 设 J = [t0 − d, t0 + d] 为 φ(t) 和 ψ(t) 的共同的解区间, 其中
0 < d ⩽ h, 则由 (4.1.2) 可得

|ψ(t)−φ(t)| =
∣∣∣∣ˆ t

t0

(f(s,ψ(s))− f(s,φ(s)))ds
∣∣∣∣

⩽
ˆ t

t0

|f(s,ψ(s))− f(s,φ(s))|ds

⩽ L

ˆ t

t0

|ψ(t)−φ(t)|ds

⩽ LK|t− t0|.

其中 K = sup
t0⩽s⩽t

|ψ(s)−φ(s)|ds, t ∈ J . 因此

|ψ(t)−φ(t)| ⩽ L

ˆ t

t0

LK|s− t0|ds = K · (L|t− t0|)2

2!
.

反复迭代可得

|ψ(t)−φ(t)| ⩽ K · (L|t− t0|)N

N !
⩽ K · (Ld)

N

N !
, ∀N ∈ N∗.

令 N → +∞, 则 K · (Ld)
N

N !
→ 0, 因此 |ψ(t)−φ(t)| = 0 ⇒ ψ(t) = φ(t). 唯一性证毕.

注: 判断 L-条件的常用充分条件包括:

1. f(t,x) 在 D 上关于 x 的梯度矩阵 ∇xf(t,x) 存在且有界;

2. ∇xf(t,x) 连续.

也可以用另一方法证明唯一性, 首先证明一个重要的不等式:

引理 4.1 (Gronwall 不等式). 设 I ⊂ R, a(t) ∈ C(I) 且 a(t) > 0, g(t) ∈ C(I) 且 g(t) 非负, 常数
C ⩾ 0. 若

g(t) ⩽ C ±
ˆ t

t0

a(s)g(s)ds =
{
+, t ⩾ t0

−, t < t0

则 g(t) ⩽ Ce±
´ t
t0

a(s)ds.

证明. 仅考虑 t ⩾ t0 的情况. 设 µ(t) = C +

ˆ t

t0

a(s)g(s)ds ⩾ 0, 则

dµ(t)
dt = a(t)g(t) ⩽ a(t)µ(t) ⇒ dµ(t)

µ(t)
⩽ a(t)dt,

两边积分可得 µ(t) ⩽ Ce
´ t
t0

a(s)ds, 从而 g(t) ⩽ µ(t) ⩽ Ce
´ t
t0

a(s)ds.

唯一性的另一证明如下:
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证明. 若存在两个解 x1(t),x2(t), J = [t0 − d, t0 + d] 为两个解的共同存在区间, 由 L-条件可得

|x1(t)− x2(t)| ⩽ L

ˆ t

t0

|x1(s)− x2(s)|ds.

在Gronwall不等式中,取 g(t) = |x1(t)−x2(t)|, a(t) ≡ L, C = 0,则 |x1(t)−x2(t)| ⩽ Ce±
´ t
t0

a(s)ds
= 0,

故 x1(t) = x2(t).

方法二. 压缩映射原理

定理 4.3 (压缩映射原理). 设 (X, ‖ · ‖) 是一个完备度量空间, 映射 A : X → X 满足以下压缩性质:
∃θ ∈ (0, 1), ∀x, y ∈ X, ‖Ax−Ay‖ ⩽ θ‖x− y‖, 则 A 在 X 内存在唯一的不动点, 即

∃!x ∈ X, s.t. Ax = x.

证明.

1. 存在性: 任取 x0 ∈ X, 构造点列 {xk} ⊂ X 满足: xk+1 = Axk, k ⩾ 0. 有条件可得

‖xk+1 − xk‖ = ‖Axk −Axk−1‖ ⩽ θ‖xk − xk−1‖ ⩽ θ2‖xk−1 − xk−2‖ ⩽ · · · ⩽ θk‖x1 − x0‖.

由三角不等式可得

‖xk+m − xk‖ ⩽
m∑
j=1

‖xk+m+1−j − xk+m−j‖ ⩽
m∑
j=1

θk+m−j‖x1 − x0‖, ∀m ⩾ 1.

从而 ‖xk+m − xk‖ → 0, 故 {xk} 是 Cauchy 列, 设 lim
k→+∞

xk = x. 由 (X, ‖ · ‖) 完备可得 x ∈ X.
且由 A 连续可得 Ax = x, 存在性证毕.

2. 唯一性: 设 x1, x2 为 A 的不动点, 则 xj = Axj , j = 1, 2. 故

‖x1 − x2‖ = ‖Ax1 −Ax2‖ ⩽ θ‖x1 − x2‖ ⇒ (1− θ)‖x1 − x2‖ ⩽ 0.

由 1− θ > 0, ‖x1 − x2‖ ⩾ 0 可得 ‖x1 − x2‖ = 0, 因此 x1 = x2.

利用压缩映射原理证明 Picard 定理:

证明. 令 X = {x(t) ∈ (C(I))n : |x(t)− x0| ⩽ b}, 其中 I 为闭区间. 在 X 上定义度量

‖x1 − x2‖ = max
t∈I

{|x1(t)− x2(t)|e−L|t−t0|}.

其中 L 为 f 关于 x 的 L-常数, 度量 ‖ · ‖ 的良定性和 (X, ‖ · ‖) 的完备性易证. 定义映射 A : X → X,
满足

(Ax)(t) = x0 +

ˆ t

t0

f(s,x(s))ds, ∀t ∈ I.
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由 x(t) ∈ (C(I))n 可得 (Ax)(t) ∈ (C(I))n, 且

|(Ax)(t)− x0| =
∣∣∣∣ˆ t

t0

f(t,x(s))ds
∣∣∣∣ ⩽M |t− t0| ⩽Mh ⩽ b.

从而 Ax ∈ X,映射的良定性成立. 下验证 A的压缩映射性质. ∀x1,x2 ∈ X,则 (Ax1)(t)−(Ax2)(t) =ˆ t

t0

(f(s,x1(s))− f(s,x2(s)))ds, 因此

e−L|t−t0||(Ax1)(t)− (Ax2)(t)| ⩽ L

ˆ t

t0

e−L|t−t0||x1(s)− x2(s)|ds

= L

ˆ t

t0

e−L|t−s| · e−L|s−t0||x1(s)− x2(s)|ds

⩽ L

ˆ t

t0

e−L|t−s|‖x1 − x2‖ds

= (1− e−L|t−t0|)‖x1 − x2‖ ⩽ θ‖x1 − x2‖

其中 θ := 1− e−Lh ∈ (0, 1), 因此 ‖Ax1 −Ax2‖ ⩽ θ‖x1 − x2‖. 压缩性质证毕. 由压缩映射原理可得

∃!x ∈ X, s.t. x = Ax, i.e., x(t) = x0 +

ˆ t

t0

f(s,x(s))ds.

一般而言, L-条件较强, 大部分函数不能满足, 因此需要对 L-条件进行适当削弱, 即以下 Osgood
条件 (或称 O-条件):

定义 4.2 (Osgood 条件). 若向量值函数 f(t,x) 在 D ⊂ Rn+1 上满足不等式: |f(t,x1) − f(t,x2)| ⩽
F (|x1 − x2|), 其中 F 是非负函数, 且满足

∃δ > 0, s.t.
ˆ δ

0

dr
F (r)

= +∞,

则称 f 满足 Osgood 条件.

定理 4.4 (Osgood 定理). 设 f(t,x) 在 D ⊂ Rn+1 内对 x 满足 O-条件, 则 ∀(t0,x0) ∈ D, 初值问题
dx
dt = f(t, x)

x(t0) = x0

存在唯一解.

证明. 由 Peano 定理可推得存在性, 下证明唯一性. 假设初值问题存在两个解 x1(t), x2(t) 且 ∃t1, s.t.
x1(t1) 6= x2(t1). 不失一般性, 设 x1(t1) > x2(t1), t1 > t0. 令 r(t) = x1(t) − x2(t), 则 r(t) ∈ C[t0, t1].
取 t = sup{t ∈ [t0, t1] | r(t) = 0}, 则 r(t) > 0, ∀t ∈ (t, t1](事实上, 由连续性可得 t < t1). 由 O-条件可
得 ∀t ∈ (t, t1],

|r′(t)| = |x′1(t)− x′2(t)| = |f(t, x1)− f(t, x2)| ⩽ F (|x1 − x2|) =: F (r) ⇒ dr
F (r)

⩽ dt.

从 t 到 t1 积分可得 ˆ r1

0

dr
F (r)

⩽ t1 − t < +∞,

其中 r1 = x1(t1)− x2(t1) > 0, 与发散性矛盾. 故 x1(t) = x2(t).
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解的延伸定理

Picard 定理中解的存在唯一区间长度依赖于区域直径, 但区域 D 的范围增大时, 区间长度可能
减小, 因此需要考虑延伸解的存在区间.

定理 4.5 (解的延伸定理). 设 f(t,x)在开区域 D内连续,且 Γ是方程
dx
dt = f(t,x)过点 (t0, x0) ∈ D

的任一条积分曲线, 则 Γ 将在区域 D 内延伸到边界 ∂D.

证明. 记 Γ : x = φ(t), t ∈ J , 其中 J 是解的最大存在区间. (该解称为饱和解) 考虑右最大存在区间
J+ = J ∩ [t0,+∞), 则存在以下情形:

1. J+ = [t0,∞), 则 x(t) 向右可以延伸至边界;

2. J+ = [t0, t1], t0 < t1 < +∞. 由于 D 是开区域, 则存在闭子域 D1 = {(t,x) : |t − t1| ⩽
a1, |x − φ(t1)| ⩽ b1} ⊂ D, 其中 a1, b1 > 0 充分小. 由 Peano 定理, D1 内至少存在一个解

x = ψ(t), |t− t1| ⩽ h, h = min

a, b

sup
(t,x)∈D1

|f(t)|

, 且满足初值条件 ψ(t1) = φ(t1). 从而

x(t) =

{
φ(t), t0 ⩽ t ⩽ t1

ψ(t), t1 < t ⩽ t1 + h

满足方程, 这与 J+ = [t0, t1] 矛盾.

3. J+ = [t0, t1), t0 < t1 < +∞. 假设 Γ 不能延伸至 D 的边界, 则存在闭子域 D2, s.t. (t,φ(t)) ∈
D2, ∀t ∈ J+. 由中值定理可得

|φ(t)−φ(t̃)| = |φ(ξ)||t− t̃| ⩽ K|t− t̃|,

其中 ξ 位于 t 和 t̃ 之间, K = max
t∈D2

|φ(t)|. 由 Cauchy 收敛准则, lim
t→t−1

φ(t) = x1 存在, 从而

ψ(t) =

{
φ(t), t0 ⩽ t < t1

x1, t = t1

在 [t0, t1] 上连续且满足积分方程 ψ(t) = x0 +

ˆ t

t0

f(s,ψ(s))ds, 从而 Γ 可以延伸至 [t0, t1], 矛

盾. 因此 Γ 可以向右延伸至边界.

关于延伸定理的几点注记:

1. 开区域 D 未必有界;

2. 对 D 的任意闭子域 D1, 积分曲线 Γ 将延伸至 D1 之外;

3. Γ 不一定到达 t 所在区间的端点.
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定义 4.3 (局部 L-条件). 设区域 D ⊂ Rn+1, ∀(t0,x0) ∈ D,若存在以 (t0,x0)为中心的闭矩形 R ⊂ D,
s.t. 向量值函数 f(t,x) 在 R 上满足 L-条件, 则称 f(t,x) 在 D 上满足局部 L-条件.

推论 4.1. 若 f(t,x) 在开区域 D ⊂ Rn+1 内连续, 且 D 内 f(t,x) 关于 x 满足局部 L-条件, 则方程
过 D 内一点 (t0, x0) 存在唯一解 x(t), 且该解可延伸至 ∂D.

例 4.1. dx
dt =

x2 − 1

2
过 (ln 2,−3) 的解最大存在区间.

解. f(x) =
x2 − 1

2
定义在整个 Otx 平面上且满足局部 L-条件, 方程之通解为 x(t) =

1 + Cet
1− Cet , 过

(ln 2,−3) 的解为 x(t) =
1 + et
1− et . 由延伸定理, 该解向右可延伸至 (ln 2,+∞), 向左只能延伸到 0. 由于

t→ 0+ 时 x(t) 无界. 故最大存在区间为 (0,+∞).

例 4.2. 证明 Ricatti 方程 dx
dt = t2 + x2 任一解的存在区间有界.

证明. t2 + x2 在平面 Otx 上连续可微, 从而满足 L-条件. 假设满足条件 x(t0) = x0 的解 x(t) 的有右

大存在区间为 J+ = [t0,+∞). 设 a := |t0|+ 1 ⩽ t < +∞, 则

x′ = t2 + x2 ⩾ x2 + a2 ⇒ x′

x2 + a2
⩾ 1 ⇒

ˆ +∞

a

x′

x2 + a2
dt ⩾

ˆ +∞

a
dt = +∞.

但 LHS 满足
ˆ +∞

a

x′

x2 + a2
dt = 1

a
arctan x

a

∣∣∣∣+∞

a

=
1

a

(
arctan x(+∞)

a
− arctan x(a)

a

)
⩽ π

a
.

矛盾! 故存在区间一定有界.

例 4.3. 讨论

 x′ =
x(x− 1)

1 + t2 + x2

x(t0) = x0 ∈ (0, 1)
解的最大存在区间.

解. 设 f(t, x) :=
x(x− 1)

1 + t2 + x2
, fx(t, x) =

(2x− 1)(1 + t2 + x2)− 2x2(x− 1)

(1 + t2 + x2)2
在 Otx 平面上连续, 故

f 在 Otx 上满足局部 L-条件. 由于 x = 0, 1 是方程的解, 且在线素场中对应曲线的斜率为 0, 在
x ∈ (0, 1) 时, 曲线斜率为负数, 故曲线不能超过两条直线 x = 0, 1, 从而最大存在区间为 R.

-10 -5 5 10
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1.0

最后给出一个常用的比较定理, 详细证明见丁同仁相关章节.
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定理 4.6. 若初值问题 (4.1.1) 满足: f 在矩形区域上连续, 且满足 |f(t,x)| ⩽ A(t)|x| + B(t), 其中
A(t), B(t) ⩾ 0, 则初值问题的任一解的最大存在区间均为定义区间.

4.2 解对初值的连续 (依赖) 性和可微性定理

本节考虑初值问题 
dx
dt = f(t,x) in D ⊂ Rn+1,

x(t0) = x0.

(4.2.1)

的解 x = φ(t; t0,x0) 的基本性质, 该解与初值的选取有关.

例 4.4 (1963). Lorenz 方程


x′ = σ(y − x)

y′ = x(ρ− z)

z′ = xy − βz

, 其中 σ, ρ, β 为常数, 它的解在 σ = 10, ρ = 28, β =
8

3
时

产生混沌.

解对初值的连续依赖性和连续性定理

定义 4.4 (解对初值的连续依赖性). 设初值问题 (4.2.1) 的解 φ(t; t0,x0) 在 [a, b] 上存在, 若 ∀ε > 0,
∃δ = δ(ε; t0,x0) > 0, s.t. 对满足 |t∗0 − t0| < δ, |x∗

0 − x0| < δ 的所有 (t∗0,x
∗
0), 初值问题 (4.2.1) 的解

φ(t; t∗0,x
∗
0) 在 [a, b] 上存在且 |φ(t; t∗0,x∗

0)− φ(t; t0,x0)| < ε, ∀t ∈ [a, b], 则称解 x = φ(t; t0,x0) 在点

(t0,x0) 处连续依赖于 (t∗0,x
∗
0). 特别地, t0 = t∗0 时称解 x = φ(t;x∗

0) 在点 x0 连续依赖于 x∗
0.

定理 4.7 (解对初值的连续依赖性定理). 设 f(t,x) 在区域 D 内连续且对 x 满足局部 L-条件, 若
(t0,x0) ∈ D 时初值问题 (4.2.1) 有解 x = φ(t; t0,x0) 且 t ∈ [a, b] 时 (t,φ(t; t0,x0)) ∈ D, 则初值问题

dx
dt = f(t,x)

x(t∗0) = x
∗
0

的解 x = φ(t; t∗0,x
∗
0) 在点 (t0,x0) 连续依赖于初值 (t∗0,x

∗
0).

证明. 整个证明过程分为三步.

1. 找到局部解. ∀ε > 0, ∃0 < δ1 < ε 使闭域

U = {(t,x) | a ⩽ t ⩽ b, |x−φ(t; t0,x0)| ⩽ δ1} ⊂ D.

再令 0 < δ <
δ1

M + 1
e−L(b−a), 其中 L > 0 为 f 对应的李氏常数, M = max

U
|f(t,x)|, 取闭矩形

R = {(t,x) | |t− t0| ⩽ δ, |x− x0| ⩽ δ} ⊂ U.

由 Picard 定理可得 ∀(t∗0,x∗
0) ∈ R, 在 t∗0 的某邻域内初值问题

dx
d t = f(t,x)

x(t∗0) = x
∗
0

有唯一解 x = φ(t; t∗0,x
∗
0).
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2. 证明局部不等式成立. 初值问题的解满足积分方程, 即

φ(t; t0,x0) = x0 +

ˆ t

t0

f(s,φ(s; t0,x0))ds,

φ(t; t∗0,x
∗
0) = x

∗
0 +

ˆ t

t∗0

f(s,φ(s; t∗0,x
∗
0))ds.

上述两式相减并利用 L-条件可得

|φ(t; t∗0,x∗
0)−φ(t; t0,x0)|

⩽|x∗
0 − x0|+

∣∣∣∣ˆ t

t0

(f(s,φ(s; t∗0,x
∗
0))− f(s,φ(s; t0,x0)))ds

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
ˆ t0

t∗0

f(s,φ(s; t∗0,x
∗
0))

∣∣∣∣∣
⩽δ + L

ˆ t

t0

|φ(s; t∗0,x∗
0)−φ(s; t0,x0)|ds+M |t0 − t∗0|

⩽δ(1 +M) + L

ˆ t

t0

|φ(s; t∗0,x∗
0)−φ(s; t0,x0)|ds.

由 Gronwall 不等式可得

|φ(s; t∗0,x∗
0)−φ(s; t0,x0)| ⩽ δ(1 +M)eL|t−t∗0| ⩽ δ(1 +M)eL(b−a) < δ1 < ε.

上述不等式在 t 的某个小区间内成立 (局部不等式).

3. 证明上述不等式在区间 [a, b] 上成立等价于证明 φ(t; t∗0,x
∗
0) 在 [a, b] 上存在. 仅证明 [t∗0, b]

的情形. 由解的唯一性可得初值问题的解 x = φ(t; t∗0,x
∗
0) 不能越过曲线 x = φ(t; t0,x0) ±

ε
φ(t; t0,x0)

|φ(t; t0,x0)|
. 由解的延伸定理可得 x = φ(t; t∗0,x

∗
0) 可延伸到 D 的边界, 故它向右延伸必由

t = b 穿出, 从而 x = φ(t; t0,x
∗
0) 必定在 [t∗0, b] 上存在.

例 4.5. 设 x = φn(t) 是微分方程
dx
dt = 1 + x2

以
(
1

n
,
1

n2

)
为初值的解, 试证: 对于给定的 ε > 0, 存在 N 使得当 n ⩾ N 时 φn(t) 在闭区间[

−π
2
+ ε,

π

2
− ε
]
上存在, 且在此区间上成立不等式

|φn(t)− tan t| < ε.

证明. 由于 f(t, x) = 1 + x2 在 Otx 平面上连续且满足局部 L-条件, 易知方程 dx
dt = 1 + x2 满足

x(0) = 0 的唯一饱和解为 x = tan t, −π
2
< t <

π

2
. 由

(
1

n
,
1

n2

)
→ (0, 1), n → +∞ 及解对初值

的连续依赖性可得存在 N > 0, 当 n > N 时 φn(t) 在区间
[
−π
2
+ ε,

π

2
− ε
]
上存在且满足不等式

|φn(t)− tan t| < ε, 故结论成立.
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定理 4.8 (解对初值的连续性定理). 设 f(t,x) 在区域 D 内连续且对 x 满足局部 L-条件, 则初值问
题 (4.2.1) 的解 x = φ(t;x0) 连续.

注: 上述结论是针对 t0 不变的情况, t0 变动时结论类似.

证明. 由 L-条件和 Gronwall 不等式可得

|φ(t;x∗
0)−φ(t;x0)|

⩽|x∗
0 − x0|+

∣∣∣∣ˆ t

t0

(f(s,φ(s,x∗
0)) = f(s,φ(s;x0)))ds

∣∣∣∣
⩽|x∗

0 − x0|+ L

ˆ t

t0

|φ(s;x∗
0)−φ(s;x0)|ds

⩽|x∗
0 − x0|eL|t−t0|.

∀t1, t2 ∈ I = [t0 − h, t0 + h], 成立

|φ(t1;x∗
0)−φ(t2;x0)|

⩽|φ(t1;x∗
0)−φ(t2;x∗

0)|+ |φ(t2;x∗
0)−φ(t2;x0)|

⩽|φ(t1;x∗
0)−φ(t2;x∗

0)|+ |x∗
0 − x0|eL|t2−t0|

⩽|φ(t1;x∗
0)−φ(t2;x∗

0)|+ |x∗
0 − x0|eLh.

令 t1 → t2, x∗
0 → x0 可得 |φ(t1;x∗

0)−φ(t2;x0)| → 0.

解对初值的可微性定理

定理 4.9. 若函数 f(t,x) 以及 ∇xf(t,x) 在区域 D 内连续, 则初值问题 (4.2.1) 的解 x = φ(t; t0,x0)

作为 t, t0,x0 的函数在存在范围内连续可微.

可微性定理的证明可以参考丁同仁 ODE 或王高雄 ODE 相关章节.

例 4.6. 设初值问题


dx
dt = f(t, x)

x(t0) = x0

满足 f ∈ C1(R2), (t0, x0) ∈ R2, x = φ(t; t0, x0) 是初值问题的解,

求
∂φ

∂t0
(t; t0, x0) 和

∂φ

∂x0
(t; t0, x0) 满足的方程.

解. 由可微性定理得待求的两个偏导均存在且连续. 由于题设初值问题等价于积分方程

x(t) = x0 +

ˆ t

t0

f(s, x(s))ds,

从而

φ(t; t0, x0) = x0 +

ˆ t

t0

f(s, φ(s; t0, x0))ds. (4.2.2)

(4.2.2) 两端对 t0, x0 求偏导可得

∂φ

∂t0
(t; t0, x0) =

ˆ t

t0

∂

∂t0
(f(s, φ(s; t0, x0)))ds− f(t0, x0)
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= −f(t0, x0) +
ˆ t

t0

fx(s, φ(s; t0, x0))
∂φ

∂t0
(s; t0, x0)ds.

∂φ

∂x0
(t; t0, x0) = 1 +

ˆ t

t0

∂

∂x0
(f(s, φ(s; t0, x0)))ds

= 1 +

ˆ t

t0

fx(s, φ(s; t0, x0))
∂φ

∂x0
(s; t0, x0)ds.

由此也可得
∂φ

∂t0
(t; t0, x0)

∣∣∣∣
t=t0

= −f(t0, x0),
∂φ

∂x0
(t; t0, x0)

∣∣∣∣
t=t0

= 1.

带参数的连续性定理和可微性定理 以下陈述带参数的初值问题对应的连续性定理和可微性定理, 具
体证明可以参考丁同仁相关章节.

定理 4.10 (解对初值和参数的连续依赖定理). 设 f(t,x,λ) 在区域 Dλ 内连续且一致地关于 x 满足

局部 L-条件. (t0,x0,λ0) ∈ Dλ, x = φ(t; t0,x0,λ0) 是方程
dx
dt = f(t,x,λ) 过点 (t0,x0) 的解, 且在

区间 a ⩽ t ⩽ b 上有定义, 其中 a ⩽ t0 ⩽ b, 则 ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε, a, b) > 0, 使得

(t∗0 − t0) + |x∗
0 − x0|2 + |λ− λ0|2 ⩽ δ2

时, 方程 dx
dt = f(t,x,λ) 过点 (t∗0,x

∗
0) 的解 x = φ(t; t∗0,x

∗
0,λ) 在区间 [a, b] 上有定义且

|φ(t; t∗0,x∗
0,λ)−φ(t; t0,x0,λ0)| < ε, a ⩽ t ⩽ b.

定理 4.11 (解对初值和参数的连续性定理). 设 f(t,x,λ) 在区域 Dλ 内连续且一致地关于 x 满足

L-条件, 则方程 dx
dt = f(t,x,λ) 的解 x = φ(t; t0,x0,λ) 作为 t, t0,x0,λ 的函数在存在范围内是连续

的.

定理 4.12 (解对初值和参数的可微性定理). 设 f(t,x,λ) 在区域 Dλ 内连续且对 x 和 λ 有连续的偏

微商, 则方程 dx
dt = f(t,x,λ) 的解 x = φ(t; t0,x0,λ) 作为 t0,x0,λ 的函数在存在区域内连续可微.

4.3 常微分方程解的稳定性

本节研究以下微分方程组
dx
dt = f(t,x), (4.3.1)

的解稳定性. 其中 f(t,x) ∈ C(R×G), x ∈ G ⊂ Rn, 且 f 关于 x 满足 L-条件.

定义 4.5 (解的稳定性). 设 (4.3.1) 的解 φ(t) 在 [t0,+∞) 上有定义, 若 ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0, s.t.
|x0 − φ(t0)| < δ 时, 以 x(t0) = x0 为初值的解 x = x(t; t0,x0) 在 [t0,+∞) 上有定义, 且在 [t0,+∞)

上满足 |x(t; t0,x0)−φ(t)| < ε, 则称方程组 (4.3.1) 的解在 x0 处是稳定的.

定义 4.6 (不稳定). 若 ∃ε0 > 0, ∀δ > 0, ∃x0, s.t. |x0 − φ(t0)| < δ, 满足 x(t0) = x0 的解 x(t; t0,x0)

至少在某时刻 t1 > t0 处满足 |x(t1; t0,x0) − φ(t1)| ⩾ ε0, 则称方程组 (4.3.1) 的解在 x0 处是不稳定
的.
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在稳定性的基础上, 可以定义更强的性质: 渐近稳定.

定义 4.7 (渐近稳定). 若 (4.3.1) 的解 x = φ(t) 稳定, 且存在 δ1(0 < δ1 < δ), s.t. |x0−φ(t0)| < δ1 时

lim
t→+∞

|x(t; t0,x0)−φ(t)| = 0,

则 x = φ(t) 渐近稳定.

注 事实上, 讨论方程组 (4.3.1) 的解的稳定性时, 可以假设 f(t,0) = 0. 这是因为若 φ(t) 为 (4.3.1)
的解, 可令 y = x−φ(t), 则

dy
dt =

dx
dt −φ′(t) = f(t,x)− f(t,φ) = f(t,y +φ)− f(t,φ) =: F (t,y).

当 y = 0 时, F (t,0) = 0, 假设合理. 因此只需考虑零解的稳定性即可.

例 4.7. 讨论


dx
dt = y

dy
dt = −x

的零解的稳定性.

解. 设方程的解 (x(t), y(t)) 满足 x(0) = x0, y(0) = y0, 其中 x20 + y20 6= 0. 由此解得{
x(t) = x0 cos t+ y0 sin t
y(t) = −x0 sin t+ y0 cos t

∀ε > 0, 取 δ = ε, 则
√
x20 + y20 < δ 时,

√
x2(t) + y2(t) =

√
x20 + y20 < δ = ε, 因此零解稳定. 但

lim
t→+∞

√
x2(t) + y2(t) =

√
x20 + y20 6= 0, 零解不渐近稳定.

例 4.8. 讨论


dx
dt = y

dy
dt = x

的零解的稳定性.

解. 设方程的解 (x(t), y(t)) 满足 x(0) = x0, y(0) = y0, 满足 x20 + y20 6= 0. 由此解得{
x(t) = x0et

y(t) = y0et

因此 x2 + y2 = (x20 + y20)e2t → +∞, 零解不稳定.

以下利用线性近似法和 Lyapunov 的第二方法分别讨论微分方程组 (4.3.1) 的零解稳定性.

线性近似法 在 x = 0 处, 展开函数 f(t,x) := A(t)x+N(t,x), 其中 f(t,0) = 0, A(t) 是 n 阶连续

矩阵函数, N(t,x) 在 [t0,+∞)×G 上连续, 其中 G ⊂ Rn 为有界 n 维球, 且

1. N 对 x 满足 L-条件;

2. N(t,0) = 0 且 lim
x→0

|N(t,x)|
|x|

= 0 对 t ∈ [t0,+∞) 一致成立.
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从而 (4.3.1) 可化为
dx
dt = A(t)x+N(t,x), (4.3.2)

称为线性近似系统, dx
dt = A(t)x 称为 (4.3.2) 的线性近似或近似化方程.

定理 4.13. 设 (4.3.2) 中的 A(t) ≡ A ∈ Rn×n 为常矩阵, 则

1. A 的全部特征值的实部为负数, 则零解渐近稳定.

2. A 的特征值中至少有一个的实部为正数, 则零解不稳定.

3. A 存在零特征值, 则零解稳定性与 N(t,x) 有关. (稳定性不定)

证明. 1. 首先证明引理: 若 A 的任一特征值 λ 满足 Re(λ) < α < 0, 则 ‖eAt‖ ⩽ Ceαt, ∀t ⩾ 0, C
为常数1

由于方程 dx
dt = Ax 的基解矩阵 Φ(t) 第 j 列可表示为 eλjtP j(t), P j(t) 为多项式向量. 由

α− Re(λj) > 0 可得存在 Cj > 0, 使得

|P j(t)| ⩽ Cje(α−Re(λj))t, ∀t ⩾ 0 ⇒ |eλjtP j(t)| = eRe(λj)t|P j(t)| ⩽ Cjeαt.

由此可得

‖Φ(t)‖ =

√√√√ n∑
j=1

|eλjtP j(t)|2 ⩽ C̃eαt.

其中 C̃ =
√
C2
1 + · · ·+ C2

n. 从而有

‖eAt‖ = ‖Φ(t)Φ−1(0)‖ = ‖Φ−1(0)‖ · ‖Φ(t)‖ ⩽ Ceαt, C = C̃‖Φ−1(0)‖.

引理证毕.

由条件及引理可得, ∃C > 0, β > 0, 使得 Re(λ) < −β, |eAt| ⩽ Ce−βt, 由 lim
x→0

|N(t,x)|
|x| = 0 可得

∃δ > 0, ∀x with |x| < δ, |N(t,x)| ⩽ β

2C
|x|, ∀t ⩾ 0.

现在我们只需证明: 若 |x0| ⩽ ε < δ
2C , 则 |x(t)| ⩽ Cεe−

β
2
t. 满足初值条件 x(0) = x0 的方程

(4.3.2) 的解满足积分方程

x(t) = eAtx0 +

ˆ t

0
eA(t−s)N(s,x(s))ds.

1这里的矩阵范数为 Frobenius 范数, 定义式为

∥A∥ =

√√√√ n∑
i,j=1

a2
ij =

√√√√ n∑
j=1

|αj |2,

其中 α1, · · · , αn 为 A 的 n 个列/行向量.
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只要 |x| < δ, 则有

|x(t)| ⩽ ‖eAt‖|x0|+
ˆ t

0
‖eA(t−s)‖|N(s,x(s))|ds ⩽ Ce−βt|x0|+

ˆ t

0
Ce−β(t−s) · β

2C
|x(s)|ds.

令 φ(t) = eβt|x(t)| ⩾ 0, 则

φ(t) ⩽ Cε+

ˆ t

0

βeβs
2

|x(s)|ds = Cε+
β

2

ˆ t

0
φ(s)ds.

应用 Gronwall 不等式可得 φ(t) ⩽ Cεe
β
2
t, 因此

|x(t)| = e−βtφ(t) ⩽ Cεe−
β
2
t.

这样就证明了渐近稳定性.

2. 这种情况的证明可以参考 GTM182: Ordinary Differential Equations 的 Page 312-Page 314.

例 4.9.

x
′ = sinx+ ay − sin2 t(x2 + y2)

y′ = −ax− 2y + cos2 t(x2 + y2)

解. 显然上述系统有零解. 对方程进行线性化可得
dx
dt = x+ ay + o(

√
x2 + y2)

dy
dt = −ax− 2y + o(

√
x2 + y2)

线性近似为
d
dt

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
, 其中 A =

(
1 a

−a −2

)
. 计算可得 det(A− λI) = λ2 + λ+ a2 − 2, 从

而特征值为

λ1,2 =
−1±

√
9− 4a2

2
.

运用线性近似定理可得

1. |a| >
√
2, 则 Re(λi) < 0, i = 1, 2, 此时方程渐近稳定.

2. |a| <
√
2, 则 λ2 > 0, 此时方程不稳定.

3. |a| =
√
2, 此时 λ2 = 0, 需要考虑用其他方法判断稳定性.

Lyapunov 的第二方法 上述线性近似方法的适用范围较为有限, 一般方程的稳定性判别主要运用
以下 Lyapunov 第二方法. 本节仅考虑自治系统

dx
dt = f(x)

f(0) = 0

(4.3.3)

的零解稳定性.
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定义 4.8. 若标量函数 V (x) ∈ C(G) 满足三条性质:

1. V (0) = 0;

2. V (x) > 0, ∀x 6= 0;

3. V 关于 t 的全导数

d(x(t))
dt = V̇ (x) = ∇xV · dx

dt =
n∑

k=1

fk(x) ·
∂V (x)

∂xk
⩽ 0.

则称 V (x) 是自治系统 (4.3.3) 的 Lyapunov 函数.

定理 4.14 (Lyapunov 稳定性定理). 若自治系统 (4.3.3) 存在 Lyapunov 函数 V (x) ∈ C(G), 则系统
(4.3.3) 的零解稳定. 进一步, 若 V̇ (x) 严格负定, 则系统 (4.3.3) 的零解渐近稳定. 反之, 如果存在标量
函数 V (x) 满足 1, 2, ∀x ∈ G, 但 V̇ (x) > 0, ∀x ∈ G, 则 (4.3.3) 的零解不稳定.

证明. 1. 当 Lyapunov 函数常负时, 任取 0 < ε < M , 其中 M 为有界球 G 的半径. 令 l := inf{V (x) |
|x| = ε}(由球面紧致可得 l 的存在性). 设 x(t) 为自治系统

dx
dt = f(x)

x(0) = x0

的解. 其中 0 < |x0| ⩽ δ < ε, δ 充分小, 使得 V (x0) < l. (此处 δ 的存在性由 V 的连续性得出). 由
条件 V̇ (x) ⩽ 0 可得 V (x(t)) ⩽ V (x(0)) = V (x0) < l. 由 δ < ε, x(t) 连续可得对充分小的 t > 0,
|x(t)| < ε 成立. 假设 ∃T > 0, 使得 |x(T )| = ε < M , 则 V (x(T )) ⩾ l, 这与 V (x(t)) < l 矛盾. 因此
|x(t)| < ε, ∀t ⩾ 0, 稳定性证毕.
2. 根据上述可得, 任取 x0 ∈ Bδ(0), 以 x0 为初值的解总满足 |x(t)| ⩽ δ < ε. 结合 V̇ (x) 负定可设

V (x(t)) → a(t→ +∞), 其中 0 ⩽ a < V (x0). 下面我们证明 a = 0.
假设 a > 0, 则由 V̇ (x) < 0 可得 V (x(t)) ⩾ a, 由此可得存在 α > 0 使得 |x(t)| ⩾ α. 结合全导数

V̇ (x) 定负可得存在 m > 0 使得 −V̇ (x(t)) ⩾ m, 由此可得

0 ⩽ V (x(t)) ⩽ V (x0)−mt

对任意 t > 0 都成立, 这显然矛盾. 因此 a = 0. 假设此时 x(t) 在 t → +∞ 时极限不为零, 则存在
ε0 > 0 以及 t1 < t2 < · · · < tn < · · · , tn → +∞ 使得 |x(tn)| ⩾ ε0. 结合 V 的定正性可得存在 m′ > 0

使得 V (x(tn)) ⩾ m′, n = 1, 2, · · · , 这与 V (x(t)) → 0 矛盾. 这样就证明了渐近稳定性.
3. 设 V̇ (x) 在 |x| ⩽ h 上定正. 任取 δ > 0, 只需证明在球 Bδ(0) 内总存在 x0, 使得以它为初值的解
x(t) 不总落在球 Bh(0) 内.

取 x0 满足 |x0| < δ 且 V (x0) > 0. 假设 |x(t)| < h 对任意 t > 0 成立, 则有

V (x(t)) ⩾ V (x0) > 0.

从而存在 m > 0 使得 |x(t)| ⩾ m, 进而由 V̇ (x) 定正可得存在 m′ > 0 使得 V̇ (x(t)) ⩾ m′. 因此

V (x(t)) ⩾ mt+ V (x0)

对任意 t > 0 都成立, 这与 |x(t)| < h 矛盾. 这样就证明了解不稳定.
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例 4.10.

x
′ = −x(x2 + y2)

y′ = −2y(x2 + y2)

解. 此时线性近似失效, 考虑使用 Lyapunov 直接法. 取标量函数 V (x, y) = x2 + y2, 则 V (0, 0) = 0,
V (x, y) > 0, ∀(x, y) 6= (0, 0). 且

V̇ (x, y) = −x(x2 + y2) · 2x− 2y(x2 + y2) · 2y = −2(x2 + y2)(x2 + 2y2) ⩽ 0,

且 V̇ (x, y) < 0, ∀(x, y) 6= (0, 0), 故题设系统的零解渐近稳定.

例 4.11.


x′ = y − 3z − x(y − 2z)2

y′ = −2x+ 3z − y(x+ z)2

z′ = 2x− y − z

解. 分别利用线性近似法和 Lyapunov 直接法判断零解稳定性.

1. 线性近似法. 对方程组线性化可得
x′ = y − 3z + o(

√
x2 + y2 + z2)

y′ = −2x+ 3z + o(
√
x2 + y2 + z2)

z′ = 2x− y − z

线性近似为
d
dt


x

y

z

 = A


x

y

z

, 其中 A =


0 1 −3

−2 0 3

2 −1 −1

, 因此

φ(λ) := det(A− λI) = −λ3 − λ2 − 11λ− 2.

由于 φ′(λ) = −3λ2 − 2λ − 11 = −3

(
λ+

1

3

)2

− 32

3
< 0, 结合零点定理可得 φ(λ) 有且仅有一

个实根 −1 < λ1 < 0(由于 φ(−1) = 9 > 0, φ(0) = −2 < 0). 设 φ(λ) 的另外两个共轭复根为

λ2, λ2, 由韦达定理可得
λ1 + λ2 + λ2 = λ1 + 2Re(λ2) = −1.

因此 Re(λ2) = Re(λ2) =
−1− λ1

2
< 0. 从而方程组的零解渐近稳定.

2. Lyapunov 直接法: 构造函数 V (x, y, z) = 2x2 + y2 + 3z2, 则 V (x, y, z) 正定, 且

V̇ (x, y, z) = 4x(y − 3z − x(y − 2z)2) + 2y(−2x+ 3z − y(x+ z)2) + 6z(2x− y − z)

= −4x2(y − 2z)2 − 2y2(x+ z)2 − 6z2.

因此 V̇ (x, y, z) 负定, 从而零解渐近稳定.

关于 Lyapunov 定理的注记.
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1. Lyapunov 第二方法又称为直接法, 它是在用能量观点分析稳定性的基础上建立起来的. 若系统
平衡态渐近稳定, 则系统经扰动后, 储存的能量随着时间推移而衰减, 最终趋于平衡态时能量达
到最小值. 反之, 若平衡态不稳定, 则系统将不断从外界吸收能量, 储存的能量将越来越大. 基
于这样的观点, Lyapunov 函数实质上是一个合理描述动态系统的 n 维状态的能量正性函数, 通
过考察该函数随时间推移是否衰减, 就可以判断系统平衡态的稳定性.

2. Lyapunov 定理同时适用于线性系统、非线性系统、定常系统和时变系统, 具有相当的普遍性.
该定理仅为判别一致渐近稳定的充分条件, 不是必要条件.

3. 对于渐近稳定的平衡态, 满足条件的 Lyapunov 函数总存在, 但不唯一. Lyapunov 函数在相平
面上具有几何意义:

(a) Lyapunov 函数 V (x, t) 相当于定义为表征系统的某种广义能量的一类正定函数;

(b) 令 V (x, t) 为不同的常数, 相当于在 n 维状态空间定义了一族以原点为中心, 形状相似的
同心超球面;

(c) V̇ (x, t) 是表征系统的广义能量函数的变化速率, V̇ (x, t) 为负定则表示系统状态将从当前

所在的超球面向原点方向运动, 最终逐渐趋于原点.
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第二部分

偏微分方程

75





第五章 一阶偏微分方程

k 阶 PDE 的一般形式如下: F (x, u,Du, · · · , Dku) = 0, 其中 x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, u 为未知函
数. 一般而言, 可以将 PDE 分为线性 PDE, 半线性 PDE, 拟线性 PDE, 完全非线性 PDE.

1. 线性 PDE:
∑
|α|⩽k

Pα(x)D
αu = f(x), 即 Dαu 的系数不依赖于 u. 其中 α = (α1, · · · , αn) 为多重

指标, αj ⩾ 0, |α| =
n∑

j=1

αj , 且

Dαu = ∂α1
x1
∂α2
x2

· · · ∂αn
xn
.

2. 半线性 PDE:
∑
|α|=k

Pα(x)D
αu+ c(x, u, · · · , Dk−1u) = 0.

3. 拟线性 PDE:
∑
|α|=k

Pα(x, u, · · · , Dk−1u) + c(x, u, · · · , Dk−1u) = 0.

余下的方程称为完全非线性 PDE. 此外, PDE 方程组的一般形式为 F (x,u, · · · , Dku) = 0, x ∈ Rn,
F : Rn × Rm × Rmn × · · · × Rmnk → Rm, u : Rn → Rm.

例 5.1 (Dirac 方程). Dirac 方程用于描述相对论下粒子的运动. 具体方程如下:

ih̄∂ψ
∂t

= Hψ.

其中 i =
√
−1, h̄ =

h

2π
, h 为普朗克常数. H 为 Hamiton 算符, 定义为

Hψ =

−ih̄c
3∑

j=1

Aj
∂

∂xj
+mc2B

ψ,

其中 A1 =


1

1

1

1

, A2 =


−i

i
−i

i

, A3 =


1

−1

1

−1

, B =


1

1

−1

−1

.

注 自由电子的平面波解为 ψ(t,x) = ϕ(p)ei(p·x−Et)/h̄, 其中 p 为动量, E 为能量. 将 ψ 代入 Dirac
方程得

3∑
j=1

(cpjAj +mc2B)ϕ = Eϕ.

77
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该方程的非零解 ϕ 满足: E2 −m2c4 − c2|p|2 = 0 ⇒ E± = ±
√
m2c4 + c2|p|2, 从而预言了正电子的存

在.

例 5.2 (带年龄结构的人口发展模型).

1. 线性模型的建立. 考虑一个稳定社会的人口发展过程. 设人口数量与时间 t 和年龄 a 有关, 假设
按年龄连续分布. 以函数 p(a, t) 表示人口在任意时刻 t 按年龄 a 的分布密度, 则在时刻 t, 年龄
在区间 [a, a+ da] 的人口数量为 p(a, t)da, 因此时刻 t 的人口总数为

N(t) =

ˆ ∞

0
p(a, t)da.

如果不考虑死亡影响, 则在时刻 t +∆t, 年龄在 [a, a +∆a] 中的人口数量 p(a, t +∆t)∆a 等于

时刻 t 年龄在区间 [a−∆t, a+∆a−∆t] 中的人口数量 p(a−∆t, t)∆a, 即

p(a, t+∆t) = p(a−∆t, t).

因此 p(a, t) 满足
p(a, t+∆t)− p(a, t)

∆t
=
p(a−∆t, t)− p(a, t)

∆t
.

取 ∆t→ 0 可得
∂p(a, t)

∂t
+
∂p(a, t)

∂a
= 0.

在实际问题中, 死亡的影响不可忽略. 设 µ(a) 是单位时间内年龄在 [a, a+∆a] 之内的人口死亡

概率, 则在时间段 [t, t+ dt] 内, 从年龄在区间 [a− dt, a] 中的人口成长为年龄在区间 [a, a+ dt]
的人口的过程中死亡人数为

p(a− dt, t)da · µ(a)dt.

因此

p(a− dt, t)da− p(a, tdt)da = p(a− dt, t)µ(a)dadt

⇒p(a− dt, t)− p(a, t+ dt) = µ(a)p(a− dt, t)dt.

两端 Taylor 展开并舍去高阶项可得

∂p(a, t)

∂a
+
∂p(a, t)

∂t
= −µ(a)p(a, t). (5.0.1)

这是描述人口发展的一阶双曲型偏微分方程.

设方程 (5.0.1) 对应的初始条件为 p(a, 0) = p0(a), p0(a) 表示初始人口分布密度. 要获得边界
条件 p(0, t), 需要考虑人口的出生情况. 假设男女比例基本平衡, 生育率为 β(a), 则在时间段
[t, t+ dt] 内出生的婴儿总数为 (ˆ ∞

0
β(a)p(a, t)da

)
dt.

另一方面, [t, t+dt]内出生的婴儿总数等于 t+dt时刻在年龄区间 [0, dt]中的人数 p(0, t+dt)dt,
即

p(0, t+ dt)dt =
(ˆ ∞

0
β(a)p(a, t)da

)
dt⇒ p(0, t+ dt) =

ˆ ∞

0
β(a)p(a, t)da.
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令 dt→ 0 可得边界条件

p(0, t) =

ˆ ∞

0
β(a)p(a, t)da.

方程 (5.0.1) 结合初始条件和边界条件构成了人口发展的偏微分方程模型:

∂p(a, t)

∂a
+
∂p(a, t)

∂t
= −µ(a)p(a, t), a, t > 0

p(a, 0) = p0(a), a ⩾ 0

p(0, t) =

ˆ ∞

0
β(a)p(a, t)da, t ⩾ 0

同样可构建带迁移的人口发展模型:

∂p(a, t)

∂a
+
∂p(a, t)

∂t
= −µ(a)p(a, t) + f(a, t), a, t > 0

p(a, 0) = p0(a), a ⩾ 0

p(0, t) =

ˆ ∞

0
β(a)p(a, t)da, t ⩾ 0

其中 f(a, t) 为人口迁移率.

2. 非线性模型的建立. 再考虑环境对人口的影响. 设

N(t) =

ˆ ∞

0
p(a, t)dt

表示 t时刻的社会总人口数. 考虑到人口的生存与总容量有关,设死亡率为 µ(a, t,N(t)), β(a, t,N(t))

为年龄为 a 的社会人口在 t 时刻平均单位时间的生育率. 再考虑人口迁移因素, 设 f(a, t) 表示

t 时刻年龄为 a 的社会人口在单位时间, 单位年龄内的迁移人数, 则可构建更一般的非线性人口
发展系统: 

∂p(a, t)

∂a
+
∂p(a, t)

∂t
= −µ(a, t,N(t))p(a, t) + f(a, t), a, t > 0

p(a, 0) = p0(a), a ⩾ 0

p(0, t) =

ˆ ∞

0
β(a, t,N(t))p(a, t)da, t ⩾ 0

N(t) =

ˆ ∞

0
p(a, t)da, t ⩾ 0

5.1 一阶线性 PDE

本节考虑一阶线性偏微分方程

n∑
j=1

bj(x)uxj + c(x)u = f(x) (5.1.1)

的求解. 其中 bj(x), c(x), f(x) ∈ C(D), D ⊂ Rn, n ⩾ 2.
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特征线法 特征线法的目的是将 PDE 问题转化为 ODE 问题, 大致思路如下: 寻找一条曲线 (特征
线), 在其上计算 u. 假定曲线有参数表示 x(t), 若 dxj

dt = bj , j = 1, · · · , n, 则

du(x(t))
dt =

n∑
j=1

∂u(x(t))

∂xj

dxj
dt = −c(x(t))u(x(t)) + f(x(t)).

从而得到 ODE 方程组: 
dxj
dt = bj(x(t)), j = 1, · · · , n

du(x(t))
dt = f(x(t))− c(x(t))u(x(t))

(5.1.2)

其中 (5.1.2) 的第一式可化为
dx1(t)
b1(x(t))

= · · · = dxn(t)
bn(x(t))

(= dt). (5.1.3)

(5.1.3) 称为方程 (5.1.1) 的特征方程, 可以利用首次积分求解.

定理 5.1. 设 φj(x) = cj(j = 1, · · · , n− 1) 是特征方程 (5.1.3) 的 n− 1 个独立的首次积分, 则对关于
u = u(ξn; ξ1, · · · , ξn−1) 的常微分方程 n∑

j=1

bj
∂ξn
∂xj

 ∂u

∂ξn
+ cu = f

积分可得 (5.1.1) 的通解. 其中 ξj = φj(x), j = 1, · · · , n, φn(x) 为满足
D(φ1, · · · , φn)

D(x1, · · · , xn)
6= 0 的任一函

数. 特别地, 若 c ≡ f ≡ 0, 则 (5.1.1) 的通解为 g(φ1(x), · · · , φn−1(x)), g 是任一可微函数.

证明. 由条件及特征方程可得

0 =
dφk(x(t))

dt =
n∑

j=1

∂φk

∂xj

dxj
dt =

n∑
j=1

bj
∂φk

∂xj
, k = 1, · · · , n− 1. (5.1.4)

从而
n∑

j=1

bj
∂u

∂xj
=

n∑
j=1

bj

(
n∑

k=1

∂u

∂ξk

∂ξk
∂xj

)
=

n∑
k=1

 n∑
j=1

bj
∂ξk
∂xj

 ∂u

∂ξk
.

由 (5.1.4) 式可得
n∑

j=1

bj
∂u

∂xj
=

 n∑
j=1

bj
∂ξn
∂xj

 ∂u

∂ξn
= f − cu.

从而 u 为 (5.1.1) 的解. 若 c ≡ f ≡ 0, 则由 ∂u

∂ξn
≡ 0 得 u = g(ξ1, · · · , ξn−1) = g(φ1, · · · , φn−1).

例 5.3.
√
x
∂u

∂x
+
√
y
∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0, x, y, z > 0.

解. 方程的特征方程为 dx√
x
=

dy
√
y
=

dz
z

, 从而求得两个独立首次积分

√
x−√

y = C1, 2
√
y − ln |z| = C2.

此时 c ≡ f ≡ 0, 从而方程的通解为 u = g(
√
x−√

y, 2
√
y − ln |z|), 其中 g 为任一可微函数.
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例 5.4. 求解以下 PDE 的 Cauchy 问题:ut = xux + yuy + u+ xy

u|t=0 = a(x, y)

其中 a 为给定函数.

解. 方程特征方程为 dt
1

=
dx
−x

=
dy
−y

. 求得两个独立首次积分

xet = C1, yet = C2.

取 ξ1 = xet, ξ2 = yet, ξ3 = t, 则

D(ξ1, ξ2, ξ3)

D(t, x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
xet et 0

yet 0 et

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = e2t 6= 0.

因此 ξ3 的选取合理, 从而由定理可得 u 满足方程

∂u

∂ξ3
= u+ xy = u+ ξ1ξ2e−2ξ3 .

该方程的通解为

u = eξ3
(
g(ξ1, ξ2) +

ˆ
ξ1ξ2e−2ξ3e−ξ3dξ3

)
= g(ξ1, ξ2)eξ3 −

ξ1ξ2
3

e−3ξ3 .

将 ξ1, ξ2, ξ3 代入可得 u(t, x, y) = g(xet, yet)et − xy

3
e−t, 其中 g 为任一可微函数. 代入 u|t=0 = a(x, y)

可得 g(x, y)− xy

3
= a(x, y), 故 Cauchy 问题的解为

u(t, x, y) =
(xy

3
e2t + a(xet, yet)

)
et − xy

3
e−t.

5.2 一阶拟线性 PDE

一阶拟线性偏微分方程的一般形式为:
n∑

j=1

bj(x, u)
∂u

∂xj
= c(x, u). (5.2.1)

类似一阶线性 PDE 中的特征线法, 可以将 (5.2.1) 转化为 ODE 方程组:
dxj(t)

dt = bj(x(t), u(x(t)))

du(x(t))
dt = c(x(t), u(x(t)))

等价于
dx1(t)
b1(x1, u)

= · · · = dxn(t)
bn(xn, u)

=
du(x(t))
c(x, u)

(= dt). (5.2.2)



82 第五章 一阶偏微分方程

(5.2.2) 称为 (5.2.1) 的 (完全) 特征方程.

若特征方程 (5.2.2) 有 n 个独立的首次积分 φj(x, u) = cj(1 ⩽ j ⩽ n), 设 (5.2.1) 的解为 xn+1 =

u(x), 由隐函数 V (x, xn+1) = 0 确定, 则有

0 =
∂

∂xj
V (x, xn+1) =

∂V

∂xj
+

∂V

∂xn+1

∂xn+1

∂xj
, 1 ⩽ j ⩽ n.

从而
∂u

∂xj
=
∂xn+1

∂xj
= −

(
∂V

∂xn+1

)−1 ∂V

∂xj
.

代入方程 (5.2.1) 可得
n∑

j=1

bj(x, xn+1)
∂V

∂xj
+

∂V

∂xn+1
· c(x, xn+1) = 0.

这是一个 n+ 1 个变量的一阶线性方程. 它的通解为

V (x, u) = g(φ1(x, u), · · · , φn(x, u)) = 0,

其中 g 为任一可微函数. 从而求得了方程 (5.2.1) 的通解.

例 5.5. 求解 Cauchy 问题

xuux + yuuy + xy = 0

u|xy=a2 = h(h > 0)

解. 题设方程的特征方程为
dx
xu

=
dy
yu

=
du
−xy

(= dt).

由第一个等式得
y

x
= C1, 代入第二个等式得

dx
xu

= − du
C1x2

, 由此可得 xy+ u2 = C2. 易验证得两个首
次积分独立, 故方程通解为

g
(y
x
, xy + u2

)
= 0.

代入 Cauchy 条件可得 g

(
a2

x2
, h2 + a2

)
= 0, ∀x 6= 0. 故 g 不依赖于第一项, 从而解为 g(xy + u2) =

g(a2 + h2) = 0. 因此
xy + u2 = a2 + h2 ⇒ u = ±

√
a2 + h2 − xy.

当首次积分难以求解时, 我们考虑如下拟线性 PDE 的 Cauchy 问题:
n∑

j=1

bj(x, u)
∂u

∂xj
= c(x, u)

u|x=α(s) = θ(s)

(5.2.3)

其中 s为 n−1个独立参数, x = α(s) = (α1(s), · · · , αn(s))称为初始曲面, s = (s1, · · · , sn−1) ∈ Rn−1,
这里设所有的函数都是光滑的.
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(5.2.1) 的任一解 z = u(x) 在 Oxz 上为一张曲面, 曲面在 (x0, z0) = (x0, u(x0)) 处的法向量为

n =

(
∂u

∂x1
(x0), · · · ,

∂u

∂xn
(x0),−1

)
.

令 b(x, u) = (b1(x, u), · · · , bn(x, u)), 由 (5.2.1) 可知 (b(x0, u), c(x0, u)) · n = 0, 即方程的特征方向
(b(x0, u), c(x0, u)) 和法向量在 x0 处正交.

定义 5.1. 称 ODE 方程组 
dxj(t)

dt = bj(x(t), u(x(t))), 1 ⩽ j ⩽ n

du(x(t))
dt = c(x(t), u(x(t)))

(5.2.4)

的解 (x, u) = (x(t), z(t)) 为 (5.2.1) 的特征曲线.

定理 5.2 (等价性定理). u(x) 为 (5.2.1) 在 D 内的解的充要条件为 ∀x0 ∈ D, 过点 (x0, u(x0)) 的特征

曲线在点 x0 位于曲面 z = u(x) 上.

等价性定理的证明略去, 可参考陈祖墀老师的 PDE.

定理 5.3 (局部存在定理). 设 (x0, z0) = (α(s), θ(s)), 且 Jacobi 行列式

J = det(b(x0, z0), Dsα(s0)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1(x0, z0)

∂α1(s0)
∂s1

· · · ∂α1(s0)
∂sn−1

...
...

...
...

bn(x0, z0)
∂αn(s0)

∂s1
· · · ∂αn(s0)

∂sn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

则 (5.2.3) 的解在 x0 的某邻域内存在且唯一.

证明. 方程组 (5.2.4) 在初始条件 (x, u)|t=t0 = (α(s), θ(s)) 下的解 (x(t, s), z(t, s)) 满足

∂x(t, s)

∂(t, s)

∣∣∣∣
(t0,s0)

(5.2.4)
===== J 6= 0.

利用逆映射定理可得在 x0 的某邻域内, 可由 x = x(t, s) 反解出 (t, s) := (φ(x), ψ(x)). 令 u =

u(x) = z(t, s) = z(φ(x), ψ(x)), 下证明 u 满足 Cauchy 问题 (5.2.3). 对 x0 某邻域内的任一点 x∗, 过
(x∗, u(x∗)) 的特征曲线在 x∗ 处位于 u(x) 上. 再由等价性定理可得 u 满足拟线性方程 (5.2.1). 而由
u(α(s)) = z(t0, s) = θ(s) 可得 u 满足 Cauchy 条件. 下说明唯一性. 由常微分方程组的初值问题的唯
一性定理可得 x(t, s), z(t, s) 均唯一, 利用等价性定理可得 u(x) 也唯一.

综上所述, 可以归纳出求解 (5.2.3) 的一般步骤:

1. 找出初始曲面的参数表示: u(α(s)) = θ(s).

2. 验证 Jacobi 行列式 J 6= 0.

3. 求出 ODE 方程组 (5.2.4) 在初始条件 (x, z)|t=t0 = (α(s), θ(s)) 下的解 (x(t, s), z(t, s)).

4. 从 x = x(t, s) 中解出 (t, s) = (φ(x), ψ(x)).



84 第五章 一阶偏微分方程

5. 解出 u = z(φ(x), ψ(x)).

例 5.6.

ux + uy = u2, y > 0

u|y=0 = φ(x)

解. 分别用参数曲面法和特征线法求解.

1. 参数曲面法. 曲面 y = 0 对应参数表示为 α(s) = (s, 0), θ(s) = φ(s)(s = x), b1 = b2 = 1,

c(u) = u2. 计算可得 Jacobi 行列式为 J =

∣∣∣∣∣1 1

1 0

∣∣∣∣∣ = −1 6= 0, 对应 ODE 方程组为


dx
dt =

dy
dt = 1,

dz
dt = z2

(x, y, z)|t=0 = (s, 0, φ(s))

对应通解为 x = t + s, y = t, z =
z0

1− tz0
=

φ(s)

1− tφ(s)
. 反解出 t = y, s = x − y, 因此原问题的

解为

u(x, y) = z(t, s) =
φ(x− y)

1− yφ(x− y)
.

2. 特征线法. PDE 对应的特征方程为 dx
1

=
dy
1

=
du
u2

. 计算可得两个独立首次积分为

x− y = C1, x+
1

u
= C2.

代入初始条件可得 x = C1, u = φ(C1), 因此

C1 +
1

φ(C1)
= C2 ⇒ x− y +

1

φ(x− y)
= x+

1

u
⇒ u =

φ(x− y)

1− yφ(x− y)
.

5.3 一般的一阶 PDE

本节考虑一般的一阶偏微分方程:

F (x, u,Du) = 0, (5.3.1)

其中 x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, n ⩾ 2, u = u(x) 为未知函数, Du 为 u 的梯度. 为了记号方便, 令

F = F (x, z, p) = F (x1, · · · , xn, z, p1, · · · , pn),

z = u(x), p = Du(x) = (ux1 , · · · , uxn) = (p1, · · · , pn),

DxF = (Fx1 , · · · , Fxn), DzF = Fz, DpF = (Fp1 , · · · , Fpn).
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全积分, 包络与奇积分

定义 5.2. 称 u = u(x; a) 为方程 (5.3.1) 的全积分, 是指

1. u(x; a) 满足 (5.3.1), ∀a = (a1, · · · , an) ∈ A ⊂ Rn, 其中 A 为参数集合.

2. rank(Dau,D
2
xau) = n, 其中

(Dau,D
2
xau) =


ua1 ux1a1 · · · uxna1

...
...

. . .
...

uan ux1an · · · uxnan


n×(n+1)

.

上述定义中的第二条性质保证了 u(x; a) 依赖于 n 个独立参数 a1, · · · , an. 下给出证明:

证明. 设 B ⊂ Rn−1, ∀b ∈ B, 设 v = v(x; b) 是 (5.3.1) 的解. 假设存在 C1 函数 ψ : A → B,
ψ = (ψ1, · · · , ψn−1), 满足

u(x; a) = v(x;ψ(a)), a ∈ A.

从而 u(x; a) 仅依赖于 n− 1 个参数 b1, · · · , bn−1. 但由于

uxiaj (x; a) =
n−1∑
k=1

vxibk(x;ψ(a))ψ
k
aj (a), i, j = 1, · · · , n.

因此

det(D2
xau) =

n−1∑
k1,··· ,kn=1

vx1bk1 · · · vxnbkn

∣∣∣∣∣∣∣∣
ψk1
a1 · · · ψk1

an
...

. . .
...

ψkn
a1 · · · ψkn

an

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

这是因为对任意的 k1, · · · , kn ∈ {1, · · · , n− 1}, 上述行列式至少有两行相同. 又因为

uaj (x; a) =
n−1∑
k=1

vbk(x;ψ(a))ψ
k
aj (a), j = 1, · · · , n.

类似可证得 (Dau,D
2
xau) 的任一 n 阶子式为 0, 从而 rank(Dau,D

2
xau) < n, 矛盾.

例 5.7 (几何光学方程). |Du| = 1, 即
n∑

j=1

u2xj
= 1.

几何光学方程的全积分为 u(x; a, b) = a · x+ b, 其中 a ∈ Sn−1(n 维单位球面), b ∈ R.

定义 5.3 (包络). 若可微函数族 u = u(x; a) 满足的向量方程 Dau(x; a) = 0, a ∈ A ⊂ Rn 有可微解

a = ϕ(x), 则称 v(x) = u(x;ϕ(x)) 为 {u(x; a)}a∈A 的包络.

定理 5.4 (奇积分). 设 u = u(x; a)(a ∈ A) 为 (5.3.1) 的解, v(x) 为 {u(x; a)}a∈A 的包络. 则 v(x) 满

足 (5.3.1), 也称作奇积分.
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证明. ∀1 ⩽ j ⩽ n, 计算可得

vxj = uxj (x;ϕ(x)) +

n∑
k=1

uak(x;ϕ(x))ϕ
k
xj
(x) = uxj (x;ϕ(x)), ϕ = (ϕ1, · · · , ϕn).

因此

F (x, v(x), Dv(x)) = F (x, u(x;ϕ(x)), Du(x;ϕ(x))) = 0.

例 5.8. u2(1 + |Du|2) = 1, x ∈ Rn.

解. 方程的全积分为 u(x; a) = ±
√

1− |x− a|2, |x− a| < 1. 因此

Dau(x; a) = ∓ x− a√
1− |x− a|2

= 0 ⇒ a = x =: ϕ(x).

从而方程的奇积分为 v(x) = u(x;x) = 1.

定义 5.4 (通积分). 若任意可微函数 ω : A′ → R(A′ ⊂ Rn−1) 满足 (a′, ω(a′)) ∈ A ⊂ Rn, 其中

a = (a1, · · · , an) = (a′, an) ∈ A, a′ ∈ A′, an = ω(a′),

则称 {u(x; a′, ω(a′))}a′∈A′ 的包络 v′(x) 为 (5.3.1) 的通积分.

例 5.9. 求二维几何光学方程 |Du| = 1, n = 2 的通积分.

解. 方程的全积分为
u(x; a) = x1 cos a1 + x2 sin a1 + a2, x, a ∈ R2.

因此有

u(x; a1, 0) = x1 cos a1 + x2 sin a1,

Da1u(x; a1, 0) = −x1 sin a1 + x2 cos a1 = 0 ⇒ a1 = arctan x2
x1
.

从而方程的通积分为

v′(x) = u

(
x; arctan x2

x1
, 0

)
= x1 cos

(
arctan x2

x1

)
+ x2 sin

(
arctan x2

x1

)
= ±|x|.

特征方程与 Cauchy 问题. 与一阶线性 PDE 和拟线性 PDE 类似, 为了在曲线上计算未知函数, 设
z(t) = u(x(t)), p(t) = Du(x(t)). 令

dxj(t)
dt = Fpj (x(t), z(t), p(t)), 1 ⩽ j ⩽ n.

从而有

dz(t)
dt =

n∑
j=1

uxj (x(t))
dxj(t)

dt =
n∑

j=1

pj(t)Fpj (x(t), z(t), p(t)) = DpF (x(t), z(t), p(t)) · p(t),
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dpj(t)
dt =

n∑
k=1

uxjxk
(x(t))

dxk(t)
dt =

n∑
k=1

uxjxk
Fpk(x(t), z(t), p(t))

= −Fxj (x(t), z(t), p(t))− Fz(x(t), z(t), p(t))pj(t).

由上述可得如下特征方程:

dx(t)
dt = DpF (x(t), z(t), p(t))

dz(t)
dt = DpF (x(t), z(t), p(t)) · p(t)

dp(t)
dt = −DxF (x(t), z(t), p(t))−DzF (x(t), z(t), p(t)) · p(t)

上述特征方程包含了 2n+ 1 个常微分方程.

例 5.10 (Hamilton-Jacobi 方程). F (x, t, u,Dxu, ut) = ut +H(x,Dxu) = 0, x ∈ Rn, t ∈ R.

解. 令 y = (x, t), z = u(x, t), p = Dxu, pn+1 = ut, q = (p, pn+1), 则有

F (y, z, q) = pn+1 +H(x, p), DyF = (DxH(x, p), 0), DzF = 0, DqF = (DpH(x, p), 1).

从而得到以下特征方程: 

dx(s)
ds = DpH(x(s), p(s))

dz(s)
ds = DpH(x(s), p(s)) · p(s)−H(x(s), p(s))

dp(s)
ds = −DxH(x(s), p(s))

例 5.11. 求解 Cauchy 问题

uxuy = u, x > 0

u|x=0 = y2

解. 令 z = u(x, y), p1 = ux, p2 = uy, p = (p1, p2), 则 F (x, y, z, p) = p1p2 − z = 0, 特征方程为

dx(t)
dt = p2,

dy(t)
dt = p1

dz(t)
dt = 2p1p2

dp1(t)
dt = p1,

dp2(t)
dt = p2

由此可得通解

p1(t) = C1et, p2(t) = C2et,

x(t)− C2(et − 1), y(t) = y0 + C1(et − 1),

z(t) = z0 + C1C2(e2t − 1) = y20 + C1C2(e2t − 1).

由边界条件可得

C2 = p2|t=0 = uy|t=0 = 2y0, C1C2 = p1p2|t=0 = u|t=0 = z0 = y20 ⇒ C1 =
y0
2
.



88 第五章 一阶偏微分方程

代入通解可得

x(t) = 2y0(et − 1), y(t) =
y0
2
(et + 1), z(t) = y20e2t.

因此 y0 = y − x

4
, et = x+ 4y

4y − x
. 故 Cauchy 问题的解为

u(x, y) = z =
(
y − x

4

)2(x+ 4y

4y − x

)2

.



第六章 PDE 的起源与分类

6.1 三类典型 PDE 的推导

首先罗列一些重要的高阶偏微分方程:

1. 波动方程: utt = c2∆u, 其中 ∆ = ∇ · ∇ =

n∑
j=1

∂2

∂x2j
为 Laplace 算子.

2. 扩散方程 (热传导方程): ut = k∆u, 其中 k > 0.

3. 位势方程: ∆u = f(Poisson 方程), 若 f ≡ 0, 方程 ∆u = 0 称为 Laplace 方程或调和方程.

4. Schrödinger 方程: iut +∆u = qu, i2 = −1.

5. 极小曲面方程: (1 + u2y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2x)uyy = 0.

6. KdV 方程: ut + 6uux + uxxx = 0.

7. Monge-Ampere 方程: det(D2u)− k(x)(1 + |∇u|2)
n+2
2 = 0.

8. Maxwell 方程组:


Et = ∇×B

Bt = −∇×E

divE = divB = 0

9. Navier-Stokes 方程:

ut + u ·Du−∆u = −Dρ

divu = 0

10. Eistein 方程: Rµν −
1

2
Rgµν + λgµν =

8πG

c4
Tµν .

其中 1,2,3 称为三类典型偏微分方程. 以下给出三类典型 PDE 的推导.

波动方程的推导. 首先考虑一维波动方程的推导. 设 x 轴为平衡位置, u(x, t) 表示质点 x 在时刻 t

的横向位移. 任取一段微元 [x, x+ dx], 所受竖直方向外力为 G, ρ 为密度. 由牛顿运动定律可得

T (x+ dx, t)− T (x, t) +G = ρdx · ∂
2u

∂t2
.

89
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对张力 T 作正交分解, 设 T1, T2 为 T 的水平分量和竖直分量. 则上式化为:
∂T1
∂x

= 0

∂T2
∂x

+ g(x, t) = ρ
∂2u

∂t2
.

(6.1.1)

其中 g(x, t) 为外力密度. 由于张力沿切向作用, 故

T2
T1

=
∂u

∂x
= tan θ. (6.1.2)

由 (6.1.1), (6.1.2) 可得

ρ
∂2u

∂t2
= T1(t)

∂2u

∂x2
+ g(x, t).

由物理假设,
∣∣∣∣∂u∂x

∣∣∣∣� 1, 从而 T =
√
T 2
1 + T 2

2 = T1

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

≈ T1 为常数, 从而有

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
+ f(x, t).

其中 c =

√
T1
ρ
为波速, f(x, t) = g(x, t)

ρ
为单位外力, 这就是一维波动方程.

考虑三维空间中的弹性体的自由微小振动. 任取子区域 V , 设 V 所受外力为 F (r), 单位外法向
为 ν. 取 ρ = 1, 则由牛顿运动定律和 Gauss 定理可得

−
˚

V
divFdV = −

"
∂V
F · νdr =

d2

dt2
˚

V
udV =

˚
V

∂2u

∂t2
dV.

此处默认所有函数连续可微. 由 V 的任意性得
∂2u

∂t2
= −divF . 当 |u| � 1 时, 由胡克定律得外力与

变形成正比, 从而 F = −c2∇u. 因此

∂2u

∂t2
= c2div∇u = c2∆u.

热方程的推导. 设 u(x, t) 为物体在 x 位置 t 时刻的温度, J(x, t) 为热流密度矢量, f(x, t) 为热流的
变化率. 设比热, 密度均为 1. 任取子区域 V , ν 为单位外法向, 则

˚
V
utdV =

d
dt

˚
V
udV = −

"
∂V
J · νdS +

˚
V
f(x, t)dV =

˚
V
(−divJ + f)dV.

其中最后一个等式由 Gauss公式得到,从而 ut = −divJ+f . 由 Fourier热传导定律可得 J = −k∇u,
k > 0, 从而得到

ut = k∆u+ f.

这是三维热传导方程.
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位势方程的推导. 考虑真空中的电场分布. 设 f(x) 为电荷密度, E(x) 为电场强度, ε0 为介电常数.
任取子区域 V , 设 ν 为单位外法向, 由 Gauss 定理可得

ˆ
V

divEdV =

ˆ
∂V
E · νdS ⇒ 1

ε0

ˆ
V
f(x)dV =

ˆ
∂V
E · νdS =

ˆ
V

divEdV.

因此 divE =
1

ε0
f(x). 由法拉第定律及 Stoke 公式可得 E 无旋, 从而存在势函数 φ(x), 使得 E =

−∇φ. 故

−div∇φ =
1

ε0
f(x) ⇒ ∆φ = − 1

ε0
f(x).

这就是 Poisson 方程. f ≡ 0 时化为 Laplace 方程 (调和方程).

6.2 二阶 PDE 的分类与标准形

一般理论

n 个变量的二阶偏微分方程的一般形式如下:

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj + f(x, u,Du) = 0. (6.2.1)

其中 x ∈ Rn, n ⩾ 2, A(x) = (aij(x))n×n 为对称阵. 称
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj 为方程 (6.2.1) 的线性主部, 为

判定 (6.2.1) 类型的核心.

定义 6.1. 设 x0 ∈ Rn, 可按照如下方法对方程 (6.2.1) 进行分类.

1. A(x0) 的特征值均非零且仅有一个与其余特征值异号, 则 (6.2.1) 为双曲型方程.

2. A(x0) 的特征值均非零且异号特征值个数大于 1, 则则 (6.2.1) 为超双曲型方程.

3. A(x0) 有一个特征值为 0, 则 (6.2.1) 为抛物型方程.

4. A(x0) 特征值均非零且同号, 则 (6.2.1) 为椭圆型方程.

双曲型方程代表: 波动方程; 抛物型方程代表: 扩散方程; 椭圆型方程代表: 位势方程.

定义 6.2 (标准型). 方程 (6.2.1) 可经过自变量的某线性变换 ξ = Bx 得到如下方程:

m∑
i=1

Aii(x
0)uξiξi + F (ξ, u,Du) = 0, m ⩽ n. (6.2.2)

其中 ξ = (ξ1, · · · , ξm), Aii(x
0) = ±1, (6.2.2) 称为 (6.2.1) 在 x0 处的标准型.

此处线性变换 B 可逆, 但不唯一. 将一般方程化为标准型后可降低求通解难度.
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两个自变量的情形

本节考虑自变量个数为 2 的情形, 一般方程如下:

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + f(x, y, u, ux, uy) = 0. (6.2.3)

其中所有给定函数在指定区域内连续可微,且主部系数满足 a211+a
2
12+a

2
22 6= 0. 此时 A =

(
a11 a12

a12 a22

)
的特征多项式为

det(A− λI) = λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a212.

设两个特征值分别为 λ1, λ2. 此时有 ∆ := −λ1λ2 = a212 − a11a22.

1. ∆ > 0 时, λ1λ2 < 0, 方程 (6.2.3) 为双曲型;

2. ∆ = 0 时, λ1λ2 = 0, 方程 (6.2.3) 为抛物型;

3. ∆ < 0 时, λ1λ2 > 0, 方程 (6.2.3) 为椭圆型.

下求合适的变换 (x, y) 7→ (ξ, η), 将方程 (6.2.3) 化为标准型. 设 ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), 由变换可逆

得 Jacobi 行列式 ∂(ξ, η)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣∣ 6= 0. 设在此变换下的线性主部化为

a11uxx + 2a12uxy + a22yyy = A11uξξ + 2A12uξη +A22uηη. (6.2.4)

利用复合求导可得
∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
,

∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
.

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
∂2u

∂η2

(
∂η

∂x

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x2
+
∂u

∂η

∂2η

∂x2
.

∂2u

∂x∂y
=
∂2u

∂ξ2
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+

∂2u

∂ξ∂η

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+
∂2u

∂η2
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y
+
∂u

∂η

∂2η

∂x∂y
.

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂y

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+
∂2u

∂η2

(
∂η

∂y

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂y2
+
∂u

∂η

∂2η

∂y2
.

将上述式子代入 (6.2.4) 可得
A11 = a11ξ

2
x + 2a12ξxξy + a22ξ

2
y ,

A12 = a11ξxηx + a12(ξxηy + ξyηx) + a22ξyηy,

A22 = a11η
2
x + 2a12ηxηy + a22η

2
y .

因此若 ξ(x, y), η(x, y) 为一阶偏微分方程

a11φ
2
x + 2a12φxφy + a22φ

2
y = 0 (6.2.5)

的两个特解, 则有 A11 = A22 = 0, 此时仅余一项. 称 (6.2.5) 为 (6.2.3) 的特征方程.
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定理 6.1. 设 φ2
x + φ2

y 6= 0, 则 z = φ(x, y) 为 (6.2.5) 的解 ⇔ φ(x, y) = h 为常微分方程

a11(dy)2 − 2a12dxdy + a22(dx)2 = 0 (6.2.6)

的通积分, 其中 h 为常数.

证明. 若 φ(x, y) = h 为 (6.2.6) 的通积分, 不妨设 φy 6= 0, 对 x 微分可得 φx + φy
dy
dx = 0, 从而

dy
dx = −φx

φy
, 代入 (6.2.6) 即得 a11φ

2
x + 2a12φxφy + a22φ

2
y = 0.

反之, 若 φ(x, y) 为 (6.2.5) 的解, 则对 φ(x, y(x)) = h 微分可得
dy
dx = −φx

φy
, 代入 (6.2.5) 可得

a11(dy)2 − 2a12dxdy + a22(dy)2 = 0.

定义 6.3. 称 φ(x, y(x)) = h 为 (6.2.6) 的特征曲线, 由此解出的 dy
dx 称为 (6.2.3) 的特征方向.

由二次方程求根式可得
dy
dx =

a12 ±
√
a212 − a11a22
a11

. (6.2.7)

双曲型方程 ∆ = a212 − a11a22 > 0, (6.2.7) 有两个相异的特征方向. 两族实特征线 φ1(x, y) = h1,

φ2(x, y) = h2 满足
∂(φ1, φ2)

∂(x, y)
6= 0. 令 ξ = φ1(x, y), η = φ2(x, y),由定理可得 A11 = A22 = 0, A12 6= 0.

因此方程 (6.2.3) 化为

uξη +
f

2A12
:= uξη + F1(ξ, η, u, uξ, uη) = 0,

该式称为双曲型第二标准型. 再令 s =
1

2
(ξ + η), t = 1

2
(ξ − η), 则上述方程化为

utt − uss + F (t, s, u, ut, us) = 0.

称为双曲型第一标准型.

抛物型 此时 ∆ = a212−a11a22 = 0. 若 a11 = 0,则此时 a12 = 0,方程 (6.2.3)即为标准型. 若 a11 6= 0,
不妨设 a12, a11, a22 > 0, 则 dy

dx =
a12
a11

> 0, 积分后得到一族实特征线 φ(x, y) = h. 令 ξ = φ(x, y), 另

取 η = η(x, y) 满足
∂(ξ, η)

∂(x, y)
6= 0, 例如可以取 η = x 或 y. 则

A11 = a11ξ
2
x + 2a12ξxξy + a22ξ

2
y = (

√
a11ξx +

√
a12ξy)

2 = 0,

A12 = a11ξxηx + a12(ξxηy + ξyηx) + a22ξyηy = (
√
a11ξx +

√
a12ξy)(

√
a11ηx +

√
a12ηy) = 0.

另一方面, A22 = a11η
2
x + 2a12ηxηy + a22η

2
y 6= 0, 从而方程 (6.2.3) 化为标准型

uηη +
f

A22
:= uηη + F (ξ, η, u, uξ, uη) = 0.
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椭圆型 此时 ∆ = a212 − a11a22 < 0. 由 (6.2.7) 得两组共轭复特征线

φ1(x, y) + iφ2(x, y) = h1, φ1(x, y)− iφ2(x, y) = h2,

满足
∂(φ1, φ2)

∂(x, y)
6= 0. 令 ξ = φ1(x, y), η = φ2(x, y), 将 ξ + iη 代入 (6.2.5) 可得

A11 = A22 6= 0, A12 = 0.

从而方程 (6.2.3) 化为标准型

uξξ + uηη +
f

A11
:= uξξ + uηη + F (ξ, η, u, uξ, uη) = 0.

三类典型二阶 PDE 的主要特性. 以两个自变量为例.

1. 波动方程: utt − c2uxx = 0, 双曲型方程, 用于描述波的传播现象. 特性: 对时间可逆, 不衰减, 最
大值原理不成立.

2. 扩散方程: ut − kuxx = 0, 抛物型方程, 反映热的传导, 物质的扩散等不可逆现象. 特性: 随时间
衰减, 瞬间光滑化, 最大值原理成立.

3. 调和方程: uxx + uyy = 0, 椭圆型方程, 描述平衡或定常状态. 特性: 最大值原理成立, 不会发生
剧变.

例 6.1 (Tricomi 方程). 设区域 D ⊂ R2, 讨论空气动力学 Tricomi 方程 yuxx + uyy = 0 的类型及上半

平面的标准型.

解. 判别式 ∆ = a212 − a11a22 = −y, 由此可得: 在上半平面 Tricomi 方程为椭圆型, 下半平面 Tricomi
方程为双曲型, 而在 x 轴上 Tricomi 方程为抛物型. 在上半平面的特征方程为

y(dy)2 + (dx)2 = (dx+ i√ydy)(dx− i√ydy) = 0.

取 dx+ i√ydy = 0 的复解 x+
2i
3
y

3
2 = h. 令 ξ = x, η =

2

3
y

3
2 , 则标准型为

uξξ + uηη +
1

3η
uη = 0.

例 6.2. 判断下列常系数 PDE 的类型并化简:

uxx − 2uxy − 3uyy + 2ux + 6uy = 0.

解. 此时 a11 = 1, a12 = −1, a22 = −3 ⇒ ∆ = a212 − a11a22 = 4 > 0, 因此该方程为双曲型方程. 特征
方程为

(dy)2 + 2dxdy − 3(dx)2 = 0,

由此得
dy
dx = −3和

dy
dx = 1, 解得两条特征线 3x+y = h1 和 y−x = h2. 令 ξ = 3x+y, η = y−x, 则

∂u

∂x
= 3

∂u

∂ξ
− ∂u

∂η
,
∂u

∂y
=
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
,
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∂2u

∂x2
= 9

∂2u

∂ξ2
− 6

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2
,
∂2u

∂y2
=
∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2
.

代入原方程可得

−16
∂2u

∂ξ∂η
+ 12

∂u

∂ξ
+ 4

∂u

∂η
= 0,

即有 uξη =
3

4
uξ +

1

4
uη. 进一步化简, 令 u = v(ξ, η)eλξ+µη, 则


uξ = (vξ + λv)eλξ+µη

uη = (vη + µv)eλξ+µη

uξη = (vξη + λvη + µvξ + λµv)eλξ+µη

代入方程 uξη =
3

4
uξ +

1

4
uη 可得

vξη +

(
λ− 1

4

)
vη +

(
µ− 3

4

)
vξ +

(
λµ− 3

4
λ− 1

4
µ

)
v = 0.

取 λ =
1

4
, µ =

3

4
, 可得 vξη =

3

16
V .

例 6.3. 判断下列方程的类型并化为标准型求解:

x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0.

解. 计算可得 ∆ = (xy)2 − x2y2 = 0, 故方程为抛物型. 特征方程为

x2
(

dy
dx

)2

− 2xy
dy
dx + y2 = 0.

由此可得 dy
dx = y

x , 解得方程的一组特征线为 y

x
= h. 作变换 ξ =

y

x
, η = y, 则原方程化为标准型

uηη = 0, 积分两次可得通解

u = ηF (ξ) +G(ξ) = yF
(y
x

)
+G

(y
x

)
.

例 6.4. 判断一下偏微分方程的类型并化简:

uxx − 2uxy cosx− (3 + sin2 x)uyy − yuy = 0.

解. 此时 a11 = 1, a12 = − cosx, a22 = −(3 + sin2 x). 则 ∆ = cos2 x+ 3+ sin2 x = 4 > 0, 故方程为双
曲型. 特征方程为 (

dy
dx

)2

+ 2 cosxdy
dx − (3 + sin2 x) = 0.

由此可得
dy
dx = − cosx− 2 或

dy
dx = − cosx+ 2, 解得两条特征线为

y + sinx+ 2x = h1, y + sinx− 2x = h2.
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令 ξ = y + sinx+ 2x, η = y + sinx− 2x, 原方程化为

uξη +
ξ + η

32
(uξ + uη) = 0.

再作变量代换 s =
ξ + η

2
, t = ξ − η

2
可得

utt − uss −
sus
4

= 0.

例 6.5. 求解


4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy −

2y

1 + y2
(2ux − uy) = 0

u(x, 0) = φ(x), uy(x, 0) = ψ(x)

解. 此时 a11 = 4y2, a12 = 1− y2, a22 = −1, 从而 ∆ = (1 + y2)2 > 0, 方程为双曲型. 特征方程为

4y2(dy)2 − 2(1− y2)dxdy − (dx)2 = 0.

由此可得
dy
dx = −1

2
或

dy
dx =

1

2y2
, 解得两条特征线 x + 2y = h1 和 x − 2y3

3
= h2. 令 ξ = x + 2y,

η = x− 2y3

3
, 方程化为 uξη = 0. 两次积分得

u = F (ξ) +G(η) = F (x+ 2y) +G

(
x− 2y3

3

)
.

由初值条件可得

φ(x) = u(x, 0) = F (x) +G(y), ψ(x) = uy(x, 0) = 2F ′(x),

从而

F (x) = F (0) +
1

2

ˆ x

0
ψ(t)dt, G(x) = φ(x)− F (0)− 1

2

ˆ x

0
ψ(t)dt.

因此原问题的解为

u(x, y) = φ

(
x− 2y3

3

)
+

1

2

ˆ x+2y

x− 2y3

3

ψ(t)dt.

多个自变量的情形

n 个自变量的二阶线性偏微分方程的一般形式如下:
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = f(x). (6.2.8)

通过合同变换可得

A = (aij(x))n×n → BABT =


i1

i2
. . .

in

 .

其中 B 可逆, ik ∈ {1, 0,−1}. 设正惯性指标 p 为 {i1, · · · , in} 含 1 的个数, 负惯性指标 q 为

{i1, · · · , in} 含 −1 的个数, 则 p, q, n− p− q ⩾ 0. 则依定义可得



6.2 二阶 PDE 的分类与标准形 97

1. p > 0, q > 0, p+ q = n, 则 (6.2.8) 为超双曲型; 特别地, 若 p = 1, q = n− 1 或 p = n− 1, q = 1,
则 (6.2.8) 为双曲型.

2. p > 0, q > 0, p + q < n, 则 (6.2.8) 为超抛物型; 若 p = n − 1, q = 0 或 p = 0, q = n − 1, 则
(6.2.8) 为抛物型.

3. 若 p = n, q = 0 或 p = 0, q = n, 则 (6.2.8) 为椭圆型.

通过可逆线性变换


ξ1
...

ξn

 =


b11 · · · b1n
... · · ·

...

bn1 · · · bnn



x1
...

xn

, 将 (6.2.8) 化为标准型

p∑
j=1

uξjξj −
p+q∑

j=p+1

uξjξj +

n∑
i=1

Biuξi + Cu = F.

例 6.6. 判断以下偏微分方程的类型并化简:

uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz = 0.

解. 此时 a11 = 1, a12 = a21 = 1, a22 = 2, a13 = a31 = −1, a33 = 6, 从而

B =


1 0 0

−1 1 0

1 1
2

1
2

 , A =


1 1 −1

1 2 0

−1 0 6

→ BABT = I3.

因此方程为椭圆型. 作可逆变换 
ξ

η

ζ

 = B


x

y

z

 =


x

y − x

x− y
2 + z

2 .


代入整理可得椭圆标准型为 uξξ + uηη + uζζ = 0.
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第七章 波与扩散

7.1 一维波动方程

本节考虑波动方程的 Cauchy 问题:utt = c2uxx, x ∈ R, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x).
(7.1.1)

其中 c > 0 为波速. 以下分别用三种方法推导 (7.1.1) 的解.

方法一. 波动算子分解 这是最经典、重要的求解方法.
首先定义波动算子: □ := ∂2t − c2∂2x = (∂t + c∂x)(∂t − c∂x). 设 v := (∂t − c∂x)u, 由 (7.1.1) 中方

程可得 (∂t + c∂x)v = 0, 转化为传输方程. 于是我们首先求传输方程的 Cauchy 问题Wt + bWx = α(x, t)

W |t=0 = β(x)
(7.1.2)

的解, 其中 b 为常数. 任意固定 x, t, 构造函数 z(s) =W (x+ bs, t+ s), 则

z′(s) =Wt(x+ bs, t+ s) + bWx(x+ bs, t+ s) = α(x+ bs, t+ s).

积分可得 ˆ 0

−t
z′(s)ds =

ˆ 0

−t
α(x+ bs, t+ s)ds =

ˆ t

0
α(x+ b(s− t), t)ds,

ˆ 0

−t
z′(s)ds = z(0)− z(−t) =W (x, t)− β(x− bt).

因此

W (x, t) = β(x− bt) +

ˆ t

0
α(x+ b(s− t), s)ds. (7.1.3)

由 (7.1.3)和 v的边界条件 v|t=0 = (∂t−c∂x)u|t=0 = ψ(x)−cφ′(x)可得 v(t, x) = ψ(x−ct)−cφ′(x−ct).
从而得到关于 u 的传输方程的 Cauchy 问题(∂t − c∂x)u = ψ(x− ct)− cφ′(x− ct)

u|t=0 = φ(x)

代入公式 (7.1.3) 可得 (7.1.1) 的解为

u(t, x) =
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds. (7.1.4)

(7.1.4) 称为 d’Alembert 公式.

99
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方法二. 换元法 令 ξ = x− ct, η = x+ ct, 则 x =
ξ + η

2
, t =

η − ξ

2c
, 因此

∂

∂ξ
=

∂

∂t

∂t

∂ξ
+

∂

∂x

∂x

∂ξ
= − 1

2c

(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)
∂

∂η
=

∂

∂t

∂t

∂η
+

∂

∂x

∂x

∂η
=

1

2c

(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
从而

∂2u

∂ξ∂η
= − 1

4c2

(
∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2

)
= − 1

4c2
□u = 0.

由此可得

u = f(ξ) + g(η) = f(x+ ct) + g(x− ct). (7.1.5)

(7.1.5) 称为 (7.1.1) 的行波解, 其中 f(x+ ct) 称为左行波, g(x− ct) 称为右行波. 由初始条件可得f(x) + g(x) = φ(x)

cf ′(x)− cg′(x) = ψ(x)
⇒ f(x)− g(x) =

1

c

ˆ x

0
ψ(s)ds+A,

A 为积分常数. 因此 
f(x) =

1

2

(
φ(x) +

1

c

ˆ x

0
ψ(s)ds+A

)
,

g(x) =
1

2

(
φ(x)− 1

c

ˆ x

0
ψ(s)ds−A

)
.

代入 (7.1.5) 可得

u(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct) =
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds.

方法三. Fourier 变换法 首先对 Fourier 变换进行相关回顾.

定义 7.1 (Fourier 积分). 设函数 f(x) 在 [−L,L] 上满足 Dirichlet 定理的条件, 令 λn = nω :=
nπ

L
,

∆λ = λn − λn−1 =
π

L
, 利用 Fourier 级数的复数形式并取 L→ +∞, 可得

f(x) = lim
L→+∞

∞∑
n=−∞

Fneinωx = lim
L→+∞

∞∑
n=−∞

1

2L

ˆ L

−L
f(ξ)e−inωξdξeinωx

= lim
L→+∞

∞∑
n=−∞

L

π
· 1

2L

ˆ L

−L
f(ξ)e−iλnξdξeiλnx ·∆λ

=
1

2π

ˆ +∞

−∞
eiλxdλ

ˆ +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ.

上述积分称为 f(x) 的 Fourier 积分.

定理 7.1 (Fourier 定理). 若函数 f(x) 在 R 的任何有限区间上分段连续且在 R 上绝对可积, 则对
∀x ∈ R 成立

1

2π

ˆ +∞

−∞
eiλxdλ

ˆ +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ = f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

若 f 在 x 处连续, 则有

f(x) =
1

2π

ˆ +∞

−∞
eiλxdλ

ˆ +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ.
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Fourier 定理提供了 Fourier 变换的反演公式, 其中 f 绝对可积的条件保证了广义积分的收敛性.

定义 7.2 (Fourier 变换与逆变换). 在 Fourier 积分公式中令 F (λ) =

ˆ +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ, 称 F (λ) 为

f(x)的 Fourier变换或像函数,一般记作 f̂(λ)或 F [f ](λ). 由 Fourier定理得 f(x) =
1

2π

ˆ +∞

−∞
F (λ)eiλxdλ,

称 f(x) 为 F (λ) 的 Fourier 逆变换或像原函数, 记为 F̌ (x) 或 F−1[F ](x).

性质 7.1. Fourier 变换有一些基本性质, 罗列如下: (设 f 和 g 在 R 上有 Fourier 变换)

1. 线性: F [c1f + c2g] = c1F [f ] + c2F [g], c1, c2 为任意常数.

2. 频移: F [f(x)e−iλ0x](λ) = F [f ](λ+ λ0), λ0 为任意常数.

3. 微分: 若 lim
|x|→∞

f (m)(x) = 0, f (m)(x) 有 Fourier 变换, 0 ⩽ m ⩽ k, 则 F [f (k)] = (iλ)kF [f ].

4. 幂乘: 若 xf(x) 有 Fourier 变换, 则 F [xf(x)] = idF [f ](λ)dλ .

5. 卷积: 若 f, g 在 R 上绝对可积, 则 F [f ∗ g] = F [f ]F [g], ∗ 表示函数的卷积.

6. Parseval 等式: 若 f 在 R 上可积且平方可积, 则
ˆ +∞

−∞
|f(x)|2dx =

1

2π

ˆ +∞

−∞
|F (λ)|2dλ.

下面考虑如何利用 Fourier 变换求解 Cauchy 问题 (7.1.1). 对空间变量 x 作 Fourier 变换, 令
û = û(λ, t) = F [u(x, t)], φ̂(λ) = F [φ(x)](λ), ψ̂(λ) = F [ψ(x)](λ), 则

d2û

dt2 − c2(iλ)2û = 0, λ ∈ R, t > 0,

û(λ, 0) = φ̂(λ),
dû
dt (λ, 0) = ψ̂(λ).

这是二阶常系数常微分方程, 它的通解为 û(λ, t) = A(λ)eicλt +B(λ)e−icλt. 由边界条件可得

A(λ) =
1

2

(
φ̂(λ) +

ψ̂(λ)

icλ

)
, B(λ) =

1

2

(
φ̂(λ)− ψ̂(λ)

icλ

)
.

代入通解, 由 Euler 公式可得

û(λ, t) =
1

2

(
φ̂(λ) +

ψ̂(λ)

icλ

)
eicλt +

1

2

(
φ̂(λ)− ψ̂(λ)

icλ

)
e−icλt = φ̂(λ) cos cλt+ ψ̂(λ)

cλ
sin cλt.

利用反演公式可得 (7.1.1) 的解为

u(x, t) = F−1[û(λ, t)] = F−1

[
φ̂(λ) cos cλt+ ψ̂(λ)

cλ
sin cλt

]

=
1

2π

ˆ +∞

−∞
φ̂(λ) cos cλteiλxdλ+

1

2cπ

ˆ +∞

−∞

ψ̂(λ)

λ
sin cλteiλxdλ
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=
1

4π

ˆ +∞

−∞
φ̂(λ)(eicλt + e−icλt)eiλxdλ+

1

4cπi

ˆ +∞

−∞

ψ̂(λ)

λ
(eicλt − e−icλt)eiλxdλ

=
1

4π

ˆ +∞

−∞
φ̂(λ)(eiλ(x+ct) + eiλ(x−ct))dλ+

1

4cπ

ˆ +∞

−∞

ψ̂(λ)

iλ (eiλ(x+ct) − eiλ(x−ct))dλ

=
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

4cπ

ˆ +∞

−∞
ψ̂(λ)dλ

ˆ x+ct

x−ct
eiλξdξ

=
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

4cπ

ˆ x+ct

x−ct
dξ
ˆ +∞

−∞
ψ̂(λ)eiλξdλ

=
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(ξ)dξ.

推论 7.1. 设 φ(x) ∈ C2(R), ψ(x) ∈ C1(R) 且均有界, 则 ∀T > 0, Cauchy 问题 (7.1.1) 的解在
R× [0, T ] 上稳定.

证明. 设 ui 为对应初值 φi, ψi 的解, i = 1, 2. 令 w = u1 − u2, 设 δ > 0, |φ1(x) − φ2(x)| < δ,
|ψ1(x)− ψ2(x)| < δ, ∀x ∈ R, t ∈ [0, T ]. 则

|w| ⩽ 1

2
(|φ1(x+ ct)− φ2(x+ ct)|+ |φ1(x− ct)− φ2(x− ct)|) + 1

2c

ˆ x+ct

x−ct
|ψ1(s)− ψ2(s)|ds

⩽ δ +
1

2c
· 2ctδ ⩽ (1 + T )δ.

因此 ∀ε > 0, 取 0 < δ <
ε

1 + T
, 此时有 |w| < ε, 从而 (7.1.1) 的解稳定.

点的依赖区间 由 d’Alembert 公式

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds

可得 u(x0, t0) 完全由 φ,ψ 在区间 I = [x0 − ct0, x0 + ct0] 上的值唯一确定, 称 I0 为 (x0, t0) 的依赖区
间.

t

O xx0 − ct0 x0 + ct0

P (x0, t0)

依赖区间 I0

图 7.1: 点 (x0, t0) 的依赖区间 I0

区间的决定区域 x 轴上的区间 [a, b] 及过点 a, b 的两条特征线 (x = a + ct, x = b − ct) 围成的三角
形区域 K 称为区间 [a, b] 的决定区域, u 在 K 上的取值完全决定于 [a, b] 上的初值.
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t

O xa b

P (x, t)

x = a+ ct x = b− ct

K

图 7.2: 区间 [a, b] 的决定区域 K

区间的影响区域 x 轴上的区间 [a, b] 及过点 a, b 的两条特征线 (x = a − ct, x = b + ct) 围成的无界

梯形区域 G 称为区间 [a, b] 的影响区域. 因为 u 在 G 上的取值总被 [a, b] 上的值影响.

t

O xa b

x = a+ ct x = b− ct

G

图 7.3: 区间 [a, b] 的影响区域 G

利用 d’Alembert 公式, 可以发现 Oxt 平面上的两条特征线 x ± ct = const 在研究一维波动方程
中有重要作用, 因此行波法又被称为特征线法.
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7.2 一维热方程

本节考虑一维热方程
∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, k > 0. (7.2.1)

的性质与求解. 设区域 QT = (0, l)× (0, T ] ⊂ R2, l, T > 0, 并定义 ΓT = QT \QT , 即底线和两侧线.

QT

ΓT

ΓT

ΓT

QT

O

(0, l)

(T, 0)

x

t

图 7.4: 区域 QT 和边界 ΓT

定理 7.2 (最大值原理, 极值原理). 设 u(t, x) 是方程 (7.2.1) 的解, 则 u 在 QT 上的最值必在边界上

取得, i.e.,
max
QT

|u| = max
ΓT

|u|.

证明. 只证明最大值情形. 由 QT ⊃ ΓT 可得 max
QT

u ⩾ max
ΓT

u. 假设 LHS > RHS. 由 u 的连续性可

得, ∃ε > 0, 函数 v(t, x) := u(t, x) + εx2 满足 max
QT

v > max
ΓT

v. 设 (t0, x0) ∈ QT 是 v 的最大值点,

则由假设可得 (x0, t0) /∈ ΓT , 即 x0 ∈ (0, l), t0 ∈ (0, T ]. 由 (t0, x0) 处 u 的 Hessian 矩阵负定可得
∂2v

∂x2

∣∣∣∣
(t0,x0)

⩽ 0. 在区间 (0, T ] 上, (t0, x0) 取得最大值的情况如下:

1. (t0, x0) 是 v(t, x) 的驻点, 则 ∂v

∂t

∣∣∣∣
(t0,x0)

= 0;

2. v(t, x) 在 t = T 处取得最大值, 则存在充分小的正实数 δ, w(t) := v(t, x0) 在区间 [T − δ, T ] 上

递增, 从而 ∂v

∂t

∣∣∣∣
(t0,x0)

= w′(T ) ⩾ 0.

综上, 可得 ∂v

∂t

∣∣∣∣
(t0,x0)

⩾ 0. 但是

∂v

∂t

∣∣∣∣
(t0,x0)

=
∂u

∂t

∣∣∣∣
(t0,x0)

= k
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
(t0,x0)

= k
∂2v

∂x2

∣∣∣∣
(t0,x0)

− 2kε ⩽ −2kε < 0,

矛盾! 从而 max
QT

u = max
ΓT

u.
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下面我们给出最大值原理的一个应用, 并介绍新的方法: 能量法.

定理 7.3. 一维热方程的初边值问题
ut = kuxx + f(t, x), 0 < x < l, t > 0

u|t=0 = φ(x)

u|x=0 = g(t), u|x=l = h(t)

(7.2.2)

至多只有一个解.

证明. 方法一: 最值原理. 若 (7.2.2) 有两个解 u1, u2, 则 w := u1 − u2 满足wt = kwxx

w|t=0 = 0, w|x=0,l = 0

由最值原理可得 max
QT

|w| = max
ΓT

|w| = 0, 从而 w(t, x) ≡ 0, ∀(t, x) ∈ QT , 即 u1 ≡ u2.

方法二: 能量法. 该种方法适用于证明大部分边值问题的解的唯一性. 考虑能量函数 E(t) :=
1
2

´ l
0 w

2(t, x)dx, 其中函数 w 的定义同方法一. 则

dE
dt =

1

2

ˆ l

0

∂

∂t
(w2)dx =

ˆ l

0
w · wtdx = k

ˆ l

0
w · wxxdx

= k

(
wwx

∣∣∣∣l
0

−
ˆ l

0
w2
xdx

)
= −k

ˆ l

0
w2
xdx ⩽ 0.

从而 0 ⩽ E(t) ⩽ E(0) = 0, 故 E(t) ≡ 0, 因此 w(t) ≡ 0 ⇒ u1 ≡ u2.

推论 7.2. 边值问题 (7.2.2) 在 L∞ 模和 L2 模1下稳定, 进而是适定的.

证明. 不失一般性, 设 f ≡ g ≡ h ≡ 0, 设 u1, u2 为对应 φ1, φ2 的解. 则 w := u1 − u2 满足最值原理,
从而

max
0⩽x⩽l

|w| ⩽ max
ΓT

|w| = max
0⩽x⩽l

|φ1(x)− φ2(x)| = ‖φ1 − φ2‖L∞
[0,l]
.

从而 (7.2.2) 在 L∞-模下稳定.

由唯一性的证明可得
ˆ l

0
w2(t, x)dx 关于 t 递减, 因此

ˆ l

0
w2(t, x)dx ⩽

ˆ l

0
(φ1(x)− φ2(x))

2dx = ‖φ1 − φ2‖L2
[0,l]
.

1在连续函数空间 C([a, b]) 上, 可以定义 Lp(1 ⩽ p < ∞) 范数

∥f∥p =

(ˆ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p

.

以及 L∞ 范数

∥f∥∞ = max
a⩽x⩽b

|f(x)|.

(在一般的 L∞ 空间内, L∞ 范数定义为 |f | 的本质上确界, 这将在春季学期的实分析课程中讲授). 各位可以验证, 对任意
1 ⩽ p ⩽ ∞, (C([a, b]), ∥ · ∥p) 是赋范空间. 额外思考: 对什么样的 p, 上述空间成为 Banach 空间 (即赋范向量空间 & 范数
完备)? 对于 0 < p < 1, 上述空间还是赋范空间吗?
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以下考虑热方程的初值问题 ut = kuxx, x ∈ R, t > 0

u|t=0 = φ(x)
(7.2.3)

的解. 首先证明如下唯一性定理:

定理 7.4 (唯一性定理). 若 Cauchy 问题 (7.2.3) 存在有界解 u(t, x), 则 u 在 R 上唯一, 其中 R =

{(x, t) | |x− x0| ⩽ L, 0 ⩽ t ⩽ t0} ⊂ R2 为闭矩形.

注 在 Evans 书中, 唯一性定理的条件为 |u| ⩽ αeβ|x|2 , α, β > 0, 此处 u 满足更强的有界条件.

证明. 我们只需证明 φ(x) ≡ 0, ∀x ∈ R 时, Cauchy 问题 (7.2.3) 在 R 上有唯一解 u ≡ 0. 任意取定
(t0, x0) ∈ R, 设 M := sup

R
|u|, 构造函数

v(t, x) =
2Mk

L2

(
t+

|x− x0|2

2k

)
,

若不等式 |u| ⩽ v 成立, 则

|u(t0, x0)| ⩽ v(t0, x0) =
2Mk

L2
t0

L→+∞−−−−−→ u(x0, t0) = 0.

下证明 |u| ⩽ v, 即 −v ⩽ u ⩽ v, 仅证 u ⩽ v. 令 w := u− v, 则

wt = ut − vt = ut −
2Mk

L2
, wxx = uxx − vxx = uxx −

2M

L2
.

从而 wt = kwxx on R. 另一方面,

w|t=0 = u|t=0 − v|t=0 ⩽ 0, w||x−x0|=L = u||x−x0|=L − v||x−x0|=L ⩽M −M = 0,

由最值原理可得 max
R

w = max
∂R

w ⩽ 0 ⇒ w = u− v ⩽ 0.

以下我们求解 Cauchy 问题 (7.2.3), 首先介绍 Dirac 函数的定义.

1. 物理定义: 满足性质 (1). δ(x) = 0(x 6= 0), δ(0) = +∞; (2).
ˆ
R
δ(x)dx = 1 的函数 δ, 例如单位

点电荷在空间中的电荷密度分布满足 Dirac 函数.

2. 数学定义: ∀v(x) ∈ C(R)(称为检验函数), 若函数 δ 使得线性泛函 〈δ, v〉 :=

ˆ
R
δ(x)v(x)dx =

v(0), 则称 δ 为 δ 函数或广义函数. 事实上, δ(x) = H ′(x), 其中 H(x) =

{
1, x ⩾ 0

0, x < 0

性质 7.2 (广义函数的伸缩性). 若 δ 为广义函数, 则 ∀µ ∈ R\{0}, µδ(µx) = δ(x).

定义 7.3 (基本解). 满足初值问题 St = kSxx

lim
t→0

S(x, y, t) = δ(x− y)

的函数 S(x, y, t) 称为 Cauchy 问题 (7.2.3) 的基本解, 其中 δ 为广义函数.
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初值问题 (7.2.3) 的基本解求解 首先给出热核的定义.

定义 7.4 (热核). 满足初值问题 Kt = kKxx

lim
t→0

K(x, t) = δ(x)
(7.2.4)

的函数 K(x, t) 称为 Cauchy 问题 (7.2.3) 的热核或 Gauss 核.

可以证明, Cauchy 问题 (7.2.3) 的热核 K(x, t) 存在且唯一 (可以参考 A.Friedman, PDEs of
parabolic type 的相关章节). 首先证明关于热核的一个引理:

引理 7.1 (相似性, 对称性). Cauchy 问题 (7.2.3) 的热核满足相似性和对称性, 即

1. 相似性: ∀λ > 0, λK(λx, λ2t) = K(x, t).

2. 对称性: 存在函数 G, 满足 K(x, t) = G(|x|, t).

即有

λK(λx, λ2t) = K(x, t) = G(|x|, t). (7.2.5)

证明. 对称性证明: 由于广义函数和方程具有旋转不变性, 对称性立得.
相似性证明: 由热核的唯一性, 只需证明 K̃(x, t) := λK(λx, λ2t) 也是 (7.2.3) 的热核, 从而 K̃(x, t) =

K(x, t). 计算可得 K̃t(x, t) = λ3Kt(λx, λ
2t)

K̃xx(x, t) = λ3Kxx(λx, λ
2t)

⇒ K̃t(x, t) = kK̃xx(x, t).

lim
t→0

K̃(x, t) = lim
t→0

λK(λx, λ2t) = λδ(λx) = δ(x).

从而 K̃ 是 (7.2.3) 的热核.

下面我们将 PDE 的 Cauchy 问题转化为 ODE 的 Cauchy 问题以求解热核. 由 (7.2.5) 可得

0 =
∂K

∂λ
(x, t)

∣∣∣∣
λ=1,t=1

=
∂

∂λ
(λK(λx, λ2t))

∣∣∣∣
λ=1,t=1

= (K(λx, λ2t) + xλ2Kx(λx, λ
2t) + 2λ2tKt(λx, λ

2t))|λ=1,t=1

= K(x, 1) + xKx(x, 1) + 2Kt(x, 1)

= K(x, 1) + xKx(x, 1) + 2kKxx(x, 1).

设 w(x) := K(x, 1), 则转化为关于 w(x) 的 ODE. 即

2kw′′ + xw′ + w = 0.

上述 ODE 可化为全微分形式 (2kw′ + xw)′ = 0, 积分求解可得

w(x) = C1e−
x2

4k + C2e−
x2

4k

ˆ x

0
e

s2

4k ds.
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由物理的守恒定律可得
ˆ
R
K(x, t)dx =

ˆ
R
K(x, 0)dx =

ˆ
R
δ(x)dx = 1.

取 t = 1, 可得

1 =

ˆ
R

(
C1e−

x2

4k + C2e−
x2

4k

ˆ x

0
e

s2

4k ds
)

dx

= C1

ˆ
R

e−
x2

4k dx+ C2

ˆ
R

(
e−

x2

4k

ˆ x

0
e

s2

4k ds
)

dx

=: C1I + C2J.

其中

I =

ˆ
R

e−
x2

4k dx =
√
4k

ˆ
R

e−(x/
√
4k)2d(x/

√
4k) =

√
4kπ.

且反常积分 J 发散, 因此 C1 =
1√
4kπ

, C2 = 0. 从而 w(x) =
1√
4kπ

e−x2

4k , 由热核的相似性可得

K(x, t) =
1√
t
K

(
x√
t
, 1

)
=

1√
t
w

(
x√
t

)
=

√
1

4kπt
e−

x2

4kt .

从而基本解为 S(x, y, t) = K(x− y, t) =

√
1

4kπt
e−

(x−y)2

4kt . 最后, 我们利用基本解求 (7.2.3) 的解.

定理 7.5. 设函数 φ 有紧支集, 则 u(x, t) = (S ∗φ)(x, t) =
√

1

4kπt

ˆ
R

e−
(x−y)2

4kt φ(y)dy 是 (7.2.3) 的解,

其中 ∗ 为卷积.

证明. 由广义函数性质可得任意广义函数无穷阶可微. 从而由卷积性质得

ut − uxx = (∂t − ∂2x)

ˆ
R
S(x, y, t)φ(y)dy =

ˆ
R
(St − Sxx)(x, y, t)φ(y)dy = 0.

另一方面, 由 φ 有紧支集可得

lim
t→0

u(x, t) =

ˆ
R

lim
t→0

(St − Sxx)φ(y)dy

=

ˆ
R
δ(x− y)φ(y)dy =

ˆ
R
δ(s)φ(x− s)ds

= φ(x− 0) = φ(x).

从而 u(x, t) 是 (7.2.3) 的解.

例 7.1 (热方程解的三维图像). 一维热方程的初边值问题
ut = uxx, 0 < x < 1, 0 < t ⩽ 0.2

u|t=0 = sin(πx), 0 ⩽ x ⩽ 1

u|x=0 = u|x=1 = 0, 0 ⩽ t ⩽ 0.2

的精确解为 u(x, t) = e−π2t sin(πx), 在 Matlab 中绘制三维图像 (Crank-Nicolson 隐式格式) 可得:
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本节的最后, 给出波动方程与扩散方程的解的对比:

1. 波速有限, 扩散速度无限;

2. t > 0 时的奇异性: 波动方程的解沿特征线方向, 扩散方程的解瞬间消失;

3. t > 0 时两方程的解都是适定的;

4. t < 0 时, 波动方程的解适定 (波可以逆向传播, 向前追溯), 扩散方程的解不适定 (扩散是不可逆
过程);

5. t→ +∞ 时, 波动方程的解不衰减, 热扩散方程的解衰减 (|u| → 0, t→ +∞).

7.3 扩散的光滑性

本章的最后, 给出对扩散光滑性的证明. 可以参考陈祖墀老师的 PDE.

定理 7.6 (光滑性原理). 设 φ(x) 在 R 上有界, 那么 Cauchy 问题ut = kuxx, x ∈ R, t > 0

u|t=0 = φ(x).
(7.3.1)

的解 u(t, x) ∈ C∞(R× (0,+∞)).

证明. 令 ‖φ‖L∞(R) := ess sup
R

|φ(x)|(本质上确界). 设方程 (7.3.1) 的热核为 K(x − y, t), 利用基本解

可得

u(x, t) =
1√
4kπt

ˆ
R

e−
(x−y)2

4kt φ(y)dy = (S ∗ φ)(x, t).

由于
∂S

∂x
(x, y, t) =

∂K(x− y, t)

∂x
= −x− y

2kt
K(x− y, t) = O

(
|x− y|
t
3
2

e−
|x−y|2

4kt

)
.



110 第七章 波与扩散

任意固定 x ∈ R, t > 0, 上式作为 y 的函数在无穷远处速降为零. 从而
ˆ
R
S(x, y, t)φ(y)dy 关于 x ∈ R

内闭一致收敛. 因此
∂u(x, t)

∂x
=

ˆ
R

∂S(x, y, t)

∂x
φ(y)dy.

在 R× (0,+∞) 上存在, 并且∣∣∣∣∂u(x, t)∂x

∣∣∣∣ ⩽ ˆ
R

∣∣∣∣∂S(x, y, t)∂x

∣∣∣∣ · |φ(y)|dy
⩽M‖φ‖L∞(R)

ˆ
R

|x− y|
t
3
2

e−
|x−y|2

4kt dy

z= x−y√
4kt

======M‖φ‖L∞(R)
4kM√
t

ˆ
R
|z|e−|z|2dz

=
4kM√
t
‖φ‖L∞(R), ∀x ∈ R.

从而 ux 有界, 类似可以处理 u 对 x 的任意阶导数有界的估计, 从而 u ∈ C∞(R× (0,+∞)).



第八章 反射与源

8.1 反射 (半直线问题)

本节首先考虑以下波动方程的初边值问题
utt = c2uxx, x > 0, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ⩾ 0

u|x=0 = 0(固定端点)

(8.1.1)

满足相容条件: φ(0) = ψ(0) = 0. 对于半直线问题, 常用的方法是对函数进行延拓, 化为直线上的初边
值问题, 求解后利用约束条件整理得解.

对于半直线问题 (8.1.1), 对 u, φ, ψ 同时作关于 x 的奇延拓:

U(x, t) =

u(x, t), x ⩾ 0

− u(−x, t), x < 0
Φ(x) =

φ(x), x ⩾ 0

− φ(−x), x < 0
Ψ(x) =

ψ(x), x ⩾ 0

− ψ(−x), x < 0

则延拓得到的全直线上的函数满足初值问题Utt = c2Uxx, x ∈ R, t > 0

U |t=0 = Φ(x), Ut|t=0 = Ψ(x)
(8.1.2)

对 U 应用 d’Alembert 公式可得

U(x, t) =
1

2
(Φ(x+ ct) + Φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
Ψ(s)ds.

因此 (8.1.1) 的解为

u(x, t) = U(x, t)|x⩾0 =


1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds, 0 ⩽ t ⩽ x

c

1

2
(φ(x+ ct)− φ(ct− x)) +

1

2c

ˆ x+ct

ct−x
ψ(s)ds, t > x

c

若 (8.1.1) 中的边界替换为 Neumann 边界, 即
utt = c2uxx, x > 0, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ⩾ 0

ux|x=0 = 0

111
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满足相容条件 φ′(0) = ψ′(0) = 0, 此时的延拓方法应更改为偶延拓, 其余做法与 Dirichlet 边界的处理
方法相同. 类似地, 可以求解热方程的半直线问题

ut = kuxx, x > 0, t > 0

u|t=0 = φ(x)

u|x=0 = 0(或ux|x=0 = 0)

(8.1.3)

满足相容条件 φ(0) = 0(或 φ′(0) = 0), 则在 Dirichlet 边界和 Neumann 条件下的方程的解分别为

u(x, t) =
1√
4kπt

ˆ
R

(
e−

(x−y)2

4kt − e−
(x+y)2

4kt

)
φ(y)dy (Dirichlet),

u(x, t) =
1√
4kπt

ˆ
R

(
e−

(x−y)2

4kt + e−
(x+y)2

4kt

)
φ(y)dy (Neumann).

8.2 源 (非齐次问题)

首先考虑一般的带源波动直线问题:utt = c2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x).
(8.2.1)

一般求解思路是化有源问题为无源问题, 利用叠加原理和齐次化原理求解. 设 u(x, t) = v(x, t) +

w(x, t) 是 (8.2.1) 的解, 其中 v(x, t) 满足自由振动问题vtt = c2vxx, x ∈ R, t > 0

v|t=0 = φ(x), vt|t=0 = ψ(x)
(8.2.2)

w(x, t) 满足纯受迫振动问题: wtt = c2wxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

v|t=0 = 0, vt|t=0 = 0
(8.2.3)

其中自由振动的解可由 d’Alembert 公式得到, 为

v(x, t) =
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds.

纯受迫振动的解可由齐次化原理求解. 以下展开叠加原理和齐次化原理的细节.

叠加原理. 从物理和数学两个角度理解叠加原理:

1. 物理角度: 研究物理问题时, 常将几种不同原因综合产生的效果用这些单独产生的效果来代替.

2. 数学角度. 叠加原理对应于线性方程或线性定解条件: Lu = f . 其中 L 为线性 (微分) 算符.

叠加原理可分为以下几种形式:
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1. 有限叠加: 若 Lui = fi(i = 1, · · · , n), 且 u =
n∑

i=1

ciui, 则

Lui =
n∑

i=1

cifi.

2. 级数叠加: 若 Lui = fi(i = 1, 2, · · · ), 且 u =
∞∑
i=1

ciui 一致收敛, 则

Lu =

∞∑
i=1

cifi.

3. 积分叠加: 若 Lu = f(M,M0), 且 U =

ˆ
u(M,M0)dM0 一致收敛, 则

LU =

ˆ
f(M,M0)dM0.

齐次化原理. 对于纯受迫振动问题 (8.2.3), 分析外力 f(x, t) 的作用情况:

1. 设 τ 时刻的瞬时力为 f(x, τ), 则

f(x, t) =
∑

f(x, τ), 0 < τ < t.

再设瞬时力引起的振动为 γ(x, t; τ), 则

w(x, t) = lim
∆τ→0

∑
0⩽τ⩽t

γ(x, t; τ).

2. f(x, τ) 在 [τ, τ +∆τ ] 时间内引起的振动满足γtt = c2γxx, τ < t < τ +∆τ

γ|t=τ = 0, γt|t=τ = f(x, τ)∆τ.

令 γ(x, t; τ) = z(x, t; τ)∆τ , 则上述问题转化为ztt = c2zxx, x ∈ R, t > τ

z|t=τ = 0, zt|t=τ = f(x, τ)

3. 由 1, 2 讨论可得 w(x, t) =

ˆ t

0
z(x, t; τ)dτ , 作变量变换 t 7→ t − τ =: t′, 运用 d’Alembert 公式

可得

w(x, t) =
1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(s, τ)dsdτ.

综上所述, 带源波动问题 (8.2.1) 的解为

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

=
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds+ 1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(s, τ)dsdτ.
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定理 8.1 (一般的齐次化原理 (Duhamel 原理, 冲量原理)). 设 L 为 t 和 x ∈ Rn 的线性偏微分算子且

关于 t 的导数不超过 m− 1 阶, 则非齐次方程的初值问题
∂mw

∂tm
= Lw + f(x, t), x ∈ Rn, t > 0

w|t=0 = wt|t=0 = · · · = ∂m−1w

∂tm−1

∣∣∣∣
t=0

= 0

的解为

w(x, t) =

ˆ t

0
z(x, t; τ)dτ,

其中 z(x, t; τ) 满足齐次方程的初值问题
∂mz

∂tm
= Lz, x ∈ Rn, t > τ > 0

z|t=τ = zt|t=τ = · · · = ∂m−2z

∂tm−2

∣∣∣∣
t=τ

= 0,
∂m−1z

∂tm−1

∣∣∣∣
t=τ

= f(x, τ).

例 8.1. 考虑一根无限长的均匀弦, 受力密度为 bxt 的外力作用做振幅极其微小的横振动. 若弦的初
位移为 0, 初速度为 l − x, 求该弦的运动规律.

解. 该弦满足有源波动方程问题: utt = c2uxx + bxt, x ∈ R, t > 0

u|t=0 = 0, ut|t=0 = l − x

此时 f(x, t) = bxt, φ(x) = 0, ψ(x) = l − x. 由 d’Alembert 公式可得对应自由振动问题的解为

v(x, t) =
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds = 1

2c

ˆ x+ct

x−ct
(l − s)ds = t(l − x).

由齐次化原理可得对应纯受迫振动问题的解为

w(x, t) =
1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(s, τ)dsdτ =

b

6
xt3.

因此波动问题的解为

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) = t(l − x) +
b

6
tx3.

带源一维波动方程的半直线问题. 结合上节讨论的延拓方法, 考虑如下带源半直线问题:
utt = c2uxx + f(x, t), x > 0, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ⩾ 0

u|x=0 = 0, t ⩾ 0

(8.2.4)

首先作延拓,将半直线问题转化为直线问题. 针对 Dirichlet边界,将函数 u(x, t), f(x, t), φ(x), ψ(x)分

别奇延拓为 U(x, t), F (x, t),Φ(x),Ψ(x), 得到延拓后的直线问题:Utt = c2Uxx + F (x, t), x ∈ R, t > 0

U |t=0 = Φ(x), Ut|t=0 = Ψ(x).
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由叠加原理和齐次化原理求得

U(x, t) =
1

2
(Φ(x+ ct) + Φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
Ψ(s)ds+ 1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
F (s, τ)dsdτ.

由 u(x, t) = U(x, t)|x⩾0 可得半直线问题 (8.2.4) 的解为

u(x, t) =



1

2
(ϕ(x+ ct) + ϕ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds+ 1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(s, τ)dsdτ, 0 ⩽ t ⩽ x

c

1

2
(φ(x+ ct)− φ(ct− x)) +

1

2c

ˆ x+ct

ct−x
ψ(s)ds+

1

2c

(ˆ t−x
c

0

ˆ x+c(t−τ)

c(t−τ)−x
f(s, τ)dsdτ +

ˆ t

t−x
c

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(s, τ)dsdτ

)
, t >

x

c

如果 (8.2.4) 的边界条件非齐次, 即 u|x=0 = g(t) 6≡ 0, 则构造函数 v(x, t) := u(x, t)− g(t) 满足
vtt = c2vxx + f̃(x, t), x > 0, t > 0

v|t=0 = φ̃(x), vt|t=0 = ψ̃(x), x ⩾ 0

v|x=0 = 0, t ⩾ 0

其中

f̃(x, t) = f(x, t)− g′′(t), φ̃(x) = φ(x)− g(0), ψ̃(x) = ψ(x)− g′(0).

则此时化为关于 v(x, t) 的带源一维波动方程的齐次边界半直线问题. 类似解出 v(x, t), 由 u(x, t) =

v(x, t) + g(t) 可得

u(x, t) =



1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds+ 1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(s, τ)dsdτ, 0 ⩽ t ⩽ x

c

1

2
(φ(x+ ct)− φ(ct− x)) +

1

2c

ˆ x+ct

ct−x
ψ(s)ds+ g

(
t− x

c

)
+

1

2c

(ˆ t−x
c

0

ˆ x+c(t−τ)

c(t−τ)−x
f(s, τ)dsdτ +

ˆ t

t−x
c

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(s, τ)dsdτ

)
, t >

x

c

上述解中 t >
x

c
情况下的括号部分可以简写作

¨
D
f , 其中区域 D 为下图中的梯形区域:

x

t

D

O

t− x/c

x− ct

(x, t)

ct− x x+ ct
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带源热方程的直线问题. 类似可以讨论带源的热方程问题, 这里只求解直线问题, 半直线问题可利用
延拓方法类似讨论. ut = kuxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

u|t=0 = φ(x)
(8.2.5)

利用叠加原理可得 u(x, t) = v(x, t) + w(x, t), 其中 v(x, t) 满足vt = kvxx, x ∈ R, t > 0

v|t=0 = φ(x)

这是一维齐次热方程, 它的解为

v(x, t) =
1√
4kπt

ˆ
R

e−
(x−y)2

4kt φ(y)dy.

w(x, t) 满足带源的齐次边界问题wt = kwxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

w|t=0 = 0

设函数 z(x, t; τ) 满足 zt = kzxx, x ∈ R, t > τ

z|t=τ = f(x, τ).

作变量平移, 化为齐次热方程可得 z(x, t) =
1√

4kπ(t− τ)

ˆ
R

e−
(x−y)2

4k(t−τ) f(y, τ)dydτ , 因此由齐次化原理

可得

w(x, t) =

ˆ t

0
z(x, t; τ)dτ =

ˆ t

0

1√
4kπ(t− τ)

ˆ
R

e−
(x−y)2

4k(t−τ) f(y, τ)dydτ.

因此带源热方程 (8.2.5) 的解为

u(x, t) =
1√
4kπt

ˆ
R

e−
(x−y)2

4kt φ(y)dy +
ˆ t

0

1√
4kπ(t− τ)

ˆ
R

e−
(x−y)2

4k(t−τ) f(y, τ)dydτ.
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9.1 分离变量法: Dirichlet 边值问题

本节考虑满足 Dirichlet 边界条件的 PDE 问题 (两端固定), 分离变量法也称为 Fourier 方法.

波动方程的边值问题求解 考虑一维齐次波动方程的初边值问题
ut = c2uxx, 0 < x < l, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)

u|x=0 = u|x=l = 0

(9.1.1)

满足相容条件:

φ(0) = ψ(0) = 0,

φ(l) = ψ(l) = 0.

考虑驻波解 (分离解)X(x)T (t) 6≡ 0 且 X(0) = X(l) = 0, 代入 (9.1.1) 的方程可得

X(x)T ′′(t) = c2X ′′(x)T (t) ⇒ T ′′(t)

c2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
=: −λ, (9.1.2)

其中 λ 为常数. 由此我们得到了关于 x 的 Sturm-Liouville 特征值问题X
′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l

X(0) = X(l) = 0
(9.1.3)

利用 Sturm-Liouville 定理, (9.1.3) 的特征值和特征函数为

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = sin

(nπ
l
x
)
, n ∈ N+.

将特征值 λn 代入 (9.1.2) 可得 T ′′
n (t) +

(cnπ
l

)2
Tn(t) = 0, 该方程的通解为 Tn(t) = Cn cos cnπ

l
t +

Dn sin cnπ
l
t, Cn, Dn 是与 n 相关的常数. 令 (9.1.1) 的形式解为驻波解的叠加, 即

u(x, t) =
∞∑
n=1

Xn(x)Tn(t) =
∞∑
n=1

(
Cn cos cnπ

l
t+Dn sin cnπ

l
t
)

sin nπ
l
x.

利用初始条件可得 
u(x, 0) = φ(x) =

∞∑
n=1

Cn sin nπ
l
x,

ut(x, 0) = ψ(x) =
∞∑
n=1

cnπ

l
Dn sin nπ

l
x.

117
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以
{
1, cos π

l
x, sin π

l
x, · · · , cos nπ

l
x, sin nπ

l
x, · · ·

}
为正交基进行广义 Fourier 展开可得

Cn =
〈φ,Xn〉
‖Xn‖2

=
2

l

ˆ l

0
φ(s) sin nπ

l
sds,

Dn =
l

cnπ

〈ψ,Xn〉
‖Xn‖2

=
2

cnπ

ˆ l

0
ψ(s) sin nπ

l
sds.

从而我们求得 (9.1.1) 的形式解为

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
2

l

(ˆ l

0
φ(s) sin nπ

l
sds
)

cos cnπ
l
t+

2

cnπ

(ˆ l

0
ψ(s) sin nπ

l
sds
)

sin cnπ
l
t

)
sin nπ

l
x.

热方程的边值问题求解 类似波动方程, 我们可以利用分离变量法对热方程的初边值问题进行求解:
ut = kuxx, 0 < x < l, t > 0

u|t=0 = φ(x)

u|x=0 = u|x=l = 0

(9.1.4)

满足相容条件: φ(0) = φ(l) = 0. 求解步骤与波动方程基本一致,部分细节省略. 将分离解X(x)T (t) 6≡
0, X(0) = X(l) = 0 代入 (9.1.4) 可得

T ′(t)

kT (t)
=
X ′′(X)

X(x)
=: −λ,

从而得到关于 x 的 Sturm-Liouville 特征值问题, 与 (9.1.3) 相同. 从而得到特征值和特征函数

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = sin nπ

l
x, n ∈ N+.

代入分离方程得到 T ′
n(t) + kλnTn(t) = 0, 求解得 Tn(t) = Cne−k(nπ/l)2t. 从而形式解

u(x, t) =
∞∑
n=1

Xn(x)Tn(t) =
∞∑
n=1

Cne−k(nπ/l)2t sin nπ
l
x.

由初始条件, 结合 Fourier 展开可得

u(x, 0) = φ(x) =
∞∑
n=1

Cn sin nπ
l
x⇒ Cn =

2

l

ˆ l

0
φ(s) sin nπ

l
sds.

从而 (9.1.4) 的形式解为

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
2

l

ˆ l

0
φ(s) sin nπ

l
sds
)

e−k(nπ/l)2t sin nπ
l
x.

Laplace 方程的边值问题求解 最后我们考虑最经典的二维 Laplace 方程的初边值问题:∆2u := uxx + uyy = 0, x2 + y2 < a2

u|x2+y2=a2 = F (x, y).
(9.1.5)
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为了将边界条件化为分离型, 作极坐标变换: x = r cos θ, y = r sin θ, θ ∈ R. 则有

∆2 = ∂2x + ∂2y =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
.

从而 Laplace 方程化为 
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0, r < a

u|r=a = F (a cos θ, a sin θ) =: f(θ).

(9.1.6)

考虑分离解 R(r)Θ(θ) 6≡ 0, Θ(θ + 2π) = Θ(0), ∀θ ∈ R. 代入 (9.1.6) 的方程中可得

1

r

∂

∂r
(rR′(r)Θ(θ)) +

1

r2
R(r)Θ′′(θ) =

1

r
Θ(θ)(rR′′(r) +R′(r)) +

1

r2
Θ′′(θ)R(r) = 0.

从而得到分离方程

−r
2R′′(r) + rR′(r)

R(r)
=

Θ′′(θ)

Θ(θ)
=: −λ. (9.1.7)

其中 λ 为常数, 由此可得关于 θ 的 Sturm-Liouville 特征值问题:Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0,

Θ(θ) = Θ(θ + 2π).
(9.1.8)

这是满足周期边界的 S-L 特征值问题, 从而求解得特征值和特征函数为

λn = n2, Θn(θ) = cosnθ或 sinnθ, n ∈ N.

将特征值代入方程 (9.1.7) 中可得

−r
2R′′

n(r) + rR′
n(r)

Rn(r)
= −n2 ⇒ r2R′′

n(r) + rR′
n(r)− n2Rn(r) = 0,

这是 ODE 中的 Euler 方程. 作变换 t = ln r, 则方程化为 d2Rn

dt2 − n2Rn = 0, 因此方程通解为

Rn(r) = Cnen ln r +Dne−n ln r = Cnr
n +Dnr

−n, n ⩾ 1,

R0(r) = C0 +D0 ln r, n = 0.

其中 Cn, Dn(n ⩾ 0) 为与 n 有关的常数. 由物理上的有界条件, |Rn(0)| < +∞, ∀n ∈ N. 而 r−n 和

ln r 在 r → 0 时发散, 从而我们取常数 Cn = 1, Dn = 0, 此时有 Rn(r) = rn, ∀n ∈ N. (9.1.6) 的形式
解为

u(r, θ) =
∞∑
n=0

Rn(r)Θn(θ) =:
A0

2
+

∞∑
n=1

(r
a

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ).

由边界条件可得

u(a, θ) = f(θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnθ +Bn sinnθ).
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对 f(θ) 进行 Fourier 展开并与 RHS 比较系数可得
An =

1

π

ˆ 2π

0
f(φ) cosnφdφ, n ⩾ 0

Bn =
1

π

ˆ 2π

0
f(φ) sinnφdφ, n ⩾ 1.

代入形式解的表达式并整理可得

u(r, θ) =
1

2π

ˆ 2π

0
f(φ)

(
1 + 2

∞∑
n=1

(r
a

)n
cosn(φ− θ)

)
dφ.

对上述表达式进行进一步化简. 设 z :=
r

a
ei(φ−θ), 则 Re(zn) =

(r
a

)n
cosn(φ− θ). 从而

1 + 2

∞∑
n=1

(r
a

)n
cosn(φ− θ) = 1 + 2Re

( ∞∑
n=1

zn

)
= 1 + 2Re

(
z

1− z

)
=

a2 − r2

a2 + r2 − 2ar cos(φ− θ)
.

从而 (9.1.6) 的解为

u(x, t) =
a2 − r2

2π

ˆ 2π

0

f(φ)

a2 + r2 − 2ar cos(φ− θ)
dφ.

这便是调和函数的 Poisson 公式.

9.2 Neumann 边界条件和 Robin 边界条件

上节中讨论了 Dirichlet 边界下三类典型 PDE 的求解, 本节考虑 Neumann 边界和 Robin 边界
下利用分离变量法的求解方案. 三类边界求解的不同之处在于对应的 S-L 特征值问题的解发生变化,
因此我们重点考察 S-L 特征值问题在不同边界下的特征值和特征函数.

Neumann 边界条件 此时 Neumann 特征值问题为X
′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l

X ′(0) = X ′(l) = 0

运用 Sturm-Liouville 定理知特征值 λ > 0. 代入特征值问题可求得

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = cos nπ

l
x, n ⩾ 0.

λn 为特征值, Xn(x) 为对应的特征函数.

混合型边界条件 此时混合型特征值问题为X
′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l

X(0) = 0, X ′(l) + alX(l) = 0, al > 0

此时 Sturm-Liouville 定理依然成立, 从而特征值 λ > 0. 令 λ := ω2 > 0, ω > 0, 代入方程可得通解为

X(x) = A cosωx+B sinωx.
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代入边界条件可得

X(0) = 0 = A, Bω cosωl + alB sinωl = 0.

由特征函数非零可得 B 6= 0, 从而可得 −ω = al tanωl. 令 µ = ωl, 则 −µ = all tanµ. 作出图像可得

5 10 15 20 25 30

-60

-40

-20

20

40

图 9.1: 图解法研究 −µ = all tanµ.

从而 −µ = all tanµ 有无穷多个正实数解 µn, n ⩾ 1 且 µn → +∞, n→ +∞. 因此特征值 λn 和

特征函数 Xn 为

λn = ω2
n =

µ2n
l2
, Xn(x) = sin µn

l
x, n ⩾ 1.

例 9.1. 求解混合边界下的一维热方程问题:
ut = kuxx, 0 < x < l, t > 0

u|t=0 = φ(x)

ux=0 = 0, (ux + alu)|x=l = 0

解. 类似 9.1 节的推导可得混合边界下热方程问题的驻波解 X(x)T (t) 满足

T ′(t)

kT (t)
=
X ′′(x)

X(x)
:= −λ, X(0) = X ′(l) + alX(l) = 0.

从而 X(t) 是混合边界 S-L 特征值问题的特征函数, 由上述讨论可得

λn =
µ2n
l2
, Xn(x) = sin µn

l
x, n ⩾ 1.

代入分离型方程求解可得

Tn(t) = Cne−k
µ2n
l2

t.

在正交特征函数系 {Xn(x)}∞1 下对 φ(x) 进行广义 Fourier 展开可求得

Cn =
〈φ,Xn〉
‖Xn‖2

=

´ l
0 φ(s) sin µn

l sds´ l
0 sin2 µn

l sds
.

因此混合边界下热方程的解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

´ l
0 φ(s) sin µn

l sds´ l
0 sin2 µn

l sds
e−k

µ2n
l2

t sin µn
l
x.
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Robin 边界条件 此时 Robin 型特征值问题为X
′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l

X ′(0)− a0X(0) = X ′(l) + alX(l) = 0

Robin 边界条件总共可分为 13 种情况进行讨论, 这里只考虑其中的几种情况, 其余情况可类似讨论.

1. a0, al > 0, 由 Sturm-Liouville 定理可得 λ > 0, 此后求解与前文边界类似, 这里不再赘述.

2. a0 < 0, al > 0. 首先考察正特征值 λ = ω2 > 0 的通解 X(x) = A cosωx+B sinωx. 代入边界条
件, 消去 B 可得

A
(
(a0 + al) cosωl + (−ω +

a0al
ω

) sinωl
)
= 0.

从而 tanωl = (a0 + al)ω

ω2 − a0al
. 利用图解法可分析得出

(a) a0 + al > −a0all, 则特征值 λn > 0, n ⩾ 1.

(b) a0 + al = −a0all, 则特征值 λ0 = 0, λn > 0, n ⩾ 1.

(c) a0 + al < −a0all, 则特征值 λ0 < 0, λn > 0, n ⩾ 1.

9.3 一般的边值问题

本节将利用 Fourier 展开法 (特征函数展开法), 特解法, 齐次化原理 (Duhamel 原理, 冲量原理)
求解一系列 PDE 边值问题.

有界弦的受迫振动问题. 考虑波动方程的边值问题
utt = c2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)

u|x=0 = g1(t), u|x=l = g2(t)

(9.3.1)

求解类似上述的非齐次边值问题的一般思路如下:

1. 引入辅助函数 h, 将边界条件齐次化. 若边界条件为 Dirichlet 或 Robin, 则进行线性拟合, 取
h(x, t) = A(t)x+B(t); 若边界条件为 Neumann, 则进行二次拟合, 取 h(x, t) = A(t)x2 +B(t)x.

2. 利用叠加原理求解齐次边界下的 PDE 问题 v(x, t) := u(x, t)− h(x, t).

(9.3.1) 中的边界为 Dirichlet 边界, 取辅助函数

h(x, t) =
g2(t)− g1(t)

l
x+ g1(t),

则 v(x, t) := u(x, t)− h(x, t) 满足
vtt = c2vxx + f̃(x, t), 0 < x < l, t > 0

v|t=0 = φ̃(x), vt|t=0 = ψ̃(x)

v|x=0 = v|x=l = 0

(9.3.2)
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其中 f̃(x, t) = f(x, t)− htt(x, t), φ̃(x, t) = φ(x, t)− h(x, 0), ψ̃(x) = ψ(x)− ht(x, 0). 由叠加原理可得,
边值问题 (9.3.2) 的解 v(x, t) = w(x, t) + p(x, t), 其中 w 满足纯受迫振动问题

wtt = c2wxx + f̃(x, t), 0 < x < l, t > 0

w|t=0 = wt|t=0 = 0

w|x=0 = w|x=l = 0

(9.3.3)

p 满足自由振动问题 
ptt = c2pxx, 0 < x < l, t > 0

p|t=0 = φ̃(x), pt|t=0 = ψ̃(x)

p|x=0 = 0, p|x=l = 0

(9.3.4)

由 9.1 节结论可得自由振动问题的解为

p(x, t) =

∞∑
n=1

(
Cn cos cnπ

l
t+Dn sin cnπ

l
t
)

sin nπ
l
x.

其中

Cn =
2

l

ˆ l

0
φ̃(s) sin nπs

l
ds, Dn =

2

cnπ

ˆ l

0
ψ̃(s) sin nπs

l
ds.

下求纯受迫振动问题的解 w(x, t). 考虑以下三种方法:

1. Fourier 展开法 (特征函数展开法): 通用方法.

2. 特解法: 特殊方法.

3. 齐次化原理 (Duhamel 原理, 冲量原理): 经典方法.

Fourier 展开法. 分为以下几个步骤:

1. 求出与 (9.3.3) 相应的齐次方程在齐次边界下的特征值和特征函数, 由 Sturm-Liouville 定理可
得

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = sin nπ

l
x, n ⩾ 1.

2. 将 w(x, t) 和 f̃(x, t) 按加权赋范空间 L2
ρ[0, l] 内的完备正交特征函数系 {Xn(x)}∞1 作广义

Fourier 展开:

w(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l
, f̃(x, t) =

∞∑
n=1

f̃n(t) sin nπx
l
.

其中

f̃n(t) =
〈f̃ , Xn〉
‖Xn‖2

=
2

l

ˆ l

0
f̃(s, t) sin nπs

l
ds.

将 w(x, t), f̃(x, t) 的展开式代入 (9.3.3) 中, 利用正交性质可得
T ′′
n (t) +

(cnπ
l

)2
Tn(t) = f̃n(t)

Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 0
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利用常数变易法求解得

Tn(t) =
l

cnπ

ˆ l

0
f̃n(τ) sin cnπ(t− τ)

l
dτ.

从而

w(x, t) =

∞∑
n=1

l

cnπ

(ˆ l

0
f̃n(τ) sin cnπ(t− τ)

l
dτ
)

sin nπx
l
.

因此可由 u(x, t) = h(x, t) + w(x, t) + p(x, t) 求出问题 (9.3.1) 的解.

注 Fourier 展开法也同时适用于齐次边值问题 (9.3.2). 此时
T ′′
n (t) +

(cnπ
l

)2
Tn(t) = f̃n(t)

Tn(0) = φ̃n(x), T
′
n(0) = ψ̃n(x).

由此可解得

Tn(t) = φ̃n(x) cos cnπt
l

+
l

cnπ
ψ̃n(x) sin cnπt

l
+

l

cnπ

ˆ t

0
f̃n(τ) sin cnπ(t− τ)

l
dτ.

因此由 v(x, t) =
∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l
和 u(x, t) = h(x, t) + v(x, t) 可求得边值问题的解. 事实上, 边界条

件的齐次化一般将导致方程的非齐次化, 从而 Fourier 展开法具有普适性.

特解法. 由叠加原理可得, 非齐次方程通解 = 齐次方程通解 + 非齐次方程通解. 因此可以先进行边
界齐次化再观察特解. 对于一般的非齐次项, 求特解较为困难, 但在某些特殊情况下可以找到, 例如当
(9.3.2) 中的 f̃(x, t) = F (x) 时, 取 y(x) 满足常微分方程c

2y′′(x) + F (x) = 0, 0 < x < l

y(0) = y(l) = 0

则 V (x, t) = v(x, t)− y(x) 满足
Vtt = c2Vxx, 0 < x < l, t > 0

V |t=0 = φ̃(x)− y(x), Vt|t=0 = ψ̃(x)

V |x=0 = V |x=l = 0

这是自由振动问题, 易于求解. 从而可得 (9.3.1) 的解为 u(x, t) = h(x, t) + y(x) + V (x, t).

齐次化原理法. 对于有界区间上满足齐次边界条件的混合问题, 齐次化原理依然适用, 可将非齐次方
程化为齐次方程. 例如可将纯受迫振动问题 (9.3.3) 转化为

ztt = c2zxx, 0 < x < l, t > τ

z|t=τ = 0, zt|t=τ = f̃(x, τ)

z|x=0 = 0, z|x=l = 0
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上式可将时间变量平移后求解, 从而

w(x, t) =

ˆ t

0
z(x, t; τ)dτ, u(x, t) = h(x, t) + w(x, t) + p(x, t).

三类方法的比较:

1. 三种方法均需要先进行边界齐次化, 本质是将 PDE 化为 ODE.

2. 特解法相对较为简单, 但只能处理特殊的非齐次项.

3. Fourier 展开法和齐次化原理计算较为繁琐, 但适用范围较广.

4. 对一般的线性非齐次定解问题, Fourier 展开法从数值计算角度看较为合适, 类似高维 PDE 中
的 Galerkin 方法.

例 9.2. 求解以下定解问题: 令常数 A,ω > 0,
wtt = c2wxx +A sinωt, 0 < x < l, t > 0

w|t=0 = 0, wt|t=0 = 0

wx|x=0 = 0, wx|x=l = 0

解. 利用三种方法求解:

1. Fourier 展开法: 定解问题对应的齐次方程特征值问题为X
′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = X ′(l) = 0

(Neumann 边界). 特征值和特征函数为

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = cos nπx

l
, n ⩾ 0.

令 w(x, t) =

∞∑
n=0

Tn(t) cos nπt
l

, 则

T
′′
0 (t) = A sinωt

T0(0) = T ′
0(0) = 0

⇒ T0(t) =
A

ω

(
t− sinωt

ω

)
.


T ′′
n (t) +

(cnπ
l

)2
Tn(t) = 0

Tn(0) = T ′
n(0) = 0

(n ⩾ 1) ⇒ Tn(t) ≡ 0.

因此定解问题的解为 w(x, t) =
A

ω

(
t− sinωt

ω

)
.
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2. 特解法. 设 y(t) 为满足常微分方程 y
′′(t) = A sinωt

y(0) = y′(0) = 0

的函数. 则积分求得

y(t) =
A

ω

(
t− sinωt

ω

)
.

另一方面, 由能量法可证得齐次问题
wtt = c2wxx, 0 < x < l, t > 0

wt=0 = 0, wt|t=0 = 0

wx|x=0 = 0, wx|x=l = 0

的解唯一, 从而上述问题只有零解. 因此定解问题的解为

w(x, t) = y(t) =
A

ω

(
t− sinω

ω

)
.

3. 齐次化原理: 考虑齐次问题 
ztt = c2zxx, 0 < x < l, t > τ

z|t=τ = 0, zt|t=τ = A sinωτ

zx|x=0 = 0, zx|x=l = 0

作变换 t′ = t− τ , 则此时对齐次方程的特征值问题有

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = cos nπx

l
, n ⩾ 0.

令

z(x, t; τ) = (C0 +D0(t− τ)) +
∞∑
n=1

(
Cn cos cnπ(t− τ)

l
+Dn sin cnπ(t− τ)

l

)
cos nπ

l
x.

代入初始条件可解得 Cn = 0, n ⩾ 0; D0 = A sinωτ,Dn = 0, n ⩾ 1. 因此 z(x, t; τ) = A(t −
τ) sinωτ , 从而由齐次化原理

w(x, t) =

ˆ t

0
z(x, t; τ)dτ =

A

ω

(
t− sinωt

ω

)
.

例 9.3. 求解定解问题: 令常数 A,ω > 0,
wtt = c2wxx +A sinωt cos πx

l
, 0 < x < l, t > 0

w|t=0 = 0, wt|t=0 = 0

wx|x=0 = 0, wx|x=l = 0
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解. 运用 Fourier 展开法. 定解问题对应的齐次方程的特征值问题满足

λn =
(nπ
l

)2
, Xn(x) = cos nπx

l
, n ⩾ 0.

令 w(x, t) =

∞∑
n=0

Tn(t) cos nπx
l

, 代入方程可得

T ′′
1 (t) +

(cπ
l

)2
T1(t) = A sinωt, T ′′

n (t) +
(cnπ

l

)2
Tn(t) = 0, n 6= 1.

结合初始条件 Tn(0) = T ′
n(0) = 0 可得

Tn(t) ≡ 0, n 6= 1,

T1(t) =
l

cπ

ˆ t

0
A sinωτ sin cπ(t− τ)

l
dτ

=
Al

2cπ

(ˆ t

0
cos
((
ω +

cπ

l

)
τ − cπ

l
t
)

dτ −
ˆ t

0
cos
((
ω − cπ

l

)
τ +

cπ

l
t
)

dτ
)

=
Al

cπ
·
ω sin cπt

l
− cπ

l
sinωt

ω2 −
(cπ
l

)2 .

从而可得定解问题的解

w(x, t) =
Al

cπ
· 1

ω2 −
(cπ
l

)2 (ω sin cπt
l

− cπ

l
sinωt

)
cos πx

l
.

观察解式可得, 当 ω =
cπ

l
时发生共振.

有限长杆的有源热传导问题. 类似有界弦的受迫振动问题, 我们可以用 Fourier 展开法研究有限长杆
的有源热传导问题: 

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u|t=0 = φ(x)

u|x=0 = u|x=l = 0

由叠加原理可得 u(x, t) = v(x, t) + w(x, t), 其中 v, w 满足
vt = a2vxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

v|t=0 = 0

v|x=0 = v|x=l = 0


wt = a2wxx, 0 < x < l, t > 0

w|t=0 = φ(x)

w|x=0 = w|x=l = 0

利用标准分离变量法可求得

w(x, t) =
∞∑
n=1

2

l

(ˆ l

0
φ(s) sin nπs

l
ds
)

e−(
anπ
l )

2
t sin nπx

l
.
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作广义 Fourier 展开可得

v(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l
, f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t) sin nπx
l
.

其中 fn(t) =
2

l

ˆ l

0
f(x, t) sin nπx

l
dx, 代入原方程可得

T ′
n(t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = fn(t), Tn(0) = 0.

利用常数变易法可求得

Tn(t) =

ˆ t

0
fn(τ)e−(

anπ
l )

2
(t−τ)dτ.

由 u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) 可得

u(x, t) =

∞∑
n=1

(ˆ t

0
fn(τ)e−(

anπ
l )

2
(t−τ)dτ + 2

l

ˆ l

0
φ(s) sin nπs

l
ds e−(

anπ
l )

2
t

)
sin nπx

l
.

二维 Poisson 方程的边值问题 对某些特殊区域如矩形, 圆盘, 扇形可用分离变量法求解. 以矩形区
域为例: 

uxx + uyy = F (x, y), 0 < x < a, 0 < y < b

u|x=a = f1(y), u|x=a = f2(y)

u|y=0 = g1(x), u|y=b = g2(x)

考虑在两种边界上分别取线性拟合函数

h1(x, y) =
f2(y)− f1(y)

a
x+ f1(y),

h2(x, y) =
g2(x)− g1(x)

b
y + g1(x).

从而函数

v(x, y) = u(x, y)− h1(x, y), w(x, y) = u(x, y)− h2(x, y)

必定满足齐次边界条件, 可以利用 Fourier 展开法求解. 对于圆域和扇形区域, 考虑利用 Laplace 算子
的极坐标形式

∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2

转化为关于 r 和 θ 的矩形区域, 结合具体的边界条件构造辅助函数求解.

例 9.4.

uxx + uyy = −2x, x2 + y2 < 1

u|x2+y2=1 = 0

解. 考虑 Fourier 展开法和特解法.
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1. Fourier 展开法. 因区域是圆域, 作极坐标变换

x = r cos θ, y = r sin θ, 0 < r < 1, θ ∈ R.

记 u = u(r, θ) = u(r cos θ, r sin θ), 由 Laplace 算子的极坐标形式可得
1

r
(rur)r +

1

r2
uθθ = −2r cos θ, 0 < r < 1

u|r=1 = 0

齐次方程 urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0 的特征值问题对应周期性边界, 因此有

λn = n2, Θn(θ) = cosnθ(n ⩾ 0)或 sinnθ(n ⩾ 1).

令形式解 u(r, θ) =

∞∑
n=0

(an(r) cosnθ + bn(r) sinnθ), 代入原方程, 比较系数可得



a′′1 +
1

r
a′1 −

1

r2
a1 = −2r

a′′n +
1

r
a′n − n2

r2
an = 0, n 6= 1

b′′n +
1

r
b′n − n2

r2
bn = 0, n ⩾ 0

其中后两个方程为齐次 Euler方程,通解为Anr
n+Bnr

−n,由边界条件 an(1) = 0, |an(0)| < +∞,
bn(1) = 0, |bn(0)| < +∞ 可得

an(r) = 0(n 6= 1), bn(r) = 0(n ⩾ 0).

另一方面, 非齐次 Euler 方程的通解为 a1(r) = C1r +
C2

r
− 1

4
r3, 由边界条件可得 C1 =

1

4
,

C2 = 0. 因此
u =

1

4
(1− r2)r cos θ = 1

4
(1− x2 − y2)x.

2. 特解法. 注意到极坐标形式下的方程
1

r
(rur)r +

1

r2
uθθ = −2r cos θ, 0 < r < 1

u|r=1 = 0

有一个特解 w = −1

4
r3 cos θ, 设 u = v(r, θ)− 1

4
r3 cos θ, 则

vrr +
1

r
vr +

1

r
vθθ = 0, 0 < r < 1

v|r=1 =
1

4
cos θ

对应直角坐标中的调和方程 ∆2v = 0, x2 + y2 < 1

v|x2+y2=1 =
1

4
x

由此解得 v(x, y) =
1

4
x, 因此

u(x, y) = v(x, y) + w =
1

4
x− 1

4
x(x2 + y2).
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第十章 调和函数与 Green 函数

10.1 Laplace 方程 (调和方程)

本节考虑以下 n 维 Laplace 方程 (或调和方程):

∆u = 0, x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn. (10.1.1)

其中 ∆ :=
n∑

j=1

∂2xj
=

n∑
i,j=1

δij∂xi∂xj , δij =

1, i = j

0, i 6= j

命题 10.1. ∆ 算子具有旋转不变性, 即如果 u(x) 调和, 则 u(x′) 也调和, 其中 x′ 由 x 进行正交变换

得到.

证明. 设 B 为任一 n 阶正交阵 (即 BBT = BTB = In), u(x) 为调和函数, 则在坐标变换 x′ = Bx =

(x′1, · · · , x′n) 下, 成立

∂xi∂xj =

(
n∑

k=1

bki∂x′
k

)(
n∑

l=1

blj∂x′
l

)
=

n∑
k,l=1

bkiblj∂x′
k
∂x′

l
.

因此

0 = ∆u(x) =
n∑

i,j=1

δij
∂2u

∂xi∂xj
=

n∑
k,l=1

 n∑
i,j=1

bkiδijblj

 ∂2u

∂x′k∂x
′
l

=

n∑
k,l=1

(
n∑

i=1

bkibli

)
∂2u

∂x′k∂x
′
l

=

n∑
k,l=1

(BTB)kl
∂2u

∂x′k∂x
′
l

=

n∑
k,l=1

δkl
∂2u

∂x′k∂x
′
l

= ∆u(x′).

从而 u(x′) 也调和.

Laplace 算子的极坐标形式.

1. 二维情况. 令 x = r cos θ, y = r sin θ, r ⩾ 0, θ ∈ [0, 2π]. 则坐标变换的 Jacobi 阵为(
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)
=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
.
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它的逆变换阵为 (
∂r
∂x

∂r
∂y

∂θ
∂x

∂θ
∂y

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ

r
cos θ
r

)
.

由求导的链式法则可得

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
= cos θ ∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
,

∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
= sin θ ∂

∂r
+

cos θ
r

∂

∂θ
.

从而 Laplace 算子可化为

∆2 = ∂2x + ∂2y =

(
cos θ ∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)2

+

(
sin θ ∂

∂r
+

cos θ
r

∂

∂θ

)2

=
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
.

2. 三维情况. 我们考虑两种求法:

降维法. 令 r =
√
x2 + y2 + z2 :=

√
s2 + z2, s =

√
x2 + y2 ⩾ 0. 再令 x = s cosφ, y =

s sinφ, z = r cos θ, s = r sin θ, 则
x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

r ⩾ 0, 0 ⩽ θ ⩽ π, 0 ⩽ φ ⩽ 2π.

其中 θ 称为天顶角, φ 称为旋转角. 由二维 Laplace 算子的极坐标形式可得

∂2x + ∂2y =
1

s

∂

∂s

(
s
∂

∂s

)
+

1

s2
∂2

∂φ2
= ∂2s +

1

s
∂s +

1

s2
∂2φ

= ∂2s +
1

s

(
∂r

∂s

∂

∂r
+
∂θ

∂s

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ
∂2φ

= ∂2s +
1

r sin θ

(
sin θ∂r +

cos θ
r

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ
∂2φ.

∂2z + ∂2s =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
= ∂2r +

1

r
∂r +

1

r2
∂2θ .

上述两式相加可得

∆3 = ∂2x + ∂2y + ∂2z

= ∂2r +
2

r
∂r +

1

r2
∂2θ +

cos θ
r2 sin θ∂θ +

1

r2 sin2 θ
∂2φ

=
1

r2
∂r(r

2∂r) +
1

r2 sin θ∂θ(sin θ∂θ) +
1

r2 sin2 θ
∂2φ.
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直接法. 直接法是微分方程 II 课程中的常用方法. 任取检验函数 v(x, y, z) ∈ C∞
0 (R3), 即 R3

中的具有紧支集的无穷阶可微函数, 则
ˆ
R3

v∆3udxdydz 分部积分========= −
ˆ
R3

∇v · ∇udxdydz

球坐标变换
========== −

ˆ
R3

(
∂v

∂r

∂u

∂r
+

1

r2
∂v

∂θ

∂u

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂v

∂φ

∂u

∂φ

)
r2 sin θdrdθdφ

分部积分
=========

ˆ
R3

v

r2 sin θ

(
∂

∂r

(
r2 sin θ∂u

∂r

)
+

∂

∂θ

(
sin θ∂u

∂θ

)
+

1

sin θ
∂2u

∂φ2

)
dxdydz.

由变分法基本原理可得

∆3u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
.

类似于扩散方程, 调和方程 (10.1.1) 满足以下最大值原理:

定理 10.1 (最大值原理). 设 D ⊂ Rn(n ⩾ 2) 有界, 若 u ∈ C2(D)∩C(D)(内部二阶连续可微, 边界上
连续) 调和, 即 ∆u = 0 in D, 则

max
D

u = max
∂D

u, min
D

u = min
∂D

u.

证明. 只证明最大值情形. 利用反证法, 假设 max
D

u > max
∂D

u, 构造辅助函数 v(x) = u(x) + ε|x|2(ε >

0). 由 u(x) 的连续性以及区域 D 的有界性可得当 ε 充分小时, 成立 max
D

v > max
∂D

v. 设 x0 为 v 在 D

内的最大值点,则该点处的 Hessian矩阵负定,从而 ∆v(x0) ⩽ 0. 另一方面, ∆v = ∆u+2nε = 2nε > 0

在 D 内恒成立, 矛盾! 因此 max
D

u = max
∂D

u.

定理 10.2 (边值问题解的至多唯一性). 设 f ∈ C(D), g ∈ C(∂D), 则 Dirichlet 边界下的边值问题∆u = f in D

u|∂D = g
(10.1.2)

至多有一个解 u ∈ C2(D) ∩ C(D).

证明. 我们利用最大值原理和能量法给出两个证明. 设 u1, u2 ∈ C2(D) ∩ C(D) 是边值问题 (10.1.2)
的解, 令 w := u1 − u2, 则 w 调和且 w|∂D = 0.

1. (最大值原理). 由最大值原理可得

0 = min
∂D

w = min
D

w ⩽ w ⩽ max
D

w = max
∂D

w = 0,

因此 w ≡ 0 ⇒ u1 ≡ u2 in D.

2. 定义能量 E =

ˆ
D
|∇w|2dx ⩾ 0, 一方面可得

ˆ
D
∇ · (w∇w)dx =

ˆ
D
(w∆w + |∇w|2)dx w调和

======

ˆ
D
|∇w|2dx = E.
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另一方面, 设 ν 为单位法向量, 由 Gauss 定理可得
ˆ
D
∇ · (w∇w)dx =

ˆ
∂D

w∇w · νdS =

ˆ
∂D

w
∂w

∂ν
dS = 0.

因此 E = 0 ⇒ ∇w ≡ 0, 因此 w 在 D 上恒为常数. 由 w|∂D = 0 及 w 的连续性可得

w ≡ 0 ⇒ u1 ≡ u2 in D.

10.2 二维、三维 Laplace 方程的分离变量法

矩形区域上的边值问题. 考虑一个实际例子: 散热片的横截面为一矩形 [0, a]× [0, b], 它的一边 y = b

保持较高温度 U , 其他三边保持零度. 求横截面上的稳态温度分布.

O x

y

a

b
u(x, b) = U

u(0, y) = 0 u(a, y) = 0

u(x, 0) = 0

图 10.1: 散热片的横截面及边界温度

设 (x, y) ∈ [0, a]× [0, b] 处的温度为 u(x, y), 则根据条件可得矩形区域上调和方程的边值问题:
uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, a)× (0, b)

u|x=0 = u|x=a = 0, y ∈ [0, b]

u|y=0 = 0, u|y=b = U, x ∈ [0, a]

(10.2.1)

考虑 (10.2.1) 的分离解 X(x)Y (y) 6≡ 0 且 X(0) = X(a) = 0, 代入方程可得

X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
=: −λ. (10.2.2)

其中 λ 为常数. 由此可得关于 X(x) 的 S-L 特征值问题X
′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < a

X(0) = X(a) = 0

特征值为 λn =
(nπ
a

)2
, 特征函数为 Xn(x) = sin

(nπ
a
x
)
, n ⩾ 1. 特征值代入 (10.2.2) 中可解得

Yn(y) = Cn cosh
(nπ
a
y
)
+Dn sinh

(nπ
a
y
)
.
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令 (10.2.1) 的形式解为

u(x, y) =

∞∑
n=1

Xn(x)Yn(y) =
∞∑
n=1

(
Cn cosh

(nπ
a
y
)
+Dn sinh

(nπ
a
y
))

sin
(nπ
a
x
)
.

将形式解代入边界条件 u|y=0 = 0, u|y=b = U 可得

∞∑
n=1

Cn sin
(nπ
a
x
)
= 0 ⇒ Cn = 0,

从而
∞∑
n=1

Dn sinh
(nπ
a
b
)

sin
(nπ
a
x
)
= U , 作 Fourier 变换可得

Dn =
1

sinh
(nπ
a
b
) 〈U,Xn〉

‖Xn‖2
=

1

sinh
(nπ
a
b
) U
ˆ a

0
sin
(nπ
a
x
)

dx
ˆ a

0
sin2

(nπ
a
x
)

dx
=

2U(1− (−1)n)

nπ sinh
(nπ
a
b
) .

因此边值问题 (10.2.1) 的形式解为

u(x, y) =
4U

π

∞∑
n=0

1

2n+ 1

sinh
(
2n+ 1

a
πy

)
sinh

(
2n+ 1

a
πb

) sin
(
2n+ 1

a
πx

)
.

图 10.2: 参数 a = 1, b = 0.5, U = 1 时, u(x, y) 的三维温度分布图像

圆域内 Laplace 方程的边值问题. 考虑一个半径为 a 的薄圆盘, 上下两面绝热, 圆周边缘的温度分
布为已知函数 F (x, y), 求稳恒状态时圆盘内的温度分布.uxx + uyy = 0, x2 + y2 < a2

u|x2+y2=a2 = F (x, y)

在 9.1 节中已经解决了圆域内的调和方程边值问题, 并有以下 Poisson 公式:

u(r, θ) =
a2 − r2

2π

ˆ 2π

0

f(φ)

a2 + r2 − 2ar cos(φ− θ)
dφ.
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其中

f(φ) = F (a cosφ, a sinφ).

O

a

x′(a, φ)

φ− θ
r

x(r, θ)

1. 由余弦公式可得

u(x) =
a2 − |x|2

2πa

ˆ
|x′|=a

u(x′)

|x− x′|2
dS(x′).

2. 此时成立平均值公式

u(0) =
1

2π

ˆ 2π

0
f(φ)dφ =

1

2πa

ˆ
|x′|=a

u(x′)dS(x′).

球域内 Laplace 方程的边值问题. 本节考虑以下边值问题:
∆3u =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0, x2 + y2 + z2 < a2

u|x2+y2+z2=a2 = F (x, y, z)

(10.2.3)

作球坐标变换


x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

, 其中 0 ⩽ r ⩽ a, 0 ⩽ θ ⩽ π, 0 ⩽ φ ⩽ 2π. 由 Laplace 算子的三维极

坐标形式可得: 

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
= 0

u|r=a = F (a sin θ cosφ, a sin θ sinφ, a cos θ) =: f(θ, φ)

u|r=0 =有限值

u(r, θ, φ) = u(r, θ, φ+ 2π)

u|θ=0,π =有限值

(10.2.4)

以下我们利用分离变量法求解边值问题 (10.2.4).
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第一步. 设满足方程、周期边界条件、球内约束条件的分离解为 R(r)Θ(θ)Φ(φ) 6≡ 0, 代入方程中可
得

(r2R′)′

R
+

(sin θΘ′)′

sin θΘ +
1

sin2 θ

Φ′′

Φ
= 0.

由上述分离方程和边界条件可得

R(r) :

(r2R′)′ − λR := (r2R′)′ − l(l + 1)R = 0

R(0) =有限值

Θ(θ) :

 sin θ(sin θΘ′)′ + (l(l + 1) sin2 θ −m2)Θ = 0

Θ|0,π =有限值

Φ(φ) :

Φ′′ + µΦ := Φ′′ +m2Φ = 0

Φ(φ) = Φ(φ+ 2π)

第二步. 分别求 R(r),Θ(θ),Φ(φ) 的通解表示式.

1. R(r) 满足 Euler 方程 (r2R′)′ − l(l + 1)R = 0, 通解形式为 R(r) = Alr
l + Blr

−l−1. 由 R(0) 有

限及 r−l−1 在 r = 0 处发散可得 Bl = 0, 从而 R(r) = Alr
l.

2. 考虑 Θ(θ) 的通解表示. 作变换 x = cos θ, 令 y(x) = Θ(θ) = Θ(arccosx), 则可得到伴随勒让德
方程: 

(1− x2)y′′ − 2xy′ +

(
l(l + 1)− m2

1− x2

)
y = 0

y|x=±1 =有限值

由此可解得 Θ(θ) = y(cos θ) = Pm
l (cos θ), l ⩾ 0, 0 ⩽ m ⩽ l. 具体推导可以参考季孝达“数学物

理方程”第二版 P104-P107.

3. Φ(φ) 满足周期边界条件的 S-L 特征值问题, 由 S-L 定理可解得

Φ(φ) = Cm cosmφ+Dm sinmφ, m ⩾ 0.

第三步. 由上述可得 (10.2.4) 的形式解为

u(r, θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=0

rl(Clm cosmφ+Dlm sinmφ)Pm
l (cos θ).

代入边界条件可求解得

Clm =
(2l + 1)(l −m)!

2πδmal(l +m)!

ˆ 2π

0

ˆ π

0
f(θ, φ)Pm

l (cos θ) cosmφ sin θdθdφ.

Dlm =
(2l + 1)(l −m)!

2πal(l +m)!

ˆ 2π

0

ˆ π

0
f(θ, φ)Pm

l (cos θ) sinmφ sin θdθdφ.

其中 δm =

2, m = 0

1, m 6= 0
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例 10.1. 半径为 a > 0 的球内部没有电荷分布, 球面上的电势为 sin2 θ cosφ sinφ, 求球形区域内部的
电势分布.

解. 考虑球坐标形式, 设球形区域内 (r, θ, φ) 处的电势为 u(r, θ, φ), 则有∆3u = 0, r < a

u|r=a = sin2 θ cosφ sinφ

这是球域内的 Laplace 方程的初值问题, 则

u(a, θ, φ) =

∞∑
l=0

l∑
m=0

al(Clm cosmφ+Dlm sinmφ)Pm
l (cos θ)

= sin2 θ cosφ =
1

6
· 3 sin2 θ sin 2φ

=
1

6
P 2
2 (cos θ) sin 2φ.

(上式成立由于 P 2
2 (x) = 3(1− x2)). 因此 D22 =

1

6a2
, 其它为 0. 因此

u(r, θ, φ) =
1

6a2
r2P 2

2 (cos θ) sin 2φ.

注 类似于球域的求解方法, 可以对特殊区域 (如半球内、球外、圆柱面) 上的 Laplace 方程的边值问
题利用分离变量法求解.

10.3 Green 第一公式与第二公式、平均值公式

Green 第一、第二公式. 设 D ⊂ Rn(n ⩾ 2) 有界, ν 为单位外法向. 在 Gauss 公式
ˆ
D
∇ · Fdx =

ˆ
∂D
F · dS

中分别取 F = v∇u,F = u∇v, 其中 u, v ∈ C2(D) ∩ C(D)(未必调和), 可得
ˆ
D
v∆udx =

ˆ
∂D

v
∂u

∂ν
dS −

ˆ
D
∇v · ∇udx. (10.3.1)

ˆ
D
u∆vdx =

ˆ
∂D

u
∂v

∂ν
dS −

ˆ
D
∇u · ∇vdx. (10.3.2)

公式 (10.3.1), (10.3.2) 统称为 Green 第一公式. 两式相减可得
ˆ
D
(v∆u− u∆v)dx =

ˆ
∂D

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
dS. (10.3.3)

(10.3.3) 称为 Green 第二公式.

定理 10.3 (平均值公式). 设 D ⊂ Rn 为有界开集, u ∈ C2(D), 则 u(x) 为调和函数的充要条件为: 对
任意 Br(x) ⊂ D, 有

u(x) =
1

nωnrn−1

ˆ
∂Br(x)

u(y)dS(y) (10.3.4)
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=
1

ωnrn

ˆ
Br(x)

u(y)dS(y) (10.3.5)

其中 Br(x) 为以 x 为中心, r 为半径的球, ωn 为 n 维单位球的体积, nωn 为单位球的表面积. (10.3.4)
称为球面平均公式, (10.3.5) 称为球体平均公式. 利用 Γ 函数可得

ωn =
π

n
2

Γ
(n
2
+ 1
) .

特别地, n = 2 时 ω2 = π, n = 3 时 ω3 =
4π

3
,

ωn =


πm

m!
, n = 2m

2m+1πm

(2m+ 1)!!
, n = 2m+ 1

证明. 必要性: 如果 u(x) 调和, 定义函数

φ(r, x) :=
1

nωnrn−1

ˆ
∂Br(x)

u(y)dS(y) y=x+rz
=======

1

nωn

ˆ
∂B1(0)

u(x+ rz)dS̃(z).

其中 dS(y) = rn−1dS̃(z), 则

∂φ(r, x)

∂r
=

1

nωn

ˆ
∂B1(0)

∇u(x+ rz) · zdS̃(z)

y=x+rz
=======

1

nωnrn−1

ˆ
∂Br(x)

∇u(y) · y − x

r
dS(y)

=
1

nωnrn−1

ˆ
∂Br(x)

∂u

∂ν
dS(y)

Green第一公式
=============

1

nωnrn−1

ˆ
Br(x)

∆u(y)dy = 0.

其中 ν =
y − x

r
为球面 ∂Br(x) 上的单位外法向. 因此

φ(r, x) = lim
r→0+

φ(r, x) =
1

nωn

ˆ
∂B1(0)

lim
r→0+

u(x+ rz)dS̃(z) = u(x).

球面平均公式证毕. 对于球体平均公式, 应用球面平均公式可得
1

ωnrn

ˆ
Br(x)

u(y)dy =
1

ωnrn

ˆ r

0

ˆ
∂Bτ (x)

u(y)dS(y)dτ

=
1

ωnrn

ˆ r

0
nωnτ

n−1u(x)dτ

= u(x).

充分性: 利用反证法. 假设 ∆u 6≡ 0, 设 x0 ∈ D 使得 ∆u(x0) > 0. 由 ∆u 连续可得 ∃Br(x0) ⊂ D(r 充
分小) 使得 ∆u(y) > 0, ∀y ∈ Br(x0). 由平均值公式的必要性证明过程可得

0 =
∂u(x)

∂r
=
∂φ(r, x)

∂r
=

1

nωnrn−1

ˆ
Br(x)

∆u(y)dy > 0,

矛盾. 因此 u 调和.
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注 下面列出两条相关的调和函数性质.

1. Harnack不等式: 若 n ⩾ 0且 u在 D ⊂ Rn 内调和,则 ∀V ⊂ D有界且连通, ∃C = C(n,D, V ) >

0, 使得

sup
V
u ⩽ C inf

V
u.

2. Liouville 定理: 全空间调和且有界的函数必定是常数.

定理 10.4 (强最大值原理). 设 D ⊂ Rn 为有界连通区域, u ∈ C2(D) ∩ C(D) 调和, 若 ∃x0 ∈ D 使得

u(x0) = max
D

u(x)(或 min
D

u(x)), 则 u 在 D 内为常数.

证明. 我们仅证明最大值情况. 令 M = u(x0) = max
D

u(x), 由平均值公式可得 ∀0 < r < dist(x0, ∂D),

成立

M = u(x0) =
1

ωnrn

ˆ
Br(x0)

u(y)dy ⩽M,

当且仅当 u(y) ≡M , ∀y ∈ Br(x0) 时等号成立. 由有限开覆盖定理, ∀x ∈ D, 存在有限个开球 Bri(xi),
0 ⩽ i ⩽ m 使得 xi ∈ Bri−1(xi−1)(1 ⩽ i ⩽ m) 且 xm = x. 由前述可得在每个小球内 u 均取常数 M .
由 x 的任意性可得 u ≡M in D.

定理 10.5 (Dirichlet 原理). 定义能量泛函 E[w] =

ˆ
D

(
1

2
|∇w|2 − wf

)
dx, w ∈ A := {w ∈ C2(D) |

w|∂D = h(x)}(容许集). 则 u ∈ C2(D) 为 Dirichlet 问题−∆u = f in D

u|∂D = h(x)

的解的充要条件为 E[u] = min
w∈A

E[w].

证明. 若 u ∈ C2(D) 满足 Dirichlet 问题, 则设 w = u+ v, 若 w ∈ A, 则 v 满足 v|∂D = 0.

E[w] =

ˆ
D

(
1

2
|∇w|2 − wf

)
=

ˆ
D

(
1

2
(∇u+∇v) · (∇u+∇v)− (u+ v)f

)
dx

=

ˆ
D

(
1

2
|∇u|2 − uf

)
dx+

ˆ
D
∇u · ∇vdx+

ˆ
D

(
1

2
|∇v|2 − vf

)
dx

= E[u] +

ˆ
∂D

v
∂u

∂ν
dS −

ˆ
D
v∆udx+

ˆ
D

(
1

2
|∇v|2 − vf

)
dx

= E[u] +
1

2

ˆ
D
|∇v|2dx ⩾ E[u].

因此 min
w∈A

E[w] = E[u], 等号成立的充要条件为 ∇v = 0, 即 v ≡ C 为常数. 结合连续性和 v|∂D = 0 可

得 v ≡ 0, 因此 w ≡ u.
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10.4 基本积分公式与 Green 函数

设有界区域 D ⊂ Rn(n ⩾ 2) 的边界 ∂D 分片光滑, 考虑 Poisson 方程的边值问题:
∆u = f(x)(
αu+ β

∂u

∂ν

) ∣∣∣∣
∂D

= φ(x)
(10.4.1)

其中 f(x) ∈ C(D), φ(x) ∈ C(∂D), 且 α2 + β2 6= 0.

1. β = 0 对应 Dirichlet 边值问题,

2. α = 0 对应 Neumann 边值问题,

3. α, β 6= 0 对应 Robin 边值问题.

若 f ≡ 0 且 D ⊂ R3 为长方体、球体或柱体, 则可以利用分离变量法; 若 f 6≡ 0 或 D ⊂ R3 为一般有

界区域, 此时分离变量法失效.

基本积分公式 全空间中 ∆U = δ(x), x ∈ Rn 的解, 称之为基本解, 可以用 Fourier 变换求出, 为

U(x) =


1

2π
ln |x|, n = 2

− |x|2−n

n(n− 2)ωn
, n ⩾ 3

其中 |x| =
√
x21 + · · ·+ x2n, ωn 为 n 维单位球体积.

命题 10.2. u(x) = U(x) ∗ f(x) 为 ∆u = f(x), x ∈ Rn 的广义解 (弱解).

证明. 由卷积的微分性质可得

∆u(x) = ∆(U(x) ∗ f(x)) =
ˆ
Rn

∆U(y)f(x− y)dy =

ˆ
Rn

δ(y)f(x− y)dy = f(x− 0) = f(x).

借助基本解, 我们可以得到以下基本积分公式:

定理 10.6 (基本积分公式). 设 D ⊂ Rn, u(x) ∈ C2(D), 定义

V = V (x− y) := U(x− y) =


1

2π
ln |x− y|, n = 2

− |x− y|2−n

n(n− 2)ωn
, n ⩾ 3

则成立

u(x) =

ˆ
D
V (y − x)∆u(y)dy +

ˆ
∂D

(
u(y)

∂V (y − x)

∂ν
− V (y − x)

∂u(y)

∂ν

)
dS(y). (10.4.2)

其中 ν 为 ∂D 上的单位外法向.
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证明. 函数 V (x− y) 仅在 x = y 处有奇性且由对称性, 满足

∆V = ∆xV = ∆yV = δ(x− y), x, y ∈ Rn.

令 Ba(x), Sa(x) 分别表示半径为 a, 球心为 x 的球和球面, 则对充分小的 ε > 0, 成立 Green 第二公
式:

∂D

D

Sε(x)

Bε(x)

ε

ˆ
∂D\Sε(x)

(
u(y)

∂V (y − x)

∂ν
− V (y − x)

∂u(y)

∂ν

)
dS(y) =

ˆ
D\Bε(x)

(u(y)∆V (y−x)−V (y−x)∆u(y))dy.

(10.4.3)

在 Sε(x) 上,
∣∣∣∣∂u(y)∂ν

∣∣∣∣ 有界, 而球面积 |Sε(x)| = nωnε
n−1. 从而

∣∣∣∣∣
ˆ
Sε(x)

V (y − x)
∂u(y)

∂ν
dS(y)

∣∣∣∣∣ ⩽ Cεn−1 max
Sε(0)

|V | =

Cε| ln ε|, n = 2

Cε, n ⩾ 3
→ 0, ε→ 0+.

其中 C 为与 ε 无关的常数. 另一方面, 对 V (y − x) 求梯度可得

∇V (y − x) = ∇y


1

2π
ln |y − x|, n = 2

− |y − x|2−n

n(n− 2)ωn
, n ⩾ 3

=


y − x

2π|y − x|2
, n = 2

y − x

nωn|y − x|n
, n ⩾ 3

=
y − x

nωn|y − x|n
.

因此在 Sε(x) 上成立

∂V (y − x)

∂ν
= ∇V (y − x) · ν =

y − x

nωn|y − x|n
· y − x

|y − x|
=

1

nωn|y − x|n−1
=

1

nωnεn−1
=

1

|Sε(x)|
.

由上式, 作变量替换可得
ˆ
Sε(x)

u(y)
∂V (y − x)

∂ν
dS(y) = 1

nωnεn−1

ˆ
S1(0)

u(x+ εz)εn−1dS̃(z) → u(x), ε→ 0+.

所以
ˆ
∂D\Sε(x)

(
u(y)

∂V (y − x)

∂ν
− V (y − x)

∂u(y)

∂ν

)
dS(y)
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=

(ˆ
∂D

−
ˆ
Sε

)(
u(y)

∂V (y − x)

∂ν
− V (y − x)

∂u(y)

∂ν

)
dS(y)

→
ˆ
∂D

(
u(y)

∂V (y − x)

∂ν
− V (y − x)

∂u(y)

∂ν

)
dS(y)− u(x), ε→ 0+.

由于 ∆V (y − x) = δ(y − x) = 0 in D\Bε(x), 结合上述和 (10.4.3), 令 ε→ 0+ 可得
ˆ
∂D

(
u(y)

∂V (y − x)

∂ν
− V (y − x)

∂u(y)

∂ν

)
dS(y)− u(x) = −

ˆ
D
V (y − x)∆u(y)dy.

整理即得基本积分公式

u(x) =

ˆ
D
V (y − x)∆u(y)dy +

ˆ
∂D

(
u(y)

∂V (y − x)

∂ν
− V (y − x)

∂u(y)

∂ν

)
dS(y).

Green 函数的引入 观察基本积分公式, 可以分三种情况讨论:
第 I 类边值问题 此时 α = 1, β = 0, 对应边值问题为∆u = f(x), x ∈ D

u|∂D = φ(x)
(10.4.4)

引入修正函数 H(y, x) 满足 ∆yH(y, x) = 0, x, y ∈ D; H|∂D = −V (y − x). 由 Green 第二公式可得
ˆ
D
(H(y, x)∆u(y)− u(y)∆yH(y, x))dy =

ˆ
∂D

(
H(y, x)

∂u(y)

∂ν
− u(y)

∂H(y, x)

∂ν

)
dS(y).

由 ∆H(y − x) = ∆y(y − x) = 0 及 ∆u(y) = f(y) 可得
ˆ
∂D

−V (y − x)
∂u(y)

∂ν
dS(y) =

ˆ
∂D

H(y, x)
∂u(y)

∂ν
dS(y)

=

ˆ
D
H(y, x)f(y)dy +

ˆ
∂D

u(y)
∂H(y, x)

∂ν
dS(y).

我们称满足 ∆yG(x, y) = δ(x− y), x, y ∈ D

G|∂D = 0

的解 G(x, y) = V (y− x) +H(y, x) 为 Poisson 方程第 I 类边值问题的 Green 函数. 由基本积分公式
和边值问题 (10.4.4) 可得

u(x) =

ˆ
D
V (y − x)∆u(y)dy +

ˆ
∂D

(
u(y)

∂V (y − x)

∂ν
− V (y − x)

∂u(y)

∂ν

)
dS(y)

=

ˆ
D
(V (y − x) +H(y, x))f(y)dy +

ˆ
∂D

φ(y)

(
∂V (y − x)

∂ν
+
∂H(y, x)

∂ν

)
dS(y)

=

ˆ
D
G(x, y)f(y)dy +

ˆ
∂D

φ(y)
∂G(x, y)

∂ν
dS(y).

因此边值问题 (10.4.4) 的解为

u(x) =

ˆ
D
G(x, y)f(y)dy +

ˆ
∂D

φ(y)
∂G(x, y)

∂ν
dS(y).
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上式称为 Poisson 公式. 从物理意义上看, Green 函数是边界接地条件下 y 点电荷 −ε 在 x 点产生

的电场, 具有倒易性.
第 II 类边值问题 此时 α = 0, β = 1, 对应边值问题为

∆u = f(x), x ∈ D

∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂D

= φ(x)
(10.4.5)

如果按照第 I 类边值问题定义 G(x, y) 满足 ∆yG(x, y) = δ(x− y), x, y ∈ D; ∂G
∂ν

∣∣∣∣
∂D

= 0, 从物理角度

来看, 此时内部放热而边界绝热, 温度分布不可能稳定. 因此该定解问题无解. 如果内部增加均匀分布
的冷源, 则可以抵消放热, 重新定义 Poisson 第 II 类边值问题的 Green 函数满足定解问题

∆yG(x, y) = δ(x− y)− 1

|D|
, x, y ∈ D

∂G

∂ν

∣∣∣∣
∂D

= 0

|D| 表示区域 D 的体积. 从而

0 =

ˆ
∂D

∂G

∂ν
dS =

ˆ
D
∆Gdy =

ˆ
D

(
δ(x− y)− 1

|D|

)
dy.

由 Green 第一公式可得边值问题 (10.4.5) 有解的必要条件为ˆ
∂D

φ(y)dS(y) =
ˆ
∂D

∂u(y)

∂ν
dS(y) =

ˆ
D
∆u(y)dy =

ˆ
D
f(y)dy.

边值问题的解为

u(x) =

ˆ
D
G(x, y)f(y)dy −

ˆ
∂D

φ(y)G(x, y)dS(y) + C.

第 III 类边值问题 此时 α 6= 0, β 6= 0, 对应边值问题为
∆u = f(x), x ∈ D(
αu+ β

∂u

∂ν

) ∣∣∣∣
∂D

= φ(x)
(10.4.6)

此时与第 I 类边值问题类似, 可以定义 Poisson 方程第 III 类边值问题的 Green 函数为
∆G(x, y) = δ(x− y), x, y ∈ D(
αG+ β

∂G

∂ν

) ∣∣∣∣
∂D

= 0

的解, 则在边界上

φ(x)G(x, y) =

(
αGu+ βG

∂u

∂ν

)
−
(
αuG+ βu

∂G

∂ν

)
= β

(
G
∂u

∂ν
− u

∂G

∂ν

)
.

因此 G
∂u

∂ν
− u

∂G

∂ν
=
φG

β
. 从而边值问题 (10.4.6) 的解为

u(x) =

ˆ
D
G(x, y)f(y)dy − 1

β

ˆ
∂D

φ(y)G(x, y)dS(y)

=

ˆ
D
G(x, y)f(y)dy + 1

α

ˆ
∂D

φ(y)
∂G(x, y)

∂ν
dS(y).
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Green 函数的对称性

定理 10.7. 任一边值条件下的 Green 函数 G(x, y) 满足 G(x, y) = G(y, x), x, y ∈ D.

证明. 任意固定 x, y ∈ D, x 6= y. 则函数 u(z) := G(z, y), v(z) := G(z, x) 在 D\(Bε(y) ∪ Bε(x)) 上

均无奇点, 其中 ε 为充分小正数. 且在 D\(Bε(y) ∪ Bε(x)) 上满足 ∆u = ∆G(z, y) = δ(z − y) = 0,
∆v = ∆G(z, x) = δ(z − x) = 0. 由 Green 第二公式可得

ˆ
D\(Bε(y)∪Bε(x))

(
u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dS(z) =

ˆ
D\(Bε(y)∪Bε(x))

(u∆v − v∆u)dz = 0.

对于三种边界条件, 均成立

∂D

D

Sε(x)

Bε(x)

ε Sε(y)

Bε(y)

ε

ˆ
∂D

(
u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dS(z) = 0.

由此可得 ˆ
Sε(y)

(
u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dS(z) +

ˆ
Sε(x)

(
u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dS(z) = 0.

令 ε → 0+, 类似第 I 类边值条件的讨论可得 0− v(y) + u(x)− 0 = 0 ⇒ u(x) = v(y), 因此 G(x, y) =

G(y, x).

10.5 特殊区域的 Green 函数求法

镜像法 镜像法的物理原理为：Green 函数 = 自由点电荷产生的电场 + 边界感应电荷产生的电场,
其中边界感应电荷产生的电场 = 虚设电荷产生的电场, 虚设电荷满足: (1) 在区域外; (2) 在边界上与
自由点电荷产生的电场相同. 数学原理为 G(x, y) = V (y − x) +H(y, x), x, y ∈ D, 其中

V = V (x− y) = V (y − x) =


1

2π
ln |x− y|, N = 2

− 1

4π|x− y|
, N = 3∆yH(y, x) = 0, x, y ∈ D

H|∂D = −V |∂D

H(x, y) 即为域外虚设电荷产生的电场.



146 第十章 调和函数与 GREEN 函数

例 10.2. 上半空间第 I 类边值问题的 Green 函数∆3G = δ(x− y), x3, y3 > 0

G|y3=0 = 0

O

−ε

+ε

(x1, x2, x3)

(y1, y2, y3)

(x1, x2,−x3)

解. 物理方法: 问题转化为: 在接地无限大导体板上方的 x = (x1, x2, x3) 处放置一个电量为 −ε 的点
电荷, 求导体板上方任一点 y = (y1, y2, y3) 的电势. 虚设电荷的电荷为 +ε, 位置 x∗ = (x1, x2,−x3)
与 x 关于导体板对称, 如图所示. 所以 y 点的电势为

G(x, y) = φ−ε + φ+ε = − 1

4π|y − x|
+

1

4π|y − x∗|

= − 1

4π

1√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2

+
1

4π

1√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 + x3)2

.

数学方法: 令 x∗ = (x1, x2,−x3) 为 x 关于平面 y3 = 0 的对称点, 则 H(y, x) := −V (y− x∗), x, y ∈ D

满足

∆H(y, x) = −∆V (y − x∗) = −δ(y − x∗) = 0,

H|y3=0 = −V (y − x∗3)|y3=0 =
1

4π|y − x∗|

∣∣∣∣
y3=0

=
1

4π|y − x|

∣∣∣∣
y3=0

= −V (y − x)|y3=0.

所以 H 是符合条件的修正函数, 因此 G(x, y) = V (y − x) +H(y, x) = V (y − x)− V (y − x∗). 因此
∂G

∂ν

∣∣∣∣
y3=0

= − ∂G

∂y3

∣∣∣∣
y3=0

=
x3

2π((y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + x23)
3
2

.

由 Poisson 公式可得第 I 类边值问题 ∆3u = 0, x3 > 0

u|x3=0 = φ(x1, x2)

的解为

u(x1, x2, x3) =
x3
2π

ˆ
R2

φ(y1, y2)

((y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + x23)
3
2

dy1dy2.

例 10.3. 三维球第 I 类边值问题的 Green 函数∆3G = δ(x− y), x, y ∈ BR(0)

G|r=R = 0, r := |y|

其中 BR(0), SR(0) 分别为半径为 R, 球心在原点的三维球和球面.
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y

r

O
ρ

x

x∗

−ε

+q

BR(0) SR(0)

解. 记 x = OM0, y = OM , 令 ρ = |x|, ρ1 = |OM1|, ρρ1 = R2 ⇒ R

ρ
=
ρ1
R

. 我们称 x∗ = M1 为 M0

关于球面 SR(0) 的对称点.

SR(0)

r = R

M

O

r1

M1

ρ M0

ρ1

1. 物理方法: 设虚设电荷为 +q, 电荷位置为 x 关于球面的对称点. 当 M 位于球面上时, 由几何关
系可得 4OM1M ∼ 4OM0M , 因此

R

ρ
=
ρ1
R

=
r1

|y − x|
⇒ R

4πρr1
=

1

4π|y − x|
.

电荷 +q 在 SR(0) 上的电势为
q

4πεr1

∣∣∣∣
r=R

=
1

4π|y − x|

∣∣∣∣
r=R

, 结合上式可得 q =
εR

ρ
, 因此

H(x, y) =
q

4πεr1
=

R

4πρr1
=

R

4π|x||y − x∗|
.

因此 Green 函数为
G(x, y) = − 1

4π|y − x|
+

R

4π|x||y − x∗|
.

2. 数学方法. 令 M1 =

(
R

ρ

)2

M0 为 M0 关于球面 SR(0) 的对称点, 其中 ρ = |OM0| = |x|. 令

H(y, x) = −R
ρ
V (y − x∗), x, y ∈ BR(0), x∗ /∈ BR(0), 则

∆H = −R
ρ
∆V (y − x∗) = −R

ρ
δ(y − x∗) = 0,
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另一方面, 当 y ∈ SR(0) 时,

r1 =

∣∣∣∣∣y −
(
R

ρ

)2

x

∣∣∣∣∣ =
√
R2 − 2

(
R

ρ

)2

y · x+
R4

ρ2
=
R

ρ

√
R2 − 2y · x+ ρ2 =

R

ρ
|y − x|.

因此有

H|SR(0) =
R

ρ

1

4πr1

∣∣∣∣
SR(0)

=
1

4π|y − x|
= −V (y − x).

所以 H 是符合条件的修正函数. 从而 Green 函数为

G(x, y) = V (x, y) +H(x, y) = − 1

4π|y − x|
+

R

4π|x||y − x|
.

从而
∂G

∂ν
=
∂G

∂r
= − 1

4π

(
∂

∂r

(
1

r0

)
− R

ρ

∂

∂r

(
1

r1

))
.

设 ∠MOM1 = ψ, 其中

r0 = |M −M0| =
√
r2 + ρ2 − 2rρ cosψ, r1 = |M −M1| =

√
r2 + ρ21 − 2rρ1 cosψ.

因此计算可得
∂

∂r

(
1

r0

) ∣∣∣∣
SR(0)

=
ρ2 − r2 − r20

2rr30

∣∣∣∣
SR(0)

=
ρ2 −R2 − r30

2Rr30
.

R

ρ

∂

∂r

(
1

r1

) ∣∣∣∣
SR(0)

=
R

ρ

ρ2 −R2 − r21
2Rr31

=
R2 − r20 − ρ2

2Rr30
.

上式由相似三角形的性质推得. 代入 ∂G

∂ν
可得

∂G

∂ν

∣∣∣∣
SR(0)

=
R2 − ρ2

4πRr30
.

由 Poisson 公式可得第 I 类边值问题 ∆3u = 0, x ∈ BR(0); u|r=R = Φ(x) 的解为

u(x) =

¨
SR(0)

Φ(y)
∂G

∂ν
dS(y)

=
R2 − ρ2

4πR

¨
SR(0)

Φ(y)

(R2 + ρ2 − 2Rρ cosψ) 3
2

dS(y)

=
R(R2 − |x|2)

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

Φ(θ, φ) sin θ
(R2 + |x|2 − 2R|x| cosψ) 3

2

dθdφ.

其中 cosψ =

−−→
OM ·

−−−→
OM0

|OM ||OM0|
= sin θ sin θ0 cos(φ− φ0) + cos θ cos θ0. 当 x = 0, ρ = 0 时, 由解式可得

u(0) =
1

4πR2

¨
SR(0)

u(y)dS(y).

这是调和函数的球面平均值公式.
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注 1 二维圆域第 I 类边值问题的 Green 函数为

G(x, y) =
1

2π
ln |y − x|+ 1

2π
ln R

|x||y − x∗|
,

其中 x∗ 是 x 关于圆周 SR(0) 的对称点.

注 2 三维球外第 I 类边值问题 ∆u1 = 0, |x| = r > R

u1|r=R = Φ(x)

Green 函数为
G1(x, y) = V (y − x)− R

ρ
V (y − x∗) = G(x, y),

边值问题的解为

u1(x) =
R(|x|2 −R2)

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

Φ(θ, φ) sin θ
(R2 + |x|2 − 2R|x| cosψ) 3

2

dθdφ = −u(x).

注 3 圆域内的一般第 I 类边值问题:∆2u = f(x1, x2), (x1, x2) ∈ BR(0) ⊂ R2

u|r=R = φ(x1, x2)

由注 1 可得 Green 函数 G(x, y), x = (x1, x2), y = (y1, y2) 为

G(x1, x2, y1, y2) =
1

2π
ln R

√
ρ2 + r2 − 2ρr cosψ√

ρ2r2 +R4 − 2ρrR2 cosψ
.

计算可得
∂G

∂ν

∣∣∣∣
SR(0)

=
∂G

∂r

∣∣∣∣
r=R

=
1

2πR

R2 − (x21 + x22)

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2

∣∣∣∣
(y1.y2)∈SR(0)

.

应用 Poisson 公式可得直角坐标下的解为

u(x1, x2) =
1

2π

¨
BR(0)

ln R
√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2√

x21 + x22
√

(y1 − x∗1)
2 + (y2 − x∗2)

2
f(y1, y2)dy1dy2

+
R2 − (x21 + x22)

2πR

ˆ
SR(0)

φ(y1, y2)

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2
dS(y1, y2).

极坐标下的解为

u(ρ, θ) =
1

4π

ˆ R

0
dr
ˆ 2π

0
ln ρ

2r2 +R4 − 2ρrR2 cos(θ − α)

R2(ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − α))
f(r, α)rdα

+
R2 − ρ2

2π

ˆ 2π

0

φ(α)

ρ2 +R2 − 2ρR cos(θ − α)
dα.

例 10.4. 求四分之一平面第 I 类边值问题的 Green 函数.∆yG = δ(x− y), y1 > 0, y2 > 0

G|y1=0 = G|y2=0 = 0.
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O y1

y2

M1

M3

M0

M

M2

+ε −ε

−ε +ε

解. 设 x = M0 点有电荷 −ε0, M0 关于 y2, y1 轴与原点的对称点分别为 M1,M2,M3, 三点处的虚设
电荷分别为 +ε,+ε,−ε. 则等效电场为

Hk : − 1

2π
ln r1,−

1

2π
ln r2,

1

2π
ln r3, rk = |M −Mk|, 0 ⩽ k ⩽ 3.

因此 H(y, x) = H1(y, x) +H2(y, x) +H3(y, x), Green 函数为

G(x, y) = V (x, y) +H(y, x) =
1

2π
ln r0 −

1

2π
ln r1 −

1

2π
ln r2 +

1

2π
ln r3 =

1

2π
ln r0r3
r1r2

.

例 10.5. 求上半圆域第 I 类边值问题的 Green 函数.∆yG = δ(x− y), x, y ∈ B+
R(0) ⊂ R2

G|S+
R (0) = 0

O

M

M1

r1

−ε
M0

M2

q2

q1

−q3
M3

r0

解. 在极坐标下, 令 x = M0 = (ρ, θ0), 取 x 关于圆周的对称点 M1

(
R2

ρ
, θ0

)
, 以及 M0,M1 关于水平

轴的对称点 M2 = (ρ,−θ0),M3

(
R2

ρ
,−θ0

)
, 则虚设电荷的电量分别为

q1 = ε
R

ρ
, q2 = ε, −q3 = −εR

ρ
.
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因此 Green 函数为

G(x, y) =
1

2π

((
ln r0 + ln R

ρr1

)
−
(

ln r2 + ln R

ρr3

))
=

1

2π
ln r0r3
r1r2

.

保形变换法 该方法仅适用于二维区域.

定理 10.8 (单连通域的 Green 函数). 设 D ⊂ R2 单连通, 若保形变换 (即解析的一一映射)w : D →
D1(单位圆盘) 满足

w(z0) = 0(z0 = ξ + iη ∈ D), |w(z)| = 1(z = x+ iy ∈ ∂D),

则 D 上第 I 类边值问题的 Green 函数为

G(x, y, ξ, η) = G(z, z0) =
1

2π
ln |w(z)|.

即满足 ∆G = δ(x− ξ, y − η), (x, y), (ξ, η) ∈ D

G|∂D = 0

证明. 由于 G|∂D =
1

2π
ln |w(z)|

∣∣∣∣
|w(z)|=1

= 0, ∆
(

1

2π
ln |z − z0|

)
= δ(x−ξ, y−η),只需证明 ln |w(z)

|z − z0

在 D 内调和, 从而 G =
1

2π
ln |z − z0|+

1

2π
ln |w(z)|

|z − z0|
是 Green 函数. 令

F (z) =


w(z)

z − z0
, z 6= z0

lim
z→z0

w(z)− w(z0)

z − z0
= w′(z0) 6= 0, z = z0

则有 F (z) 6= 0, 从而 lnF (z) 在 D 内单值解析. 由 Cauchy-Riemann 方程立得 Re(lnF (z)) =

ln |w(z)|
|z − z0|

在 D 内调和.

例 10.6. 1. 若 w(z) =
z − z0
z − z0

: R2
+ → D1, 则 G(z, z0) =

1

2π
ln
∣∣∣∣z − z0
z − z0

∣∣∣∣.
2. 若 w(z) =

R(z − z0)

R2 − zz0
: DR → D1, 则 G(z, z0) =

1

2π
ln
∣∣∣∣R(z − z0)

R2 − zz0

∣∣∣∣.
3. 若 w(z) =

ez − ez0
ez − ez0 : {0 < Im(z) < π} → D1, 则 G(z, z0) =

1

2π
ln
∣∣∣∣ez − ez0
ez − ez0

∣∣∣∣.
4. ζ = g(z) =

z3 − z2
z3 − z1

· z − z1
z − z2

, f(ζ) = ζ2 − ζ20

ζ2 − ζ0
2 , w(z) = f(g(z)), 则

G(z, z0) =
1

2π
ln |w(z)| = 1

2π
ln
∣∣∣∣g2(z)− g2(z0)

g2(z)− g2(z0)

∣∣∣∣ .
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z0 → ζ0

ζ

O

ζ0

z0

z3

z1

z2z

Fourier展开法 基本思路: 在保持同样的齐次边界的前提下,将 Green函数按正交基作广义 Fourier
展开, 再利用方程和边界条件确定相关系数.

例 10.7. 二维矩形区域:∆2G = δ(x− ξ, y − η), 0 < x, ξ < a, 0 < y, η < b

G|x=0,a = G|y=0,b = 0

解. 考虑以下特征值问题: ∆2v + λv = 0, 0 < x < a, 0 < y < b

v|x=0,a = v|y=0,b = 0

将分离解 X(x)Y (y) 代入方程可得X
′′(x) + µX(x) = 0, 0 < x < a

X(0) = X(a) = 0
⇒ µn =

(nπ
a

)2
, Xn(x) = sin nπx

a
, n ⩾ 1.

Y
′′(y) + νY (y) = 0, 0 < y < b

Y (0) = Y (b) = 0
⇒ νm =

(mπ
b

)2
, Ym(y) = sin mπy

b
, m ⩾ 1.

因此原特征值问题的特征值和特征函数为

λnm = µn + νm =
(nπ
a

)2
+
(mπ
b

)2
, vnm(x, y) = sin nπx

a
sin mπy

b
.

令形式解为

G(x, y) =
∑

n,m⩾1

Cnmvnm(x, y) =
∑

n,m⩾1

Cnm sin nπx
a

sin mπx
b

,

从而

∆2G = −
∑

n,m⩾1

Cnm

(
n2π2

a2
+
m2π2

b2

)
sin nπx

a
sin mπy

b
= δ(x− ξ, y − η).

对 δ(x− ξ, y − η) 作广义 Fourier 展开可得

∆2G =
∑

n,m⩾1

〈δ(x− ξ, y − η), vnm(x, y)〉
‖vnm(x, y)‖2

vnm(x, y) =
∑

n,m⩾1

sin nπξ
a

sin mπη
b

a

2

b

2

vnm(x, y).
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比较系数可得

Cnm = −
4 sin nπξ

a
sin mπη

b

ab

(
n2π2

a2
+
m2π2

b2

) .
例 10.8. 三维球域第 III 类边值问题:

∆yG = δ(x− y), x, y ∈ BR(0) ⊂ R3(
αG+ β

∂G

∂r

) ∣∣∣∣
r=R

= 0

解. Green 函数为 G(x, y) = V (y − x) +H(y, x), 其中 V (y, x) = − 1

4π|y − x|
, H(y, x) 满足球轴对称

问题: 
∆yH = 0, x, y ∈ BR(0)(
αH + β

∂H

∂r

) ∣∣∣∣
r=R

= −
(
αV + β

∂V

∂r

) ∣∣∣∣
r=R

利用球坐标及分离变量法可求得

H(y, x) =
∑
n⩾0

Cn

( r
R

)n
Pn(cos θ),

其中 Pn(·) 为 Legendre 多项式. 由边界条件可得(
αH + β

∂H

∂r

) ∣∣∣∣
r=R

=
∑
n⩾0

(
α+

nβ

R

)
CnPn(cos θ).

利用 Legendre 多项式的母函数可得 ρ := |x| < r := |y| 时有

−4πV (y − x) =
1

|y − x|
= (r2 + ρ2 − 2rρ cos θ)−

1
2 =

1

r

∑
n⩾0

(ρ
r

)n
Pn(cos θ).

由此可得

−
(
αV + β

∂V

∂r

) ∣∣∣∣
r=R

=
∑
n⩾0

αR− (n+ 1)β

4πRn+2
ρnPn(cos θ).

比较系数可得

Cn =
αR− (n+ 1)β

αR+ nβ

ρn

4πRn+1
.

代入 Green 函数表达式可得

G(x, y) =
1

4π

(
− 1

|y − x|
+
∑
n⩾0

αR− (n+ 1)β

(αR+ nβ)R2n+1
|x|n|y|nPn

(
|x|2 + |y|2 − |y − x|2

2

))
.

一般有界区域上的定解问题 一般有界区域 D ⊂ Rd(d ⩾ 1) 上的定解问题形式如下:
ut = k∆u, x ∈ D, t > 0

u|t=0 = φ(x)

u|∂D = 0

或


utt = c2∆u, x ∈ D, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)

u|∂D = 0
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设分离解为 v(x)T (t), 代入可得

T ′(t)

kT (t)
=

∆v(x)

v(x)
=: −λ 或 T ′′(t)

c2T (t)
=

∆v(x)

v(x)
=: −λ.

代入边界条件可得 Helmholtz 方程的特征值问题∆v(x) + λv(x) = 0 in D

v|∂D = 0

特征值 λn(n ⩾ 1) 满足 0 < λn ↑ +∞, 对应的特征函数系 {vn(x)}∞1 是 L2(D) 的正交基. 设形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

Cne−λnktvn(x) 或 u(x, t) =

∞∑
n=1

(Cn cos c
√
λnt+Dn sin c

√
λnt)vn(x).

代入初始条件确定系数即可.

Pólya 猜想 1954 年 George Pólya 提出如下 Pólya 猜想: 特征值问题−∆v(x) = λv(x) in D ⊂ RN , N ⩾ 2

v|∂D = 0

的特征值 λn 满足 λn ⩾
(
nCN

|D|

) 2
N

, n ⩾ 1, 其中 CN =
(2π)N

ωN
. Pólya 猜想目前仍然是世界级 Open

Problem. 目前最好的结果是于 1983 年丘成桐证明了

λn ⩾ N

N + 2

(
nCN

|D|

) 2
N

.



第十一章 高维发展型偏微分方程 (含线性和非线性
PDE)

11.1 三维波动方程初值问题解的唯一性

定理 11.1 (唯一性定理). 三维波动方程的初值问题utt − c2∆3u = f(x, t), x ∈ R3, t ⩾ 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)
(11.1.1)

至多有一个经典解.

证明. 设 u1, u2 是初值问题 (11.1.1) 的经典解, 令 u := u1 − u2, 则 w 满足齐次初值问题utt − c2∆3u = 0

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0
(11.1.2)

只需证明 (11.1.2) 仅有平凡解. 任意固定 x0 ∈ R3, t0 > 0, 考虑特征锥:

C := {(x, t) ∈ R4 : |x− x0| ⩽ c(t0 − t), 0 ⩽ t ⩽ t0}.

O

t

x

(x0, t0)

C

特征锥 C 同平面 t̃ = t 的截面即为 Bc(t0−t)(x0)× {t}. 定义能量函数为

E(t) = EK(t) + EP(t) =
1

2

ˆ
Bc(t0−t)(x0)

(u2t + c2|∇u|2)dx

155
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为动能和势能之和. 记 Sc(t0−t)(x0) = ∂Bc(t0−t)(x0). 从而

dE(t)

dt =
1

2

d
dt

ˆ c(t0−t)

0
dr
ˆ
Sr(x0)

(u2t + c2|∇u|2)dS

含参变量微分
============

ˆ
Bc(t0−t)(x0)

(ututt + c2∇u · ∇ut)dx− c

2

ˆ
Sc(t0−t)(x0)

(u2t + c2|∇u|2)dS

Green第 I 公式
==============

ˆ
Bc(t0−t)(x0)

ut(utt − c2∆3u)dx+ c

ˆ
Sc(t0−t)(x0)

(
cut

∂u

∂ν
− u2t + c2|∇u|2

2

)
dS.

由波动方程可得 utt − c2∆3u = 0, 且由 Cauchy 不等式可得∣∣∣∣cut∂u∂ν
∣∣∣∣ = |ut| · |c∇u · ν| ⩽ |ut| · |c∇u| ⩽

u2t + c2|∇u|2

2
.

因此
dE(t)

dt ⩽ 0, 即 E(t) 关于 t 在 R+ 上递减. 由边界条件可得 E(0) = 0, 从而

0 ⩽ E(t) ⩽ E(0) = 0.

即 E(t) ≡ 0 ⇒ ut ≡ 0,∇u ≡ 0 ⇒ u ≡ C 为常数, 结合 u|t=0 = 0 及连续性可得 u ≡ 0 in R3 × R+, 从
而 u1 ≡ u2, 经典解唯一.

11.2 高维偏微分方程初边值问题的唯一性和分离变量法

高维波动方程的初边值问题 考虑以下初边值问题 (D 为有界区域):

utt − c2∆u = f(x, t), x ∈ D ⊂ Rn, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ D

u|∂D = g(x, t), x ∈ ∂D, t ⩾ 0 (D)

∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂D

= g(x, t), x ∈ ∂D, t ⩾ 0 (N)(
σ(x)u+

∂u

∂ν

) ∣∣∣∣
∂D

= g(x, t), x ∈ ∂D, t ⩾ 0 (R)

(11.2.1)

其中 (D), (N), (R) 分别对应第 I, II, III 类边界条件, σ(x) ⩾ 0.

定理 11.2 (唯一性定理). 高维波动方程的初边值问题 (11.2.1) 在任一边界下至多有一个经典解.

证明. 设 u1, u2 是 (11.2.1) 的解, 令 w := u1 − u2, 则 w 满足wtt − c2∆w = 0, x ∈ D, t > 0

齐次初始条件和边值条件
(11.2.2)

对于边界条件 (D) 和 (N), 定义 (11.2.2) 的能量为

EDN(t) =
1

2

ˆ
D
(w2

t + c2|∇w|2)dx, t ⩾ 0.
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对于边界条件 (R), 定义能量为

ER(t) =
1

2

ˆ
D
(w2

t + c2|∇w|2)dx+
c2

2

ˆ
∂D

σ(x)w2dS, t ⩾ 0.

应用 Green 第一公式可得
ˆ
D
∇wt · ∇wdx =

ˆ
∂D

wt
∂w

∂ν
dS −

ˆ
D
wt∆wdx.

对能量函数求导并利用边界条件可得

dEDN(t)

dt =

ˆ
D
(wtwtt + c2∇wt · ∇w)dx

=

ˆ
D
wt(wtt − c2∆w)dx+ c2

ˆ
∂D

wt
∂w

∂ν
dS = 0.

dER(t)

dt =

ˆ
D
(wtwtt + c2∇wt · ∇w)dx+ c2

ˆ
∂D

σ(x)wwtdS

=

ˆ
D
wt(wtt − c2∆w)dx+ c2

ˆ
∂D

wt

(
σ(x)w +

∂w

∂ν

)
dS = 0.

因此 EDN(t) ≡ EDN(0) = 0, ER(t) ≡ ER(0) = 0, 从而 wt ≡ 0,∇w ≡ 0, 结合连续性及 w|t=0 = 0 可

得 w ≡ 0 in D × R+, 因此 u1 ≡ u2, 经典解唯一.

例 11.1. 高维热方程的 Dirichlet 初边值问题
ut − k∆u = f(x, t), x ∈ D ⊂ Rn, t > 0, k > 0

u|t=0 = φ(x)

u|∂D = g(x, t), x ∈ ∂D, t ⩾ 0

(11.2.3)

至多有一个经典解.

证明. 设 u1, u2 是初边值问题 (11.2.3) 的解, 令 u := u1 − u2, 则 u 满足齐次初边值问题
ut − k∆u = 0, x ∈ D, t > 0

u|t=0 = 0

u|∂D = 0

定义能量为 E(t) =
1

2

ˆ
D
u2dx, 则由 Green 第一公式可得

dE(t)

dt =

ˆ
D
uutdx = k

ˆ
D
u∆udx = k

ˆ
∂D

u
∂u

∂ν
dS − k

ˆ
D
∇u · ∇udx = −k

ˆ
D
|∇u|2dx ⩽ 0.

因此 E(t) 关于 t 在 R+ 上递减, 由边界条件可得 E(0) = 0, 因此

0 ⩽ E(t) ⩽ E(0) = 0,

从而 E(t) ≡ 0 ⇒ u ≡ 0 in D × R+, 因此 u1 ≡ u2, 经典解唯一.
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球域内三维波动方程的初边值问题 考虑以下初边值问题的分离变量解法:

∂2u

∂t2
− c2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
= 0, x2 + y2 + z2 < a2, t > 0

u|t=0 = φ(x, y, z) x2 + y2 + z2 ⩽ a2

ut|t=0 = ψ(x, y, z), x2 + y2 + z2 ⩽ a2

u|x2+y2+z2=a2 = 0, t ⩾ 0

(11.2.4)

第一步 首先分离时间变量和空间变量, 即求分离解

u(x, y, z, t) = v(x, y, z)T (t).

代入 (11.2.4) 的方程中可得

v(x, y, z) :

∆v + λv := ∆v + k2v = 0

v|x2+y2+z2=a2 = 0

T (t) : T ′′(t) + k2c2T (t) = 0.

其中 v(x, y, z) 满足的方程称为亥姆霍兹 (Helmholtz) 方程.

第二步 求解 T (t). 当 k = 0 时, T (t) = C +Dt; 当 k 6= 0 时,

T (t) = C cos(kct) +D sin(kct).

其中 C,D 为常数.

第三步 求解 v(x, y, z). 由 Laplace 算子的三维极坐标形式可得 v(x, y, z) 满足

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂v

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂v

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2v

∂φ2
+ k2v = 0

v|r=a = 0, v|r=0 = 有限值

v(r, θ, φ) = v(r, θ, φ+ 2π)

v|θ=0,π = 有限值

再次利用分离变量法, 设分离解为 v(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ), 代入方程可得

R(r) :


d
dr

(
r2

dR
dr

)
+ (k2r2 − l(l + 1))R = 0

R(a) = 0, R(0) =有限值

R(r) 满足球 Bessel 方程, 特征值 kn(n ⩾ 1) 对应的特征函数为球 Bessel 函数:

Rn(r) =

√
π

2knr
AJl+ 1

2
(knr).
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其中 Jl+ 1
2
(·) 为 l +

1

2
阶第一类 Bessel 函数. 函数 Y (θ, φ) 满足


1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
+ l(l + 1)Y = 0

Y (θ, φ) = Y (θ, φ+ 2π)

Yθ=0,π =有限值

上述问题的解为球函数 Y m
l (θ, φ)(m, l ⩾ 0), 关于球函数的相关推导可以参考季孝达《数学物理方程》

.

第四步 利用分离解可得 (11.2.4) 的形式解为

u(r, θ, φ, t) =

∞∑
n=1

∞∑
l=0

∞∑
m=0

Pm
l (cos θ)(Alm cosmφ+Blm sinmφ)

· 1√
knr

Jl+ 1
2
(knr)(Cn cos(knct) +Dn sin(knct)).

类似可以求解以下球域内三维热方程的初边值问题:
∂u

∂t
− k

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
, x2 + y2 + z2 < a2, t > 0

u|t=0 = φ(x, y, z), x2 + y2 + z2 ⩽ a2

u|x2+y2+z2=a2 = 0, t ⩾ 0

它的形式解为

u(r, θ, φ, t) =
∞∑
n=1

∞∑
l=0

∞∑
m=0

Pm
l (cos θ)(Alm cosmφ+Blm sinmφ)

· 1√
knr

Jl+ 1
2
(knr) exp(−kk2nt).

11.3 高维发展型方程初值问题的解

球面平均法 我们可以利用球面平均法研究三维波动方程初值问题的解:utt − c2∆3u = 0, x ∈ R3, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)
(11.3.1)

首先考虑特殊情形,即 (11.3.1)中的初始函数 φ(x), ψ(x)是形如 φ(r), ψ(r), r = |x|且 φ(0) = ψ(0) = 0

的径向函数, 此时可以求形如 u = u(r, t) 的径向解. 由 Laplace 算子的三维极坐标形式可得 (11.3.1)
中的方程可化为

utt = c2
(
urr +

2

r
ur

)
.

设 ru = w, 则
wtt = rutt, wrr = rurr + 2ur.
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从而得到关于 w 的初值问题 wtt = c2wrr, r > 0, t > 0

w|t=0 = rφ(r), wt|t=0 = rψ(r), r ⩾ 0

这是一维波动方程的半直线问题, 仿照 8.1 节进行奇延拓并利用 d’Alembert 公式可得

u(r, t) =



1

2r
((r + ct)φ(r + ct) + (r − ct)φ(r − ct))+

1

2cr

ˆ r+ct

r−ct
τψ(τ)dτ, 0 ⩽ at ⩽ r

1

2r
((r + ct)φ(r + ct)− (ct− r)φ(ct− r))+

1

2cr

ˆ r+ct

ct−r
τψτdτ, 0 ⩽ r ⩽ at

如果初始函数不是球对称, 我们可以利用以下球面平均法: 任意固定 x ∈ R3, Sr(x) 表示以 x 为球心,
r = |y − x| 为半径的球面, 其中 y 是球面 Sr(x) 上的点. 引入 u 的球面平均函数

M̂u(r, t) =
1

4πr2

ˆ
Sr(x)

u(y, t)dS(y). (11.3.2)

作变量代换 y = x+ zr, 则 z 位于单位球面 S1(0)上, 且 z =
y − x

r
是球面 Sr(x)的单位外法向. 于是

M̂u =
1

4π

ˆ
|z|=1

u(x+ rz, t)dS̃(z).

对 (11.3.1) 的方程在三维球 Br(x) 上积分可得ˆ
Br(x)

uttdy = c2
ˆ
Br(x)

∆3u(y, t)dy

= c2
ˆ
Sr(x)

∂u

∂z
(y, t)dS(y)

= c2
3∑

i=1

ˆ
Sr(x)

ziuyi(y, t)dS(y)

= c2r2
3∑

i=1

ˆ
|z|=1

ziuyi(x+ rz, t)dS̃(z)

= c2r2
ˆ
|z|=1

∂u

∂r
(x+ rz, t)dS̃(z)

= 4πc2r2
∂

∂r
(M̂u).

由上述可得

4πc2r2(M̂u)r =

ˆ
Br(x)

utt(y, t)dy =

ˆ r

0
dρ
ˆ
Sρ(x)

utt(y, t)dS(y).

两边对 r 求偏微商, 可得

4πc2(r2(M̂u)r)r =

ˆ
Sr(x)

utt(y, t)dS(y) =
(
r2
ˆ
|z|=1

u(x+ rz, t)dS̃(z)
)

tt

= 4π(r2M̂u)tt.
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整理可得

(r2M̂u)tt − c2(r2M̂u)rr = 0.

这是一维波动方程, 行波解为 rM̂u = f(r+ ct) + g(r− ct). 上式令 r → 0+, 则有 0 = f(ct) + g(−ct),
因此行波解可写为

rM̂u = f(r + ct)− f(ct− r).

上式对 r 求偏微商, 并取 r → 0+ 可得 lim
r→0+

M̂u = 2f ′(ct). 另一方面, 由球面平均公式定义可得

lim
r→0+

M̂u = lim
r→0+

1

4π

ˆ
|z|=1

u(x+ rz, t)dS̃(z) = u(x, t),

因此 u(x, t) = 2f ′(ct), 所以只需要由初始条件确定函数 f ′ 即可. 行波解对 r 和 t 求偏微商可得

(rM̂u)r = f ′(r + ct) + f ′(ct− r),

1

c
(rM̂u)t = f ′(r + ct)− f ′(ct− r).

取 t→ 0+, 上述两式相加可得

(rM̂u)r|t=0 +
1

c
(rM̂u)|t=0 = 2f ′(r).

由初始条件可得

(rM̂u)|t=0 =

(
r

4π

ˆ
|z|=1

φ(x+ rz)dS̃(z)
)

r

= (rM̂φ)r,

1

c
(rM̂u)t|t=0 =

r

4πc

ˆ
|z|=1

ψ(x+ rz)dS̃(z) = r

c
M̂ψ.

因此
u(x, t) = 2f ′(at) = tM̂ψ + (tM̂φ)t

=
1

4πc2t

ˆ
Sct(x)

ψ(y)dS(y) + ∂

∂t

(
1

4πc2t

ˆ
Sct(x)

φ(y)dS(y)
)
.

(11.3.3)

上式称为波动方程初值问题 (11.3.1) 解的 Kirchhoff 公式. 对于二维波动方程初值问题的解, 可由
Kirchhoff 公式通过降维法得到, 具体可参考陈祖墀 PDE 的相关章节. 公式为

u(x1, x2, t) =
1

2πc

¨
Σct(x1,x2)

ψ(ξ, η)√
c2t2 − r2

dξdη + ∂

∂t

(
1

2πc

ˆ
Σct(x1,x2)

φ(ξ, η)√
c2t2 − r2

dξdη
)
.

其中 Σct(x1, x2) 是以 (x1, x2) 为心, 以 ct 为半径的二维圆盘, r =
√
(ξ − x1)2 + (η − x2)2.

高维 Fourier 变换法 类似一维情况, 可以引入高维 Fourier 变换来求解发展型偏微分方程.

定义 11.1. ∀f(·) ∈ L1(Rn), n ⩾ 1, 定义 Fourier 变换和 Fourier 逆变换:

F [f(x)](ξ) = f̂(ξ) :=

ˆ
Rn

f(x)e−ix·ξdx, ξ ∈ Rn.

F−1[f(ξ)](x) = f̌(x) :=
1

(2π)n

ˆ
Rn

f(ξ)eix·ξdξ, x ∈ Rn.
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类似一维 Fourier 变换, 高维 Fourier 变换仍然成立以下性质:

性质 11.1.

1. 线性: ̂c1f + c2g = c1f̂ + c2ĝ, c1, c2 ∈ C.

2. 共轭: f̂(ξ) = f̂(−ξ).

3. 微分: D̂αf(ξ) = i|α|ξαf̂(ξ), α = (α1, · · · , αn) 为多重指标.

4. 幂乘: x̂αf(ξ) = i|α|Dαf̂(ξ).

5. 平移: ̂f(x− x0)(ξ) = e−ix0·ξ f̂(ξ).

6. 相似: f̂(ax)(ξ) = |a|−nf̂(a−1ξ).

7. 卷积: f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

8. 反演: f =
ˇ̂
f(L2(Rn) 上的线性同构).

例 11.2. 求解非齐次三维波动方程初值问题:utt = c2∆3u+ f(x, t), x ∈ R3, t > 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)

解. 定义波动方程的基本解 U(x, t) 满足Utt = c2∆3U, x ∈ R3, t > 0

U |t=0 = 0, Ut|t=0 = δ(x)

若求得基本解, 设

u(x, t) = U(x, t) ∗ ψ(x) + ∂t(U(x, t) ∗ φ(x)) +
ˆ t

0
U(x, t− τ) ∗ f(x, τ)dτ,

则有

utt = Utt(x, t) ∗ ψ(x) + Uttt(x, t) ∗ φ(x) +
ˆ t

0
Utt(x, t− τ) ∗ f(x, τ)dτ + f(x, t)

= c2∆U(x, t) ∗ ψ(x) + c2∂t(∆U(x, t) ∗ φ(x)) + c2
ˆ t

0
∆Utt(x, t− τ) ∗ f(x, τ)dτ + f(x, t)

= c2∆u+ f(x, t).

u(x, 0) =

ˆ
R3

δ(y)φ(x− y)dy = φ(x), ut(x, 0) =

ˆ
R3

δ(y)ψ(x− y)dy = ψ(x).

以下我们利用 Fourier 变换求基本解 U(x, t). 作关于空间变量 x 的 Fourier 变换, 可得
d2Û

dt2 = −c2ρ2Û , ρ = |ξ| =
√
ξ21 + ξ22 + ξ23

Û |t=0 = 0, Ût|t=0 = δ̂ =

ˆ
Rn

δ(ξ)e−ix·ξdξ = 1.
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由此解得

Û(ξ, t) =
sin(cρt)
cρ

.

作 Fourier 逆变换可得

U(x, t) = F−1[Û(ξ, t)](x)

=
1

(2π)3

ˆ
R3

sin(cρt)
cρ

eix·ξdξ

=
1

(2π)3

ˆ ∞

0
dρ
ˆ π

0
dθ
ˆ 2π

0

sin(cρt)
cρ

eirρ cos θρ2 sin θdφ (r = |x|)

=
1

4π2c

ˆ ∞

0
sin(cρt)−e−irρ cos θ

ir

∣∣∣∣π
0

dρ

=
1

2π2cr

ˆ ∞

0
sin(cρt) sin(rρ)dρ

=
1

4π2cr

ˆ ∞

0
(cos ρ(r − ct)− cos ρ(r + ct))dρ

=
1

8π2cr

ˆ +∞

−∞
(eiρ(r−ct) − eiρ(r+ct))dρ

=
1

4πcr
(δ(r − ct)− δ(r + ct)).

由于 r ⩾ 0, c > 0, t > 0, 因此 δ(r + ct) = 0, 从而 U(x, t) =
δ(r − ct)

4πcr
. 设 Sr(x) 为以 x 为中心, 半径

为 r := |y − x| 的球面, 则 ∀g(x), 有

U(x, t) ∗ g(x) =
ˆ
R3

δ(|x− y| − ct)

4πc|x− y|
g(y)dy

=
1

4πc

ˆ ∞

0

δ(r − ct)

r

ˆ
Sr(x)

g(y)dS(y)dr

=
1

4πc2t

ˆ
Sct(x)

g(y)dS(y).

代入 u(x, t) 的表达式可得

u(x, t) = U(x, t) ∗ ψ(x) + ∂t(U(x, t) ∗ φ(x)) +
ˆ t

0
U(x, t− τ) ∗ f(x, τ)dτ

=
1

4πc2t

ˆ
Sct(x)

ψ(y)dS(y) + ∂t

(
1

4πc2t

ˆ
Sct(x)

φ(y)dS(y)
)

+

ˆ t

0

1

4πc2(t− τ)

ˆ
Sc(t−τ)(x)

f(y, τ)dS(y)dτ.

上式称为三维非齐次波动方程解的 Kirchhoff 公式, 最后一项称为推迟势.

11.4 非线性偏微分方程简介

变分法
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定义 11.2 (泛函). 设 M 为函数空间 (集合), 则

J : M → R(u(x) ∈ M 7→ J [u(x)] ∈ R)

称为 M 上的泛函.

求泛函的极值问题称为变分问题, 相应的方法称为变分法 (Calculus of Variations, Variational
method).

定义 11.3. 若存在 u0 ∈ M, 使得任意与 u0 相邻近的 u0 + δu0 ∈ M0 满足

J [u0] ⩽ (⩾)J [u0 + δu0],

则称泛函 J 在 u0 达到极小值 (或极大值), u0 称为泛函 J 的极小元 (或极大元).

定义 11.4 (变分). 泛函 J : M → R 的变分定义为

δJ [u] =
d

dαJ [u+ αδu]

∣∣∣∣
α=0

.

例 11.3 (Fermat 原理, 光学最小作用原理). 光沿光程为极值的路径传播, 即

δJ [y(x)] = δ

ˆ b

a
n(x, y(x))

√
1 + y′2(x)dx = 0.

其中 y = y(x) 为光的路径, n(x, y) 为介质的折射率.

定理 11.3 (变分基本原理). 设 Ω ⊂ RN 为有界光滑区域, f ∈ C(Ω). 任取检验函数 v ∈ C∞
0 (Ω), 则ˆ

Ω
fvdx = 0 ⇒ f ≡ 0 in Ω.

证明. 利用反证法. 假设 ∃x0 ∈ Ω, f(x0) > 0. 则由连续性可得 ∃ε > 0, ∀x ∈ Bε(x0) ⊂ Ω, f(x) > 0.
任取恒正函数 v ∈ C∞

0 (Bε(x0)), 则 v ∈ C∞
0 (Ω), 从而ˆ

Ω
fvdx =

ˆ
Bε(x0)

fvdx > 0,

矛盾.

Euler-Lagrange方程 (组) 对 Lagrange函数 L : RN×R×Ω → R, (∇u(x), u(x), x) 7→ L(∇u(x), u(x), x),
考虑泛函

J [u(x)] =

ˆ
Ω
L(∇u(x), u(x), x)dx,

其中光滑函数 u : Ω → R 满足某一边界条件, 例如 u|∂D = φ. 为方便引入以下记号:

p = (p1, · · · , pN ) = ∇u(x), z = u(x),

L(∇u(x), u(x), x) = L(p, z, x) = L(p1, · · · , pN , z, x1, · · · , xN ).

若 u 是上述泛函 J 的极值元, 则 u 满足

−
N∑
i=1

(Lpi(∇u(x), u(x), x))xi + Lz(∇u(x), u(x), x) = 0.

上式称为 Euler-Lagrange 方程, 可由分部积分和变分基本原理证得.
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例 11.4 (Euler-Lagrange 方程).

1. L(p, z, x) = 1

2
|p|2 − zf(x), 则 Lpi = pi, Lz = −f(x), 此时泛函

J [u] =

ˆ
Ω

(
1

2
|∇u|2 − uf

)
dx, u|∂Ω = φ

的极值元 u 满足

∆u = −f(x)

u|∂Ω = φ
, 即 Poisson 方程的 Dirichlet 边值问题.

2. L(p, z, x) =
√

1 + |p|2, 则 Lpi =
pi√

1 + |p|2
, Lz = 0, 此时泛函

J [u] =

ˆ
Ω

√
1 + |∇u|2dx, u|∂Ω = φ

的极值元 u 满足


N∑
i=1

(
uxi√

1 + |∇u|2

)
xi

= 0

u|∂Ω = φ

, 当 N = 2 时, 化为极小曲面方程

(1 + u2y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2x)uyy = 0

u|∂Ω = φ

类似可以定义 Euler-Lagrange 方程组, 这里不再赘述.

极小元的存在唯一性定理

定理 11.4. 设常数 1 < q <∞, 定义容许集 M 如下:

M :=

{
u :

ˆ
Ω
(|u|q + |∇u|q)dx < +∞, u|∂D = φ

}
6= ∅.

1. (存在性). 若 L(p, z, x) 关于 p 是凸函数且存在常数 α > 0, β ⩾ 0 满足

L(p, z, x) ⩾ α|u|q − β,

则存在极小元 u0 ∈ M 使得 J [u0] = min
u∈M

J [u] = min
u∈M

ˆ
Ω
L(∇u, u, x)dx.

2. (唯一性). 若存在常数 θ > 0 使得

N∑
i,j=1

Lpipj (p, x)ξiξj ⩾ θ|ξ|

(一致凸性), 则 J [u] =

ˆ
Ω
L(∇u, x)dx 在 M 中的极小元是唯一的.

上述定理的证明可以参考 L.C.Evans 的 PDEs P448-P449. 该定理可以用于判断很多非线性偏微
分方程定解问题的解的存在唯一性.
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非线性方程的解法: 初等解法和复杂解法 初等解法主要是通过变换将方程化为线性方程求解. 例
如:

1. Kirchhoff 变换. ∇ · (σ(u)∇u) = 0, 令 w =

ˆ u

u0

σ(ξ)dξ, 则

∆w = ∇ · ∇w = ∇ · ∇
(ˆ u

u0

σ(ξ)dξ
)

= ∇ · (σ(u)∇u) = 0.

2. Cole-Hopf 变换. ut + uux = βuxx, 令 u = −2β
∂ ln v
∂x

, 则 vt = λvxx.

3. 相似变换. ut = (σ(u)ux)x, 令 u = u(ξ), ξ =
x√
t
, 则

(σ(u)u′)′ +
ξ

2
u′ = 0.

4. 行波变换: ut = (unux)x, 令 u = f(ξ), ξ = x+ at, 则

af ′ = (fnf ′)′ ⇒ u = f(ξ) = (n(a(x+ at) + c))
1
n .

5. 平面波变换. iut + uxx + β|u|2u = 0, 令 u = ei(kx−µt)v(ξ), ξ = x− bt, k = b/2, µ = k2 − a2. 则

vξξ − a2v + βv3 = 0 ⇒ v2ξ = a2v2 − β

2
v4 ⇒ v(ξ) = a

√
2

β
sech aξ,

u = a

√
2

β
ei( 1

2
bx−( 1

4
b2−a2)t)sech(a(x− bt)).

目前发展比较成熟的复杂解法包括: 反散射法、Backlund 变换法、Darboux 变换法、齐次平衡法、
Hirota 双线法、tanh 函数展开法 · · · . 例如 2000, Ann.Math, Montgomery 和 2002, 中国科学 A, 张
世清用变分法证明了三体问题“8”字平面周期解的存在性.

非线性特征值问题与 Lagrange 乘子 考虑泛函 J [u] =
1

2

ˆ
Ω
|∇u|2dx, u|∂Ω = 0(此时 L = |p|2/2) 在

约束条件

I[u] =

ˆ
Ω
G(u)dx = 0(G : R → R为光滑函数)

下的极小元, 此类问题称为泛函的条件极值问题.

定理 11.5. 设 g(z) = G′(z) 满足 |g(z)| ⩽ C(|z|+ 1) ⇒ |G(z) ⩽ C(|z|2 + 1), 其中 z ∈ R, C > 0 为常

数. 令
M =

{
u :

ˆ
Ω
(|u|2 + |∇u|2)dx < +∞, u|∂Ω = 0, I[u] = 0

}
6= ∅,

则存在极小元 u0 ∈ M 和 λ ∈ R 使得

J [u0] = min
u∈M

J [u],

ˆ
Ω
∇u0 · ∇vdx = λ

ˆ
Ω
g(u0)vdx, ∀v ∈ C∞

0 (Ω),

即 u0 为非线性特征值问题

−∆u = λg(u) in Ω

u|∂Ω = 0
的广义解. 称 λ 为对应约束条件 I[u] = 0 的

Lagrange 乘子.
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上述定理的证明可参考 Evans PDEs P464. 对一般情形, 类比多元函数的条件极值求法, 有

定理 11.6. 设 Ji[u](0 ⩽ i ⩽ N0) 为 M 上的连续可微泛函, u0 为泛函 J0[u] 在约束条件

G = {u : Ji[u] = αi, 1 ⩽ i ⩽ k, Ji[u] ⩽ αi, k + 1 ⩽ i ⩽ N0}(αi ∈ R)

下的极值元, 则存在不全为零的 λi ∈ R, 使得

N0∑
i=0

λiJ
′
i [u0] = 0,

其中

δJi[u0] =
d

dαJi[u0 + αδu0]

∣∣∣∣
α=0

= J ′
i [u0]δu0.

例 11.5 (等周问题). J1[y(x)] =
ˆ a

0

√
1 + y′2dx = l > a(等周条件), y(0) = y(a) = 0, 求 J0[y(x)] =ˆ a

0
y(x)dx 的极大元和极大值 (面积).

略解. 对极大元 y0 和 ∀v ∈ C∞
0 (0, a), 计算可得 d

dαJi[y0 + αv]

∣∣∣∣
α=0

= J ′
i [y0], i = 0, 1. 讨论 λ0J

′
0[y0] +

λ1J
′
1[y0] = 0, 利用分部积分和变分基本原理可得

−λ1
λ0

(
y′0√
1 + y′20

)′

+ 1 = 0.

结合边界条件可得极大元为圆.

山路定理与应用 本部分内容可参考张恭庆《变分法讲义》.

定理 11.7 (山路定理). 设 E 为实 Banach 空间, 泛函 J ∈ C1(E,R) 满足 Palais-Smale 条件, 即任
何满足 J [uk] 有界及 J ′[uk] → 0 的序列 {uk}k⩾1 ⊂ E 均有收敛子列, 以及 (1) J [0] = 0, ∀u 满足
‖u‖ = r, ∃r, α > 0, 满足 J [u] ⩾ α; (2) ∃e ∈ E, ‖e‖ > r 满足 J [e] ⩽ 0. 令 Γ = {g ∈ C([0, 1], E) :

g(0) = 0, g(1) = e}, 则 c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

J [g(t)] 是 J 的临界值 (鞍点).

例 11.6 (山路定理和变分法的应用实例).

1. 当 1 < p <
N + 2

N − 2
时, 边值问题

−∆u = up + λu in Ω ⊂ RN , N ⩾ 3

u|∂Ω = 0
对某些 λ 存在正解.

(1983, CPAM, Brezis & Nirenberg)

2.
(
a+ b

ˆ
R3

|∇u|2dx
)
∆u + V (x)u = µu + |u|p−1u in R3(a, b, µ > 0, 3 < p < 5, V (x) → +∞,

|x| → +∞) 存在无穷多个平凡解. (数学物理学报, 2019, 39A(2))

3. −∆u = g(u) − µu in RN (N ⩾ 2), ‖u‖2 = m 在不同情形下至少存在一个, 有限多, 或无穷多个
解. (2019, Adv.Nonlinear Stud., Hirata & Tanaka)
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