
线性代数B1期末复习及知识点整理
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2024 年 6 月 24 日

先放个花体字母表,不会写花体可以参考一下,但考试不会因为你花体写

错了就扣分的
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1 后半学期内容纲要

本部分的内容中加∗表示该内容不是必要掌握的内容,但是由于该内容很

有用或者有助于必要内容的理解,所以推荐掌握.

1.1 Part 1:线性变换,特征值与特征向量

本部分的要求如下:

(1)会计算线性变换在一组给定基下的矩阵

(2)会计算矩阵、线性变换的特征值与特征向量

(3)了解矩阵相似对角化的充要条件

(4)∗了解特征值的几何重数与代数重数

1.2 Part 2:欧几里得空间

本部分的要求如下:

(1)知道内积的定义、性质、计算方法

(2)在给定内积的情况下,会计算schmidt正交化过程(一般不会太烦)

(3)了解(反)对称矩阵的特征值、特征向量的性质

(4)了解实对称矩阵的(正交)相似对角化
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1.3 Part 3:二次型

本部分的要求如下:

(1)能写出给定二次型的矩阵表示

(2)根据实对称矩阵的(正交)相似对角化给出二次型的标准型

(3)了解矩阵的实相合标准型(如不加说明,考试时提到实二次型的相合一般

默认是实相合)

(4)了解(半)正定矩阵的相关性质

(5)了解二次曲线及曲面的分类(考试必背)

2 考试中可以使用的定理及命题

本部分抄录了书上的定理,有些我认为一点用都没有的定理没有抄下来.

定理 设V是数域F上的线性空间,A是V上的线性变换,若 α1, · · · , αm是V中

线性相关的向量,则A (α1), · · · ,A (αm)线性相关

定理 设线性变换A在V的两组基α1, · · · , αn与 β1, · · · , βn下的矩阵分别

是A,B.若基α1, · · · , αm到 β1, · · · , βm的过渡矩阵为T , 即
(
β1 · · · βm

)
=(

α1 · · · αm

)
T ,则

B = T−1AT

定理 相似的矩阵有相同的特征多项式,从而他们有相同的特征值.

命题 设A是C上的n阶方阵,λ1, · · · , λn是A的特征值,则

(1)tr(A) = Σn
i=1λi

(2)det(A) = λ1λ2 · · ·λn

推论 n阶方阵A可逆当且仅当他的n个特征值都不是0.

定理 设A是数域F上的 n阶方阵,则属于A的不同特征值的特征向量线

性无关.

定理 数域F上的方阵A相似于对角阵的充要条件是 A有n个线性无关的

特征向量.
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推论 如果A有n个互异的特征值,则A可以相似对角化.

定理 设A是C上的 n阶方阵,λi是A的特征值,mi是λi的几何重数,ni是λi的

代数重数,则mi ⩽ ni

定理 复方阵A可对角化等价于 A的每个特征值的几何重数等于代数重

数.

定理 任何一个n阶复方阵A都可以相似于一个上三角矩阵,该上三角矩

阵的对角元就是A的特征值.

定理 设V是欧几里得空间,< ·, · >是 V上的内积,则对V中任意两个向

量 a, b,都有

| < a, b > | ⩽
√
< a, a >< b, b >

命题 欧几里得空间中的正交向量组线性无关.

定理 从n维欧几里得空间V的任意一组基出发,可以构造一组标准正交

基.

Rmk.相较于这个定理而言,这个定理给出的构造方法更加重要.

定理 设V是一个n维的欧几里得空间,A是 V上的线性变换,则A是正交

变换当且仅当下列两个条件之一成立

(1)A保持任意向量的模长不变.

(2)A将标准正交基变换为标准正交基.

定理 欧几里得空间中的线性变换A是正交变换当且仅当 A在标准正

交基下的矩阵是正交矩阵.

命题 设A是欧几里得空间V上的正交变换,则

(1)A的特征值的模长为1.特别地,A的实特征值只能是1或−1.

(2)如果V的维数是奇数且A是第一类正交变换,则A一定存在值为1的特征
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值.

定理 设A是欧几里得空间上的线性变换,则A是对称变换当且仅当A在

任意一组标准正交基下的矩阵是实对称方阵.

定理 设A是欧几里得空间V上的对称变换,则A的不同特征值对应的特

征向量正交.

推论 实对称阵A的属于不同特征值的特征向量相互正交.

命题 实对称阵的特征值是实数.

定理 对于任意一个n阶实对称矩阵A,存在一个 n阶正交阵T ,使得T−1AT是

对角阵.

定理 给定一个实二次型

Q(x1, · · · , xn) = xTAx

则存在正交变换x = Py将Q化为二次型

Q̃(y1, · · · , yn) = yTJy = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n

这里J = diag(λ1, · · · , λn), λi是A的特征值.称Q̃是Q的标准型.

定理 设A是一个n阶实对称矩阵,则存在可逆矩阵P ,使得

P TAP =


Ir 0 0

0 −Is 0

0 0 0


定理 n元实二次型

Q(x1, · · · , xn) = xTAx

正定的充要条件是Q的正惯性指数为n.也就是A 相合于单位阵.

定理 设A是n阶实对称方阵.

(1)若P是n阶实可逆方阵,B = P TAP ,则 B > 0当且仅当A > 0.
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(2)A > 0当且仅当A = P TP ,其中P是n阶实可逆方阵.

(3)若A > 0,则det(A) > 0.

定理 一个实二次型

Q(x1, · · · , xn) = xTAx

正定的充要条件是,A的各阶顺序主子式均大于零.

3 我认为可以直接使用的结论

下面这些命题或许会在考试中用到,建议掌握证明

命题 若A与B相似,则对任意的正整数k,Ak与Bk相似,进而对任意的多

项式f ,f(A)与 f(B)相似.

命题 若λ是A的特征值,则对任意的正整数k,λk是Ak的特征值.

命题 A,B是同阶方阵,则 AB与BA有相同的特征多项式,从而有相同的

特征值.

命题 A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×m,则AB与BA的非零特征值相同.

命题 设A是 n阶实对称矩阵,则A正定的充要条件是A的特征值全大于

零.

4 例题

4.1 线性变换

1.设A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×m,则 AB与BA的非零特征值相同.

首先回顾一下我们在学习行列式时的一个结论及证明:

设A是m× n矩阵,B是n×m矩阵,λ ∈ C,则有
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λndet(λI −AB) = λmdet(λI −BA)

证明如下:

λ = 0时原等式显然成立,下面考虑λ ̸= 0.(
Im A

O In

)(
λIm −AB O

B λIn

)
=

(
λIm λA

B λIn

)
=(

Im O
1
λ
B In

)(
λIm λA

O λIn −BA

)
等式两边同时取行列式,可以得到

λndet(λI −AB) = λmdet(λI −BA)

注意到这个结论中的两个行列式恰好是AB与BA的行列式,所以假设 AB有

非零的特征值λ0,则由

λn
0det(λ0I −AB) = λm

0 det(λ0I −BA)

可得λ0也是BA的特征值.因而 AB与BA的非零特征值相同.

Rmk.特别地,如果这里A,B都是方阵,则 AB与BA有相同的特征值.

2.设A =


1 −1 1

x 4 y

−3 −3 5

,已知A由3个线性无关的特征向量,λ = 2是

A的二重特征值,求可逆矩阵P使得P−1AP是对角阵.

因为A由3个线性无关的特征向量,所以A可对角化,从而A的每个特征值

的代数重数等于几何重数,则特征值λ = 2的几何重数是2,因此 rank(2I −
A) = 1

2I −A =


1 1 −1

−x −2 −y

3 3 −3


进而得到x = 2, y = −2.且特征值2对应的特征向量是

x1 =


1

0

1

 , x2 =


0

1

1


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结合tr(A) = Σ3
i=1λi可得第三个特征值是6,解得对应的特征向量是

x3 =


1

−2

3


将三个特征向量排列即可得到矩阵P .

3.已知矩阵A =


−2 0 0

2 a 2

3 1 1

与矩阵B =


−1 0 0

0 2 0

0 0 b

相似,求a+ b.

由两个矩阵相似可得两个矩阵的特征值相同,而−2显然是A的特征值,从

而−2是B的特征值,因此b = −2.由两矩阵相似还可以得到tr(A) = tr(B),即a−
1 = b+ 1.所以a = 0.因此a+ b = −2.

4.证明:n阶全1方阵A =


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1

与同阶方阵B =



n 0 · · · 0

n− 1 0 · · · 0
...

...
...

2 0 · · · 0

1 0 · · · 0


相

似.

只需要证明两个矩阵都可以相似到同一个对角阵即可.首先考察B.显

然B有特征值n,代数重数为1,特征值0,代数重数为n−1.而方程组Bx = 0有n−
1个线性无关解 e2, · · · , en,所以特征值0的几何重数是n− 1.因此B可对角化.

下面考察A,根据上面,我们可以猜测 A的特征值也是n,0,下面来证明这

件事,并计算出特征值对应的重数.

首先考察方程Ax = 0,这个方程组的一组基解是

−1

0
...

0

1


,



0

−1
...

0

1


,



0

0
...

−1

1


所以0是A的特征值,且它的几何重数是n − 1,从而它的代数重数一定大于等

于n− 1.

考察方程(nI −A)x = 0,注意到
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

1

1
...

1

1


是方程组的一个解,从而n是A的一个特征值,且几何重数至少为1,从而n的代

数重数至少为1. 又因为A的特征值的代数重数之和为n,所以n的代数重数被

迫只能是1,0的代数重数被迫只能是n− 1.从而A可对角化.

综上可得A与B都可以相似到对角阵
n 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0


从而他们相似.

5.设A =


c0 c1 · · · cn

cn c0 · · · cn−1

...
...

...

c1 c2 · · · cn

,求A的特征值和特征向量.

首先,我们记J =

(
0 In−1

1 0

)
,它有性质Jk =

(
0 In−k

Ik 0

)
.则A = Σn

i=0ciJ
i.

因此,我们只需要考察方阵J的特征值和特征向量即可.

|λIn − J | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 · · · 0

0 λ · · · 0
...

...
...

−1 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
按照第一列展开得到

|λIn − J | = λ|diag(λ, · · · , λ)|+ (−1)n+1(−1)(−1)n−1 = λn − 1

所以得到J有n个互不相同的特征值

ωk = cos 2kπ
n

+ isin 2kπ
n
, 0 ⩽ k ⩽ n− 1
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解方程得到ωk对应的特征向量为 

1

ωk

ω2
k

...

ωn−1
k


所以得到A的特征值是f(ωk), 0 ⩽ k ⩽,特征向量就是J的特征向量.

4.2 欧几里得空间

1.A ∈ Rm×n,A =


α1

α2

· · ·
αm

 , rank(A) = m,其中ai是n维行向量.ξ1, · · · , ξs是

方程组 Ax = 0解空间的一组标准正交基,证明: αT
1 , · · · , αT

m, ξ1, · · · , ξs线性
无关.

假设这组向量线性相关,则存在一系列系数使得

k1α
T
1 + · · ·+ kmαT

m + l1ξ1 + · · ·+ lsξs = 0

在等式两边同时对ξj做内积得到

k1 < αT
1 , ξj > + · · ·+ km < αT

m, ξj > +l1 < ξ1, ξj > + · · ·+ ls < ξs, ξj >= 0

首先,因为ξj是方程组Ax = 0的解,所以我们可以得到
α1

α2

· · ·
αm

 ξj =


α1ξj

α2ξj

· · ·
αmξj

 = 0

从而< αT
i , ξj >= αiξj = 0.

另一方面,ξi是一组标准正交基,所以对任意的i ̸= j,< ξi, ξj >= 0.因此我

们就得到了

lj < ξj , ξj >= 0
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从而lj = 0.所以原等式就化成了

k1α
T
1 + · · ·+ kmαT

m = 0

而由rank(A) = m知αT
i 线性无关,从而 ki = 0,∀i.

综上,给定向量组线性无关.

2.设A = (aij)3×3满足A∗ = AT ,且 a11 = a12 = a13,求a11.

假设a11 = a12 = a13 = a,下面对 a的正负性进行讨论.

(1)若a = 0,则由A∗ = AT可得

a11 = A11, a12 = A12, a13 = A13

从而A11 = A12 = A13 = 0.而若i > 1,则 Aij的第一行全零,从而Aij =

0.则 A的所有二阶代数余子式全为0,从而rank(A) < 2.若rank(A) = 1,则

有rank(A∗) = 0,这与AT = A∗矛盾,因此rank(A) = 0,所以a11 = 0满足条件

(2)若a > 0,则类似(1)可以得到

A11 = A12 = A13 = a > 0

所以|A| = a11A11 + a12A12 + a13A13 = 3a2 > 0.由 AT = A∗可知

|A| = |A∗| = |A|2

所以|A| = 1,则3a2 = 1,结合a > 0可知 a =
√
3
3
.

(3)若a < 0,同(2)一样分析可得a = −
√
3
3
.

3.设V是n维欧几里得空间,α1, · · · , αs ∈ V ,对于s阶矩阵A = (aij)s×s,其

中aij =< αi, αj >,证明:矩阵A的秩等于向量组α1, · · · , αs的秩.

假设向量组的秩为r,不妨设α1, · · · , αr是极大无关组.则对任意的j >

r,存在一系列系数使得

αj = Σr
i=1ljiαi

考察A的行向量组为β1, · · · , βs,则由A的定义可知

βj = Σr
i=1ljiβi

所以A的行向量组的秩至多为r.即 rank(A) ⩽ r.

再考虑A的左上角的r阶子式,注意到它是α1, · · · , αr的Gram方阵,由 α1, · · · , αr线

性无关可知他们的 Gram方阵可逆,从而A有r阶非零子式,所以rank(A) ⩾ r.

综上,rank(A) = r.
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4.在R3中给定向量组α1 =
(
1 1 1

)
,α2 =

(
0 1 1

)
,α3 =

(
0 0 1

)
.

(1)将向量组α1, α2, α3经过schmidt正交化为一组标准正交基e1, e2, e3.

(2)令A是以e1, e2, e3为行构成的三阶方阵,定义R3上的线性变换

A x := Ax, x ∈ R3

证明:A是绕某一轴线的旋转变换.

(1)

第一问没什么好说的,直接计算即可.答案是

e1 =
(√

3
3

√
3
3

√
3
3

)
e2 =

(
−

√
6
3

√
6
6

√
6
6

)
e3 =

(
0 −

√
2
2

√
2
2

)
(2)

借这题讲一下正交矩阵的实相似,以及旋转矩阵.先不加证明地给出如下结论

定理.对于实正交阵A ∈ Rn×n,A可以相似对角化.更一般地,对于方阵A ∈
Rn×n,如果AAT = ATA,那么A可以相似对角化.

定理.对于实正交阵A ∈ Rn×n,存在可逆实矩阵P ∈ Rn×n,使得

P−1AP =



R1

. . .

Rk

1
. . .

1

−1
. . .

−1


其中

Ri =

(
cosθi sinθi

−sinθi cosθi

)
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这个定理表明正交矩阵大体上可以分为三个部分,一个是旋转部分,一个

是反射部分,一个是恒同部分(以上全是我自己取得名字,说法也不太严谨),分

别对应复特征值,特征值1,特征值-1.如果-1不是A的特征值,那么就称A是一

个旋转矩阵.这可以看做是旋转矩阵的一个定义.以这题为例,我们来看看A是

不是旋转矩阵.

考察矩阵是否为旋转矩阵只需要验证两件事.第一件是矩阵是否为正交

矩阵,如果不是正交矩阵,那么自然不是旋转矩阵.第二件事是矩阵是否有特

征值 -1,如果有特征值-1的话就不是旋转矩阵.对于A =


√
3
3

√
3
3

√
3
3

−
√
6
3

√
6
6

√
6
6

0 −
√
2
2

√
2
2

,只

需要计算det(I − A) = 2 +
√
6
3

+
√
2 + 2

3

√
3 ̸= 0就可以知道−1不是A的特征

值,从而A是一个旋转矩阵.

如果要确定旋转轴的话,那么只需要计算特征值1对应的特征向量即可.

4.3 实二次型

1.设实向量α =
(
a1 · · · an

)T
,β =

(
b1 · · · bn

)T
非零,而且A =

αβT是对称阵

(1)证明α, β是A的特征向量.

(2)证明A+ I是正定阵当且仅当 α与β的内积大于−1.

(1)由A对称知道αβT = (αβT )T = βαT .设 αTβ = βTα = λ,则

Aα = αβTα = λα

Aβ = βαTβ = λβ

则α, β都是A的特征向量.

(2)首先,考察I+A的特征多项式为det(λI−I−A) = det((λ−1)I−A),所

以I+A的特征值恰好是A的特征值加一.要证明I+A正定,就是要证明 I+A的

特征值全正,等价于是要证明 A的特征值全部大于−1.利用线性变换部分的

第一道例题中已经证明的结论就可以得到A = αβT与 βTα的非零特征值

相同.注意到 βTα是一个数,他的特征值只能是他本身,所以A的特征值全大

于−1就等价于βTα > −1,即α与 β的内积大于−1.
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2.设A是n阶实对称阵,证明:

(1)若存在可逆矩阵B,使得 A = BTB,则A的主对角线上的元素全部大于0.

(2)设α1, · · · , αn是 A的n个正交单位特征向量,对应的特征值是λ1, · · · , λn,则

A = λ1α1α
T
1 + · · ·+ λnαnα

T
n

(3)当n = 3时,已知A的特征值为λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3,对应的特征向量为

α1 =


1

1

1

 , α2 =


1

−2

1

 , α3 =


1

0

−1


,求A.

(1)先证明A正定.对于任意的x ∈ Rn, x ̸= 0由B可逆知,存在 y ∈ Rn, y ̸=
0,使得 x = B−1y.则

xTBTBx = (Bx)T (Bx) = yT y > 0

从而A > 0.考察x = ei,由 xTAx > 0即可得到aii > 0.

(2)令P =
(
α1 · · · αn

)
,则P正交,且

A = P


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · λn

P T

其中λi是A的特征值.取 Ai是第(i, i)个元素为λi,其余位置全为0的矩阵,则

A = Σn
i=1PAiP

T

经过计算可得PAiP
T = λiαiα

T
i .则原命题得证.

(3)令P =
(
α1 α2 α3

)
,则

A = P


1 0 0

0 2 0

0 0 3

P−1 = 1
6


13 −2 −5

−2 10 −2

−5 −2 13


3.证明:若A是n阶实对称矩阵,则当实数t充分大时,tI +A正定.

考虑A的正交相似标准型

A = PΛP T
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其中P正交阵Λ是以A的特征值为对角元的对角阵.则

tI +A = tI + PΛP T = P (tI + Λ)P T

因此取t > maxn
i=1|λi| ,tI +A的特征值全正,从而正定.

4.设A是n阶正定阵,证明det(I +A) > 1

因为A是正定矩阵,所以可以将A正交相似到对角阵Λ且Λ的对角元全是

正数.设 I + A的特征值为µi,A的特征值是λi.则由det(λI − A) = det((λ +

1)I − (I + A))知µi = λi + 1.又因为A正定,所以λi > 0,从而µi > 1.所以

det(I +A) = Πn
i=1µi > 1.

5.设A,B是正定阵,且AB = BA,证明:AB是正定阵.

首先证明AB是对称阵.

(AB)T = BTAT = BA = AB

下面再证明正定性,即证明AB的特征值全大于0.设λ是AB的任意一个特征

值,x是对应的特征向量,即

ABx = λx

于是有

Bx = λA−1x

两边同时左乘xT得到

xTBx = λxTA−1x

因为A > 0,所以A−1 > 0,从而得到λ = xTBx
xTA−1x

> 0.

6.设A的对角元全正,且A是严格主对角占优的对称矩阵,即对任意的i,有

|aii| > Σn
j=1,j ̸=i|aij |

则A > 0

先来证明A可逆.假设|A| = 0,则方程组Ax = 0有非零解w =


w1

w2

...

wn

,记|wi| =

maxn
j=1|wj |,考察第i个方程

ai1w1 + · · ·+ ainwn = 0
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注意到wi ̸= 0,则

−aii = ai1
w1

wi
+ · · ·+ ai,i−1

wi−1
wi

+ ai,i+1
wi+1
wi

+ · · ·+ ai,n
wn

wi

等式两边同时取绝对值,由绝对值的三角不等式可得

|aii| ⩽ Σn
k=1,k ̸=i|aik||ci| ⩽ Σn

k=1,k ̸=i|aik|

这与A的严格主对角占优性质矛盾.因此|A| ≠ 0.下面考虑A的特征值.对A的

特征多项式det(λI −A),当λ ⩽ 0时

det(λI −A) = (−1)ndet(−λI +A)

其中−λ ⩾ 0,从而−λI +A是严格主对角占优矩阵.由上面的结论可知,−λI +

A可逆,从而det(λI −A) = (−1)ndet(−λI +A) ̸= 0.于是A的特征值不可能小

于等于0,而对称阵的特征值一定是实数,所以A的特征值全正.所以A正定.

7.设A =



10 1 2 3 3

1 10 2 1 0

2 2 10 3 x

3 1 3 10 x

3 0 x x 10


,证明:当|x| < 3时,|A| < 105.

注意到A是一个对称阵,所以A的特征值都是实数.对于这题的结论,我们

可以联想到均值不等式

5
√

Π5
i=1λi ⩽

Σ5
i=1λi

5

假如能够使用均值不等式(条件是λi ⩾ 0),那么结合

|A| = Π5
i=1λi

tr(A) = Σ5
i=1λi

就可以得到结论.那么问题就是均值不等式的使用条件是否成立.注意到,在

题目条件下,A一定是一个严格主对角占优矩阵(定义参考本部分第六题),从

而根据第6题的结论可以得到A正定从而A的特征值全部大于0.
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