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Problem 1. 解决如下问题：
(1)设 A = {x ∈ Rn | ∥x∥2 ≤ 1}，证明其为凸集，并且说明其为 B = {x ∈ Rn | ∥x∥2 =

1} 的凸包（5 分）。

(2) 考虑优化问题：
min 1

2
∥x− c∥22

s.t. ∥x∥2 = 1
(1.1)

证明其等价于（5 分）：

max cTx

s.t. ∥x∥2 = 1
(1.2)

(3) 利用 (1) 中证明的凸集的性质，对问题 (1.2) 进行松弛，并说明松弛问题和原问题

等价（5 分）。

(4) 是否能对问题 (1.1) 做同样的松弛，为什么（5 分）。

Problem 2. 考虑优化问题：min
x

1

2
∥Ax− b∥22。

(1) 说明该问题为什么是凸问题（5 分）。

(2) 估计该问题目标函数的 Lipschitz 常数（3 分）。

(3) 使用 Armijo 线搜索得到步长相比常数步长有哪些优势，请说明（2 分）。

(4) 若要求解是稀疏的，该优化问题应该如何改进以适配这一条件，并在改过的问题
上使用近似点梯度法求解，写出迭代公式（5 分）。

(5) 分别给出 (近似点) 梯度法和加速 (近似点) 梯度法的收敛速度（4 分）。

Problem 3. 设 X ∈ Rm×k, Y ∈ Rm×n，考虑如下优化问题：

min
A∈Rn×r,B∈Rk×r

1

2
∥Y −XBAT∥2F

用交替线性极小化法（分块坐标下降法的一种）求解该问题，写出迭代公式，并直接

估计 A,B 的迭代步长（即其对应的 Lipschitz 常数）（5 分）。

Problem 4. 我们有如下线性规划问题：

min cTx

s.t. Gx ≥ h

l ≤ x ≤ u

(4.1)
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(1) 利用拉格朗日函数，将问题 (4.1) 化为如下鞍点问题（4 分）：

min
x∈C1

max
y∈C2

f(x)− g(y) + yTGx

(2) 使用 Chambolle-Pock 算法求解问题 (4.1)，写出迭代公式（6 分）。

Problem 5. 一大堆背景，但反正最后是考虑这样一个优化问题：给定矩阵 M ∈ Rn1×n2，

解出满足如下问题的 a ∈ Rn1 , b ∈ Rn2：

min
a,b

n1∑
i=1

n2∑
j=1

(
ln
(
Mij

aibj

)
−Mij + aibj

)
实际上这样解出来的 a, b 有 M ≈ abT，即用低秩矩阵近似 M（10 分）。

Problem 6. 考虑如下线性规划问题：

min − x1

s.t. x ∈ ∆2

(6.1)

其中 ∆2 = {(x1, x2)
T ∈ R2 | x1 + x2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} 是 2 维概率单纯形。

(1) 推导问题 (6.1) 的对偶问题，判断该问题的强对偶原理是否成立，并说明理由（5

分）。

(2) 用镜像梯度法求解该问题的迭代公式为：

xk+1 = argmin
y∈∆2

t

(
−1

0

)T

y +Dh(y, x
k)


其中 Dh(y, x) = h(y)− h(x)−∇h(x)T (y − x)，h(x) =

n∑
i=1

xi lnxi。

给定初始点 x0 =


√
2ϵ

2
e−tK

1−
√
2ϵ

2
e−tK

，其中 t > 0 是一个常数，而 K 为一正整数。

推导迭代点 xk (i = 1, 2, . . . , K) 的表达式，并证明（10 分）：∥∥∥∥∥xk+1 −

(
0

1

)∥∥∥∥∥
2

≤ ϵ

(3) 该收敛结论是否与 (2) 中收敛结果矛盾，给出判断并说明理由（5 分）。

Problem 7. 考虑在机器学习中的一个优化问题：

min
θ

ℓval(θ − α∇ℓtrain(θ)) (7.1)

其中 α 为给定的常数，而 ℓval(x) =
1

m

m∑
i=1

ℓ̄i(x)，ℓtrain(x) =
1

n

n∑
j=1

ℓj(x) 为两个损失函

数。且任意的 ℓ̄i(x), ℓj(x) 都是凸可微函数。
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(1) 将问题 (7.1) 写成如下双优化问题形式（6 分）：

min f(x, y∗(x))

s.t. y∗(x) = argmin
y

g(x, y)

(2) 使用随机梯度下降法求解问题 (7.1)，要求随机梯度步是真实梯度的无偏估计（10

分）。
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