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1

(1)

原方程等价于 3x − 2y = 1, 故有 3x ≡ 1(mod2), 解得 x ≡ 1(mod2). 故原
方程有解的必要条件是 x ≡ 1(mod2).

设 x = 2k + 1(k ∈ Z), 代回上述方程有 y = 3k + 1(k ∈ Z), 显然对于任意
k ∈ Z, 如此表示的 y 都是整数. 故原方程有解的充分条件是 x ≡ 1(mod2),
且此时对于每个不同的整数 x, 恰好有一个整数 y 使得 (x, y)是原方程的解.

综上, 原方程的整数解恰有 x = 2k + 1, y = 3k + 1(k ∈ Z).

(2)

归纳定义:

1⃝ 若 x ∈ Σ, 则 x ∈ Σ+;

2⃝若 x ∈ Σ+, a ∈ Σ,则将 a添加在字符串 x左侧得到的新字符串 ax ∈ Σ+;

3⃝ 集合 Σ+ 中只包含有限次使用 1⃝和 2⃝得到的那些元素.

Σ+ 可数, 证明如下:

考虑 Σ+ 中长为 n 的全体字符串构成的子集, 记为 Σ+
n . 易证 Σ+

n 均为有限

集且两两不交, 故 Σ+ 为可数多个 (非空) 有限集的不交并, 是可数集.

2

由题可知 8x− 12 ≡ 0(mod22) 即 4x ≡ 6(mod11),x ≡ 1(mod7).

所以有 28x ≡ 42(mod77), 11x ≡ 11(mod77). 作差得 17x ≡ 31(mod77), 解
得 x ≡ 29(mod77).
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3

(1)

(2)

极大元, 最大元: 12;

极小元: 2, 3;

有多于一个极小元, 故没有最小元;

最大下界: 无;

最小上界: 12.

4

(1)

1 → 3 → 3
2 → 2 → 4
3 → 4 → 1
4 → 1 → 2

所以 (124)(134) = (13)(24).
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(2)

1⃝ 先证明 {(12), (134)} 可以生成任一对换:

(134)2 = (143), 故可以生成 (143).

(143)(12)(134) = (42), (134)(12)(143) = (32), 这样就生成了所有含有 2 的

对换.

对于任一对换 (ab), 可以用 (2a)(2b)(2a) = (ab) 生成对换 (ab), 这样就生成
了所有对换.

2⃝ 再证明全体对换可以生成任一置换:

写出该置换的轮换积表示, 并将其中所有长度超过 2 的轮换分解为若干连锁
轮换 ((ab)(bc)(cd) . . .) 的积即可.

5

水题.

6

设有群同态 f : G1 → G2, 其中 G1 为循环群. 显然只用考虑 G2 中 f 的值

域 H = f(G1).

先证 H 是群:

封闭性: 任取 H 中元素 b1, b2, 则有 a1, a2 ∈ G 满足 f(a1) = b1, f(a2) = b2.
从而 b1b2 = f(a1)f(a2) = f(a1a2), 其中 a1a2 ∈ G1, 故 b1b2 ∈ H;

结合律: 继承自 G2;

幺元: 任取 G 中元素 a, 则 f(a) = f(aeG1
) = f(a)f(eG1

), 由消去律可得
f(eG1

) = eG2
. 故 eG2

∈ H;
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逆元: 任取 H 中元素 b1, 则有 a1 ∈ G 满足 f(a) = b, 则 f(eG1
) = f(aa′) =

f(a)f(a′) = bf(a′), 由消去律可得 f(a′) = b′, 故 b′ ∈ H.

再证 H 是循环群, 即 H 可以靠单个元素生成:

取 G1 一生成元 a, 则 G1 中任一元素可表示为 ak (k ∈ Z). 任取 H 中元素

b1, 则 b1 在 G1 中有至少一个原像 a1. 设 a1 可表示为 ak0 , 则 b1 = f(a1) =

f(ak0) = f(a)k0 , 从而 f(a) 是 H 的生成元.

这就证明了 H 是循环群.

7

(1)

显然这题需要假定 G 是有限群.

先证 G 是交换群:

任取 a, b ∈ G, 则 aabb = a2b2 = e, 而 abab = (ab)2 = e, 由消去律可得
ab = ba.

由于 G 是有限群, 可以任取 G 的一个极小生成组 A = {a1, . . . , am}, 则 G

中所有元素可以表示为 ai 的有限连乘.

由于 G 是交换群, 可以通过交换元素顺序将相同的 ai 交换到一起乘起来,
所以 G 中任一元素 a 可以表示为

m∏
i=1

aki

i . 又因为所有元素阶为 2, 可知每个

ki 只能取 1 或 0, 即总共只有 2m 种不同表示. 最后, 如果存在两个不同表
示对应相同的元素, 则说明某个 ai 可以用其它 aj 生成, 与 A 是极小生成组

矛盾. 从而这 2m 个表示对应的元素各不相同. 即恰有 2m 个元素.

(2)

封闭性: 由 ∗ 与 ⊕ 的封闭性即得;

结合律, 交换律: 取 A 的一组原子 A0 = {a1, . . . , am}, 我们知道 A ∼=
⟨P(A0),⊆⟩, 此时 A 的每个元素 a 对应 P(A0) 的一个子集. 此时 a ∗ b′
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对应交集 a∩ bC 即补集 a− b, 故 a+ b 即对应对称差 a△b. 而求多个子集的
对称差, 意味着求恰好属于这些子集中的奇数个的全体元素构成的集合, 显
然与子集排列顺序与运算顺序都无关.

幺元, 逆元: 同上理, 对称差运算的幺元为空集 ∅

这就证明了 ⟨P(A0),△⟩ 是交换群, 从而 ⟨A,+⟩ 是交换群.

(3)

任取子集 a ∈ P(A0), 其与自身取对称差为 a△a = ∅, 即证 ⟨A,+⟩ 所有元
素阶为 2.

由 (1)(2) 结论即得.

8

任取 a ∈ R, 有 2a = (a + a) = (a + a)2 = 4a2 = 4a, 由加法消去律得
a+ a = 0.

任取 a, b ∈ R, 有 a2 + b2 = a + b = (a + b)2 = a2 + ab + ba + b2, 由加法消
去律得 ab+ ba = 0, 结合 ab+ ab = 0 得 ab = ba, 即 R 是交换环. 故所有左
零因子都是右零因子 (反之亦然) , 即只需证有左零因子.

我们知道 a2 − a = (a− 1)a = 0, 由于 |R| ≥ 3, 可以取到一个 0 和 1 以外的

元素 a, 则 a, a− 1 ̸= 0, 从而 a− 1 是左零因子, 进而也就是零因子.
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1

1⃝ 记数列 an = 2n − n. 2 在 mod3 同余乘法下阶为 2, 故第一项所属的
mod3 同余类每 2 项循环一次; 显然第二项所属的 mod3 同余类每 3 项循
环一次, 可知这个数列本身所属的 mod3 同余类至多每 6 项循环一次. 枚举
检验可知 n ≡ 4 或 5(mod6).

同理, 2⃝意味着 n ≡ 7 或 13 或 14 或 16(mod20), 3⃝意味着 n ≡ 1(mod2).
所以可以求 n 在 mod60 下的同余类. 验证可得 n ≡ 47(mod60).

所以最小的正整数 n 为 47.

2

根据中国剩余定理, 由于 a, b 互素, 命题等价于 am + bn ≡ 1(moda) 且
am + bn ≡ 1(modb). 后者又等价于 bn ≡ 1(moda) 且 am ≡ (modb). 显然
取 m = ϕ(b), n = ϕ(a) 即可.

3

(1)

1 → 4 → 1
2 → 3 → 3
3 → 2 → 4
4 → 1 → 2

(2)
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所给置换表示为轮换积为 (146)(253). 我们知道 n-轮换的阶为 n, 且不交置
换的乘法满足交换律. 故原式 = [(146)(253)]3 = (146)3(253)3 = I.

4

(1)

水题.

(2)

等价类共有 2 个: 正奇数集, 正偶数集.

5

(1)

R1: 不自反性, 反对称性;

R2: 自反性, 对称性, 传递性;

(2)

R1 ◦R2: 略.

R+
1 = A2. 因为 (a, b), (b, c), (c, d), (d, a) 构成了所有元素上的有向圈, 任意
两个元素的有序组 (x, y) 都可以通过它们根据传递性生成;

R+
2 就是 R2 自身, 因为 R2 已经满足传递性.

6

(1)



2019 期末 9

封闭性: 任取 h1k1, h2k2 ∈ HK, 则 (h1k1) ∗ (h2k2) = (h1(k1h2))k2 =

(h1(h2k1))k2 = (h1h2)(k1k2) ∈ HK;

结合律: 从 S 中继承;

幺元: 取 H,K 中单位元 e, 则 e = e ∗ e ∈ HK. 任取 hk ∈ HK, 则
e ∗ (hk) = (e ∗ h)k = hk, (hk) ∗ e = h(k ∗ e) = hk, 从而 e 是 HK 中运算 ∗
的幺元;

逆元: 任取 hk ∈ HK, 记 h 在 ⟨H, ∗⟩ 中逆元为 h−1
H , k 在 ⟨K, ∗⟩ 中逆元为

k−1
K ,有 h−1

H k−1
K ∈ HK. 则 (hk)(h−1

H k−1
K ) = (h(kh−1

H ))k−1
K = (h(h−1

H k))k−1
K =

(hh−1
H )(kk−1

K ) = e ∗ e = e, 同理可以检验 (h−1
H k−1

K )(hk) = e. 从而 hk 的逆

元是 h−1
H k−1

K .

(2)

任取 h ∈ H, 则 h = he ∈ HK, 也就意味着 H ⊆ HK. 又 H 对于 ∗ 构成群,
故 H 是 HK 的子群.

考虑 H 的所有右陪集 (包括自身) , 我们断言每个右陪集中恰有一个元素属
于 K.

先证每个右陪集中含有元素属于 K: 对 H 的任一右陪集, 任取其中一个元
素 h1k1, 则这个右陪集可以表示为 Hk1, 从而至少含有 k1 这个 K 中的元

素.

再证每个右陪集中不能有多于一个属于 K 的元素: 如果 k1, k2 属于 H 的同

一个右陪集, 则这个右陪集可以表示为 Hk1, 从而存在 h 满足 hk1 = k2 即

h = k2k
−1
1 . 右侧是一个 K 中的元素, 且由于 k1 ̸= k2 故不是 e, 这与 H,K

除了幺元不交矛盾.

由此我们知道, H 的每个右陪集恰有一个 K 中的元素, 这说明 H 的每个右

陪集恰好是每个 Hk, 其中 k ∈ H. 现在只需证明 ∀k ∈ K,Hk = kH, 而这
可以根据 h 与 k 乘法的交换律得到.

这就证明了 H 是正规子群, K 的情况完全对称.

(3)
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我们断言 f : K → G/H, f(k) = Hk 是二者间的同构映射. 证明如下:

根据 (2) 我们已经知道商群 G/H 中的元素恰好是所有的 Hk, 故 f 首先

是一个双射. 任取两个陪集 Hk1,Hk2, 则有 Hk1 ∗ Hk2 = H(k1H)k2 =

H(Hk1)k2 = (HH)(k1k2) = H(k1k2). 这就证明了 f 是一个同态映射. 综上
f 是同构映射.

7

先证 H 是子群:

封闭性: 任取 h1, h2 ∈ H, 需要证明 h1h2 也是与 G 中所有元素可交换的元

素. 任取 a ∈ G, 则 a(h1h2) = (ah1)h2 = (h1a)h2 = h1(ah2) = h1(h2a) =

(h1)(h2)a, 即 h1h2 与 a 可交换. 由 a 任意性可知 h1h2 ∈ H;

结合律: 从 G 中继承;

幺元: 取 G 中幺元 e, 则任取 a ∈ G, 有 ae = ea = a 即 e 与任意元素可交

换, 故 e ∈ H;

逆元: 任取 h ∈ H, 需要证明 h−1 也是与 G 中所有元素可交换的元素. 任
取 a ∈ G, 则 h−1a = (h−1a)(hh−1) = (h−1(ah))h−1 = (h−1(ha))h−1 =

((h−1h)a)h−1 = ah−1, 即 h−1 与 a 可交换.

再证 H 的正规性:

任取 a ∈ G, 则 aH = ah|h ∈ H = ha|h ∈ H = Ha.

这就证明了 H 是 G 的正规子群.

8

加封: 由自然加法和自然减法在 R 上的封闭性可得;
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加结: 任取 x, y, z ∈ R, 有 (x⊕ y)⊕ z = (x+ y − 1)⊕ z = x+ y + z − 2 =

x⊕ (y + z − 1) = x⊕ (y ⊕ z);

加幺: 断言 1 ∈ R 是 ⊕ 的单位元. 任取 x ∈ R, 有 1 ⊕ x = 1 + x − 1 =

x, x⊕ 1 = x+ 1− 1 = x;

加逆: 任取 x ∈ R, 断言 2 − x 是 x 关于 ⊕ 的逆元. 因为有 x ⊕ (2 − x) =

x+ 2− x− 1 = 1, (2− x)⊕ x = 2− x+ x− 1 = 1;

加交: 显然;

乘封: 由自然加法, 自然减法和自然乘法在 R 上的封闭性可得;

乘结: 任取 x, y, z ∈ R, 有 (x⊗ y)⊗ z = (x+ y− xy)⊗ z = x+ y+ z− xy−
xz − yz + xyz = x⊗ (y + z − yz) = x⊗ (y ⊗ z);

乘幺: 断言 0 ∈ R 是 ⊕ 的单位元. 任取 x ∈ R, 有 0 ⊗ x = 0 + x − 0x =

x, x⊗ 0 = x+ 0− 0x = x.

分配: 任取 x, y, z ∈ R, 有 x ⊗ (y ⊕ z) = x ⊗ (y + z − 1) = x + y + z −
1 − xy − xz + x = (x + y − xy) + (x + z − xz) − 1 = x ⊗ y ⊕ x ⊗ z, 这
就证明了左分配率. 又因为 ⊗ 显然满足交换律, 故右分配律可以直接通过
(x⊕ y)⊗ z = z ⊗ (x⊕ y) = z ⊗ x⊕ z ⊗ y = x⊗ z ⊕ y ⊗ z 得到.

9

题目没有断言 S 在自然加法与自然乘法下成环, 所以最好验证一下这一点.
由于这个过程实在太繁琐所以在此略去.

先证明 Ψ保运算从而是环同态这件事情对 Ψ(f(x)) = f(x0) 来说是平凡的:

任取 f(x), g(x) ∈ Q[x], 有 Ψ(f + g) = (f + g)(
√
∆) = f(

√
∆) + g(

√
∆) =

Ψ(f) + Ψ(g); Ψ(fg) = (fg)(
√
∆) = f(

√
∆) + g(

√
∆) = Ψ(f) + Ψ(g).

再证明 Ψ 是满射:
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任取 a + b
√
∆ ∈ S, 则可取 f(x) = a + bx ∈ Qx, 显然有 Ψ(f) = a + b

√
∆.

这就证明了 S 中每个元素都有原像.

求 KerΨ:

显然 S 的加法单位元为 0 = 0 + 0
√
∆, 现在要寻找使得 Ψ(f) = f(

√
∆) = 0

的那些 f . 由于 f 是多项式, f(
√
∆) = 0 说明 f 含有因式 x −

√
∆. 然而,

我们知道 f 的每一项系数均为有理数, 但
√
∆ 却可能是无理数. 下面我们

分两种情况讨论:

1⃝ ∆ 是完全平方数, 从而
√
∆ 是整数:

f 含有因式 x−
√
∆*
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2020 期末

这份卷子佚失了.
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2020 小测

1

r(R) = {(a, a), (a, b), (b, b), (c, c), (c, d), (d, d)} = R ∪ {(c, c), (d, d)}

s(R) = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c, d), (d, c)} = R ∪ {(b, a), (d, c)}

t(R) = R

2

等价关系的证明略. 注意任意集合 A上的一个等价关系 ⟨A,R⟩限制在 A的

一个子集 B 上 (得到 ⟨B,R ∩B2⟩) 依然是等价关系.

A/R = {{1, 6, 11, 16}

{2, 7, 12, 17}

{3, 8, 13, 18}

{4, 9, 14, 19}

{5, 10, 15, 20}

}

3,4,5

It is trivial.
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6

记集合 {1, 2, 3, 4} 为 A. 定义相等关系 IA = {(a, a)|a ∈ A}.

(a)

为了破坏传递性, 考虑加入一对形如 (a, b), (b, c) 的元组而不加入 (b, c), 又
为了保证对称性还要加入所有对称的元组. 最后为了保证自反性再并上 IA.

一个例子为 R = IA ∪ {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)}

(b)

为了保证对称性, 只要出现形如 (a, b) 的元组也一定会出现 (b, a), 从而根据
传递性又会出现 (a, a) 和 (b, b). 所以为了破坏自反性, 必须要留至少一个元
素 c 使得元组 (c, c) 不出现.

一个例子为 R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}.

当然, 或许你已经发现了, 直接取 R = ∅ ⊆ A 也是一个例子.

(c)

破坏传递性的方法与 (a) 类似, 为了保证反对称性在加入 (a, b) 后不加入

(b, a) 即可.

一个例子为 R = IA ∪ {(1, 2), (2, 3)}.

(d)

任意在 A 上定义一个等价关系即可. 可以直接取 R = IA 或 R = A2.

(e)

任意在A上定义一个偏序关系即可. 可以直接取R = IA或R = (a, b)|a ≤ b.
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2021 期末

1

(1)

联立前两个方程得到 x ≡ 11(mod30).

再联立第三个方程得到 x ≡ 11(mod210).

最后联立第四个方程得到 x ≡ 2111(mod2310).

(2)

7800 的素因子分解为 7800 = 23 × 3× 52 × 13

故 ϕ(7800) = 1
2
× 2

3
× 4

5
× 1213× 7800 = 1920

2

R 的传递闭包就是 A2. 显然 (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1) 在 A 上构成了一条涉

及所有点的有向圈. 因此对任意两个元素 a, b ∈ A, 可以通过它们根据传递
性生成 (a, b).

R2 = {(1, 1), (1, 3), (2, 2), (2, 4), (3, 1), (4, 2)}.

3

(1)

等价类的证明: 要证的只有传递性. 考虑 a, b, c ∈ R∗ 满足 ab, bc > 0, 则
ab2c > 0, 又因为 b2 > 0, 故 ac > 0.

等价类有两个, 分别为正数集 R+ 和负数集 R−.
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(2)

不是. 对于 0 ∈ R, 02 = 0 ̸> 0, 这就违反了自反性.

4

略.

5

必要性 ⇒:

由于 H 非空, 可以任取 a, b ∈ H. 由于 H 是子群, 存在单位元 eH ∈ H 满足

aeH = a, 根据 G 上的消去律得到 eH = e. 这证明了 H 中的单位元就是 G

中的原单位元.

再由于 H 是子群, 存在 a 的逆元 a−1
H 满足 aa−1

H = eH = e, 根据 G 上的消

去律得到 a−1
H = a−1. 由 A 的任意性, 这证明了 H 中每个元素的逆元就是

其在 G 中的原逆元.

依然由于 H 是子群, 根据 H 的封闭性有 a−1
H b ∈ H 即 a−1b ∈ H.

充分性 ⇐:

我们验证 H 满足群定义中的四条性质:

1⃝ 结合律: 直接从 G 中继承;

2⃝ 幺元: 由于 H 非空, 可以任取 a ∈ H, 则 a−1a = e ∈ H. 由于 e 在 G 中

是单位元, 故 ∀h ∈ H 有 eh = he = h, 即 e 是 H 中的单位元;

3⃝ 逆元: 任取 a ∈ H, 则 a−1e = a−1 ∈ H. 由于 a−1 在 G 中是 a 的逆元,
故 aa−1 = a−1a = e 为 H 中单位元. 这样就证明了 a−1 在 H 中也是 a 的

逆元;
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0⃝ 封闭性: 任取 h1, h2 ∈ H, 由 3⃝有 h−1
1 ∈ H, 故 h1h2 = (h−1

1 )−1h2 ∈ H.

请思考为什么在这里我们改变了验证四条性质的顺序. 如果从封闭性开始
验证, 是否能够完成证明?

6

我们分 b 的阶是否有限来讨论.

1⃝ 如果 b 的阶有限, 即存在最小的正整数 n, 使得 bn = eG:

由于 f 是同构映射, 所以是同态映射. 故有 (f(b))n = f(bn) = f(eG) = eG′ .
这说明 f(b) 也有有限阶 m, 且有 m|b.

又由于 f 还是双射, 可以定义其逆 f−1, 后者也是一个同构映射. 故有
bm = (f−1(f(b)))m = f−1((f(b))m) = f−1(eH) = eG. 这说明 n|m.

由于 m,n 都是正整数, 只能是 m = n.

7

确定最大元 0 与最小元 1, 由于集合 A 含有至少 3 个元素, 可以选出一个
0, 1 之外的元素 a 满足 0 < a < 1.

接下来我们证明引理: 在线性序 ⟨A,R⟩ 中, 任意两个元素 a, b 的最小上界为

max{a, b}, 最大下界为 min{a, b} (由于 A 中任意两个元素都可比, 这些记
号都是良好定义的) .

(证明非常简单故在此略去, 可参考习题解答 8.1 题.)

现在假设 a 有补元 b, 但根据引理 a ∗ b 与 a⊕ b 中至少有一者为 a, 两者不
可能分别为 1 和 0. 矛盾.
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8

⇒:

I +Kerf ⊆ R 根据封闭性是平凡的, 需要证明的仅有 R ⊆ I +Kerf .

任取 R 中元素 r, 则可以确定 R′ 中元素 r′ = f(r). 由于 f(I) = R′, 可以在
I 中找到 (至少一个) 元素 i 满足 f(i) = r′.

由于环关于加法构成一个群,在 R中可以确定 r− i,接下来只需证明 r− i ∈
Kerf . 考虑 f(i) + f(r − i) = f(r) = r′, 而左式又等于 r′ + f(r − i), 说明
f(r − i) = 0R′ , 即 r − i ∈ Kerf .

⇐:

f(I) ⊆ R′ 是必然的, 需要证明的仅有 R′ ⊆ f(I).

任取 r′ ∈ R′, 我们需要找到 i ∈ I 满足 f(i) = r′. 任取 r′ 在 R 中的一个原

像 r, 则 r 可以表示为 i + s, 其中 i ∈ I, s ∈ Kerf . 则 r′ = f(i) + f(s) =

f(i) + 0R′ = f(i). 这就证明了上一步确定下来的 i 即为所求.
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1

注意到 (21, 39, 117) = 3, 故原方程等价于 7x ≡ 13(mod39).

由于 13|13 且 13|39, 而 (7, 13) = 1, 这说明 x 一定是 13 的倍数. 记 x′ = x
13
,

则原方程等价于 7x′ ≡ 1(mod3).

显然解为 x′ ≡ 1(mod3), 故原方程解为 x ≡ 13(mod39).

2

(1)

m 的缩系在 modm 同余乘法下构成群 (记作 Z∗
n) , 且 a 在 m 的缩系中故

在 Z∗
n 中.

显然 Z∗
n 的单位元为 1. 由于这是一个有限群, a 有有限阶 n, 即 an ≡

1(modm). 又由于 0 /∈ Z∗
n, 故 |Z∗

n| ≤ m− 1, 从而 a 的阶 n 至多为 m− 1. n
即为所求.

(2)

教材 2.6.1 的原内容.

充分性: 由 d0|h, 设 h = kd0 其中 k ∈ N. 则 ah ≡ (ad0)
k ≡ 1k ≡ 1(modm).

必要性:

若存在 h 满足 ah ≡ 1(modm), 则根据带余除法可以确定唯一的 k, b ∈ N 满
足 h = kd0 + b 且 0 < b < d0.

考虑 ab, 有 ab · akd0 ≡ ah ≡ 1(modm), 又有 akd0 ≡ (ad0)
k ≡ 1(modm). 根

据群的消去律, 可知 ab ≡ 1(modm), 这与 d0 的最小性矛盾.
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3

(1) (12345)(23) = (45123)(32) = (4512)

(2)

第一问为教材习题 5.19.

左陪集: {I, (23)}, {(12), (123)}, {(13), (132)}

右陪集: {I, (23)}, {(12), (132)}, {(13), (123)}

4

略.

5

验证是平凡的.

6

显然这里默认了 g 的阶有限, 以及 |G/H| 有限.

设 g 的阶为 m, |G/H| = n. 则由题有 gm = e.

考虑 g 所在的陪集 gH. 由于 G/H 是一个良定义的群, 我们可以讨论 gH

作为元素在其中的阶 m′. 由于 gm = e ∈ H, 故必然有 (gH)m = H, 从而
m′|m.

另一方面, 由 Lagrange 定理, 阶 m′|n. 根据 (m,n) = 1 可知 m′ = 1, 即
gH�G/H 中的单位元 H, 从而 g ∈ H.
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7

这题的表述有问题. 我猜测题目的原意是 “存在 G→ G′ 的满同态映射的充

要条件是 n|m” .

n = 1 的情况是显然的, 此时 n|m 与 f 是满同态都平凡地成立: 下面我们只
考虑 n ≥ 2 的情况:

必要性 →:

我们知道同态映射 f 一定有 f(eG) = eG′ . 考虑 G 的一个生成元 a, 则 a 的

阶是 m, 且有 (f(a))m = f(am) = f(eG) = eG′ .

我们知道像集 f(G)必定是一个群,而这个群中的所有元素都可以用 f(a)生

成 (任一元素的原像在 G 中可以用 a 生成, 然后根据同态保运算即得) . 由
于 f 是满射, 即 f(G) = H, 所以 f(a) 是 H 的生成元, 且其阶是 m 的因子,
即 m|n.

充分性 ←:

任取 G,G′ 各自的生成元 a, a′. 则 G 中每个元素可以唯一表示为 ak, 其中
0 ≤ k < m. 定义映射 f : G→ G′, f(ak) = f(a)k. 容易验证这的确是一个环
同态 考试时请自己严格验证一遍, 所以只需要证明 f 是满射.

由于 a′ 是 G′ 的生成元, 因此 {a′n|n ∈ N} 包含了整个 G′, 也就意味着
f(G) = G′ 从而是满射.

p.s. 关于必要性的证明: 请时刻注意区分 f(G) 和 H, 以及某个元素 “是
f(G) 的生成元/是 H 的生成元” 这样的说法. 有的时候我们讨论一个映射
时会默认其值域指的是所有能够被取到的元素, 即所谓 “所有的映射都是满
射”. 但在谈论两个具体的集合间的映射时请注意区分这一点.

8

首先证明 Z/nZ ∼= Zn:

(寻找同构映射和验证都是显然的, 这里略去.)
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(1)

Zn[x] 中元素形如 f(x) =
n∑

i=0

aix
i, 其中 ai 为 ai 所在的同余类, 0 ≤ ai < n.

定义映射 f : Zn[x]→ Z[x]/(n) : f(
n∑

i=0

aix
i) =

n∑
i=0

aixi, 即
n∑

i=0

aix
i 所在的同

余类. 我们断言 f 是一个同构映射, 下面来证明这一点:

分别验证 f 具有双射和保运算的性质. 保运算直接代入验证即可, 没有技术
含量; 关于双射的部分: 注意为证明是满射, 可以改为证明 Z[x] 中每个多项
式所在的等价类都有原像, 因为 Z[x]/(n) 中的每个元素都是某个等价类. 这
样就不必死板地证明 “每个元素都有原像”.

(2)

这里的 Z[i]指的应该是将 i代入所有多项式的结果,即所有形如 ai+b(a, b ∈
Z) 的复数 (高斯整数) 构成的环. 我不确定这个记号在我们的是否规范.

不过, 对于环 R 中的任何一个元素 x0, 其多项式环 R[x] 中的所有多项式

f(x) 代入 x0 后得到的元素构成环, 这件事是必然的. (可以自行验证. 实际
上它是 R[x] 在 ϕ(f) = f(x0) 下的同态像. )

我们已经知道 Z/2Z ∼= Z2. 所以需要验证 Z[i]/(1 + i) 恰有两个元素, 且它
们的运算关系与 Z2 中的相同.

考虑 Z[i] 上的等价关系: a + bi ∼ c + di 当且仅当 ∃z ∈ Z[i] s.t. (a + bi) −
(c+ di) = (1 + i)z. 我们来研究 Z[i] 在这个等价关系下有哪些等价类.

首先, 对于任意虚整数 a+ bi(b ̸= 0), 显然其与实整数 a− b 等价. 这说明可
以选取每个等价类的代表元使得每个代表元都是实整数.

其次, 由于 2 = (1 + i)(1− i), 因此当两个实整数的差是 2 的整数倍, 则它们
两个等价. 这说明等价类至多有两根: 0 所在的等价类与 1 所在的等价类.

最后我们证明 0 ̸∼ 1. 假定存在 z 满足 1− 0 = (1 + i)z, 解得 z = 1
2
− 1

2
i, 不

是复整数.

综上, Z[i]/(1 + i) 恰有两个元素. 我们知道二元环只有一种同构类, 因此
Z[i]/(1 + i) 和 Z2 也就是 Z/2Z 同构. (当然这里也可以代入同构映射验证
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保运算. )

9

我们先说明一点: 要证明题给命题,只需证明两个理想的情况,即 I1+I2I3 =

R. 我们已经知道理想的积依然是理想 (参考习题 7.12) ,因此可以将 I2I3 视

作一个新的理想 I ′2, 从而有 I1+ I ′2 = I1+ I4 = R, 因此也就有 I1+ I ′2I4 = R

即 I1 + I2I3I4 = R. 类似地, 可以用归纳法推广到任意 n ∈ N+.

接下来我们来证明 I1 + I2I3 = R.

I1+ I2I3 ⊆ R 是必然的, 我们只需要证明反方向的包含关系. 任取 r ∈ R, 根
据 I1 + I2 = I1 + I3 = R, 我们可以确定 i11 ∈ I1, i2 ∈ I2 满足 i11 + i2 = r,
以及 i12 ∈ I1, i3 ∈ I3 满足 i12 + i3 = 1R, 即 R 中的乘法单位元.

则有 r = r · 1I = (i11 + i2)(i12 + i3) = (i11i12 + i11i3 + i12i2) + i2i3. 由于
理想满足乘法吸收性, 所以 i11i12, i11i3, i12i2 ∈ I1; 又由于理想满足加法封闭
性, 所以右式的第一项属于 I1, 而第二项属于 I2I3, 这就证明了 r 可以表示

为 I1 + I2I3 中的形式. 由 r 的任意性也就证明了 R ⊆ I1 + I2I3.
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1

联立前两个方程解得 x ≡ 31(mod35).

再联立第三个方程解得 x ≡ 31(mod385).

2

由于 (m,n) = 1, 只需证 mϕ(n) + nϕ(m) ≡ 1(modm) 和 mϕ(n) + nϕ(m) ≡
1(modn) 分别成立. 显然它们分别等价于 nϕ(m) ≡ 1(modm) 和 mϕ(n) ≡
1(modn).

考虑 m 的缩系在 modm 同余乘法下构成的群 Z∗
m 以及 n 所在的等价类作

为元素. 由于 |Z∗
m| = ϕ(m), 根据 Lagrange 定理, n 的阶为 ϕ(m) 的因子, 从

而 nϕ(m) 为这个群中的单位元 1. 这样就证明了 nϕ(m) ≡ 1(modm). 根据对
称性另一个式子完全同理.

3

略.

4

教材习题 4.6 原题.
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5

教材习题 5.8 原题.

(1)

对任一阶大于 2 的元素 a, 可以证明其逆元 a′ 与 a 阶相同 (证明在此略去,
请读者尝试自行完成) 故也大于 2. 又 a 的阶大于 2 故 a ̸= a′.

这说明阶大于 2 的元素总是成对出现. 由于 G 是有限群故其中阶大于 2 的
元素数量有限, 从而是偶数.

(2)

由于 |G| 为偶数, 故 G 中阶为 1 和 2 的元素数量之和也为偶数. 而 1 阶元
只有 1 个, 即单位元 e, 从而 2 阶元有奇数个, 也就至少有一个.

6

充分性 ⇐:

平凡群 Z1 = {e} 自然没有非平凡子群. 对于素数阶循环群: 我们知道如果
G 是有限群, 则其子群 H ⊆ G 的元素个数必为 |G| 的因子. 从而素数阶循
环群 Zp 的子群 H 的元素个数只可能是 1 或 p, 而前者只能同构于平凡群
Z1, 后者只能是 Zp 本身.

必要性 ⇒:

我们分两种情况讨论: 假如 G 的最小生成组有多于一个元素 (即需要多于
一个元素生成) , 则任取一个非单位元 a ∈ G, 其生成的子群 [a] 含有非单位

元 a 故不是平凡群 {e}, 又 a 不能独自生成整个 G 故 [a] 不是 G 本身. 这
样就证明了 G 有平凡子群, 矛盾.

假如 G 的最小生成组至多有一个元素, 则 G 必然是循环群.

如果 G 是无限循环群, 则其只能同构于 Z, 而 2Z = {2k|k ∈ Z} 便是其一个
非平凡子群, 舍去; 如果 G 是有限循环群, 设其为 n 阶循环群. 如果 n 有非
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平凡因子 m, 则生成元 a 对应的 am 生成的子群 [am] 便是其一个非平凡子

群.

这样就推翻了除了平凡群和素数阶循环群之外的任何可能性. 故证.

7

考虑商群 G/H 中 x 所在的等价类 x 的阶. 由于 |G/H| = [G : H] = m, x
的阶必为 m 的因子, 从而 xm 为单位元 H.

xm 所在的等价类即为 xm, 故 xm ∈ H.

8

(1)

先验证 Z(G) 是子群, 即 Z(G) 在原乘法下构成群:

0⃝ 封闭性: 任取 a, b ∈ Z(G), 则 ∀g ∈ G, 有 abg = agb = gab, 从而 ab 也与

任何元素可交换. 这就证明了 ab ∈ G, 由 a, b 任意性即得 Z(G) 封闭性;

1⃝ 结合律: 直接从 G 中继承;

2⃝ 幺元: e 当然是与任何元素可交换的;

3⃝ 逆元: 任取 a ∈ Z(G), 我们欲证明 a′ ∈ Z(G). ∀g ∈ G, 则 a′ga = a′ag =

g, 又 ga′a = g, 根据消去律可得 a′g = ga′. 这就证明了 a′ ∈ Z(G).

再证 Z(G) 的正规性: ∀g ∈ G, 有 gZ(G) = {ga|a ∈ Z(G)} = {ag|a ∈
Z(G)} = Z(G)g, 从而 Z(G) 的每个元素的左右陪集对应相等. 故证.

(2)

这是一句废话.

(3)
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这是近世代数中一个相当有趣的结论: 如果一个群 G 商掉其 “中心” 后得
到循环群, 那么这个循环群必然是平凡群即群 G 就是其中心, 也就意味着
G 就是交换群.

任取 G 的两个元素 b, c. 我们可以试图证明 b, c 可交换来证明 G 是交换群.
考虑 b, c 在 G/Z(G) 中对应的所属的等价类 bZ(G, cZ(G)).

考虑 G/Z(G) 的一个生成元, 记其为 aZ(G), 则 ∃m,n ∈ Z 满足 bZ(G) =

(aZ(G))m, cZ(G) = (aZ(G))n.

在 (1) 中我们已经知道 Z(G) 是正规子群, 从而对任意两个元素 s, t, 有
sZ(G)tZ(G) = st(Z(G))2 = stZ(G) (后一个等号是因为 Z(G) 满足封闭性

和幺元的存在性) . 基于这一点,我们可以归纳地证明 (aZ(G))m = amZ(G).
从而 bZ(G) = amZ(G), cZ(G) = anZ(G).

这意味着 b ∈ am(G), c ∈ anZ(G). 从而我们可以写出如此表示 b = ams, c =

ant, 其中 s, t ∈ Z(G) 即与任意元素可交换. 则有 bc = amsant = am+nst,
以及 cb = antams = am+nts = am+nst, 从而 bc = cb.

由 b, c 的任意性可知 G 中任意两个元素可交换, 从而 G 是交换群.

9

这是一道非常典型的 “不需要任何洞见, 但考察对基本概念的定义的记忆及
其嵌套的使用” 的验证题. 因此我在此略去它的解答, 请认为自己在处理复
杂符号嵌套上不熟练的同学, 自行从定义出发写一遍这道题的完整过程. 这
对考前复习来说是一次很好的锻炼. (另一个原因是我实在懒得写了. )
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1

2× 2 ≡ 4(mod13)

4× 2 ≡ 8(mod13)

8× 2 ≡ 3(mod13)

3× 2 ≡ 6(mod13)

6× 2 ≡ 12(mod13)

12× 2 ≡ 11(mod13)

11× 2 ≡ 9(mod13)

9× 2 ≡ 5(mod13)

5× 2 ≡ 10(mod13)

10× 2 ≡ 7(mod13)

7× 2 ≡ 1(mod13)

由上可知 2 关于 mod13 同余乘法的阶为 12, 从而 2 能够生成 mod13 的整
个缩系, 是 13 的一个原根.

方程 4x9 ≡ 7(mod13) 等价于 x9 ≡ 5(mod13). 设 x ≡ 2k ≡ (mod13), 则
29k ≡ (mod13) 即 9k ≡ 9(mod12).

后者解得 k ≡ 1(mod4) 即 k ≡ 1 或 5 或 9(mod12), 从而 x ≡ 2 或 6 或

5(mod13).

2

(1)

不具有自反性, 因为不含有 (1, 1);



2024 30

具有反自反性, 因为对任意元素 a ∈ A, 都不含有 (a, a);

不具有对称性, 因为有 (1, 2) 而没有 (2, 1);

不具有反对称性, 因为同时有 (3, 4) 和 (3, 4);

不具有传递性, 因为有 (1, 2), (2, 3) 但没有 (1, 3).

(2)

自反闭包: R ∪ IA;

传递闭包: {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4)};

R2 = {(1, 3), (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}

p.s. 注意这里 R2 指的是关系的复合而非 R作为集合的笛卡尔积的二次幂.

3

(1)

由 d ≥ 1, 有

a ≡ b(modm)⇔ ∃k ∈ Z s.t. a− b = mk

⇔ ∃k ∈ Z s.t. da− db = dmk

⇔ da ≡ db(moddm)

故证.

(2)

根据中国剩余定理, 由于 m,n 互素, 命题等价于 mϕ(n) + nϕ(m) ≡ 1(mod
m) 且 mϕ(n) + nϕ(m) ≡ 1(modn). 后者又等价于 mϕ(n) ≡ 1(modn) 且
nϕ(m) ≡ (modm).
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由 Eular 定理即得.

4

(1)

我们断言在 Sn 中, 任意两个元素 a, b 的最小上界和最大下界分别是 [a, b]

和 (a, b). 下面来证明这一点:

先证明 [a, b] 和 (a, b) 如果在 Sn 中, 则一定分别是最小上界和最大下界: 如
果 [a, b] 在 Sn 中, 而 {a, b} 存在不比 [a, b] 大的上界 c, 则有 a|c, b|c 以及
[a, b] ̸ |c, 这与 [a, b] 作为 a 和 b 的最小公倍数定义矛盾, 故 [a, b] 是最小上

界; 同理, 若 (a, b) 在 Sn 中, 则一定是最大下界.

再证明 [a, b] 和 (a, b) 的确都在 Sn 中: 由 a, b ∈ Sn 有 a|n, b|n, 根据 [a, b] 作

为最小公倍数的定义则有 [a, b]|n, 从而 [a, b] ∈ Sn; 至于 (a, b), 由 (a, b)|a|n
即得 (a, b) ∈ Sn.

这样我们就证明了 Sn 中任意两个元素都存在最小上界和最大下界, 从而证
明了 Sn 是格.

(2)
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(3)

Sn 为线性序当且仅当其中任意两个元素 a, b 可比. 我们断言其充要条件是
n = 1 或 n = pk(p 为素数 , k ∈ N+). 下面证明这一点:

必要性: 采用反证法. 若 n 有至少两个不同的素因子 a, b, 则 a, b ∈ Sn 不可

比, Sn 不是线性序;

充分性: 若 n = 1, Sn 中只有一个元素, 显然是线性序; 若 n = pk, 则 Sn 中

任意两个元素形如 a = pi, b = pj(0 ≤ i, j ≤ k). 易见 a|b ⇔ i ≤ j, 由于 i, j

在整数的小于关系下一定是可比的, 从而 a, b 在整除关系下是可比的. 从而
Sn 是线性序.

5.

(1)

单位元 e满足对任意 B ∈P(A)即 B ⊆ A,有 e⊕B = (e\B)∪(B \e) = B.

如果 e 中有 B 中没有的元素 a ∈ e \B, 则 a ∈ e⊕ B 而 a /∈ B, 矛盾; 如果
e 中有 B 中有的元素 b ∈ e ∩B, 则 b /∈ B \ e 从而 b /∈ e⊕B, 同样矛盾.

这说明 e 中不应有任何元素即 e = ∅.

任取 B ∈ P(A) 即 B ⊆ A, 考虑子集 C ⊆ A 使得 B ⊕ C = ∅, 则应有
C ∩B = B 以及 C ∩Bc = ∅, 从而有 C = B, 即每个元素的逆元都是它自身.

(2)

由消去律, X = {1, 3}−1 ⊕ {3, 4, 5} = {1, 3} ⊕ {3, 4, 5} = {1, 4, 5}.

(3)

(1) 中证明了任意元素的逆为自身从而阶为 2, 故 B 的生成子群 ⟨B⟩ 同构于
Z2, 即 ⟨B⟩ = {B, ∅}.

6.
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证明理想需证明 A满足减法封闭性与乘法吸收性. 任取方阵M,N ∈ A,P ∈
Z2×2, 则 M,N 均为偶数方阵从而其差为偶数方阵, MP 与 PM 的每个元

素均为偶数从而也是偶数方阵.

|R/A| = 16.

7.

由于 Kerf 是 G1 的子群且满足 ∀a ∈ G 有 aKer = Kera, 从而 Kerf 是 H

的子群且是 H 的正规子群.

从而 H 是 Ker 的一系列陪集的不交并即 H =
∪
i∈I

aiKer. 任取 G1 中的元素

b, 则有:

bH =
∪
i∈I

baiKer

=
∪
i∈I

baiKerKer

=
∪
i∈I

bKeraiKer

=
∪
i∈I

aiKerbKer

=
∪
i∈I

aiKerKerb

=
∪
i∈I

aiKerb

= Hb

这就证明了 H 是 G1 的正规子群, 其中第三行到第四行的等号来自于 G2 是

交换群.

8.

由 Lagrange 定理, G 中元素的阶都应该是 |G| 的因子, 从而奇数阶群 G 中

不应有 2 阶元. 这意味着 G 中元素除了单位元逆 e 外每个 a 都可以和自己



2024 34

的逆元 a′ 一一配对, 而每一个这样的配对乘积都是 e, 连乘并再乘上 e 后结

果也是 e.

9.

法 1⃝:

反证法: 假设 f 不是同构, 则 f 不单即 Kerf ̸= {e}.

从而对于全体 n ∈ N, f−nKer 是 G 的两两不同的子群, 与 G 只有有限多个

子群矛盾.

法 2⃝:

我们直接证明 G 是有限群.

先证明 G 中任意元素 a 有限阶, 否则 ⟨a⟩ ∼= Z, 则全体每个 n ∈ N, n⟨a⟩Z 是
G 的两两不同的子群, 矛盾;

又有 G =
∪

a∈G

⟨a⟩. 右侧中每个集合都是有限集. 同时每个集合都是 G 的子

群, 从而至多有有限多个不同的. 则 G 是有限个有限集的并集, 从而是有限
群.

由 G 是有限群, 且 f 是 G 上的满射, 从而必定是 G 上的双射, 从而是 G 的

自同构.
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