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1.1

当光子的频率为ν时，它的波长为

λ =
c

ν
,

能量为
E = hν,

动量为

p =
E

c
=

hν

c
=

h

λ
,

其中h = 6.626× 10−34 J · s是普朗克常数。
光子的静止质量为零。当粒子不是光子时，它的静止质量大于零，此时记粒子的静止

质量为m。当粒子的运动速度为v(v < c)时，它的能量(动能与mc2之和)为

E =
mc2√

1− v2/c2
,

动量为
p =

mv√
1− v2/c2

.

因此
E2 = p2c2 +m2c4.

当v远小于c时，粒子的能量近似为

E = mc2 +
1

2
mv2 +O

(
v4
)
≈ mc2 +

1

2
mv2,

因此，动能为

K = E −mc2 =
1

2
mv2.
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动量近似为
p = mv +O

(
v3
)
≈ mv,

因此，动量与动能之间的关系为

p =
√
2mK,

K =
p2

2m
.

在宏观情况下，绝对温度(摄氏温度加上273.15)与粒子的平均动能成正比。当绝对温
度为T时，粒子的平均动能为

⟨K⟩ = 3

2
kBT,

其中k = 1.381× 10−23 J ·K−1是玻尔兹曼常数。

1.2 光光光电电电效效效应应应

将光照射到脱出功为W的金属上，如果光子的频率ν比较大，那么电子会离开金属。
此时电子的动能为

E = hν −W.

而动能是非负的，因此
hν −W ≥ 0,

可得

ν ≥ W

h
,

我们将W/h称为截止频率。

1.3 德德德布布布罗罗罗意意意波波波

粒子的动量p与物质波的波长λ之间的关系为

p =
h

λ
,

其中h是普朗克常数。
因此，对于质量为m，速度远小于c的粒子，记它的动能为K，那么物质波的波长为

p =
h

λ
=

h√
2mK

.
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1.4 氢氢氢原原原子子子

氢原子从能级n跃迁到能级m，会发射光子，其波长λ满足

1

λ
= R

(
1

m2
− 1

n2

)
,

其中R = 1.097× 107 m−1是里德伯常数。

2 波波波函函函数数数

2.1 定定定义义义

记Ψ : R3 × [0,∞)→ C是平方可积函数，即∫
R3

|Ψ|2 dV <∞,

归一化操作为

Ψ̃ =
Ψ(∫

R3 |Ψ|2 dV
)1/2

,

因此 ∫
R3

∣∣∣Ψ̃∣∣∣2 dV = 1. (2.1)

将满足(2.1)的平方可积函数Ψ̃称为波函数。

2.2 物物物理理理含含含义义义

波函数反映了粒子在空间各处的概率分布。当粒子的波函数为Ψ时，粒子出现在区
域(x, x+ dx)× (y, y + dy)× (z, z + dz) ⊆ R3的概率为

|Ψ(x, y, z, t)|2 dxdydz.

给定两个线性相关的平方可积函数Ψ,Φ满足

Φ = cΨ, c ̸= 0,

其中c是常数。分别对其进行归一化可得

Ψ̃ =
Ψ(∫

R3 |Ψ|2 dV
)1/2

,

Φ̃ =
Φ(∫

R3 |Φ|2 dV
)1/2

=
c

|c|
Ψ(∫

R3 |Ψ|2 dV
)1/2

= λΨ̃,
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其中λ = c/ |c| , |λ| = 1。当粒子A,B的波函数分别为Ψ̃, Φ̃时，粒子A,B出现在区域(x, x +
dx)× (y, y + dy)× (z, z + dz) ⊆ R3的概率分别为

PrA =
∣∣∣Ψ̃(x, y, z, t)

∣∣∣2 dxdydz,
PrB =

∣∣∣Φ̃(x, y, z, t)∣∣∣2 dxdydz = |λ|2
∣∣∣Ψ̃(x, y, z, t)

∣∣∣2 dxdydz =
∣∣∣Ψ̃(x, y, z, t)

∣∣∣2 dxdydz,
因此PrA = PrB，Ψ̃, Φ̃描述的概率分布是一致的。

2.3 平平平方方方可可可积积积函函函数数数的的的性性性质质质

平方可积函数的集合是复数域C上的向量空间，因为对于任意平方可积函数Ψ,Φ与常
数c ∈ C，都具有 ∫

R3

|Ψ+Φ|2 dV ≤ 4

(∫
R3

|Ψ|2 dV +

∫
R3

|Φ|2 dV
)

<∞,∫
R3

|cΨ|2 dV = |c|2
∫
R3

|Ψ|2 dV <∞.

根据这一性质，我们可以将平方可积函数进行任意有限的线性叠加，即对于平方可积函
数Ψ1, ...,Ψn与常数c1, ..., cn ∈ C，线性叠加

Ψ =
n∑

i=1

ciΨi

也是平方可积函数，将其称为态叠加原理。

2.4 动动动量量量表表表象象象

平方可积的函数可以进行傅立叶变换。对于x = (x, y, z),p = (px, py, pz)，将Ψ(x, t)进
行傅立叶变换可得

Φ(p, t) =
1

(2πℏ)3/2

∫
R3

e−ip·x/ℏΨ(x, t)dV =
1

(2πℏ)3/2

∫
R3

e−i(pxx+pyy+pzz)/ℏΨ(x, t)dV.

根据傅立叶变换的性质，可得

Ψ(x, t) =
1

(2πℏ)3/2

∫
R3

eip·x/ℏΦ(p, t)dVp =
1

(2πℏ)3/2

∫
R3

ei(pxx+pyy+pzz)/ℏΦ(p, t)dVp.

其中dV = dxdydz, dVp = dpxdpydpz。可以证明(在这里不做证明)∫
R3

|Φ(p, t)|2 dVp =

∫
R3

|Ψ(x, t)|2 dV,
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因此，对于归一化的Ψ(x, t)，可得∫
R3

|Φ(p, t)|2 dVp = 1,

表明Φ(p, t)同样也是归一化的。此时我们称Φ(p, t)为动量表象的波函数，它反映了粒子动
量在动量空间各处的概率分布，粒子动量位于区域(px, px+dpx)× (py, py +dpy)× (pz, pz +
dpz)的概率为

|Φ(px, py, pz, t)|2 dpxdpydpz.

2.5 薛薛薛定定定谔谔谔方方方程程程

薛定谔方程，是关于函数Ψ(x, y, z, t)的偏微分方程：

− ℏ2

2m
∆Ψ(x, y, z, t) + V (x, y, z)Ψ(x, y, z, t) = iℏ

∂Ψ

∂t
(x, y, z, t). (2.2)

令Ψ(x, y, z, t) = Ψ(x, y, z)f(t)，可得

− ℏ2

2m

∆Ψ

Ψ
+ V = iℏ

f ′

f
.

而左边是x, y, z的函数，右边是t的函数，因此左边与右边取值恒为常数，记其为E。因此

− ℏ2

2m
∆Ψ+ VΨ = EΨ,

f ′ = − iE

ℏ
f.

可得
f = e−iEt/ℏ,

因此
Ψ(x, y, z, t) = Ψ(x, y, z)e−iEt/ℏ.

我们只需求解

− ℏ2

2m
∆Ψ+ VΨ = EΨ

对应的Ψ, E即可。将该方程称为定态薛定谔方程，Ψ(x, y, z)称为定态波函数，并且它对
应t = 0时的波函数，即

Ψ(x, y, z) = Ψ(x, y, z, 0).

为了保证Ψ是平方可积函数，并且具有非平凡解Ψ(x) ̸= 0，必须满足

E > inf V. (2.3)
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定义平方可积函数的内积

⟨Φ,Ψ⟩ =
∫
R3

ΦΨdV,

它们满足以下性质：

⟨Φ,Ψ⟩ = ⟨Ψ,Φ⟩,
⟨Φ, αΨ+ βΘ⟩ = α ⟨Φ,Ψ⟩+ β ⟨Φ,Θ⟩ ,
⟨αΦ+ βΘ,Ψ⟩ = α ⟨Φ,Ψ⟩+ β ⟨Θ,Ψ⟩ ,

⟨Ψ,Ψ⟩ ≥ 0.

(2.4)

其中第4个表达式取等号当且仅当Ψ = 0。根据第4个表达式，可以定义函数的范数

∥Ψ∥ = ⟨Ψ,Ψ⟩1/2 .

它们满足以下性质：

∥αΨ∥ = |α| ∥Ψ∥ ,
|⟨Φ,Ψ⟩| ≤ ∥Φ∥ ∥Ψ∥ ,
∥Φ+Ψ∥ ≤ ∥Φ∥+ ∥Ψ∥ .

因此，归一化的波函数Ψ满足∥Ψ∥ = 1。
求解薛定谔方程，我们可能会得到一组解{Ψn, En} , n = 1, 2, 3, ...满足

− ℏ2

2m
∆Ψn + VΨn = EnΨn,

其中Ψn均是归一化的。将{Ψn, En} , n = 1, 2, 3, ...称为能级，可得

⟨Ψi,Ψj⟩ = δij =

{
1, i = j,

0, i ̸= j.
(2.5)

对于初始时刻的任意波函数Ψ，它可以表示为

Ψ =

∞∑
n=1

cnΨn, (2.6)

其中cn是常数。根据(2.5)可得

cn = ⟨Ψ,Ψn⟩ =
∫
R3

ΨΨndV. (2.7)

任意时刻t的波函数为

Ψ =

∞∑
n=1

cnΨne
−iEnt/ℏ. (2.8)
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在该时刻测量能量，可能得到的结果分别为E1, E2, ...，对应的概率分别为

Pr {E = En} = |cn|2 . (2.9)

能量的平均值为

⟨E⟩ =
∞∑
n=1

EnPr {E = En} =
∞∑
n=1

|cn|2En. (2.10)

有时候为了简便，我们经常研究一维的定态薛定谔方程，此时

− ℏ2

2m
Ψ′′(x) + V (x)Ψ(x) = EΨ(x).

在该情况下，对于波函数的连续性，具有以下结论：

(A) 当V (x)处处连续，那么Ψ(x),Ψ′(x),Ψ′′(x)均处处连续。

(B) 当V (x)在x = x0处不连续，但是V (x)在(x0−ϵ, x0+ϵ)是有界的，那么Ψ(x),Ψ′(x)在x =
x0处连续，即

lim
x↗x0

Ψ(x) = lim
x↘x0

Ψ(x),

lim
x↗x0

Ψ′(x) = lim
x↘x0

Ψ′(x).
(2.11)

Ψ′′(x)则不一定。

(C) 当V (x)在x = x0处不连续，并且V (x)在(x0−ϵ, x0+ϵ)是无界的，那么Ψ(x)在x = x0处
连续，即

lim
x↗x0

Ψ(x) = lim
x↘x0

Ψ(x). (2.12)

Ψ′(x),Ψ′′(x)则不一定。

2.6 一一一维维维定定定态态态薛薛薛定定定谔谔谔方方方程程程的的的解解解

2.6.1 一一一维维维无无无限限限、、、有有有限限限深深深方方方势势势阱阱阱；；；散散散射射射态态态；；；谐谐谐振振振子子子

请参考课本。关于谐振子，仅需记忆En =
(
n+ 1

2

)
ℏω, n = 0, 1, 2, ...即可。

2.6.2 概概概率率率流流流

定义概率流为

J =
iℏ
2m

(
Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ

)
.
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它的散度为

div J =
iℏ
2m

(
∇Ψ · ∇Ψ+Ψ∆Ψ−∇Ψ · ∇Ψ−Ψ∆Ψ

)
=

iℏ
2m

(
Ψ∆Ψ−Ψ∆Ψ

)
,

根据(2.2)可得

Ψ∆Ψ =
2mi

ℏ
Ψ
∂Ψ

∂t
+

2mV

ℏ2
|Ψ|2 ,

Ψ∆Ψ = −2mi

ℏ
Ψ
∂Ψ

∂t
+

2mV

ℏ2
|Ψ|2 ,

因此

div J = −Ψ∂Ψ

∂t
−Ψ

∂Ψ

∂t
= −∂ |Ψ|2

∂t
.

根据Stokes定理可得，对于任意Ω ⊆ R3，都具有∫
Ω
−∂ |Ψ|2

∂t
dV =

∫
∂Ω

J · dA,

其中∂Ω是区域Ω的边界。而左边正是粒子处于区域Ω的概率对时间的微分，如图所示。

J

∂Ω

Pr(Ω)

3 线线线性性性算算算子子子

3.1 定定定义义义

关关关于于于叙叙叙述述述的的的具具具体体体证证证明明明，，，请请请详详详见见见资资资料料料“三三三维维维空空空间间间的的的量量量子子子力力力学学学”。。。
定义线性算子A为光滑函数集合的自同态映射A : C∞

c → C∞
c ，即对于任意光滑函

数Ψ,Φ与常数α ∈ C，都具有

A(Ψ + Φ) = AΨ+AΦ,

A(αΨ) = α(AΨ).
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定义单位算子I为
IΨ ≡ Ψ.

对于常数α ∈ C，αA也是线性算子，定义为

(αA)Ψ = α(AΨ).

对于线性算子A,B，定义其加法运算与乘法运算为

(A+B)Ψ = AΨ+BΨ,

(AB)Ψ = A(BΨ).

很显然A+B,AB是线性算子。我们将n个线性算子A的乘积简记为An，并且A0 = I。
定义线性算子的李括号为

[A,B] = AB −BA,

很显然[A,B]也是线性算子，并且具有以下关系

[A,A] = 0,

[A,B] = − [B,A] ,

[A,αB + βC] = α [A,B] + β [A,C] ,

[αA+ βB,C] = α [A,C] + β [B,C] ,

[A,BC] = [A,B]C +B [A,C] ,

[AB,C] = [A,C]B +A [B,C] ,

0 = [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] .

对于厄米算子A，如果对于任意光滑函数Ψ,Φ均满足

⟨Ψ, AΦ⟩ ≡ ⟨AΨ,Φ⟩ ,

那么A被称为厄米算子。本课程涉及的线性算子均为厄米算子。

3.2 线线线性性性算算算子子子的的的本本本征征征态态态

对于厄米算子A，可能存在一组归一化的光滑函数{Ψn}与一组常数λn(n = 1, 2, 3, ...)使
得

AΨn = λnΨn,

∥Ψn∥ = 1.
(3.1)

我们将Ψn与λn分别称为A的本征态与本征值。它们满足以下关系：

λn ∈ R,
⟨Ψi,Ψj⟩ = δij .

(3.2)
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我们将厄米算子A称为可观测量。假设粒子的波函数Ψ(∥Ψ∥ = 1)可以表示为本征态的展开

Ψ =
∞∑
n=1

cnΨn,

根据(2.4)与(3.2)可得

cn = ⟨Ψ,Ψn⟩ ,
∞∑
n=1

|cn|2 = 1.

测量该可观测量，得到的结果只能为A的特征值λn, n = 1, 2, 3, ...，并且测量结果为λi的概
率为

Pr {λi} = |ci|2 , (3.3)

因此
∞∑
i=1

Pr {λi} =
∞∑
i=1

|ci|2 = 1.

测量的平均值为
∞∑
i=1

λiPr {λi} =
∞∑
i=1

λi |ci|2 . (3.4)

如果测量结果为λi，那么在测量之后的瞬间，波函数将直接变为Ψi。
因此，“测量”的本质是向量在标准正交基上的投影。如图所示。

3.3 线线线性性性算算算子子子的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

如果任意光滑函数都能表示为Ψ =
∑∞

i=1 ciΨi的形式，那么对于任意线性算子T，都满
足

TΨ =
∞∑
j=1

cj(TΨj).

而TΨj也是光滑函数，因此它可以表示为

TΨj =
∞∑
i=1

TijΨi.

其中Tij是常数，根据(3.2)可得

Tij = ⟨Ψi, TΨj⟩ =
∫
R3

Ψi(TΨj)dV. (3.5)

10



Ψ
i

Ψ
j

Ψ

<Ψ,Ψ
i
>

<Ψ,Ψ
j
>

Ψ
i

Ψ
j

Ψ

Ψ
i

Ψ
j

Ψ

测量粒子的可观测量A之后，
波函数会以|<Ψ,Ψ

i
>|2的概率变为Ψ

i

当波函数变为Ψ
i
，对应的测量结果为λ

i

当波函数变为Ψ
j
，对应的测量结果为λ

j

因此
TΨ =

∑
i,j

TijcjΨi.

因此，在A的本征态Ψi下，我们可以将任意线性算子T表示为矩阵
T11 · · · T1n · · ·
...

. . .
...

Tn1 · · · Tnn · · ·
...

...

 ,
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将任意光滑函数Ψ =
∑∞

i=1 ciΨi表示为向量
c1
...
cn
...

 .

因此，光滑函数TΨ将表示为向量
∑∞

j=1 T1jcj
...∑∞

j=1 Tnjcj
...

 =


T11 · · · T1n · · ·
...

. . .
...

Tn1 · · · Tnn · · ·
...

...



c1
...
cn
...

 .

3.4 常常常用用用的的的线线线性性性算算算子子子

在波函数为Ψ(注意，此时⟨Ψ,Ψ⟩ = ∥Ψ∥2 = 1)的情况下，线性算子A的期望值为

⟨A⟩ = ⟨Ψ, AΨ⟩ =
∫
R3

Ψ(AΨ)dV.

很显然
⟨I⟩ = ⟨Ψ, IΨ⟩ = ⟨Ψ,Ψ⟩ = 1.

在一维情况下，位置算子n次方Xn(n = 1, 2, 3, ...)的期望值为

⟨Xn⟩ =
∫ ∞

−∞
Ψ(XnΨ)dx =

∫ ∞

−∞
xn |Ψ|2 dx.

动量算子n次方Pn(n = 1, 2, 3, ...)的期望值为

⟨Pn⟩ =
∫ ∞

−∞
Ψ(PnΨ)dx = (−iℏ)n

∫ ∞

−∞
ΨΨ(n)dx.

因此，势能V的期望值为

⟨V ⟩ =
∫ ∞

−∞
Ψ(VΨ)dx =

∫ ∞

−∞
V |Ψ|2 dx,

动能K的期望值为

⟨K⟩ =
〈
P 2

〉
2m

=
(−iℏ)n

2m

∫ ∞

−∞
ΨΨ(2)dx.

12



根据傅立叶变换的知识，我们可以更快计算⟨Pn⟩，其表达式为

⟨Pn⟩ =
∫ ∞

−∞
pn |Φ|2 dp.

其中

Φ(p) =
1√
2πℏ

∫ ∞

−∞
Ψ(x)e−ipx/ℏdx,

Ψ(x) =
1√
2πℏ

∫ ∞

−∞
Φ(p)eipx/ℏdp.

因此，我们可以更快计算动能的期望值⟨K⟩：

⟨K⟩ = 1

2m

∫ ∞

−∞
p2 |Φ|2 dp.

定义A的不确定度为

∆A =

√
⟨A2⟩ − ⟨A⟩2.

可以证明测不准原理(关于证明，请详见资料“量子力学-第二部分”)

(∆A)2 (∆B)2 ≥ 1

4
|⟨[A,B]⟩|2 . (3.6)

定义位置算子X,Y, Z与动量算子Px, Py, Pz为

XΨ = xΨ,

YΨ = yΨ,

ZΨ = zΨ,

PxΨ = −iℏ∂Ψ
∂x

,

PyΨ = −iℏ∂Ψ
∂y

,

PzΨ = −iℏ∂Ψ
∂z

.

(3.7)

可以得出，对于任意i, j ∈ {1, 2, 3}，都具有

[Xi, Xj ] = 0,

[Pi, Pj ] = 0,

[Xi, Pj ] = iℏδijI.
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其中X1 = X,X2 = Y,X3 = Z,P1 = Px, P2 = Py, P3 = Pz。因此，根据(3.6)可得

∆X∆Px ≥
ℏ
2
,

∆Y∆Py ≥
ℏ
2
,

∆Z∆Pz ≥
ℏ
2
.

定义角动量算子Lx, Ly, Lz为

Lx = Y Pz − ZPy,

Ly = ZPx −XPz,

Lz = XPy − Y Px.

可得

[Lx, Ly] = iℏLz,

[Ly, Lz] = iℏLx,

[Lz, Lx] = iℏLy.

其中L1 = Lx, L2 = Ly, L3 = Lz。定义角动量平方算子L2为

L2 = L2
x + L2

y + L2
z.

定义哈密顿算子H为

HΨ = − ℏ2

2m
∆Ψ+ VΨ.

因此，薛定谔方程又可以写为

HΨ = iℏ
∂Ψ

∂t
.

当V = − e2

4πϵ0r
时，即H = − ℏ2

2m∆− e2

4πϵ0r
，通过复杂的计算得出，氢原子波函数Ψn,l,m同时

为线性算子
{
H,L2, Lz

}
的本征态，其本征值分别为

HΨn,l,m = −E0

n2
Ψn,l,m,

L2Ψn,l,m = l(l + 1)ℏ2Ψn,l,m,

LzΨn,l,m = mℏΨn,l,m.

其中E0 = − m
2ℏ2

(
e2

4πϵ0

)2
≈ 13.6 eV(注意，此处m是电子质量)。n, l,m均为整数，其取值满

足

n = 1, 2, 3, ...,

l = 0, 1, 2, ..., n− 1,

m = −l,−l + 1, ..., l − 1, l.

14



如图所示。因此，Ψn,l,m对应的能量为−E0/n
2，角动量平方为l(l + 1)ℏ2，角动量z轴分量

为mℏ。

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

mln

固定n=6

n可能的取值

固定n=6,l可能的取值

固定l=4,m可能的取值

固定l=4

氢原子波函数是归一化的，并满足∫
R3

|Ψn,l,m|2 dV = 1,〈
Ψn,l,m,Ψñ,l̃,m̃

〉
=

∫
R3

Ψn,l,mΨñ,l̃,m̃dV = δnñδll̃δmm̃.

4 自自自旋旋旋

如图所示，Stern-Gerlach让银原子经过强磁场，发现银原子刚好分成两束，他们根据
这个实验提出了自旋这一概念。 定义自旋算子Sx, Sy, Sz，它们之间的李括号为

15



Y

Z

X N

S
原子从这里出发

经过磁场后，原子分裂为两束

磁铁

自旋向上

自旋向下

[Sx, Sy] = iℏSz,

[Sy, Sz] = iℏSx,

[Sz, Sx] = iℏSy.

其中Sz的本征态只有2个，分别记为χ0, χ1，它们是标准正交的，满足

⟨χi, χj⟩ = δij .

其本征值为

Szχ0 =
ℏ
2
χ0,

Szχ1 = −
ℏ
2
χ1.

因此，根据(3.5)可得，在Sz的本征态χ0, χ1下，Sz的矩阵表示为

(Sz)ij = ⟨χi, Szχj⟩
= ⟨χi, λjχj⟩
= λj ⟨χi, χj⟩
= λjδij .

其中λ0 = ℏ/2, λ1 = −ℏ/2。因此

Sz ←→
ℏ
2

(
1 0
0 −1

)
.

同样，可以得出Sx, Sy的矩阵表示为(在这里不做展开)

Sx ←→
ℏ
2

(
0 1
1 0

)
,

Sy ←→
ℏ
2

(
0 −i
i 0

)
.
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我们记

σx =

(
0 1
1 0

)
,

σy =

(
0 −i
i 0

)
,

σz =

(
1 0
0 −1

)
.

因此Sx ↔ ℏ
2σx, Sy ↔ ℏ

2σy, Sz ↔ ℏ
2σz。我们将以上3个矩阵称为泡利矩阵。

自旋波函数是χ0, χ1的任意非零线性组合Ψ = c0χ0 + c1χ1，我们可以将它表示为向量

Ψ←→
(
c0
c1

)
. (4.1)

而波函数是归一化的，因此
|c0|2 + |c1|2 = 1. (4.2)

因此，如果已知线性算子A的矩阵表示(
A00 A01

A10 A11

)
, (4.3)

其中Aij = ⟨χi, Aχj⟩。记它的本征态为Ψ = c0χ0 + c1χ1，对应的本征值为λ，那么(
A00 A01

A10 A11

)(
c0
c1

)
= λ

(
c0
c1

)
. (4.4)

因此，在自旋体系下，我们可以很容易地求出任意线性算子A的本征态与对应的本征值！
我们以Sx为例，那么

ℏ
2

(
0 1
1 0

)(
c0
c1

)
= λ

(
c0
c1

)
,

该方程具有2个解，分别为

c0 =
1√
2
, c1 =

1√
2
, λ =

ℏ
2
,

c0 =
1√
2
, c1 = −

1√
2
, λ = −ℏ

2
.

因此，Sx具有2个本征态，分别为 1√
2
(χ0+χ1)与

1√
2
(χ0−χ1)，对应的本征值分别为ℏ/2,−ℏ/2。

以Sy为例，那么
ℏ
2

(
0 −i
i 0

)(
c0
c1

)
= λ

(
c0
c1

)
,
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该方程同样具有2个解，分别为

c0 =
1√
2
, c1 =

i√
2
, λ =

ℏ
2
,

c0 =
1√
2
, c1 = −

i√
2
, λ = −ℏ

2
.

因此，Sy同样具有2个本征态，分别为 1√
2
(χ0 + iχ1)与

1√
2
(χ0 − iχ1)，对应的本征值分别

为ℏ/2,−ℏ/2。
我们将Sx, Sy, Sz的本征态分别记为χx

0 , χ
x
1 ;χ

y
0, χ

y
1;χ

z
0, χ

z
1。根据(4.1)，通过向量表示，

可得

χx
0 ←→

1√
2

(
1
1

)
,

χx
1 ←→

1√
2

(
1
−1

)
,

χy
0 ←→

1√
2

(
1
i

)
,

χy
1 ←→

1√
2

(
1
−i

)
,

χz
0 ←→

(
1
0

)
,

χz
1 ←→

(
0
1

)
.

(4.5)

容易得出，对于任意u ∈ {x, y, z}与i, j ∈ {0, 1}，都具有〈
χu
i , χ

u
j

〉
= δij .

5 例例例题题题

5.1

对于一维无限深方势阱

V (x) =

{
0, 0 < x < a,

∞, otherwise,

已知电子初始时刻的波函数为

Ψ(x) =

√
8

5a

(
1 + cos

πx

a

)
sin

πx

a
, 0 < x < a.
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(1) 计算在任意时刻t电子的波函数。

(2) 在任意时刻t测量电子的能量，列出所有可能得到的结果，以及对应的概率。

(3) 计算在任意时刻t电子出现在0 < x < a/2的概率。

求解：根据习题2.3答案可得，该势阱的能级为

Ψn(x) =

{√
2
a sin

nπx
a , 0 < x < a,

0, otherwise.

En =
n2π2ℏ2

2ma2
.

而

Ψ(x) =

√
8

5a
sin

πx

a
+

√
2

5a
sin

2πx

a
,

根据(2.6)可得

c1 =
2√
5
,

c2 =
1√
5
.

根据(2.8)可得，任意时刻t的波函数Ψ(x, t)为

Ψ(x, t) = c1Ψ1e
−iE1t/ℏ+c2Ψ2e

−iE2t/ℏ =
2√
5
sin

πx

a
e−n2π2ℏi/2ma2+

1√
5
sin

2πx

a
e−2n2π2ℏi/ma2 .

因此，测量电子的能量，所有可能的结果为E1, E2，根据(2.9)，可得对应的概率为

Pr {E = E1} = |c1|2 =
4

5
,

Pr {E = E2} = |c2|2 =
1

5
.

电子出现在0 < x < a/2的概率为∫ a/2

0
|Ψ(x, t)|2 dx =

∫ a/2

0
ΨΨdx

=

∫ a/2

0

(
c1Ψ1e

iE1t/ℏ + c2Ψ2e
iE2t/ℏ

)(
c1Ψ1e

−iE1t/ℏ + c2Ψ2e
−iE2t/ℏ

)
dx

=

∫ a/2

0
|c1|2 |Ψ1|2 + |c2|2 |Ψ2|2 + c1c2Ψ1Ψ2e

i(E1−E2)t/ℏ + c1c2Ψ1Ψ2e
−i(E1−E2)t/ℏdx

=
1

2
+

16

15π
cos

(E1 − E2)t

ℏ
.
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5.2

对于一维势垒

V (x) =

{
0, x < 0,

V0, x ≥ 0,

其中V0 > 0。当电子从左到右入射到该势垒上，计算它的反射率与透射率。
求解：

CASE A: E > V0.

此时定态薛定谔方程为{
− ℏ2

2mΨ′′(x) = EΨ(x), x < 0,

− ℏ2
2mΨ′′(x) = (E − V0)Ψ(x), x ≥ 0.

令k =
√

2mE
ℏ2 , l =

√
2m(E−V0)

ℏ2 ，因此

Ψ(x) =

{
eikx + re−ikx, x < 0,

teilx, x ≥ 0.

根据(2.11)与(2.12)可得

1 + r = t,

k(1− r) = lt.

因此

r =
k − l

k + l
,

t =
2k

k + l
.

我们将入射波、反射波、透射波分别记为

Ψi = eikx,

Ψr = re−ikx,

Ψt = teilx.

它们的概率流分别为

Ji =
iℏ
2m

(
ΨiΨi

′ −ΨiΨ
′
i

)
=

ℏk
m

,

Jr =
iℏ
2m

(
ΨrΨr

′ −ΨrΨ
′
r

)
=

ℏk
m

r2,

Jt =
iℏ
2m

(
ΨtΨt

′ −ΨtΨ
′
t

)
=

ℏl
m
t2.
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因此，反射率与透射率分别为

R =
Jr
Ji

= r2 =

(√
E −

√
E − V0

)2

(√
E +

√
E − V0

)2 ,

T =
Jt
Ji

=
l

k
t2 =

4
√
E
√
E − V0(√

E +
√
E − V0

)2 .

因此
R+ T = 1.

CASE B: E < V0.

此时定态薛定谔方程为{
− ℏ2

2mΨ′′(x) = EΨ(x), x < 0,

− ℏ2
2mΨ′′(x) + (V0 − E)Ψ(x) = 0, x ≥ 0.

令k =
√

2mE
ℏ2 , l =

√
2m(V0−E)

ℏ2 ，因此

Ψ(x) =

{
eikx + re−ikx, x < 0,

te−lx, x ≥ 0.

根据(2.11)与(2.12)可得

1 + r = t,

k(1− r) = ilt.

因此

r =
k − il

k + il
,

t =
2k

k + il
.

我们将入射波、反射波、透射波分别记为

Ψi = eikx,

Ψr = re−ikx,

Ψt = te−lx.
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它们的概率流分别为

Ji =
iℏ
2m

(
ΨiΨi

′ −ΨiΨ
′
i

)
=

ℏk
m

,

Jr =
iℏ
2m

(
ΨrΨr

′ −ΨrΨ
′
r

)
=

ℏk
m
|r|2 ,

Jt =
iℏ
2m

(
ΨtΨt

′ −ΨtΨ
′
t

)
= 0.

因此，反射率与透射率分别为

R =
Jr
Ji

= |r|2 = 1,

T =
Jt
Ji

= 0.

因此
R+ T = 1.

5.3

一个粒子在势能为V (x) = 1
2mω2x2的势场中运动，基态波函数为

Ψ0(x) =
( α

π1/2

)1/2
e−α2x2/2,

其中α =
√

mω
ℏ 。对于区域Ω =

[
− 1

α ,
1
α

]
，计算粒子出现在区域Ω之外的概率。

求解：粒子出现在区域Ω的概率为

Pr(Ω) =

∫ 1/α

−1/α
|Ψ0(x)|2 dx

=

∫ 1/α

−1/α

α

π1/2
e−α2x2

dx

=

∫ 1

−1

1

π1/2
e−u2

du

≈ 0.84.

因此，粒子出现在区域Ω之外的概率为

Pr(R\Ω) = 1− Pr(Ω) ≈ 0.16.
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5.4

一个原子在势能为V (x) = 1
2mω2x2的势场中运动，其初始时刻的波函数为

Ψ(x) = cos
θ

2
Ψ0(x) + sin

θ

2
Ψ1(x),

其中Ψ0,Ψ1分别为谐振子的基态与第一激发态。

(1) 计算任意时刻t的波函数Ψ(x, t)。

(2) 证明Ψ(x, t+ 2π
ω ) = −Ψ(x, t)。

(3) 计算任意时刻t的能量平均值。

求解：Ψ0,Ψ1对应的能量分别为

E0 =

(
0 +

1

2

)
ℏω =

1

2
ℏω,

E1 =

(
1 +

1

2

)
ℏω =

3

2
ℏω.

根据(2.8)可得，任意时刻t的波函数Ψ(x, t)为

Ψ(x, t) = cos
θ

2
Ψ0(x)e

−iE0t/ℏ+sin
θ

2
Ψ1(x)e

−iE1t/ℏ = cos
θ

2
Ψ0(x)e

−iωt/2+sin
θ

2
Ψ1(x)e

−3iωt/2.

因此

Ψ

(
x, t+

2π

ω

)
= cos

θ

2
Ψ0(x)e

−iωt/2e−πi + sin
θ

2
Ψ1(x)e

−3iωt/2e−3πi = −Ψ(x, t).

根据(3.4)可得，能量的平均值为

⟨E⟩ = cos2
θ

2
E0 + sin2

θ

2
E1 =

(
1− 1

2
cos θ

)
ℏω.

5.5

对于一维无限深方势阱，哈密顿算子H的本征态与本征值为

Ψn =

{√
2
a sin

nπx
a , 0 < x < a,

0, otherwise.

λn =
n2π2ℏ2

2ma2
.
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计算在哈密顿算子H的本征态下，位置算子X、动量算子P、哈密顿算子H的矩阵表示。
求解：根据(3.5)与(3.7)可得，位置算子X的矩阵表示为

Xmn =

∫ ∞

−∞
ΨmXΨndx

=

∫ ∞

−∞
ΨmxΨndx

=
2

a

∫ a

0
x sin

mπx

a
sin

nπx

a
dx

=

{
a
2 , m = n,

4mna
π(m2−n2)

((−1)m+n − 1) , m ̸= n.

动量算子P的矩阵表示为

Pmn =

∫ ∞

−∞
ΨmPΨndx

=

∫ ∞

−∞
Ψm(−iℏ)Ψ′

ndx

= −2πinℏ
a2

∫ a

0
sin

mπx

a
cos

nπx

a
dx

=
2imnℏ

a(m2 − n2)

(
(−1)m+n − 1

)
.

哈密顿算子H的矩阵表示为

Hmn =

∫ ∞

−∞
ΨmHΨndx

=

∫ ∞

−∞
ΨmλnΨndx

= λn

∫ a

0
ΨmΨndx

=
n2π2ℏ2

2ma2
δmn.

5.6

根据(4.2)，假设粒子的波函数可以表示为向量

Ψ←→
(
cos θ
sin θ

)
.

分别测量粒子自旋在x, y, z方向的分量，会得到什么结果，并且相应的概率是多少？最
后，平均值是多少？
求解：
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(A) 测量粒子自旋在x方向的分量。根据(4.5)可得，我们可以将粒子的波函数表示为

Ψ =
1√
2
(cos θ + sin θ)χx

0 +
1√
2
(cos θ − sin θ)χx

1 ,

因此，根据(3.3)，得到结果为ℏ/2,−ℏ/2的概率分别为

Pr

{
ℏ
2

}
=

∣∣∣∣ 1√
2
(cos θ + sin θ)

∣∣∣∣2 = 1

2
(1 + sin 2θ) ,

Pr

{
−ℏ
2

}
=

∣∣∣∣ 1√
2
(cos θ − sin θ)

∣∣∣∣2 = 1

2
(1− sin 2θ) .

根据(3.4)，平均值为

ℏ
2
Pr

{
ℏ
2

}
+

(
−ℏ
2

)
Pr

{
−ℏ
2

}
=

ℏ
2
sin 2θ.

(B) 测量粒子自旋在y方向的分量。根据(4.5)可得，我们可以将粒子的波函数表示为

Ψ =
1√
2
e−iθχy

0 +
1√
2
eiθχy

1,

因此，根据(3.3)，得到结果为ℏ/2,−ℏ/2的概率分别为

Pr

{
ℏ
2

}
=

∣∣∣∣ 1√
2
e−iθ

∣∣∣∣2 = 1

2
,

Pr

{
−ℏ
2

}
=

∣∣∣∣ 1√
2
eiθ

∣∣∣∣2 = 1

2
.

根据(3.4)，平均值为

ℏ
2
Pr

{
ℏ
2

}
+

(
−ℏ
2

)
Pr

{
−ℏ
2

}
=

ℏ
2
.

(C) 测量粒子自旋在z方向的分量。根据(4.5)可得，我们可以将粒子的波函数表示为

Ψ = cos θχz
0 + sin θχz

1,

因此，根据(3.3)，得到结果为ℏ/2,−ℏ/2的概率分别为

Pr

{
ℏ
2

}
= |cos θ|2 = cos2 θ,

Pr

{
−ℏ
2

}
= |sin θ|2 = sin2 θ.

根据(3.4)，平均值为

ℏ
2
Pr

{
ℏ
2

}
+

(
−ℏ
2

)
Pr

{
−ℏ
2

}
=

ℏ
2
cos 2θ.
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5.7

根据(4.3)，假设哈密顿算子的矩阵表示为

H ←→
(
E0 −A
−A E0

)
.

其中E0, A > 0是常数。

(1) 计算哈密顿算子的本征值与本征态的向量表示。

(2) 假设粒子的波函数可以表示为向量

Ψ←→
(
1
0

)
.

测量粒子的能量，会得到什么结果，并且相应的概率是多少？最后，平均值是多少？

求解：假设本征态的向量表示为 (
c0
c1

)
,

其中|c0|2 + |c1|2 = 1。根据(4.4)可得，我们需要求解方程(
E0 −A
−A E0

)(
c0
c1

)
= λ

(
c0
c1

)
.

该方程具有2个解，分别为

c0 =
1√
2
, c1 =

1√
2
, λ = E0 −A,

c0 =
1√
2
, c1 = −

1√
2
, λ = E0 +A.

因此，本征值分别为E0 −A,E0 +A，对应的本征态向量表示分别为

Ψ0 ←→
1√
2

(
1
1

)
,

Ψ1 ←→
1√
2

(
1
−1

)
.

而

Ψ =
1√
2
Ψ0 +

1√
2
Ψ1,
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因此，根据(3.3)，得到结果为E0 −A,E0 +A的概率分别为

Pr {E0 −A} =
∣∣∣∣ 1√

2

∣∣∣∣2 = 1

2
,

Pr {E0 +A} =
∣∣∣∣ 1√

2

∣∣∣∣2 = 1

2
.

根据(3.4)，平均值为

(E0 −A)Pr {E0 −A}+ (E0 +A)Pr {E0 +A} = E0.

5.8

记

I =

(
1 0
0 1

)
,

σx =

(
0 1
1 0

)
,

σy =

(
0 −i
i 0

)
,

σz =

(
1 0
0 −1

)
.

而2阶矩阵的集合M(2,C)是C上的向量空间，证明I, σx, σy, σz是M(2,C)上的一组基。换句
话说，I, σx, σy, σz是线性无关的；并且任意2阶矩阵A都能表示为A = αI + βσx + γσy +
θσz的形式，其中α, β, γ, θ ∈ C是标量。
求解：假设对于标量r, s, u, v ∈ C，具有

rI + sσx + uσy + vσz =

(
0 0
0 0

)
.

因此 (
r + v s− iu
s+ iu r − v

)
=

(
0 0
0 0

)
.

这等价于

r + v = 0,

r − v = 0,

s− iu = 0,

s+ iu = 0.
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因此r = s = u = v = 0，这证明了I, σx, σy, σz是线性无关的。
而任意2阶矩阵A都能表示为

A =

(
a b
c d

)
.

其中a, b, c, d ∈ C。因此

A = a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
= a

(
I + σz

2

)
+ b

(
σx + iσy

2

)
+ c

(
σx − iσy

2

)
+ d

(
I − σz

2

)
=

a+ d

2
I +

b+ c

2
σx +

i(b− c)

2
σy +

a− d

2
σz.

5.9

根据(4.3)，假设哈密顿算子的矩阵表示为

H ←→ 2

(
1 −

√
2i√

2i 2

)
.

(1) 计算哈密顿算子的本征值与本征态的向量表示。

(2) 假设粒子的波函数可以表示为向量

Ψ←→
(
1
0

)
.

测量粒子自旋在z方向的分量，会得到什么结果，并且相应的概率是多少？

(3) 测量粒子的能量，会得到什么结果，并且相应的概率是多少？

求解：假设本征态的向量表示为 (
c0
c1

)
,

其中|c0|2 + |c1|2 = 1。根据(4.4)可得，我们需要求解方程

2

(
1 −

√
2i√

2i 2

)(
c0
c1

)
= λ

(
c0
c1

)
.

该方程具有2个解，分别为

c0 =

√
2

3
i, c1 =

√
1

3
, λ = 0,

c0 =

√
1

3
, c1 =

√
2

3
i, λ = 6.
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因此，本征值分别为0, 6，对应的本征态向量表示分别为

Ψ0 ←→
1√
3

(√
2i
1

)
,

Ψ1 ←→
1√
3

(
1√
2i

)
.

而
Ψ = χz

0,

因此，测量粒子自旋在z方向的分量，得到结果为ℏ/2,−ℏ/2的概率分别为

Pr

{
ℏ
2

}
= 1,

Pr

{
−ℏ
2

}
= 0.

此外

Ψ = −
√

2

3
iΨ0 +

√
1

3
Ψ1,

因此，根据(3.3)，测量粒子的能量，得到结果为0, 6的概率分别为

Pr {0} =

∣∣∣∣∣−
√

2

3
i

∣∣∣∣∣
2

=
2

3
,

Pr {6} =

∣∣∣∣∣
√

1

3

∣∣∣∣∣
2

=
1

3
.

5.10

对于两个粒子A,B，记它们的自旋算子分别为SA
x , S

A
y , S

A
z ;S

B
x , SB

y , SB
z ，其矩阵表示分

别为

SA
x ←→

ℏ
2

(
0 1
1 0

)
, SA

y ←→
ℏ
2

(
0 −i
i 0

)
, SA

z ←→
ℏ
2

(
1 0
0 −1

)
,

SB
x ←→

ℏ
2

(
0 1
1 0

)
, SB

y ←→
ℏ
2

(
0 −i
i 0

)
, SB

z ←→
ℏ
2

(
1 0
0 −1

)
.

以及SA
z , S

B
z 的本征态向量表示分别为

|↑⟩A ←→
(
1
0

)
, |↓⟩A ←→

(
0
1

)
,

|↑⟩B ←→
(
1
0

)
, |↓⟩B ←→

(
0
1

)
.
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对应的本征值均为±ℏ
2。

定义Kronecker product运算⊗ : M(m× n,C)×M(p× q,C)→ M(mp× nq,C)为A11 · · · A1n
...

. . .
...

Am1 · · · Amn

⊗
B11 · · · B1q

...
. . .

...
Bp1 · · · Bpq


=

A11B · · · A1nB
...

. . .
...

Am1B · · · AmnB



=



A11B11 · · · A11B1q · · · A1nB11 · · · A1nB1q
...

. . .
... · · ·

...
. . .

...
A11Bp1 · · · A11Bpq · · · A1nBp1 · · · A1nBpq

...
...

...
. . .

...
...

...
Am1B11 · · · Am1B1q · · · AmnB11 · · · AmnB1q

...
. . .

... · · ·
...

. . .
...

Am1Bp1 · · · Am1Bpq · · · AmnBp1 · · · AmnBpq


.

两个粒子组成的自旋波函数可以表示为任意非零线性组合

Ψ = c0 |↑↑⟩+ c1 |↑↓⟩+ c2 |↓↑⟩+ c3 |↓↓⟩ ,

其中

|↑↑⟩ = |↑⟩A ⊗ |↑⟩B ←→
(
1
0

)
⊗
(
1
0

)
←→


1
0
0
0

 ,

|↑↓⟩ = |↑⟩A ⊗ |↓⟩B ←→
(
1
0

)
⊗
(
0
1

)
←→


0
1
0
0

 ,

|↓↑⟩ = |↓⟩A ⊗ |↑⟩B ←→
(
0
1

)
⊗
(
1
0

)
←→


0
0
1
0

 ,

|↓↓⟩ = |↓⟩A ⊗ |↓⟩B ←→
(
0
1

)
⊗
(
0
1

)
←→


0
0
0
1

 .
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因此，Ψ可以被表示为向量

Ψ←→


c0
c1
c2
c3

 ,

其中|c0|2 + |c1|2 + |c2|2 + |c3|2 = 1。
记总角动量平方算子为

S2 = SA
x ⊗ SB

x + SA
y ⊗ SB

y + SA
z ⊗ SB

z ,

其中

SA
x ⊗ SB

x ←→
ℏ2

4

(
0 1
1 0

)
⊗
(
0 1
1 0

)
←→ ℏ2

4


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 ,

SA
y ⊗ SB

y ←→
ℏ2

4

(
0 −i
i 0

)
⊗
(
0 −i
i 0

)
←→ ℏ2

4


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 ,

SA
z ⊗ SB

z ←→
ℏ2

4

(
1 0
0 −1

)
⊗
(
1 0
0 −1

)
←→ ℏ2

4


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

 .

因此

S ←→ ℏ2

4


1 0 0 0
0 −1 2 0
0 2 −1 0
0 0 0 1

 .

其本征态的向量表示满足

ℏ2

4


1 0 0 0
0 −1 2 0
0 2 −1 0
0 0 0 1



c0
c1
c2
c3

 = λ


c0
c1
c2
c3

 .
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该方程具有4个解，分别为

c0 = 1, c1 = 0, c2 = 0, c3 = 0, λ =
ℏ2

4
,

c0 = 0, c1 =
1√
2
, c2 =

1√
2
, c3 = 0, λ =

ℏ2

4
,

c0 = 0, c1 = 0, c2 = 0, c3 = 1, λ =
ℏ2

4
,

c0 = 0, c1 =
1√
2
, c2 = −

1√
2
, c3 = 0, λ =

3ℏ2

4
.

因此，本征态与本征值分别为

Ψ = |↑↑⟩ , λ =
ℏ2

4
,

Ψ =
1√
2
(|↑↓⟩+ |↓↑⟩) , λ =

ℏ2

4
,

Ψ = |↓↑⟩ , λ =
ℏ2

4
,

Ψ =
1√
2
(|↑↓⟩ − |↓↑⟩) , λ =

3ℏ2

4
.

由于前三者的本征值均为ℏ2/4，我们将前三者称为三重态。后者的本征值为3ℏ2/4，与前
三者不同，我们将后者称为单重态。

5.11

假设电子在磁感应强度为B = (B, 0, 0)的磁场中运动，其哈密顿算子为

H =
e

m
B · S =

e

m
BSx.

记电子初始时刻波函数的向量表示为

Ψ(0) =

(
c0
c1

)
,

其中|c0|2 + |c1|2 = 1。

(1) 计算电子在任意时刻t波函数的向量表示。

(2) 在任意时刻t测量电子自旋在z方向的分量，会得到什么结果，并且相应的概率是多
少？最后，平均值是多少？
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求解：很显然，χx
0 , χ

x
1是哈密顿算子的本征态(因为它正比于Sx)。因此，我们将电子

初始时刻的波函数表示为本征态的线性组合

Ψ(0) =
1√
2
(c0 + c1)χ

x
0 +

1√
2
(c0 − c1)χ

x
1 .

而

Hχx
0 =

e

m
BSxχ

x
0 =

eℏB
2m

χx
0 ,

Hχx
1 =

e

m
BSxχ

x
1 = −eℏB

2m
χx
1 .

因此，对应的本征值(能量)分别为

E0 =
eℏB
2m

,

E1 = −
eℏB
2m

.

因此，根据(2.8)可得，任意时刻t的波函数Ψ(t)为

Ψ(t) =
1√
2
(c0 + c1)e

−iE0t/ℏχx
0 +

1√
2
(c0 − c1)e

−iE1t/ℏχx
1

=
1√
2
(c0 + c1)e

−ieBt/2mχx
0 +

1√
2
(c0 − c1)e

ieBt/2mχx
1

↔ 1

2
(c0 + c1)e

−ieBt/2m

(
1
1

)
+

1

2
(c0 − c1)e

ieBt/2m

(
1
−1

)
=

(
c0 cos

eBt
2m − ic1 sin

eBt
2m

c1 cos
eBt
2m − ic0 sin

eBt
2m

)
.

因此

Ψ(t) =

(
c0 cos

eBt

2m
− ic1 sin

eBt

2m

)
χz
0 +

(
c1 cos

eBt

2m
− ic0 sin

eBt

2m

)
χz
1.

在任意时刻t测量电子自旋在z方向，得到ℏ/2,−ℏ/2的概率分别为

Pr

{
ℏ
2

}
=

∣∣∣∣c0 cos eBt

2m
− ic1 sin

eBt

2m

∣∣∣∣2 = |c0|2 cos2 eBt

2m
+ |c1|2 sin2

eBt

2m
,

Pr

{
−ℏ
2

}
=

∣∣∣∣c1 cos eBt

2m
− ic0 sin

eBt

2m

∣∣∣∣2 = |c0|2 sin2 eBt

2m
+ |c1|2 cos2

eBt

2m
.

很显然Pr
{ℏ
2

}
+ Pr

{
−ℏ

2

}
= 1。平均值为

ℏ
2
Pr

{
ℏ
2

}
+

(
ℏ
2

)
Pr

{
ℏ
2

}
=

ℏ
2
cos

eBt

m

(
|c0|2 − |c1|2

)
.
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