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引言

分子间相互作用力顾名思义即分子与分子之间的吸引和排斥相互作用，大致可分为两类：

强相互作用和弱相互作用，化学键是一种典型的强相互作用而范德华作用是一种典型的弱相互

作用。分子相互作用对理解分子的微观行为有着至关重要的作用，因此研究这类作用的理论与

实验深受物理学家、化学家、生物学家、材料科学家等的重视。人们就发现了许多化学及物理

现象与分子间的相互作用有关系。1930 年 London 把分子间相互作用分为 4 个组成部分：静
电相互作用、诱导能、色散能和交换能1。而在随着量子理论的发展，我们对其中诱导能和色

散能的认识更深一步，他们都是关联能的一部分2。

量子理论诞生于 20 世纪初，1900 年德国物理学家普朗克将能量量子化的概念引入用以解
释黑体辐射问题。这被认为是量子理论的开端。而后量子力学在 20 世纪 30-40 年代逐渐成为
一个完备的理论，并推动了量子场论3、量子化学4 等量子理论的的建立。

量子理论的建立使得我们能从第一性原理上理解和计算分子间的相互作用，本文将遵循这

样的逻辑，在第一章中引入最简单的氢原子-氢原子模型，用量子力学和量子场论揭示范德华
相互作用关于 R−6 和 R−7 衰减的量子本质，即极化系统的量子效应5 和真空中的量子涨落6；

在第二章中我们将介绍量子化学中常用的 B-O 近似以及在 B-O 近似框架下的绝热作用和非
绝热作用7；第三章我们将介绍在绝热框架下，单参考量子化学模型8 与动态关联效应，并以

Ar 二聚体9 为例，介绍分子间的弱相互作用；第四章则将介绍绝热框架下多参考量子化学模

型10 和静态关联效应，并以 N + H2 体系势能面为例，介绍分子间的强关联相互作用；第五

章将介绍在绝热价键理论11 中的电荷转移键12，并以 F2
12 和 C2

13 为例，介绍分子间的强相

互作用中一种特殊的化学键作用。第六章将介绍在绝热框架下量子蒙特卡洛方法对于凝聚态

与分子相互作用的处理14，并以 H2 + Cu(111) 体系15 和双层石墨烯体系16 为例介绍分子与凝

聚态体系，以及凝聚态与凝聚态体系之间的相互作用；第七章将介绍在绝热框架下介绍狄拉克

方程与相对论效应，并以过渡金属二聚体势能曲线介绍相对论效应对范德华相互作用的影响17。

1 范德华相互作用的量子本质

氢原子-氢原子间的范德华相互作用的基本物理可以通过一个简单的一维哈密顿描述，其
物理图像为每个原子内部通过电子通过一个谐振子势束缚在质子的势场内，两个原子相距距离

R，并且加上四个带电粒子间的库伦相互作用18

H0 =
p21
2m

+
1

2
mω2

0x
2
1 +

p22
2m

+
1

2
mω2

0x
2
2

1



H1 =
e2

4π

(
1

R
+

1

R+ x1 − x2
− 1

R+ x1
− 1

R− x2

)
其中 e2 = q2e

ε0
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显然根据量子谐振子的能级关系能量本征值为
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范德华相互作用为耦合的谐振子的真空能级相较于未耦合的谐振子真空能级的修正
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也就是我们熟知的在两原子相距较远的时候，势能关于距离 R 呈 6 次方衰减。早期有不
少科学家利用经典力学模型推导出势能关于距离 R 呈 6 次方衰减，但是经典模型的结果显著
的依赖于温度，与实验结果相悖19，因此引入量子力学是必备的，或者说范德华相互作用的本

质来源于量子效应。

实验上还观测到在更大的距离尺度上，范德华相互作用呈现关于距离 R 呈 7 次方衰减。
这一部分的物理本质是真空中的量子涨落，也叫迟滞效应。接下来我们就在量子场论的框架下

推导这一部分20

在量子场论的框架下势能是散射振幅经过动量-位置傅立叶变换后得到的，以库伦势能为
例，下式中 q = pi − pj 是动量转移项，库伦势能的散射振幅为 amp(q) = e2/q2，于是
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在量子场论中，玻色子是传递相互作用的基本粒子，而范德华相互作用的本质是双光子交

换过程。因此我们希望分离出由于双光子交换而引起的原子-原子散射的部分。一般来说，这
是一个非平凡的相对论费曼图计算，但由于散射波不能在入射平面波撞击散射中心之前发射，

并且散射振幅是动量转移平方的解析函数，也就是 t = −q2，根据以上两个基本的物理因果关

系，我们可以简化此处的计算，由此可以引出散射振幅为
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带入积分，并反转积分顺序，可以看到范德华相互作用可以表示为汤川势的叠加。
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其中 2! 是由于中间态的两个光子的同一性，Qµ = (
√
t, 0) 是闵可夫斯基空间的四维矢量。

根据统一性关系给出了正 t 值处的振幅 M2γ 的虚部，并通过通过交叉对称性和解析延拓与负

t 处的康普顿散射振幅相关。现在我们定义 t = (2ω)2
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同时电极化率对一个中性物体的康普顿散射振幅的贡献可以写成一般的形式，由此可以得

到

MComp = 4παE(ω)ω
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其中 αE(ω) 是动态极化率。由于上两式得

V (R) = − 4

3π

∫ ∞

0

ω
′5dω

′
α2
E(iω

′
)
exp(−2ω

′
R)

R

现在我们考虑两种情况，光子在两原子间传播的时间 t ∝ R 比激发时间 t ∝ 1/ω10 来的长

得多，也就是 ω10R≫ 1，也就是 ω
′ ≤ 1/R≪ ω10，那么 αE(iω

′
) 可以用 αE(0) 代替，那么

V (R) = −4α2
E(0)

3π

∫ ∞

0

ω
′5dω

′ exp(−2ω
′
R)

R
= −20α2

E(0)

4πR7

也就是更大的距离尺度上，范德华相互作用呈现关于距离 R 呈 7 次方衰减。
而相反，光子在两原子间传播的时间 t ∝ R 比激发时间 t ∝ 1/ω10 来的短得多，那么动态

极化率的频率依赖性必须考虑，也就是说
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现在极化率可以写成色散关系21
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即退化到 6 次方衰减的形式。
我们首先在量子力学的框架下讨论了范德华相互作用随 R 的 6 次方衰减的原因，然后在

量子场论的框架下讨论了范德华相互作用的本质为双光子交换机制，并且讨论了光子在两原子

间传播的时间比激发时间来的长得多和短得多的两种两种极端情况，解释了范德华相互作用在

不同距离尺度上随 R 的 6 次方衰减和 7 次方衰减的原因。揭示了范德华相互作用的量子本质。



2 绝热力和非绝热力

在上面的内容中，我们利用一些简单的模型解析分析的方法成功揭示了范德华相互作用

的物理本质。但是在世纪体系的模拟中，上述的模型过于简单，无法满足对体系精确描述的

需求，因此我们需要从分子薛定谔方程出发，推导出分子间作用力的具体表达式，首先得从

Born-Oppenheimer（B-O）近似开始。首先说明 B-O 近似与分子间相互作用的关系，B-O 近
似基于这样一个事实：电子的质量远远小于原子核质量，电子的运动速度远远快于原子核运动

速度。这意味着，当原子核的构型发生微小变化时，电子能迅速适应原子核的变化，始终处于

平衡状态。而电子运动时，由于原子核和电子的时间尺度不一致，因此原子核对电子在其轨道

上的迅速变化并不敏感，故可以认为原子核的位置的状态几乎没有变化，这样就将原子核和电

子的运动分开处理。而在这样的框架下，分子间的相互作用力也简化为对原子核运动的力，即

Finter = −∇Vpes

现在来推导 B-O 近似，对一个孤立的分子系统，总的哈密顿可以写为

H (r,R) = TN +He (r) + VeN (r,R) + VNN (R)

其中 TN 是原子核的动能，He (r) 是电子哈密顿，VeN (r,R) 是电子和原子核的库伦相互

作用势，VNN (R) 是原子核与原子核的库伦排斥势，其中电子哈密顿又可以写成如下的形式

He (r) = Te + Vee (r)

其中 Te 是电子的动能，而 Vee 则是电子与电子之间的库伦排斥势，r 并不是一个参量，而

是表示所有电子坐标的简单记法同样的 R 表示所有的原子核坐标，对以一个有 N 个原子核和

n 个电子的系统，上述的各式可以展开为
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其中 Mk 和 Zk 分别代表第 k 个原子核的质量和电荷，me 是电子质量。利用 Born-Huang
展开，可以将分子体系波函数展开为

Φ(r,R) =
∑
n

χn (R)ψn (r,R)



其中 ψn (r,R) 是电子绝热波函数，满足如下方程

[He (r) + VeN (r,R)]ψn (r,R) = [εn (R)− VNN (R)]ψn(r,R)

将 Born-Huang 展开和电子绝热薛定谔方程带入又可以得到分子波函数 χn (R) 满足的方

程
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为非绝热耦合矩阵。

在 B-O 近似框架下，由于电子的质量远远小于原子核的质量，所以非绝热耦合矩阵要比
前两项小得多可以被忽略。这部分的力被成为绝热力，表达式为

Fad = −∇εm

可以看到，绝热力只依赖于一个特定绝热电子态的本征能量，如何获得特定绝热电子态的

本征能量会在后面三章讨论。

现在讨论超越 B-O 近似的非绝热力，当分子的不同电子态势能面相互靠近甚至出现简并
的情况下，不同电子态之间的耦合变得不可忽略。这导致了 B-O 近似的失效，这一过程被称
为非绝热过程。这一现象在化学、材料和生物学等领域的重要反应中起着关键作用。但是可以

看到这部分由于耦合在不同电子态之间，因此，在波函数的框架下计算成本的指数增长，因此

必须使用轨线方法，在这方面北大的刘剑课题组利用平均场方法评估非绝热力7，示意图如图

1。

图 1: 绝热力与非绝热力的示意图

刘剑及其合作者利用如下的描述方法，原子核自由度由传统的 Wigner 位置-动量相空间
描述，而电子自由度由约束（位置-动量）相空间刻画。电子自由度的约束相空间由布居数求
和等于 1 这个物理条件确定，其数学结构可以关联到复 Stiefel 流形。具体推导过程过于复杂，
再次不做过多赘述。刘及其合作者利用凝聚相耗散体系、光与物质相互作用模型、分子中的锥

形交叉模型等体系进行测试，测试结果表明该方法都能准确描述非绝热力和非绝热过程。



3 绝热框架下的分子间的弱相互作用

由于电子与电子之间的库伦排斥势的存在，使得电子之间相互耦合，电子绝热薛定谔方程

[He (r) + VeN (r,R)]ψn (r,R) = [εn (R)− VNN (R)]ψn(r,R)

是一个定义在 L2
(
R3N

)
∩
∧N

i=1H
1 (R3) 变量空间上的方程，因此我们需要通过近似将其

限制在一个子空间上 SN，从物理的角度来说就是在处理某一电子的运动状态时，将其他电子

对该电子的相互作用采用时间平均处理，即假定一个电子由原子核和其他电子形成的平均势场

中独立地运动，同时电子属于费米子，体系的电子全波函数需要遵循 Pauli 不相容原理，所以
在 Hartree-Fock 近似下，Fock 和 Slater 提出提出把电子全波函数改写成 Slater 行列式，使其
满足 Hartree 乘积反对称化。

SN =

{
ψ =

1√
N !

det(ϕi) : ϕi ∈ H1
(
R3
)
,

∫
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ϕiϕj = δij , 1 ≤ i, j ≤ N
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需要注意的是这里的单电子波函数不是空间轨道，而是自旋轨道，即空间轨道和自旋波函

数的乘积，体系的基态电子能量可以表示为如下形式

ϵ = inf {⟨ψ |He|ψ⟩ : ψ ∈ SN}

可以看到体系电子能量 ⟨ψ |He|ψ⟩ 是一个关于单电子波函数的一个泛函，因此 Hartree-
Fock 问题其实就是一个泛函变分问题，在此之前，我们需要说明此处 Hamilton 中之所以不包
含 VNN，是因为在电子结构计算时，核坐标是固定的，VNN 是一个定值，因此可以略去，而

后期考虑多个核构型时，再把 VNN 考虑进去即可。

现在我们将绝热电子哈密顿写成如下形式，采用原子单位制

He =
∑
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g (i, j)

h (ri) = −1

2
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即将电子哈密顿拆分成单电子算符和双电子算符两部分，根据行列式的性质或者二次量子

化推导得到 Slater-Condon 规则，并运用于上述哈密顿即可得到

⟨ψ |He|ψ⟩ =
N∑
i

⟨i |h| i⟩+ 1

2

N∑
i,j

[⟨ij |g| ij⟩ − ⟨ij |g| ji⟩]



由于自旋轨道 ϕ 需有满足正交归一限制条件，因此我们重新构建一个泛函

F = ⟨ψ |He|ψ⟩ −
N∑
i,j

εij [⟨i | j⟩ − δij ]

=
N∑
i

⟨i |h| i⟩+ 1

2

N∑
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[⟨ij |g| ij⟩ − ⟨ij |g| ji⟩]−
N∑
i,j

εij [⟨i | j⟩ − δij ]

其中 εij 是拉格朗日不定乘子，需要满足 εij = ε∗ji，然后通过泛函变分求极值即可得到体

系的 Euler-Lagrange 方程即为 Hartree-Fock 方程

f (r1)ϕk (r1) = εkϕk (r1)

f (r1) = h (r1) +
N∑
j=1

∫ +∞

−∞
φ∗
j (r2) g (r1, r2) (1− P12)φj (r2) dr2

如今我们通过 Hartree-Fock 近似，将一个耦合的多体问题转化为单体问题，看似是一个
标准特征值问题，貌似能够按照处理特征值问题的标准流程求解 Hartree-Fock 方程，但是由
于 Fock 矩阵是一个复杂的积分算符，同时涉及其他单电子波函数，因此导致 Hartree-Fock 方
程是一个复杂的微分-积分方程，需要迭代求解。并且在实际应用过程中还需要解决三个问题。
过于复杂，且不是本文关注的重点，因此不做过多讨论

现在我们来讨论 Hartree-Fock 方法的问题，我们假定一个电子在原子核和其他电子的平
均势场中独立地运动，所以考虑了电子间的时间平均作用，但是没有考虑电子间的瞬时作用，

即在平均势场中独立运动的两个自旋反平行的电子是有可能在某一瞬间在空间的同一点出现，

但是由于电子带有电荷，电子之间有库伦排斥，因此当一个电子在空间某一点时，这一点的紧

邻时禁止其他电子进入的。这种电子间的相互作用被称为电子运动的瞬时相关性，由此诞生的

能量差被称为电子动态相关能。面对动态关联问题，量子化学家发展了很多解决方法8。我们

现在只选取其中两个方法讨论，即 MP210 和 DFT22

DFT 理论基于这样一个事实，体系物理性质完全依赖于电子密度。并且 Hohenberg 和
Kohn 在 1964 年证明了两个定理23，赋予其合理性。Kohn 和沈吕久在 1965 年通过引入无相
互作用电子假想模型，于是获得了著名的 KS 方程。

HKSϕi = εiϕi

HKS = −1

2
∇2

i +

∫
ρ(r′

)

|r − r′ |
dr′

+ Vxc(r)

ρ(r) =
N∑
i=1

|ϕi(r)|2

可以看到 KS 方程哈密顿的三项分别为，动能项、库伦项和交换关联项，关于最后一项，
具体表达式目前具体表达式尚未可知，但是有很多近似的版本。

我们将其与 Hartree-Fock方程做对比。可以看到，这两方程都将动能项和库伦项完全考虑
了。但是由于 DFT的框架，无法精准考虑交换项，但是可以引入动态关联项。而 Hartree-Fock，
精准考虑的所有的交换作用，但是未引入动态关联相互作用。因此可以说，DFT 考虑了部分
的交换和部分的动态关联。Hartree-Fock 考虑了全部的交换但没有动态关联作用。



现在来介绍 MP2 方法，量子化学家 Møller 和 Plesset 提出用 Hartree-Fock 波函数作零
级近似，做微扰处理。因此也就是说在做 MP2 计算之前需要做一轮 Hartree-Fock，因此导致
了计算量的上升

H = Hhf +H
′

Hhf =
N∑
i

f (r1) =
N∑
i

hi (r1) +
N∑
i

N∑
j=1

∫ +∞

−∞
φ∗
j (r2) g (r1, r2) (1− P12)φj (r2) dr2

H
′
=

1

2

N∑
i,j

1

rij
−

N∑
i

N∑
j=1

∫ +∞

−∞
φ∗
j (r2) g (r1, r2) (1− P12)φj (r2) dr2

由此我们根据二阶微扰理论可以得到总能量为

E = E0
0 + ⟨Φ0|H

′
|Φ0⟩+

∑
s ̸=0

| ⟨Φs|H
′ |Φ0⟩ |2

E0
0 − E0

s

三项分别为零级能量、一阶能量修正和二阶能量修正。通过计算可以得到零级能量加上一

阶能量修正得出 Hartree-Fock 的总能量，而二阶能量修正则给出对于动态关联能的修正。
现在我们以 Ar 二聚体体系，来探讨 Hartree-Fock、DFT 和 MP2 对于分子间的弱相互作

用的描述精度。稀有气体二聚体一直是科学研究的重点。在实验上观测到 Ar 二聚体，并测得
其解离能为 1.18kJ/mol 24。相较于典型的通过化学键体系的解离能相差近百倍，比如 Ar+ 体
系的解离能为 1.31eV 25。因此显然可以发现这是一个范德华作用导致的双聚体。

对于范德华体系的第一行量子化学模拟，需要相当大的基组，因此我们采用相关一致性基

组 aug-ccPVTZ 基组，并且对于 DFT 采用 B3LYP 交换关联泛函和 B3LYP-D3 交换关联泛
函。并扫描 Ar 原子的势能曲线，获得如图 2 结果

图 2: 利用四种计算方法获得的 Ar 二聚体势能曲线

根据图 2 所示，对于 B3LYP-D3 泛函的 DFT 和 MP2 方法，可以明显的看出在 3.7− 3.8

埃处有一个势阱，势阱深度为 1kJ/mol，与上文提到的实验结果的解离能一致，但是 Hartree-
Fock 和 B3LYP 泛函的 DFT 未能准确描述，说明 Ar 二聚体的成因是因为该体系中的色散相
互作用。



4 绝热框架下的分子强关联相互作用

除了上文提到的动态关联效应，还有一种静态关联效应。静态关联效应的物理含义是由于

前线分子轨道能级简并或近简并，这个情况下。Hartree-Fock 近似并不适用，也就是说使用单
Slater 行列式并不能准确描述体系的全电子波函数，因此 CASSCF 方法也应运而生。

CASSCF 方法从原理上来说是一种组态空间展开，可以严格证明费米子的组态空间是一
个无穷大纬度的线性空间。而 Slater 行列式则是这个空间内的一组正交归一完备基。因此虽
然不知道全电子波函数的具体表达形式。但是我们可以通过基组展开的方式进行描述

|ΨCAS⟩ =
∑
s

cs |ψs⟩

式子中的 |ψs⟩ 表示的是 Slater 行列式，根据上文给出的 Slater 行列式的表达式，我们可
以看出 Slater 行列式最本质的信息在于有多少个填了电子的自旋轨道。
在实际的操作过程中，我们会选择一个活性轨道空间与活性电子，就像图 3 一样

图 3: CASSCF 选取示意图

如图 3 一样，分子轨道能级从低到高，分别为占据轨道，活性轨道和虚轨道。我们需要
选取的就是活性轨道以及在活性电子，选取完之后，占据自旋轨道始终保持占据不变，虚自旋

轨道也始终保持非占据。然后在活性自旋轨道中对活性电子进行全排列，一种排列对应一种

Slater 行列式。然后利用变分原理，同时对展开系数 cs 和 |ψs⟩ 中的轨道同时优化，这样的变
分细节和计算求解较为复杂，在此不做细致展开讨论。

CASSCF计算缺少了对电子动态关联的描述，于是需要在 CASSCF计算之后做 MRCI计
算，具体如图 4

MRCI 通常指 MRCISD，即在 CASSCF 优化的轨道基础上进一步考虑如上图般的单激发
和双激发组态，组合得到全波函数，然后直接优化组合系数。

可以看到 MRCI 相较于单参考的量子化学方法更加的复杂，计算量更大，但是化学反应
体系来说，在化学键成键断键的区域，不同分子原子间的相互作用必须引入多参考方法才能描

述准确，现在我们就以 N(2D) + H2(X1� + g) = NH(a1�) + H(2S) 反应体系为例，利用 MRCI，
将 9 个价电子排列在 9 个活性轨道 (7a′ + 2a′′) 采用 aug-cc-pVTZ 基组，计算了 22219 个从
头算点，并结合蒋彬26 等人提出的 PIP-NN 拟合方法，构造出该化学反应完整的势能面，检
验多参考方法对于化学反应体系中的强关联相互作用的描述。

图 5 给出了 N-H-H 角度分别在 60 º，90 º，120 º 和 180 º 下的三维形貌，图 6 给出了势
能面在这四个角度下的最小反应路径



图 4: MRCI 示意图

图 5: 左边为势能面在四个角度下的形貌图，右边为势能面在四个角度下的最小反应路径

由图 5 可以看出该反应是一个吸热反应，吸热量是 0.27eV。可以看出当 N-H-H 在四个角
度的反应物通道都有一个小的势垒，其中有三个角度在相互作用区存在势阱，而且较低的角度

存在较低的势阱，势阱的深度分别为 1.61eV（60 º），1.00eV（90 º），0.44eV（120 º）但是对
于 N-H-H 角度为 180 º 的时候，并不存在势阱，而是在反应物通道的小势垒后面存在一个较
高的势垒，势垒高度为 0.40eV，这意味着在低碰撞能的情况下，该反应无法通过 N-H-H 的共
线路径发生反应，同时当 N-H-H 的角度为 90 º 和 120 º 时在势阱后还存在一个小势垒，角度
越大，势垒越高

图 6: a 为氢分子键长固定在平衡键长，氮原子在各个位置的能量，b 为氮氢自由基固定在平
衡键长，氢原子在各个位置的能量

当氢分子键长固定在平衡位置（1.401Bohr）时，氮原子在各个位置时的能量，可以看到，



在氮原子与氢分子垂直并相距约 2 到 3 个 Bohr 时候有一势阱。当氮氢自由基键长固定在平
衡位置（1.974Bohr）时，氢原子在各点的能量，可以看到在氮原子一侧有一个很大很深的势
阱，而在氢原子一侧则有一个小势垒。

通过将拟合的势能面信息均被交叉分子束实验验证和观测到27，这说明基于上述方法拟合

出来的势能面，能准确描述基元化学反应过程中的原子分子相互作用。

5 价键理论和电荷转移键

在化学键理论发展的早期，价键理论由于其电子两两配对形成化学键的概念与经典的化学

键思想吻合，在化学键本质研究中扮演着主要角色.Pauling 应用他自己发展的共振论，通过共
价-离子叠加、共振、杂化等概念，成功地解释了当时几乎所有分子的化学键性质，而然在发
展的后期，由于计算机的快速发展，使用正交轨道的分子轨道理论发展起来的方法由于计算量

小，因此获得了广泛应用。相比之下，由于采用原子轨道作为单电子函数，以及复杂的体系多

电子波函数表达形式，价键理论方法的计算量非常巨大，价键理论的从头算应用研究几乎不现

实.庆幸的是,随着计算机科学技术的发展，高性能科学计算能力不断提高，价键理论从头算已
经成为可能。同时由于价键理论中电子两两配对形成化学键的概念与经典的化学键思想吻合，

因此价键理论的结果更有化学直观性。Shaik 等人在价键理论的基础上提出了电荷转移键12

价键理论中多电子波函数的形式被称为 HLSP 波函数，一个轨道 HLSP 波函数对应一个
经典价键结构，在 VBSCF 轨道系数和结构系数优化以获取最低的体系总能量，同样的框架下
往往忽略了动态关联作用，因此在后续的 VBCI 等方法中，为了涵盖电子动态关联，引入激
发 HLSP 函数。激发 HLSP 函数由 VBSCF 的 HLSP 函数产生，所以不论是 VBSCF 和是
VBCI，整体的经典价键结构对应波函数进行变分的框架没有改变，因此我们接下来的讨论以
此作为框架进行说明。

以双原子分子 AB 为例，波函数总是可以拆成三部分

ψV B = c1ϕcov + c2ϕion + c3ϕ
′
ion

式子中 ϕcov 代表的共振式 A − B，ϕion代表的共振式 A + B−，ϕ′

ion代表的共振式 A − B+

由此可以给出体系能量，由于 HSLP 之间并不正交，于是能量分为如下三项

E = ⟨ψV B|H|ψV B⟩ = ⟨cov|H|cov⟩+ ⟨cov|H|ion⟩+ ⟨ion|H|ion⟩

其中把所有共价的结构的 HSLP合并成 |cov⟩，把所有离子的结构的 HSLP合并成 |ion⟩，三
项分别记为共价能Dcov = ⟨cov|H|cov⟩，离子能Dion = ⟨ion|H|ion⟩，共振能RE = ⟨cov|H|ion⟩。
对于传统的共价键来说 Dcov 占绝对大头，对于传统的离子键来说 Dion 占绝对大头。于是很

自然就会想到，会不会有一种分子，是 RE 占成键的主导呢？

于是 Shaik 及其合作者通过计算发现，在同核双原子分子中 F2 是这样的化学键12，并将

其命名为电荷转移键（charge-shift bond）
图 7 展示了双原子分子中，只计算共价能和实验值键能的对比。可见 H-H 吻合得不错，

说明确实是经典的共价相互作用，但是对于 F-F 体系，若只考虑共价能的话，F-F 甚至无法成
键，这意味着，共价形式根本不形成任何键合，表明共价键不应该存在。另一方面，离子能非

常高，因此也不可能是离子键。而若将离子形式纳入考虑，离子与共价之间的共振能会导致成

键，这是典型的电荷转移键。



图 7: 氢气和氟气只计算共价能和实验值键能的对比

在早期，共振能是被忽略的因为在典型的共价键体系 H-H 中共振能小于 10kcal/mol，而

典型离子键体系 Na + Cl-的共振能则为 5.4kcal/mol。而相比下来，F2 的共振能量大一个数量

级，几乎达到 70kcal/mol，于是成功克服共价能导致的排斥力，使其键能达到了 38kcal/mol。

电荷转移键具有多种特性，这些特性使它们有别于共价键和离子键，还是以 F2 为例，图

8 给出了价电子云图

图 8: 氟气的价电子云图

可以看出在化学键中心几乎没有电子分布，电子主要分布在两侧。这与传统共价键与离子

键的电子云图截然不同

后续 Shaik 等人继续计算，发现了很多电荷转移键的例子11，比如 C2 分子中碳碳四重键

的前三根按照乙炔分子一样成键，第四根键则是典型的电荷转移键。

6 量子蒙特卡洛与凝聚态相互作用

上面几章介绍的方法，除了 DFT外都是针对孤立的分子体系，对于凝聚态问题无法使用。
而 DFT 的精度很多时候并不如人意，由此发展出了量子蒙特卡洛方法。蒙特卡洛方法是基于
模拟随机过程，进行随机采样，数值计算积分的方法。将蒙特卡洛应用于量子问题就是量子蒙

特卡洛算法。尽管现在已经有了基于二次量子化的全组态相互作用蒙特卡洛方法，但是结合计

算时间，目前在凝聚态体系最常用的还是扩散蒙特卡洛算法 (DMC)。



我们首先介绍一下蒙特卡洛算法，考虑一个积分

I =

∫
dxF (x) =

∫
dx
F (x)

P (x)
P (x) =

∫
dxf(x)P (x)

其中 P(x) 是一个概率分布，应该满足∫
dxP (x) = 1 P (x) ≥ 0

于是当我们采样次数趋于无穷，且采样满足 P (x) 的分布，那么这个积分就可以写成

I = lim
M→∞

1

M

∑
i

f(xi)

积分的方差也会收敛于 1
M
，统计误差收敛于 1√

M

于是蒙特卡洛算法把积分问题变成采样问题。Markov 链是多维变量且相互关联的情况下
的行之有效的抽样方案。我们先用一维变量来说明 Markov 链。Markov 链根据如下规律生成
变量

xn+1 = F (xn, ξn)

其中 F (xn, ξn) 是一个时间无关的函数，其中 ξn 则是时间无关的随机分布。于是可以得

到主方程为

Pn+1(x
′) =

∑
x

P (x′|x)P (x)

P (x′|x) 是一个条件分布，在一般情况下，我们是给定 P (x′|x)，然后迭代求解主方程得
Pn(x)。条件分布需要满足细致平衡，也就是

P (x′|x)P (x) = P (x|x′)P (x′)

Metropolis-Hastings 方法是满足细致平衡，且应用最为广泛的一种方法，它由 Metropolis
提出28，Hastings 发展29。该方法的基本思路是产生移动尝试，并判断是否接收

P (x′|x) = T (x′|x)A(x′|x)

式子中 T (x′|x) 是产生移动尝试的概率，A(x′|x) 是接收尝试的概率，一般选为

T (x′|x) = 1

∆
, |x′ − x| < ∆

2

其他情况下 T (x′|x) = 0，那么对应的

A(x
′
|x) = min

{
1,
P (x′)

P (x)

}
而扩散蒙特卡洛方法思想更为简单，含时薛定谔方程为（原子单位制）

i
∂ψ(x, t)

∂t
= Hψ(x, t)

现在将时间解析延拓到复数域，令其为纯虚数，那么可以用虚时 τ = it，那么方程变为

−∂ψ(x, τ)
∂τ

= Hψ(x, τ)



一般情况下，哈密顿不显含时间，于是演化算符为

P = exp(−iτH)

对于一个一般态，可以展开为哈密顿本征态的线性叠加

|ψ⟩ =
∑
i=0

|ϕi⟩ ⟨ϕi|ψ⟩

于是我们有

lim
τ→∞

⟨ψ|exp(−τH)|ψ⟩ = lim
τ→∞

∑
i

⟨ϕi|ψ⟩ exp(−τEi) |ϕi⟩ ∝ lim
τ→∞

⟨ϕ0|ψ⟩ exp(−τE0) |ϕi⟩

于是可以看到在有限的虚时演化中，激发态的部分会消失。然后再结合格林函数理论，就

可以获得能量和本征态。

现在我们就以 H2 + Cu(111) 体系15 和双层石墨烯体系16 为例，介绍 DMC对于凝聚态体
系的相互作用的描述情况，H2 + Cu(111)在多项催化中非常重要，因此准确描述 H2与 Cu(111)
的相互作用就显得尤为重要了，首先 Kroes 等人利用小的铜晶胞，通过计算 CuH 结合能测试
了 DMC 的性能，如图 9

图 9: 两种 DMC 方法计算得到的 CuH 结合能与实验值对比

可以看到，DMC 的计算结果都与实验值匹配良好。于是 Kroes 等人接着对铜的大超胞，
用 DMC 以及 DMC 加上修正计算了 H2 + Cu(111) 的反应势垒，并与 SRP 参考值对比，如
图 10 所见
可见通过修正的 DMC 的效果明显由于 PBE，作者认为该方法给计算分子凝聚态相互作

用提供了一个金标准。

上面这个体系是分子凝聚态的强相互作用起主导作用，接下来双层石墨烯的结合能问题则

是弱的范德华相互作用在起主导作用。

对于双层石墨烯的结合能问题，这是典型的范德华相互作用体系，DFT 的计算误差先对
较大，且相互之间难以达成共识。Mostaani等人利用 DMC首先计算了单层石墨烯的原子化能
为 7.395(e)eV /atom，分别计算了 AA 堆积和 AB 堆积双层石墨烯的结合能分别为 11.5(9)eV

和 17.7(9)eV，均与实验匹配良好，同时作者也画出了 AB 堆叠石墨烯的 DMC 与各种 DFT
的计算结果，如图 11。通过与 DMC 结果对比，作者指出在描述范德华相互作用时，需要对
DFT 方法加 D 校正。



图 10: 经过不同修正的 DMC 与文献中的 SRP 参考值比对，同时给出了全电子 PBE 泛函的
计算值作为对比

图 11: AB 堆叠石墨烯的 DMC 与各种 DFT 的计算结果

7 相对论效应对范德华相互作用的影响

所谓的相对论效应不是一个可观测量，而是指狄拉克方程与薛定谔方程这两个理论模型之

间的差别。对于重元素来说，电子运动速度接近光速，相对论效应不可忽略，因金元素为例，

根据薛定谔方程，金是白色的，而狄拉克方程预测，金是黄色的，事实是金的确为黄色，因此

可以说说金的颜色就是一种相对论效应。

薛定谔方程与狭义相对论的矛盾主要在于薛定谔方程对空间是二阶导，对时间是一阶导。

对时空并不平权，无法满足伽利略协变。

在狭义相对论中能量表达式

E2 = p2c2 +m2c4

由此得到的方程是 K-G 方程，是描述自旋为 0 粒子的，显然无法描述电子，因此我们需
要寻找的是

E = ±
√
p2c2 +m2c4

这个方程如果在一维的代数上是无法满足线性叠加原理，因此必须在更高纬度上开方，狄

拉克发现在定义在四维上的 Clifford 代数能满足这个要求。于是得出量子场方程

ih̄
∂ψ

∂t
= −ih̄α·∇ψ + βψ



其中 α 和 β 均是常四维矩阵

α =

(
σ 0

0 σ

)
=

(
σxêx + σy êy + σz êz 0

0 σxêx + σy êy + σz êz

)

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)

β =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


因此显然解是一个四分量的左手旋量和右手旋量的直和。也有一由此推出，自旋本质上一

种相对论相应。

在量子化学中有三种方案引入相对论相应，其一直接求解四分量问题，其二从洛伦兹群投

影表示约化为二分量外尔旋量问题，其三，在 DFT 框架下，将内层电子等效为一个中心势场，
并在势场中加入等效的相对论效应。考虑计算效率问题，Gaston 等人计算金属二聚体使用的
是最后一个方法17。

Gaston 等人计算 Ba、Zn、Cd、Hg 四种典型的范德华作用二聚体的势能曲线，如图 12
所示

图 12: 相对论多种计算方法计算出来的 Ba、Zn、Cd、Hg 四种二聚体的势能曲线

Zn、Cd、Hg 是同一族过渡金属。由于相对论效应，Hg 二聚体比 Zn 二聚体和 Cd 二聚体
结合更强，大大缩短了 Hg-Hg 键，Ba 虽然不是过渡金属，但是由于 Ba 拥有和 Hg 一样的闭
壳层的 6s2，于是作者将 Ba 加入一起对比，Hg 二聚体的强度不如 Ba 二聚体，这是因为同一
周期的 Ba 相较于 Hg 来说镧系收缩效应更为强烈。由上述结果可以看出，对于第 6 周期的重
元素，在描述其范德华相互作用的时候，相对论效应是必须考虑的。



总结

本文通过引入量子力学、量子场论和量子化学等相关的量子理论，并综述了在量子力学、

量子场论和量子化学等量子理论框架下对分子间相互作用的描述和模拟。成功的构建了在量子

视角下的分子间的相互作用力，为更好的理解和模拟分子间的相互作用力提供了理论基础。
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