
第三章习题答案 
习题 3.1 
(1) 势能的期望值为 

 

其中利⽤了换元  。利⽤分部积分法可得 

 

左边的积分值为  ，因此 

 

 

(2)  
办法 (I) : 动能的期望值为 

 

其中利⽤了以下等式，对于  满⾜  

 

⟨V ⟩ = ∫
∞

−∞
V (x) Ψ(x , t)

2
d x

= ∫
∞

−∞

1
2

m ω2x2 α
π1/2

e−α2 x2d x

=
m ω2

2π1/2α2 ∫
∞

−∞
u2e−u2du ,

u = α x

∫
∞

−∞
e−u2du = u e−u2

u→∞

u→−∞
+ 2∫

∞

−∞
u2e−u2du = 2∫

∞

−∞
u2e−u2du ,

π1/2

∫
∞

−∞
u2e−u2du =

π1/2

2
,

⟨V ⟩ =
m ω2

4α2
.

⟨K ⟩ = ⟨p2⟩
2m

= −
ℏ2

2m ∫
∞

−∞
Ψ*(x , t)Ψ′ ′ (x , t)d x

=
ℏ2

2m ∫
∞

−∞
Ψ′ (x , t)

2
d x

=
ℏ2

2m ∫
∞

−∞

α5

π1/2
x2e−α2 x2d x

=
ℏ2α2

2m π1/2 ∫
∞

−∞
u2e−u2du

=
ℏ2α2

4m
.

f (x), g(x)

lim
x →∞

f (x) = 0, lim
x →∞

g(x) = 0, lim sup
x →∞

g′ (x) = 0,
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都具有 

 

办法 (II) : 动量表象的波函数为 

 

令 

 

其中  。因此 

 

因此 

 

 

∫
∞

−∞
f (x)g′ ′ (x)d x = f (x)g′ (x)

x→∞

x→−∞
− ∫

∞

−∞
f ′ (x)g′ (x)d x = − ∫

∞

−∞
f ′ (x)g′ (x)d x .

Φ( p, t) =
1

(2π ℏ)1/2 ∫
∞

−∞
Ψ(x , t)e−ipx /ℏd x

=
1

(2π ℏ)1/2 ∫
∞

−∞ ( α
π1/2 )

1/2

exp (−
1
2

α2x2 −
ipx
ℏ

−
1
2

iωt) d x

=
1

(2π ℏ)1/2 ∫
∞

−∞ ( α
π1/2 )

1/2

exp (−
1
2

α2 (x +
ip

ℏα2 )
2

−
p2

2ℏ2α2
−

1
2

iωt) d x

= ( α
2π3/2ℏ )

1/2

exp (−
p2

2ℏ2α2
−

1
2

iωt)∫
∞

−∞
exp (−

1
2

α2 (x +
ip

ℏα2 )
2

) d x

= ( 1
2π3/2ℏα )

1/2

exp (−
p2

2ℏ2α2
−

1
2

iωt)∫
∞

−∞
exp (−

1
2 (u +

ip
ℏα )

2

) du ,

I(a) = ∫
∞

−∞
e−(x+ia)2 /2d x ,

a ∈ ℝ

I′ (a) = ∫
∞

−∞

∂
∂a

e−(x+ia)2 /2d x

= ∫
∞

−∞
− i(x + i a)e−(x+ia)2 /2d x

= i∫
∞

−∞

∂
∂x

e−(x+ia)2 /2d x

= i e−(x+ia)2 /2
x→∞

x→−∞
≡ 0,

I(a) ≡ I(0) = ∫
∞

−∞
e−x2/2d x = (2π)1/2,

Φ( p, t) = ( 1
π1/2ℏα )

1/2

e−p2/2ℏ2α2−iωt/2 .
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动能的期望值为 

 

(3) 
根据 (2) 的结果可得 

 

因此动量的概率分布函数为 

 

计算动量或动能的期望值时，办法 (I) 与办法 (II) 均适⽤，取决于计算的难度。 

附录： 
(2) 的办法 (I) 与办法 (II) 计算的结果是相等的，这是为什么呢？ 

对于  ，定义其傅⽴叶变换 (Fourier Transform) 为 

 

定义傅⽴叶逆变换 (Inverse Fourier Transform) 为 

 

很显然，傅⽴叶变换与傅⽴叶逆变换操作都是在复数域  上线性的，即对于  ，都具有 

 

其中等式左边分别表示的是  的傅⽴叶变换与傅⽴叶逆变换。 

⟨K ⟩ = ⟨p2⟩
2m

=
1

2m ∫
∞

−∞
p2 Φ( p, t)

2
dp

=
1

2m ∫
∞

−∞
p2 1

π1/2ℏα
e−p2/ℏ2α2dp

=
ℏ2α2

2m π1/2 ∫
∞

−∞
u2e−u2du

=
ℏ2α2

4m
.

Φ( p, t) = ( 1
π1/2ℏα )

1/2

e−p2/2ℏ2α2−iωt/2,

Φ( p, t)
2

=
1

π1/2ℏα
e−p2/ℏ2α2 .

u ∈ L1(ℝ)

̂u(y) =
1

2π ∫
∞

−∞
e−ixyu(x)d x , y ∈ ℝ,

ǔ(y) =
1

2π ∫
∞

−∞
eixyu(x)d x , y ∈ ℝ .

ℂ α , β ∈ ℂ

(αu(x) + β v (x)) ̂ = α ̂u(x) + β ̂v (x),
(αu(x) + β v (x))ˇ = α ǔ(x) + β v̌ (x),

αu(x) + β v (x)
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定理 1: Plancherel’s Theorem 
如果  ，那么  ，并且 

 

证明： 
对于  ，可得 

 

因此 

 

根据第 2 ⻚的计算，可以得出 

 

对于  ，定义函数 可以得出 代⼊蓝⾊部分可得 

 

对于  ，定义  。令  ，其中  是卷积 
(Convolution) ，定义如下 

 

根据后⾯的定理 2 可得 

 

然⽽ 

 

u ∈ L1(ℝ) ∩ L2(ℝ) ̂u , ǔ ∈ L2(ℝ)

∫
∞

−∞
̂u(y)

2
d y = ∫

∞

−∞
ǔ(y)

2
d y = ∫

∞

−∞
u(x)

2
d x .

v, w ∈ L1(ℝ)

∫
∞

−∞
v (x)ŵ(x)d x =

1

2π ∫
∞

−∞ ∫
∞

−∞
e−ixyv (x)w(y)d x d y,

∫
∞

−∞
̂v (y)w(y)d y =

1

2π ∫
∞

−∞ ∫
∞

−∞
e−ixyv (x)w(y)d x d y,

∫
∞

−∞
v (x)ŵ(x)d x = ∫

∞

−∞
̂v (y)w(y)d y .

∫
∞

−∞
e−ixy−tx2d x =

π
t

e−y2/4t, t > 0,

ϵ > 0 vϵ(x) = e−ϵx2, ̂vϵ(y) =
1

2ϵ
e−y2/4ϵ .

∫
∞

−∞
ŵ(y)e−ϵy2d y =

1

2ϵ ∫
∞

−∞
w(x)e−x2/4ϵd x .

u ∈ L1(ℝ) ∩ L2(ℝ) v (x) = u*(−x) w = u ⊗ v ∈ L1(ℝ) ∩ C(ℝ) ⊗

w(y) = ∫
∞

−∞
u(x)v (y − x)d x .

ŵ(y) = 2π ̂u(y) ̂v (y) ∈ L∞(ℝ),

̂v (y) =
1

2π ∫
∞

−∞
e−ixyu*(−x)d x =

1

2π ∫
∞

−∞
eixyu*(x)d x = ( 1

2π ∫
∞

−∞
e−ixyu(x)d x)

*

= ̂u*(y),
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积分利⽤了换元  。因此 

 

因为  是处处连续的，所以 

 

这是因为  时，  的图像向原点靠拢。对玫瑰⾊部分取极限  可得 

 

根据红⾊与橙⾊部分可得 

 

 原理相同，不再赘述。 

 

定理 2: 傅⽴叶变换的性质 
对于  

(A)  

(B)  其中等式左边表示的是  的傅⽴叶变换。 

(C) 如果  ，定义  ，那么  
(D)  其中等式右边表示的是  的傅⽴叶逆变换。 

证明： 
(A) 对于 , 根据定理 1 可得 

 

⽽ 

 

x ↦ − x

ŵ(y) = 2π ̂u(y)
2

.

w

lim
ϵ→0

1

2ϵ ∫
∞

−∞
w(x)e−x2/4ϵd x = w(0) lim

ϵ→0

1

2ϵ ∫
∞

−∞
e−x2/4ϵd x = 2πw(0),

ϵ → 0 e−x2/4ϵ ϵ → 0

∫
∞

−∞
ŵ(y)d y = 2πw(0) .

∫
∞

−∞
̂u(y)

2
d y = w(0) = ∫

∞

−∞
u(x)v (−x)d x = ∫

∞

−∞
u(x)

2
d x .

∫
∞

−∞
ǔ(y)

2
d y = ∫

∞

−∞
u(x)

2
d x

□

u , v ∈ L2(ℝ),

∫
∞

−∞
u(x)v*(x)d x = ∫

∞

−∞
̂u(y) ̂v*(y)d y .

( ∂nu
∂xn

(x))
̂

= (i y)n ̂u(y),
∂nu
∂xn

(x)

u , v ∈ L1(ℝ) ∩ L2(ℝ) w = u ⊗ v ŵ(y) = 2π ̂u(y) ̂v (y) .
u = ( ̂u)ˇ, ̂u

α ∈ ℂ

∫
∞

−∞
u(x) + α v (x)

2
d x = ∫

∞

−∞
̂u(y) + α ̂v (y)

2
d y,

(u(x) + α v (x))* = u*(x) + α v*(x),

( ̂u(y) + α ̂v (y))* = ̂u*(y) + α ̂v*(y),
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因此 

 

根据定理 1 消去等式两边相等的项可得 

 

分别取  可得 

 

将两式相减即可得证。 

(B)   

 

  
(C)   

 

(D) 因为 

 

∫
∞

−∞
u(x)

2
+ α v (x)

2
+ αu*(x)v (x) + α u(x)v*(x)d x = ∫

∞

−∞
̂u(y)

2
+ α ̂v (y)

2
+ α ̂u*(y) ̂v (y) + α ̂u(y) ̂v*(y)d y,

∫
∞

−∞
αu*(x)v (x) + α u(x)v*(x)d x = ∫

∞

−∞
α ̂u*(y) ̂v (y) + α ̂u(y) ̂v*(y)d y,

α = 1, i

∫
∞

−∞
u*(x)v (x) + u(x)v*(x)d x = ∫

∞

−∞
̂u*(y) ̂v (y) + ̂u(y) ̂v*(y)d y,

∫
∞

−∞
u*(x)v (x) − u(x)v*(x)d x = ∫

∞

−∞
̂u*(y) ̂v (y) − ̂u(y) ̂v*(y)d y,

( ∂nu
∂xn

(x))
̂

=
1

2π ∫
∞

−∞
e−ixy ∂nu

∂xn
(x)d x

=
(−1)n

2π ∫
∞

−∞

∂n

∂xn
e−ixyu(x)d x

=
1

2π ∫
∞

−∞
e−ixy(i y)nu(x)d x = (i y)n ̂u(y) .

ŵ(y) =
1

2π ∫
∞

−∞
e−ixy ∫

∞

−∞
u(z)v (x − z)d zd x

=
1

2π ∫
∞

−∞
e−izyu(z)(∫

∞

−∞
e−i(x−z)yv (x − z)d x) d z

= ∫
∞

−∞
e−izyu(z)d z ̂v (y) = 2π ̂u(y) ̂v (y) .

∫
∞

−∞
ǔ(x)v (x)d x =

1

2π ∫
∞

−∞ ∫
∞

−∞
eixyu(y)v (x)d x d y,

∫
∞

−∞
u(x)v̌ (x)d x =

1

2π ∫
∞

−∞ ∫
∞

−∞
eixyu(y)v (x)d x d y,
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所以 

 

⽽ 

 

因此 

 

根据 (A) 可得 

 

根据  的任意性，得证。 
 

办法 (I) 等价于计算 

 

办法 (II) 等价于计算 

 

根据定理 1 可得 

 

根据定理 2 (B) 可得 

 

因此办法 (I) 与办法 (II) 计算的结果是相等的。 

∫
∞

−∞
ǔ(x)v (x)d x = ∫

∞

−∞
u(x)v̌ (x)d x .

v̌ (y) =
1

2π ∫
∞

−∞
eixyv (x)d x

= ( 1

2π ∫
∞

−∞
e−ixyv*(x)d x)

*

= ( ̂v*(y))*,

∫
∞

−∞
( ̂u(x))ˇv (x)d x = ∫

∞

−∞
̂u(x)v̌ (x)d x = ∫

∞

−∞
̂u(x)( ̂v*(x))* d x ,

∫
∞

−∞
( ̂u(x))ˇv (x)d x = ∫

∞

−∞
u(x)v**(x)d x = ∫

∞

−∞
u(x)v (x)d x ,

v (x)
□

∫
∞

−∞
u′ (x)

2
d x ,

∫
∞

−∞
y ̂u(y)

2
d y,

∫
∞

−∞
u′ (x)

2
d x = ∫

∞

−∞
(u′ (x)) ̂

2
d x ,

∫
∞

−∞
(u′ (x)) ̂

2
d x = ∫

∞

−∞
y ̂u(y)

2
d y,
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习题 3.2 
题⽬有误，实际的波函数为 

 

(1) 

 

(2) 

 

(3) 

 

最可⼏半径为  取到极⼤值对应的  值。⽽ 

 

因此 

 

ψ =
1

π a 3
0

e−r/a0 .

⟨r⟩ = ∫
∞

0
r ψ

2
4π r2dr

=
4
a 3

0 ∫
∞

0
r3e−2r/a0dr

=
1
4

a0 ∫
∞

0
u3e−udu

=
1
4

a0 [−(u3 + 3u2 + 6u + 6)e−u]u→∞
u=0

=
3
2

a0 .

⟨−
e2

r ⟩ = ∫
∞

0
−

e2

r
ψ

2
4π r2dr

= −
4e2

a 3
0 ∫

∞

0
re−2r/a0dr

= −
e2

a0 ∫
∞

0
u e−udu

= −
e2

a0
[−(u + 1)e−u]u→∞

u=0

= −
e2

a0
.

r2 ψ
2

=
1

π a 3
0

r2e−2r/a0,

r2 ψ
2

r

log (r2 ψ
2) = log ( 1

π a 3
0 ) + 2 log r −

2r
a0

,

∂
∂r

log (r2 ψ
2) =

2
r

−
2
a0

,
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因此最可⼏半径为 

 

(4) 因为  

 

所以 

 

其中  为球坐标  上定义的内积，对于函数  

 

其内积为 

 

(5) 
因为坐标表象的波函数是球对称的，所以动量表象的波函数也是球对称的。只需计算  对应的
动量表象波函数  即可，其中  是 Z 轴⽅向的单位向量。因此 

 

∂2

∂r2
log (r2 ψ

2) = −
2
r2

< 0,

r = a0 .

P ψ = − iℏ∇ψ,

⟨K ⟩ = ⟨p2⟩
2m

=
1

2m ⟨ψ P2 ψ⟩
=

1
2m

⟨P ψ, P ψ⟩

=
1

2m ∫
∞

0
P ψ

2
4π r2dr

=
ℏ2

2m ∫
∞

0
∇ψ

2
4π r2dr

=
2ℏ2

a 5
0 ∫

∞

0
r2e−2r/a0dr

=
ℏ2

4a 2
0 ∫

∞

0
u2e−udu

=
ℏ2

2a 2
0

.

⟨A , B⟩ (r, θ, ϕ) ∈ (0, ∞) × (0, π) × (0, 2π)

A , B : (0, ∞) × (0, π) × (0, 2π) → ℂ,

⟨A , B⟩ = ∫
2π

0 ∫
π

0 ∫
∞

0
A*Br2 sin θdr dθdϕ .

p = pk
ϕ(p) k

p ⋅ r = pr cos θ .
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⽽ 

 

因此 

 

⽽当  时 

 

其中利⽤了等式 

 

ϕ(p) =
1

(2π ℏ)3/2 ∫
2π

0 ∫
π

0 ∫
∞

0
ψ (r)e−ip⋅r/ℏr2 sin θdr dθdϕ

=
1

(2π ℏ)3/2 π a 3
0

∫
2π

0 ∫
π

0 ∫
∞

0
e−r/a0e−ipr cos θ/ℏr2 sin θdr dθdϕ

=
1

2π2ℏ3a 3
0

∫
π

0 ∫
∞

0
e−r/a0e−ipr cos θ/ℏr2 sin θdr dθ

=
1

2π2ℏ3a 3
0

∫
∞

0
e−r/a0r2 (∫

π

0
e−ipr cos θ/ℏ sin θdθ) dr

∫
π

0
e−ipr cos θ/ℏ sin θdθ = ∫

1

−1
e−ipru /ℏdu =

2 sin pr
ℏ

pr
ℏ

=
2ℏ
pr

sin
pr
ℏ

,

ϕ(p) =
1

2π2ℏ3a 3
0

∫
∞

0
e−r/a0r2 2ℏ

pr
sin

pr
ℏ

dr

=
2ℏ
p

1

2π2ℏ3a 3
0

∫
∞

0
e−r/a0r sin

pr
ℏ

dr

=
1
p3

2ℏ3

π2a 3
0 ∫

∞

0
e−ℏu /pa0u sin u du ,

a > 0

∫
∞

0
e−arr sin r dr =

1
2i ∫

∞

0
(e−(a−i)r − e−(a+i)r) r dr

=
1
2i ( 1

(a − i )2
−

1
(a + i )2 )

=
2a

(1 + a2)2
,

∫
∞

0
re−zrdr =

1
z2

, Re(z) > 0,
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因此 

 

动量概率分布函数为 

 

有时候我真的挺佩服这些出物理习题的，明明什么数学都学不会，只能靠这些脑残计算取得精神胜
利，并且掩盖⾃⼰是废物的事实。 

习题 3.3 
根据 23 ⻚ (2.4.10) 可得，电流密度为 

 

⽽球坐标下的梯度表达式为 

 

因此，电流密度在  ⽅向上的分量分别为 

 

波函数表达式为 

 

其中  是与  ⽆关的常量。因此 

 

ϕ(p) =
1
p3

2ℏ3

π2a 3
0

2ℏ
pa0

(1 + ℏ2

p2a 2
0 )

2 =
8ℏ5a 3

0

π (p2a 2
0 + ℏ2)2 .

ϕ(p)
2

=
8ℏ5a 3

0

π2 (p2a 2
0 + ℏ2)4 .

Je = − eJ = −
iℏe
2me

(ψ ∇ψ* − ψ*∇ψ) .

∇f =
∂f
∂r

̂r +
1
r

∂f
∂θ

̂θ +
1

r sin θ
∂f
∂ϕ

̂ϕ .

r, θ, ϕ

Jr
e = −

iℏe
2me (ψ

∂ψ*
∂r

− ψ*
∂ψ
∂r ),

Jθ
e = −

iℏe
2mer (ψ

∂ψ*
∂θ

− ψ*
∂ψ
∂θ ),

Jϕ
e = −

iℏe
2mer sin θ (ψ

∂ψ*
∂ϕ

− ψ*
∂ψ
∂ϕ ) .

ψ = CRnl(r)Pm
l (cos θ )eimϕ,

C r, θ, ϕ

Jr
e = Jθ

e = 0,
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将  表示为  

 

其中  是实数值函数，  。可得 

 

习题 3.4 
(1) 

如图所示，磁矩为 

 

其中  是圆周电流的电流强度，  是圆周内部曲⾯的⾯积。因此，圆周电流的磁矩为 

 

(2) 

 

ψ

ψ = A(r, θ )eimϕ,

A A* = A

Jϕ
e = −

iℏe
2mer sin θ (A2eimϕ ∂e−imϕ

∂ϕ
− A2e−imϕ ∂eimϕ

∂ϕ )
= −

ℏem
mer sin θ

A2

= −
ℏem

mer sin θ
ψ

2
.

m = I A ,

I A

d m = (Jϕ
e r dr dθ )π (r sin θ )2 = −

π ℏem
me

ψ
2

r2 sin θdr dθ .

M = ∫ d m = ∫
π

0 ∫
∞

0
−

π ℏem
me

ψ
2

r2 sin θdr dθ,
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I
A

r
dr

dθ
θ

rdrdθ



利⽤第 8 ⻚  可得 

 

乍看之下⽆法计算，然⽽我们可以利⽤波函数的归⼀化关系 

 

得到 

 

由于原函数与变量  ⽆关，因此可以直接将  提取出来，得到 

 

因此 

 

⽽氢原⼦⻆动量 Z 轴⽅向的分量为 

 

因此 

 

习题 3.5 
请⾃⾏完成。 

提示： 
(1) 转⼦绕固定轴转动时，哈密顿算⼦对应 

 

其中  是⻆动量算⼦，详⻅资料“三维空间的量⼦⼒学。”  的特征函数与特征值是什么？ 

ψ = A(r, θ )eimϕ

M = −
π ℏem

me ∫
π

0 ∫
∞

0
A(r, θ )2r2 sin θdr dθ,

∫
2π

0 ∫
π

0 ∫
∞

0
ψ

2
r2 sin θdr dθdϕ = 1

∫
2π

0 ∫
π

0 ∫
∞

0
A(r, θ )2r2 sin θdr dθdϕ = 1,

ϕ ϕ

∫
π

0 ∫
∞

0
A(r, θ )2r2 sin θdr dθ =

1
2π

,

M = −
ℏem
2me

.

Lz = mℏ,

M
Lz

= −
e

2me
.

H =
L 2

3

2I
,

L3 H
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(2) 转⼦绕固定点转动时，哈密顿算⼦对应 

 

其中  ，详⻅资料“三维空间的量⼦⼒学。”  的特征函数与特征值是什么？ 

习题 3.6 
题⽬有误，直接跳过。 

习题 3.7 
请参考习题 3.1 ，⾃⾏完成。 

提示：动量的期望值为 

 

习题 3.8 
因为 

 

所以 

 

因为⽆限深⽅势阱的特征函数为 

 

对应的能量为 

 

根据傅⽴叶级数的性质，我们可以将  表示为  的线性组合，即 

 

H =
L2

2I
,

L2 = L2
1 + L 2

2 + L 2
3 H

⟨p⟩ = ∫
∞

−∞
p ϕ( p)

2
dp .

∫
∞

−∞
ψ (x)

2
d x = ∫

a

0
A2x2(a − x)2d x =

1
30

A2a5 = 1,

A =
30
a5

.

ψn(x) =
2
a

sin
n π x

a
, 0 < x < a ,

En =
n2π2ℏ2

2m a2
.

ψ (x) {ψn(x)}n∈ℤ+

ψ (x) =
∞

∑
n=1

cnψn(x),
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其中 

 

因此，粒⼦能量的概率分布为 

 

能量的期望值为 

 

因为偶函数  的傅⽴叶级数为 

 

Parseval 定理表明，当  被表示为傅⽴叶级数 

 

时， 

 

因此 

 

 

 

cn = ∫
a

0
ψ (x)ψn(x)d x

=
2 15

a3 ∫
a

0
x (a − x)sin

n π x
a

d x

= 2 15 ∫
1

0
u(1 − u)sin (n π u) du

=
4 15(1 − (−1)n)

n3π3
,

cn
2

= {
960

n6π6 , n = 1, 3, 5, . . .

0, n = 2, 4, 6, . . .

⟨E ⟩ =
∞

∑
n=1

cn
2

En =
∞

∑
k=1

480ℏ2

(2k − 1)4π 4m a2
=

480ℏ2

π 4m a2

∞

∑
k=1

1
(2k − 1)4

.

f (x) = x , x ∈ [−π , π]

x =
π
2

−
4
π

∞

∑
k=1

1
(2k − 1)2

cos(2k − 1)x ,

f (x) ∈ L2 [−π , π]

f (x) =
a0

2
+

∞

∑
k=1

(ak cos k x + bk sin k x)

a 2
0

2
+

∞

∑
k=1

(a2
k + b2

k ) =
1
π ∫

π

−π
f (x)2d x .

π2

2
+

16
π2

∞

∑
k=1

1
(2k − 1)4

=
2
3

π2,

∞

∑
k=1

1
(2k − 1)4

=
π4

96
,

⟨E ⟩ =
5ℏ2

m a2
.
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习题 3.9 
请⾃⾏完成。 

提示： 

 

其中  是氢原⼦能量、⻆动量平⽅、⻆动量 Z 分量  共同的特征函数。它们的特征值

是什么？ 

习题 3.10 
涉及 Bessel 函数，直接跳过。 

习题 3.11 
因为习题 3.6 有误，所以直接跳过。 

习题 3.12 
题⽬有误，实际的波函数为 

 

 

ψ =
1
2

ψ2,1,0 −
3

2
ψ2,1,−1,

ψn,l,m {H, L2, L3}

ψ =
1

(2πξ2)1/4 eip0 x /ℏ−x2/4ξ2 .

⟨x⟩ = ∫
∞

−∞
x ψ (x)

2
d x

= ∫
∞

−∞
x

1

(2πξ2)1/2 e−x2/2ξ2d x

=
1

(2πξ2)1/2 ∫
∞

−∞
xe−x2/2ξ2d x

=
2ξ

(2π)1/2 ∫
∞

−∞
u e−u2du

= 0.
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根据第 4 ⻚ 

 

可得 

 

 

⟨x2⟩ = ∫
∞

−∞
x2 ψ (x)

2
d x

= ∫
∞

−∞
x2 1

(2πξ2)1/2 e−x2/2ξ2d x

=
1

(2πξ2)1/2 ∫
∞

−∞
x2e−x2/2ξ2d x

=
2 2ξ2

(2π)1/2 ∫
∞

−∞
u2e−u2du

= ξ2 .

ϕ( p) =
1

(2π ℏ)1/2 ∫
∞

−∞

1

(2πξ2)1/4 ei( p0−p)x /ℏ−x2/4ξ2d x ,

∫
∞

−∞
e−ixy−tx2d x =

π
t

e−y2/4t, t > 0,

ϕ( p) =
1

(2π ℏ)1/2
1

(2πξ2)1/4 ∫
∞

−∞
ei( p0−p)x /ℏ−x2/4ξ2d x

=
1

(2π ℏ)1/2
1

(2πξ2)1/4 2ξπ1/2e−( p−p0)2ξ2/ℏ2

= ( 2ξ2

π ℏ2 )
1/4

e−( p−p0)2ξ2/ℏ2,

⟨p⟩ = ∫
∞

−∞
p ϕ( p)

2
dp

= ∫
∞

−∞
p( 2ξ2

π ℏ2 )
1/2

e−2( p−p0)2ξ2/ℏ2dp

= ( 2ξ2

π ℏ2 )
1/2

∫
∞

−∞
pe−2( p−p0)2ξ2/ℏ2dp

= ( ℏ2

2πξ2 )
1/2

∫
∞

−∞ (u +
2p0ξ
ℏ ) e−u2du

= p0,
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习题 3.13 
此题很不严谨，直接记住结论即可。 

 

 

因此最⼩能量为 

 

⟨p2⟩ = ∫
∞

−∞
p2 ϕ( p)

2
dp

= ∫
∞

−∞
p2( 2ξ2

π ℏ2 )
1/2

e−2( p−p0)2ξ2/ℏ2dp

= ( 2ξ2

π ℏ2 )
1/2

∫
∞

−∞
p2e−2( p−p0)2ξ2/ℏ2dp

=
ℏ2

2π1/2ξ2 ∫
∞

−∞ (u +
2p0ξ
ℏ )

2

e−u2du

= p2
0 +

ℏ2

4ξ2
.

(Δx)2 = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 = ξ2,

(Δp)2 = ⟨p2⟩ − ⟨p⟩2 =
ℏ2

4ξ2
,

(Δx)2(Δp)2 = ℏ2 .

p ≈
ℏ
r

,

E =
p2

2m
−

e2

r
≈

ℏ2

2mr2
−

e2

r
=

ℏ2

2m ( 1
r

−
m e2

ℏ2 )
2

−
m e4

2ℏ2
,

Emin = −
m e4

2ℏ2
.
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	附录：

