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kykk 年春季学期 数学分析 U"kV 期中考试
参考解答与评分细则

刘炜昊R- 余启帆- 严骐鸣

kykk 年 8 月 Rj 日
第一题 U每小题 3 分- 共 k9 分V

RX 求函数 f(x, y) =
√
1− x2 − y2 在点 (0, 0) 的 9 阶 h�vHQ` 展开式X

RX 解 利用一元函数的 h�vHQ` 公式

√
1 + t = 1 +

1

2
t+

1
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(
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)

2!
t2 + o

(
t2
)

f(x, y) =
√
1− x2 − y2 = 1− 1

2

(
x2 + y2

)
− 1

8

(
x2 + y2

)2
+R4

kX 设函数 u =
√
x2 + y2 + z2- 曲面 2z = x2 + y2 在点 M(1, 1, 1) 处的单位外法向量为 n⃗- 求

∂u

∂n⃗

∣∣∣∣
M

X

kX 解 记 F (x, y, z) = x2 + y2 − 2z,
(
F ′
x, F

′
y, F

′
z

)
= (2x, 2y,−2), n⃗ =

1√
3
(1, 1,−1)

∂u

∂n⃗

∣∣∣∣
M

=

(
x√

x2 + y2 + z2
,

y√
x2 + y2 + z2

,
z√

x2 + y2 + z2

)∣∣∣∣∣
M

· n⃗ =
1√
3
(1, 1, 1) · 1√

3
(1, 1,−1) =

1

3

jX 在边长为 R 的正方体 ABCD − A1B1C1D1 中- N 是 CC1 的中点- O 是正方形 ABCD 的中

心- M 是 A1D1 的中点- 求点 M 到平面 OB1N 的距离X

图 R, 第一题第 j 小题图 图 k, 第一题第 j 小题解答图示

jX 解 如图建立坐标系- 则下列点的坐标,
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R闻道有先后- 解答有疏漏- 恳请读者来信指正：Hr?RRye!K�BHXmbi+X2/mX+M
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过 O,B1, N 三点的平面方程是

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z
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= −1

4
x− 3

4
y +

2

4
z = 0

即 x+ 3y − 2z = 0- 因此点 M 到平面的距离 d =

∣∣3
(
− 1

2

)
− 2
∣∣

√
1 + 9 + 4

=

√
14

4
X

评卷人 严骐鸣助教；

评分细则 参考答案无给分细则- 改卷时采用的具体规则将在习题课上说明X

第二题 URy 分V

设 y = ϕ(x) 是方程 bBM y+ ex − xy− 1 = 0 在 (0, 0) 点某邻域内确定的隐函数- 求 ϕ′(0),ϕ′′(0)X

解 方程两边对 x 求导得

+Qb yy′(x) + ex − y − xy′(x) = 0 4⇒ y′(x) =
y − ex

+Qb y − x
4⇒ ϕ′(0) = −1

y′′(x) =
(y′(x)− ex) (+Qb y − x)− (y − ex) (− bBM yy′(x)− 1)

(+Qb y − x)2
4⇒ ϕ′′(0) = −3.

评卷人 严骐鸣助教；

评分细则 算出 y′(x) 得 j 分 U合计 j 分Vc 算出 ϕ′(0) 得 k 分 U合计 8 分Vc 算出 y′′(x) 得 j
分 U合计 3 分Vc 算出 ϕ′′(0) 得 k 分 U合计 Ry 分VX

第三题 URk 分V

求函数 f(x, y) = x2y(4− x− y) 在闭区域 D = {(x, y) | x ! 0, y ! 0, x+ y " 6} 上的最大值与
最小值X

解 先求区域内部极值点-
⎧
⎪⎨

⎪⎩

f ′
x = 2xy(4− x− y)− x2y = xy(8− 3x− 2y) = 0

f ′
y = x2(4− x− y)− x2y = x2(4− x− 2y) = 0

4⇒

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x = 2

y = 1
,

此时 ⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

f ′
xx(2, 1) = −6

f ′
xy(2, 1) = −4

f ′
yy = −8

4⇒ A = Hf(2, 1) =

⎛

⎜⎝
−8 −4

−4 −6

⎞

⎟⎠

由于 a1 = f ′
xx(2, 1) = −6 < 0- |A| = 32 > 0- 故在 (2, 1) 点出的 >2bb2 矩阵是负定的- 因此有区

域内极大值 f(2, 1) = 4X

以下考虑在边界上的最值, 在边界点有 f(0, y) = 0, f(x, 0) = 0c
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在直线 x+ y = 6 上 z = f(x, 6− x) = −12x2 + 2x3-

/f
/x = −24x+ 6x2 = 0 4⇒ x1 = 0, x2 = 4 4⇒ f(0, 6) = f(6, 0) = 0, f(4, 2) = −64,

所以在边界 x+ y = 6 上- 最大值是 y - 最小值是 −64X
综上所述- 在区域 D 上- 最大值是 9 - 最小值是 −64X
评卷人 刘炜昊助教；

评分细则 写出区域内驻点方程得 j 分- 求出驻点及函数值得 k 分- >2bbB�M 得 R 分 U合计 e
分Vc 边界 x = 0 及 y = 0 各 R 分c 边界 x+ y = 6 上求出驻点得 k 分- 代入求出最后结果得 k 分 U合
计 Rk 分VX

第四题 URk 分V

给定正整数 n- 设函数 f(x, y) =

⎧
⎨

⎩
(x+ y)n HM

(
x2 + y2

)
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
- 讨论 n 为何值时-

f(x, y) 在点 (0, 0) 处,

URV 连续c UkV 可微X

解 URV 令 x = r +Qb θ, y = r bBM θ

∣∣(x+ y)n HM
(
x2 + y2

)∣∣= |2rn(+Qb θ + bBM θ)n HM r| < 2n+1rn| HM r|

HBK
r→0+

2nrn HM r = 0 = f(0, 0) 对任意正整数 n 成立- 所以对任意正整数 n, f(x, y) 在 (0, 0) 连续X
UkV ∣∣∣∣∣

f(x, y)− f(0, 0)√
x2 + y2

∣∣∣∣∣=
∣∣2rn−1(+Qb θ + bBM θ)n HM r

∣∣" 2n+1rn−1| HM r|

所以 HBK
(x,y)→(0,0)

∣∣∣∣∣
f(x, y)− f(0, 0)√

x2 + y2

∣∣∣∣∣= 0 对 n > 1 成立-

当 n ! 2 时-
f ′
x(0, 0) = HBK

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= HBK

x→0
xn−1 HMx2 = 0,

同理可得 f ′
y(0, 0) = 0- 因此得到 f(x, y)−f(0, 0) = 0 ·x+0 ·y+o

(√
x2 + y2

)
, f(x, y)在 (0, 0)

可微c 但当 n = 1 时

HBK
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= HBK

x→0
HMx2 = −∞,

偏导数不存在- 所以不可微X
综上- 当正整数 n ! 2 时函数 f(x, y) 可微X
评卷人 刘炜昊助教；

评分细则 第 URV 问共 e 分, 需要正确放缩及文字说明- 若只写出取 y = kx 路径将至少被

扣 R 分c 第 UkV 问给 e 分, 写出判断是否可微的式子可得 k 分- 此外需要用定义讨论 f ′
x 及 f ′

y 在原

点处是否存在- 该步骤占 k 分c 随后判断 n ! 2 时可微- 可再得 k 分 U若直接带过且没有对以下内容
展开论述, f ′

x 及 f ′
y 在原点处以及用极限判断是否可微- 将会被扣至少 j 分VX
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第五题 U每小题 3 分- 共 k9 分V

RX 计算
¨

D

y2 /x /y- 其中 D 是由摆线

⎧
⎨

⎩
x = a(t− bBM t)

y = a(1− +Qb t)
(0 " t " 2π, a > 0) 及 y = 0 围成

的闭区域X

RX 解 设参数方程确定了函数 y = y(x), (0 " x " 2πa)- 因此

¨
D

y2 /x /y =

ˆ2πa

0

/x
ˆy(x)

0

y2 /y

=

ˆ2πa

0

y3(x)
1

3
y /x x=a(t−bBM t)444444444

ˆ2π

0

1

3
a3(1− +Qb t)3 /a(t− bBM t)

=
a4

3

ˆ2π

0

(1− +Qb t)4 /t = a4

3

ˆ2π

0

(
2 bBM2 t

2

)4

/t

=
64a4

3

ˆ π
2

0

bBM8 u /u =
35

12
πa4

评卷人 余启帆助教；

评分细则 以上计算- 写至第一行合计得 k 分- 写至第三行合计得 e 分- 写至第四行合计得 3
分X

kX 计算
˚
Σ

|xyz| /S- Σ 为锥面 x2 + y2 = z2 位于平面 z = 0, z = 1 之间的部分X

kX 解 根据对称性- 只需计算第一卦限部分曲面上的积分再乘以 9 X
设 Σ1 : z =

√
x2 + y2, D , x ! 0, y ! 0, x2 + y2 " 1c 作极坐标代换- D 转化为 D′ : θ ∈[

0,
π

2

]
, r ∈ [0, 1]- 由此

z′x =
x√

x2 + y2
, z′y =

y√
x2 + y2

, /S =
√
1 + z′2x + z′2y /x /y =

√
2 /x /y

4⇒
¨

Σ

|xyz|/S = 4

¨
Σ1

xyz /S = 4
√
2

¨
D

xy
√
x2 + y2 /x /y

= 4
√
2

ˆ π
2

0

/θ
ˆ1

0

r3 +Qb θ bBM θr /r =
2
√
2

5
.

评卷人 余启帆助教；

评分细则 写出由对称性转化为第一卦限的积分的 9 倍- 可合计得 k 分c 计算出 /S =
√
2 /x /y 可合计得 9 分c 计算至最后合计得 3 分X

jX 计算
˚
V

|z| /x /y /z- 其中 V 是曲面
(
x2 + y2 + z2

)2
= a2

(
x2 + y2 − z2

)2
所围成的闭区域

(a > 0)X

jX 解 积分区域关于三个坐标面对称- 被积函数关于 x, y, z 都是偶函数- 只需计算第一卦限
部分的积分- 令 x = r bBM θ +Qbϕ, y = r bBM θ bBMϕ, z = r +Qb θ- 边界曲面化为

r4 = a2
(
r2 bBM2 θ − r2 +Qb2 θ

)
= −a2r2 +Qb 2θ 4⇒ r2 = −a2 +Qb 2θ,
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第一卦限部分 V ′ : ϕ ∈
[
0,

π

2

]
, θ ∈

[π
4
,
π

2

]
, r ∈ [0, a

√
− +Qb 2θ]- 故

˚
V

|z|/x /y /z = 8

ˆ π
2

0

/ϕ
ˆ π

2

π
4

/θ
ˆa

√
− +Qb 2θ

0

r +Qb θ · r2 bBM θ /r

= 8 · π
2

ˆ π
2

π
4

1

4
a4(− +Qb 2θ)2 +Qb θ bBM θ /θ =

π

12
a4.

评卷人 余启帆助教；

评分细则 写出 θ 的范围合计得 k 分- 写出 r 的范围合计得 j 分c 以上计算- 写至第一行合
计得 8 分- 写至第二行合计得 3 分X

第六题 URy 分V

已知曲线 5x2 − 6xy + 5y2 − 6x+ 2y − 4 = 0 是椭圆- 利用拉格朗日乘数法求该椭圆的面积X

解 设椭圆中心点坐标为 (m,n)- 令 u = x−m, v = y − n- 则 (u, v) 满足的方程应不含一次

项- 则

5(u+m)2 − 6(u+m)(v + n) + 5(v + n)2 − 6(u+m) + 2(v + n)− 4

=5u2 − 6uv + 5v2 + (10m− 6n− 6)u+ (10n− 6m+ 2)v +
(
5m2 − 6mn+ 5n2 − 6m+ 2n− 4

)

=0,

所以

⎧
⎪⎨

⎪⎩

10m− 6n− 6 = 0

10n− 6m+ 2 = 0
4⇒

⎧
⎪⎨

⎪⎩

m =
3

4

n =
1

4

4⇒ 5m2 − 6mn+ 5n2 − 6m+ 2n− 4 = −6.

以下考虑椭圆上的点到中心距离的最大最小值- 构造函数

F (u, v,λ) = u2 + v2 + λ
(
5u2 − 6uv + 5v2 − 6

)

条件驻点满足 ⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

F ′
u = 2(u+ 5λu− 3λv) = 0

F ′
v = 2(v − 3λu+ 5λv) = 0

F ′
λ = 5u2 − 6uv + 5v2 − 6 = 0

已知最大- 最小值点不在坐标轴上- u ̸= 0, v ̸= 0- 由 F ′
u = 0 及 F ′

v = 0 两式得

u

v
=

3λ

1 + 5λ
=

1 + 5λ

3λ

整理得 16λ2 + 10λ+ 1 = 0- 所以 λ1 = −1

2
,λ2 = −1

8
X

λ = −1

2
代回 F ′

u = 0- 得 u = v- 代入 F ′
λ = 0 得 5u2 − 6u2 + 5u2 − 6 = 0, u2 =

3

2
c
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λ = −1

8
代回 F ′

u = 0- 得 u = −v- 代入 F ′
λ = 0 得 5u2 + 6u2 + 5u2 − 6 = 0, u2 =

3

8
c

从而可得椭圆长短半轴分别为
√
3,

√
3

2
- 椭圆面积是 S = π ·

√
3 ·

√
3

2
=

3

2
πX

评卷人 余启帆助教；

评分细则 计算得到椭圆中心点合计得 k 分c 写出合理的拉格朗日函数合计得 9 分c 写出驻
点方程组合计得 e 分c 最后计算出椭圆面积合计得 Ry 分X 若没有使用拉格朗日乘数法最高得 3 分c
若进行变量代换但并非正交变换- 且最后没有乘伸缩系数- 需要扣 k 分X

第七题 U3 分V

证明, 积分方程
f(x, y) = 1 +

ˆx

0

/u
ˆy

0

f(u, v) /v

在 D : 0 " x " 1, 0 " y " 1 上至多有一个连续解X
证明 （反证法）假设 f(x, y), f1(x, y) 是积分方程两个不同的连续解X 令

g(x, y) = f(x, y)− f1(x, y)

4⇒ g(x, y) =

ˆx

0

/u
ˆy

0

f(u, v)/v −
ˆx

0

/u
ˆy

0

f1(u, v)/v =

ˆx

0

/u
ˆy

0

g(u, v)/v.

由于 g(x, y) 在 [0, 1]× [0, 1] 连续- 故有界- 设 |g(x, y)| < M - 由积分方程可得X

|g(x, y)| "
ˆx

0

/u
ˆy

0

M /v = Mxy

由此结论- 利用积分不等式又可得

|g(x, y)| "
ˆx

0

/u
ˆy

0

|g(u, v)|/v " M

ˆx

0

/u
ˆy

0

uv /v = M
x2

2

y2

2
.

归纳可得到

|g(x, y)| " Mxnyn

(n!)2
" M

(n!)2

对任意自然数 n 成立- 令 n → ∞- 可得 g(x, y) = 0- 因此积分方程只有一个连续解X
评卷人 刘炜昊助教；

评分细则 写出反证法及两个解相减得到的方程- 合计得 j 分c 写出积分不等式递归得到的
结果- 合计得 e 分c 最后令 n → ∞ 得到结论- 合计得 3 分X 若从方程角度出发写出 f(x, y) 满足的

微分方程- 并进一步进行推导- 可酌情得 1 ∼ 2 分 U但纯属交换积分变量、写一下 f(0, 0) 的值等等-
均不给分VX
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