
1 7 Ù Ã¡?ê

§7.1 ê�?ê

7.1.1 ê�?ê�Ä�Vg

Ã¡?êÒ´ü¤���Ã¡õ�ê a1, a2, · · · �g�\���/ª
þ�¦ÚL�ª

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · · + an + · · · (7.1)

Ù¥ an ��?ê�Ï�§
∞∑
n=1

L«¦Ú´l1����\�Ã¡"

Sn :=

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · · + an

¡�?ê�c n��Ú"

1/17

‖J I‖ J I �£ �¶ '4 òÑ



~X

1 + q + q2 + · · · + qn + · · · �'?ê£AÛ?ê¤

a + (a + d) + (a + 2d) + · · · + (a + nd) + · · · ��?ê

1− 1 + 1− 1 + · · · + (−1)n−1 + · · ·

þ¡n�?ê¥§1��?êc n��Ú�

Sn =
1− qn

1− q
.

� |q| < 1�§Sn ªu 1
1−q,� q > 1�§Sn uÑ� +∞.

1��?êc n��Ú�

Sn = na +
n(n− 1)

2
d

� aÚ dØÓ�� 0�§Sn uÑ�∞.
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1n�?êc n��Ú�

Sn =

1, n�Ûê

0, n�óê
vk(½�ª³

2~XÃ�Ì��êÑ�±L«Ã¡?ê,X

0.1̇ = 0.111 · · · = 0.1 + 0.01 + 0.001 + 0.0001 + · · · .

0.1̇2̇ = 0.121212 · · · =
12

102
+

12

104
+

12

106
+ · · ·
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?ê´êí? UØU�¤ê��?1$�?

�Äe¡�í�´ÄÜ{"�

H = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · · .

K

H − 1 =
1

2
+

1

3
+ · · · .

dd§�

1 = H − (H − 1)

=

(
1−

1

2

)
+

(
1

2
−

1

3

)
+

(
1

3
−

1

4

)
+ · · ·

=
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·

=

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
.
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eù«í��1§K-

A = 1 + 2 + 3 + · · · ,

k

A− 1 = 2 + 3 + 4 + · · · ,

Ï

1 = A− (A− 1)

= (1− 2) + (2− 3) + (3− 4) + · · ·

= −1 + (−1) + (−1) + · · ·

ù�(Øw,Ø¤á.

��ù«í�ØÜ{§��o?
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2~X,�

A = 1 +
1

2
+

1

22
+ · · · +

1

2n−1
+ · · ·

K

2A = 2 + 1 +
1

2
+

1

22
+ · · · +

1

2n−1
+ · · ·

= 2 + A,

Ïd A = 2.

XJþ¡�í�´�1�,@oe¡�í�´Ä�Ün? �

A = 2 + 22 + 23 + · · · + 2n + · · ·

K

2A = 22 + 23 + · · · + 2n + · · ·

= A− 2

Ïd A = −2.ù�(Jw,ØÜn.
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(1)Âñ5

½Â 1 �
∞∑
n=1

an ´��?ê§Sn = a1 + · · · + an ¡�d?ê�c n�Ü

©Ú"XJê� {Sn}Âñu S,K¡d?êÂñ§S ¡�?ê�Ú§P�
∞∑
n=1

an = S.

XJê� {Sn}vk4�§Ò¡d?ê´uÑ�"

l½Â��§?ê´ÄÂñ�^ÙÜ©Úê� {Sn} 5?Ø"��§�
½��ê� {Sn}§-

a1 = S1, an = Sn − Sn−1, (n > 1).

K?ê
∞∑
n=1

an �Ü©ÚÒ´ Sn.Ïd§��^?ê5ïÄê�"
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(2)Ä�5�

5� 1 (CauchyÂñOK) ?ê
∞∑
n=1

an Âñ�¿©7�^�´µ

∀ε > 0, ∃N ∈ N,¦�� n > N �§Ø�ª

|an+1 + an+2 + · · · + an+p| < ε

é�� p ∈ N¤á"

y² ?ê
∞∑
n=1

an Âñ⇐⇒Ü©Úê� {Sn}Âñ⇐⇒

∀ε > 0, ∃N ∈ N,¦�� n > N �§Ø�ª

|Sn+p − Sn| < ε

é�� p ∈ N¤á. =,

|an+1 + an+2 + · · · + an+p| < ε

é�� p ∈ N¤á"
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~ 1 ?ê
∞∑
n=1

(−1)n−1
n
´Âñ�"

y²µéu?¿�ê ε,�g,ê N > 1
ε
,K� n > N �,k∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

(−1)k−1

k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

n + 1
−

1

n + 2
+

1

n + 3
−

1

n + 4
+ · · · +

(−1)p−1

n + p

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

n + 1
−

1

(n + 2)(n + 3)
−

1

(n + 4)(n + 5)
− · · · −

(−1)p−1

n + p

∣∣∣∣
6

1

n + 1

<
1

n

<
1

N
< ε.
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~ 2 ?ê
∞∑
n=1

1
n
´uÑ�"

y²µT?êuÑ,ù´Ï�

S2n = 1 +
1

2
+
(1
3
+

1

4

)
+ · · · +

( 1

2n−1 + 1
+ · · · +

1

2n

)
> 1 +

1

2
+
(1
4
+

1

4

)
+ · · · +

( 1
2n

+ · · · +
1

2n

)
= 1 +

n

2
→∞, (n→∞).

Ï� Sn k��f�uÑ,¤± Sn uÑ.�,
∞∑
n=1

1
n
´uÑ�.
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5� 2 e?ê
∞∑
n=1

an Âñ,K lim
n→∞

an = 0.

y² e?ê
∞∑
n=1

an Âñ,��ÙÚ� S,=, lim
n→∞

Sn = S.Ï,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0.

5¿: ù�´7�^�.X
∞∑
n=1

1
n
uÑ,

∞∑
n=1

ln n+1
n
uÑ.

5� 3 ?ê rn =
∞∑
k=n

ak ¡�?ê
∞∑
n=1

an �1 n�{�.

∞∑
n=1

an Âñ�¿©7�^�´Ù{�Âñu".
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5� 4 e?ê
∞∑
n=1

an Ú
∞∑
n=1

bn ÑÂñ, K?ê
∞∑
n=1

can,
∞∑
n=1

(an ± bn) �Ñ

Âñ,Ù¥ c´~ê,�k
∞∑
n=1

can = c

∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

(an ± bn) =

∞∑
n=1

an ±
∞∑
n=1

bn.

ù�5�`²?ê�¦Ú$�´�5$�.

5� 5 3?ê
∞∑
n=1

an ¥UC?¿k����ØK�?ê�ñÑ5.

5� 6 3?ê
∞∑
n=1

an ¥�Kc¡k��½ö\þk��¤��#?ê�

�?êk�Ó�ñÑ5.
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5� 7 e?ê
∞∑
n=1

anÂñ,@o±ØUCk�^S��ªò?ê��?¿

8|,¤���#?ê

(a1+ · · ·+ak1) + (ak1+1+ · · ·+ak2) + · · ·+ (akn−1+1+ · · ·+akn) + · · · (7.2)

�Âñ,���?êk�Ó�Ú,ùp kj ´��ê� k1 < k2 < · · · .

y²: P bn = akn−1+1 + · · · + akn, k0 = 1, n = 1, 2, · · · . K#?êÒ´
∞∑
n=1

bn Ùc n�Ü©Ú�

Bn =

n∑
k=1

bk =

kn∑
k=1

ak = Skn,

ùp Skn ´?ê
∞∑
n=1

an �c kn �Ü©Ú.Ï��?êÂñ, {Bn}´�?

êÜ©Ú {Sn}�f�,Ïd, {Bn}Âñ,=,#?êÂñ,�Ú�ØC.
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5¿: (i)d5��_·KØé. ~X,
∞∑
n=1

(−1)n−1 ØÂñ,�

(1− 1) + (1− 1) + · · ·

Âñ.

(ii)^�¥ØUC��^Sé�.
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5� 8 e3?ê (7.2) ¥Ó�)Ò¥��Ñk�Ó�ÎÒ, Kl?ê (7.2)

Âñ�íÑ?ê
∑∞

n=1 an Âñ.

y² �\)Ò��?ê (7.2) ´Âñ�, ÙÜ©ÚP� Aj. Ï� k1 <

k2 < · · · ,¤±é?¿g,ê n,�3g,ê jn ¦�

kjn−1 + 1 6 n 6 kjn.

Ï�?ê (7.2)¥Ó�)Ò¥��ÎÒ�Ó,¤±

akjn−1+1, · · · , akjn
k�Ó�ÎÒ.

Ïd

Skjn−1 6 Sn 6 Skjn
½ö Skjn−1 > Sn > Skjn

=,

Ajn−1 6 Sn 6 Ajn ½ö Ajn−1 > Sn > Ajn.

Ï� Aj Âñ,¤± Sn � Aj Âñ��Ó�4�.
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~ 3 ¦?ê
∞∑
n=1

1

(sn− p)(sn + q)

�Ú,Ù¥ p > 0, q > 0, s = p + q.

): d?êcm�Ü©Ú�

Sm =

m∑
n=1

1

(sn− p)(sn + q)
=

1

s

m∑
n=1

(
1

sn− p
−

1

sn + q

)
=

1

s

m∑
n=1

(
1

sn− p
−

1

s(n + 1)− p

)
=

1

s

(
1

s− p
−

1

s(m + 1)− p

)
.

dd,�

lim
m→∞

Sm =
1

s(s− p)
.

=,¤¦?ê�Ú� 1
sq
.
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~ 4 ¦?ê
∞∑
n=1

(−1)n + 2n

3n+2

�Ú.

):

∵
(−1)n + 2n

3n+2
=

1

9

(
−
1

3

)n

+
1

9

(
2

3

)n

,

∞∑
n=1

(
−
1

3

)n

= −
1

3
·

1

1− (−1/3)
= −

1

4
,

∞∑
n=1

(
2

3

)n

=
2

3
·

1

1− (2/3)
= 2,

∴
∞∑
n=1

(−1)n + 2n

3n+2
=

1

9

(
−
1

4

)
+

2

9
=

7

36
.
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