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1 介介介绍绍绍

狄拉克符号，不仅仅是对波函数的一种符号上的替代，它更反映了一种思维方式上的
变化，源于狄拉克对有限维矢量空间数学性质之精髓的深刻洞察与把握。它是真正数学精
神的体现。
具体一些而言，提出这一符号体系，需要把握两点：一是量子态的物理本质，二是符

号规则的数学本质。狄拉克符号的使用，带来了两大变化。
其一，是关于量子态的图像的变化。传统的波函数所描述的是量子态在有限维矢量空

间特定标准正交基中的表现：例如，位置表象的波函数ψ(x)与动量表象的波函数ϕ(p)是不
同的，它们之间的关系为ϕ(p) = 1√

2πℏ

∫∞
−∞ ψ(x)e−ipx/ℏdx。狄拉克认为，量子态的性质与

有限维矢量空间标准正交基的选取完全无关，他使用|ψ⟩表示一个量子态，可以看到，该
记号并没有任何有关标准正交基的信息。正如线性代数，我们可以使用v表示矢量空间中
的一个矢量，而该矢量的取值与矢量空间标准正交基的选取完全无关。
其二，利用更为细致与方便的规则，可以使线性算子的运算变得更为直观；这些规则

使用了量子态空间的内积结构(在没有矢量结构的的线性空间中不能使用)。
符号系统本身是数学的。理论物理学与数学的最大区别在于，后者仅需要研究符号系

统的逻辑运作，而前者在此之外还必须充分考虑符号背后所反映的物理实在。

2 量量量子子子态态态的的的狄狄狄拉拉拉克克克符符符号号号表表表示示示

2.1 量量量子子子态态态的的的右右右矢矢矢表表表示示示

注注注意意意：：：在本文中，矢量空间V的维数均是有限的，即dimV <∞。记dimV = n。

首先引入量子力学的一个公理(语言表达不严谨，主要是为了方便理解)：

Axiom 2.1. 任意一个量子态都与有限维矢量空间的一个矢量相对应。如果使用|ψ⟩ ∈ V表
示一个量子态，那么λ |ψ⟩表示的是同一个量子态，其中λ ∈ C是非零常数。换而言之，决
定量子态的是|ψ⟩的方向，而不是|ψ⟩的大小。

我们称对应的矢量为态态态矢矢矢量量量(State)。根据这一公理，我们完全可以将线性代数的知
识套用到量子力学上。
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2.2 对对对偶偶偶空空空间间间

对于有限维矢量空间V，定义对对对偶偶偶空空空间间间(Dual Space)V ∗，它是所有线性映射(在复数
域C上线性)ω : V → C的集合。因此，对于任意v, w ∈ V, α, β ∈ C，

ω(αv + βw) = αω(v) + βω(w). (2.1)

并且，对于任意ω, ν ∈ V ∗, α, β ∈ C，αω + βν ∈ V ∗，定义

(αω + βν)(v) = αω(v) + βν(v). (2.2)

Theorem 2.1. V ∗是复数域C上的矢量空间。记有限维矢量空间V的一组基为E1, ..., En，
那么ϵ1, ..., ϵn ∈ V ∗是矢量空间V ∗上的一组基，其中

ϵi(Ej) = δij =

{
1, i = j,

0, i ̸= j.
(2.3)

因此，V ∗是有限维矢量空间，并且dimV ∗ = dimV。

Proof. 很显然V ∗是矢量空间。对于任意ω ∈ V ∗，记

β = ω(E1)ϵ
1 + · · ·+ ω(En)ϵ

n, (2.4)

可以得出，β(Ei) = ω(Ei)对于任意i都成立。因此，β = ω，这证明了ϵ1, ..., ϵn生成矢量空
间V ∗。

如果存在不完全为零的常数c1, ..., cn，使得

γ = c1ϵ
1 + · · ·+ cnϵ

n = 0, (2.5)

那么γ(Ei) = 0对于任意i都成立，而γ(Ei) = ci，这表明ci = 0对于任意i都成立，得到矛
盾。因此，ϵ1, ..., ϵn是线性无关的。

对于有限维矢量空间V (定义了内积运算，后面的情况均是如此)的一个态矢量|ψ⟩，记
左左左矢矢矢(Bra)为⟨ψ|(有时候会称为|ψ⟩的对对对偶偶偶矢矢矢量量量(Dual Vector))，它是对偶空间V ∗上的一
个矢量，其运算规则满足

⟨ψ| (|ϕ⟩) = ⟨ψ, ϕ⟩ , (2.6)

其中，⟨ψ, ϕ⟩是|ψ⟩ , |ϕ⟩的内积。我们将⟨ψ| (|ϕ⟩)简记为⟨ψ|ϕ⟩。
因此，如果选取V上的一组标准正交基|1⟩ , ..., |n⟩(在之后的篇幅中，如果右矢为|i⟩ , i ∈

{1, ..., n}的形式，那么就默认它是V上的一组标准正交基)，那么

⟨i|j⟩ = δij . (2.7)

根据Theorem 2.1可得，⟨1| , ..., ⟨n|也是对偶空间V ∗上的一组基。
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根据线性代数的知识，我们可以将V上任意态矢量|ψ⟩展开为

|ψ⟩ =
n∑
i=1

ψi |i⟩ , (2.8)

我们可以将它视为列矢量 ψ
1

...
ψn

 , (2.9)

其中ψi ∈ C。因为⟨ψ|是对偶空间V ∗上的矢量，因此它也可以被展开为

⟨ψ| =
n∑
i=1

ψi ⟨i| . (2.10)

我们可以将它视为行矢量 (
ψ1 · · · ψn

)
, (2.11)

其中ψi ∈ C。因此

⟨ψ|ϕ⟩ =
∑
i,j

ψiϕ
j ⟨i|j⟩ =

∑
i,j

ψiϕ
jδij =

n∑
i=1

ψiϕ
i, (2.12)

而⟨ψ|ϕ⟩又是|ψ⟩ , |ϕ⟩的内积，因此

⟨ψ|ϕ⟩ =
n∑
i=1

(
ψi
)∗
ϕi. (2.13)

注意，复数域上的矢量空间内积定义是⟨v, w⟩ = v†w，而不是vTw，其中v† =
(
vT

)∗
。

根据ϕi的任意性可得
ψi =

(
ψi
)∗
. (2.14)

我们举一个例子。假设ψ = i |1⟩+ (1 + i) |2⟩+ |3⟩，那么根据(2.10)与(2.14)可得

⟨ψ| =
3∑
i=1

ψi ⟨i| = i∗ ⟨1|+ (1 + i)∗ ⟨2|+ 1∗ ⟨3| = −i ⟨1|+ (1− i) ⟨2|+ ⟨3| . (2.15)

Theorem 2.2. 对于任意态矢量

|ψ⟩ =
n∑
i=1

ψi |i⟩ ,

|ϕ⟩ =
n∑
i=1

ϕi |i⟩ ,
(2.16)

都具有
⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩∗ . (2.17)
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Proof. 根据(2.13)可得，这是显然的。

因此，根据(2.1), (2.2)与Theorem 2.2可得

⟨ϕ| (α |ψ⟩+ β |θ⟩) = α ⟨ϕ|ψ⟩+ β ⟨ϕ|θ⟩ ,
(α ⟨ϕ|+ β ⟨θ|) |ψ⟩ = α ⟨ϕ|ψ⟩+ β ⟨θ|ψ⟩ ,

⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩∗ ,
⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0, ⟨ψ|ψ⟩ = 0 if and only if |ψ⟩ = 0.

(2.18)

其中α, β ∈ C。
然而，有一点需要注意的是，有限维矢量空间V的标准正交基并不是唯一的，正

如{(1, 0), (0, 1)}与
{
(1/

√
2,−1/

√
2), (1/

√
2, 1/

√
2)
}
都是R2上的标准正交基。因此，如果选

取V上的标准正交基|1⟩ , ..., |n⟩与|1̃⟩ , ..., |ñ⟩，我们可以分别将态矢量表示为

|ψ⟩ =
n∑
i=1

ψi |i⟩ ,

|ψ⟩ =
n∑
i=1

ψ̃i |̃i⟩ ,
(2.19)

并且对偶矢量也可以表示为

⟨ψ| =
n∑
i=1

ψi ⟨i| ,

⟨ψ| =
n∑
i=1

ψ̃i ⟨̃i| ,
(2.20)

至于ψi与ψ̃i，ψi与ψ̃i之间的关系，以下的定理会详细说明：

Theorem 2.3. 注意：为了避免理解上的困难，在该定理中，我们只讨论实数域上的矢量
空间。
如果|1⟩ , ..., |n⟩与|1̃⟩ , ..., |ñ⟩之间满足以下关系：

|̃i⟩ =
n∑
j=1

Aji |j⟩ , (2.21)

其中Aji是矩阵A的第j行，第i列元素。因为|1⟩ , ..., |n⟩与|1̃⟩ , ..., |ñ⟩是V上的标准正交基，所
以A是正交矩阵，A ∈ O(n)，根据线性代数的知识可得ATA = AAT = I。此时

ψi =
n∑
j=1

Aijψ̃
j ,

ψ̃i =
n∑
j=1

Ajiψj .

(2.22)
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因此，V上的矢量分量变换规律与基矢量变换规律是相反的，V ∗上的矢量分量变换规律与
基矢量变换规律是相同的。我们将V上的矢量称为逆逆逆变变变矢矢矢量量量(Contravariant Vector)，
将V ∗上的矢量称为协协协变变变矢矢矢量量量(Covariant Vector)。

Proof. 根据(2.19)与(3.47)可得

|ψ⟩ =
n∑
i=1

ψ̃i |̃i⟩ =
∑
i,j

Aji ψ̃
i |j⟩ =

n∑
i=1

 n∑
j=1

Aijψ̃
j

 |i⟩ , (2.23)

再根据(2.19)可得

ψi =

n∑
j=1

Aijψ̃
j . (2.24)

令B = AT，因此AB = BA = I，Bi
j = Aji。根据(2.14)可得

⟨̃i| =
n∑
j=1

Bi
j ⟨j| , (2.25)

根据(2.20)与(3.47)可得

⟨ψ| =
n∑
i=1

ψ̃i ⟨̃i| =
∑
i,j

Bi
jψ̃i ⟨j| =

n∑
i=1

 n∑
j=1

Bj
i ψ̃j

 ⟨i| , (2.26)

再根据(2.20)可得

ψi =

n∑
j=1

Bj
i ψ̃j , (2.27)

而AB = BA = I，因此
n∑
i=1

AikB
j
i = δjk, (2.28)

因此
n∑
i=1

Aikψi =
∑
i,j

AikB
j
i ψ̃j =

n∑
j=1

δjkψ̃j = ψ̃k. (2.29)
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3 线线线性性性算算算子子子

3.1 定定定义义义

线线线性性性算算算子子子(Linear Operator)是有限维矢量空间上的线性映射A : V → V，它将一个
态矢量|ψ⟩映射到另一个态矢量，记为A |ψ⟩。我们将⟨ϕ| (A |ψ⟩)简记为⟨ϕ|A|ψ⟩。

如果没有特殊说明，线性算子都是向右作用的。定义线性算子的乘积AB为

AB |ψ⟩ = A (B |ψ⟩) . (3.1)

3.2 右右右矢矢矢-左左左矢矢矢表表表示示示

如果将右矢|ψ⟩与左矢⟨ϕ|并列，那会得到什么结果呢？尝试着把它写出来，我们可以
得到|ψ⟩ ⟨ϕ|。它的作用是，将一个态矢量变成另一个态矢量：

|ψ⟩ ⟨ϕ| (|θ⟩) = |ψ⟩ ⟨ϕ|θ⟩ = ⟨ϕ|θ⟩ |ψ⟩ . (3.2)

(⟨ϕ|θ⟩是一个标量，因此可以被提取出来)很显然，该映射是线性映射。因此，|ψ⟩ ⟨ϕ|起到
了线性算子的作用。

Theorem 3.1. 任意线性算子A都可以表示为以下形式：

A =
∑
i,j

Aij |i⟩ ⟨j| , (3.3)

其中
Aij = ⟨i|A|j⟩ . (3.4)

因此，任意线性算子都可以视为一个n阶矩阵，其第i行，第j列的元素为Aij，但是它的

取值并不是固定的，取决于标准正交基的选取。我们将这个行为称为矩矩矩阵阵阵表表表示示示(Matrix
Representation)。可以将它视为矩阵A

1
1 · · · A1

n
...

. . .
...

An1 · · · Ann

 . (3.5)

Proof. 因为A |j⟩是一个态矢量，所以可以展开为以下形式：

A |j⟩ =
n∑
k=1

Akj |k⟩ , (3.6)

将左矢⟨i|作用于等式的两边，可得

⟨i|A|j⟩ =
n∑
k=1

Akj ⟨i|k⟩ =
n∑
k=1

Akj δ
i
k = Aij . (3.7)

6



根据(2.8)，记|ψ⟩ = Σjψ
j |j⟩，因此，根据(3.6)可得

A |ψ⟩ =
n∑
j=1

ψjA |j⟩ =
∑
j,k

Akjψ
j |k⟩ . (3.8)

而 ∑
i,j

Aij |i⟩ ⟨j|

 |ψ⟩ =
∑
i,j,k

Aijψ
k |i⟩ ⟨j|k⟩ =

∑
i,j,k

Aijψ
kδjk |i⟩ =

∑
i,k

Aikψ
k |i⟩ , (3.9)

所以A |ψ⟩ =
(∑

i,j A
i
j |i⟩ ⟨j|

)
|ψ⟩。根据态矢量的任意性可得

A =
∑
i,j

Aij |i⟩ ⟨j| . (3.10)

Theorem 3.2. 形式为A =
∑

i,j A
i
j |i⟩ ⟨j|的算子作用于形式为|ψ⟩ =

∑
k ψ

k |k⟩的态矢量
上，得到的结果为

A |ψ⟩ =
∑
i,j

Aijψ
j |i⟩ . (3.11)

因此，线性算子作用于态矢量可以视为对应的矩阵与对应的矢量相乘！

Proof. 详见Theorem 3.1的证明。

Theorem 3.3. 对于形式为A =
∑

i,j A
i
j |i⟩ ⟨j| , B =

∑
k,mB

k
m |k⟩ ⟨m|的算子，AB则可以

表示为
AB =

∑
i,j,m

AijB
j
m |i⟩ ⟨m| . (3.12)

因此，AB对应的矩阵可以视为A对应的矩阵与B对应的矩阵相乘！

Proof. 记|ψ⟩ =
∑

i ψ
i |i⟩，因为AB |ψ⟩ = A (B |ψ⟩)，所以

AB |ψ⟩ =
∑
k,m

A
(
Bk
mψ

m |k⟩
)

=
∑
k,m

Bk
mψ

mA |k⟩

=
∑
i,k,m

AikB
k
mψ

m |i⟩ ,

(3.13)
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而 ∑
i,j,m

AijB
j
m |i⟩ ⟨m|

 |ψ⟩ =
∑
i,j,m

AijB
j
mψ

m |i⟩ , (3.14)

根据|ψ⟩的任意性，完成证明。

类比线性代数，我们就可以很容易地得出：

(AB)C = A(BC). (3.15)

虽然该定理的证明在数学上是没有问题的，但是它略显复杂，因为我们借助了态矢
量|ψ⟩，并且这个证明过程仿佛已经知道了AB =

∑
i,j,mA

i
jB

j
m |i⟩ ⟨m|这个事实，如同“自圆

其说”一般。那么，有什么办法，可以更加方便地去计算AB呢？
可以看到，如果我们尝试将AB直接拼在一起，那么就会得到：

AB =
∑
i,j,k,m

AijB
k
m (|i⟩ ⟨j|) (|k⟩ ⟨m|) , (3.16)

是不是很熟悉呢？可能你已经想到了，将中间的⟨j|与|k⟩拼在一起，得到⟨j|k⟩ = δjk，那我
们就试试看这样做是否可行：

AB =
∑
i,j,k,m

AijB
k
mδ

j
k |i⟩ ⟨m| =

∑
i,j,m

AijB
j
m |i⟩ ⟨m| , (3.17)

这与Theorem 3.3的结果刚好相等！这样，你就完全没有必要特意去区分态矢量与线性算
子的计算规则，直接将左右矢“拼在一起”即可，如果产生了⟨ψ|ϕ⟩这样的标量，你再把它
提取出来，这样就能缩短表达式的长度了！但是要当心，你不能随意交换左右矢的排列次
序，正如矩阵相乘，你不能随意交换矩阵的排列次序一样。例如，

(|α⟩ ⟨β|) (|γ⟩ ⟨δ|) (|θ⟩ ⟨ψ|) = |α⟩ ⟨β|γ⟩ ⟨δ|θ⟩ ⟨ψ|
= ⟨β|γ⟩ ⟨δ|θ⟩ |α⟩ ⟨ψ| .

(3.18)

第一个等号就是“拼在一起”，第二个等号就是把标量⟨β|γ⟩ , ⟨δ|θ⟩提取出来。所以，狄拉克
符号强大之处就体现在这里，它非常的直观！

3.3 恒恒恒等等等算算算子子子

恒恒恒等等等算算算子子子(Identity Operator)记为I，它将任意态矢量映射到它本身，具体来说，
对于任意态矢量|ψ⟩，都具有I |ψ⟩ = ψ。
而⟨i|I|j⟩ = ⟨i|j⟩ = δij，根据Theorem 3.1可得

I =

n∑
i=1

|i⟩ ⟨i| . (3.19)

因此，它对应单位矩阵！
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3.4 算算算子子子的的的作作作用用用方方方向向向

前面提到，算子都是向右作用的。不过有些时候，我们希望算子向左作用，因为在某
些情况下向左作用的比向右作用更加容易计算。此时需要引入共共共轭轭轭(Conjugate)的概念。
线性算子的共轭同样也是线性算子，记为A†(读作A dagger)。它满足以下关系：对于任意
态矢量|ψ⟩ , |ϕ⟩，都具有

⟨ψ|A|ϕ⟩ = ⟨ϕ|A†|ψ⟩∗ . (3.20)

因此

⟨ψ|A|ϕ⟩ = ⟨ϕ|A†|ψ⟩∗ =
(
⟨ψ|

(
A†

)†
|ϕ⟩

∗)∗
= ⟨ψ|

(
A†

)†
|ϕ⟩ , (3.21)

根据|ψ⟩ , |ϕ⟩的任意性可得

A =
(
A†

)†
. (3.22)

当A = A†时，A被称为厄厄厄米米米算算算子子子(Hermitian Operator)。从上面可以看出，如果能
求出算子的共轭，那么就可以实现“向左作用”，如果该算子是厄米算子，那情况就更为简
单了！
以下定理虽然没有直接求出算子的共轭，但是它可以提供一种较为简单的计算思路，

并且具有一定的直观性。

Theorem 3.4. 形式为A =
∑

i,j A
i
j |i⟩ ⟨j|的算子，当处于左矢的右方时，可以利用其右矢

部分直接向左作用于左矢。
换而言之，如果向右作用，那么

⟨ψ|

∑
i,j

Aij |i⟩ ⟨j|

 |ϕ⟩ = ⟨ψ|

∑
i,j

Aij |i⟩ ⟨j|ϕ⟩

 =
∑
i,j

Aij ⟨ψ|i⟩ ⟨j|ϕ⟩ , (3.23)

如果向左作用，那么

⟨ψ|

∑
i,j

Aij |i⟩ ⟨j|

 |ϕ⟩ =

∑
i,j

Aij ⟨ψ|i⟩ ⟨j|

 |ϕ⟩ =
∑
i,j

Aij ⟨ψ|i⟩ ⟨j|ϕ⟩ , (3.24)

因此，我们可以直接把右矢-左矢表示的算子“插入”到左右矢中！

Proof. 根据(2.8)，记|ψ⟩ = Σiψ
i |i⟩ , |ϕ⟩ = Σjϕ

j |j⟩，因此

⟨ψ|

∑
i,j

Aij |i⟩ ⟨j|ϕ⟩

 = ⟨ψ|

∑
i,j

Aijϕ
j |i⟩

 =
∑
i,j

Aijψiϕ
j , (3.25)

∑
i,j

Aij ⟨ψ|i⟩ ⟨j|

 |ϕ⟩ =

∑
i,j

Aijψi ⟨j|

 |ϕ⟩ =
∑
i,j

Aijψiϕ
j , (3.26)

所以这两者相等。
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根据这一定理，我们可以很方便地写出形式为A =
∑

i,j A
i
j |i⟩ ⟨j|的算子的共轭。

Theorem 3.5.
A† =

∑
i,j

(Aji )
∗ |i⟩ ⟨j| . (3.27)

因此，算子的共轭可以视为其对应矩阵的共轭转置(先对任意元素取共轭复数，再对
矩阵进行转置)！

Proof. 记|ψ⟩ = Σiψ
i |i⟩ , |ϕ⟩ = Σjϕ

j |j⟩，根据Theorem 3.4, (3.20)与(3.25)可得

⟨ψ|A|ϕ⟩ =
∑
i,j

Aijψiϕ
j , (3.28)

因此
⟨ϕ|A†|ψ⟩ = ⟨ψ|A|ϕ⟩∗ =

∑
i,j

(Aij)
∗(ψi)

∗(ϕj)∗. (3.29)

令B =
∑

i,j(A
j
i )

∗ |i⟩ ⟨j|，因此

⟨ϕ|B|ψ⟩ =
∑
i,j

(Aji )
∗ϕiψ

j =
∑
i,j

(Aij)
∗ψiϕj , (3.30)

根据(2.14)可得

⟨ϕ|B|ψ⟩ =
∑
i,j

(Aij)
∗(ψi)

∗(ϕj)∗, (3.31)

根据|ψ⟩ , |ϕ⟩的任意性可得
B = A†. (3.32)

我们将(Aji )
∗记为(A†)ij，因此

A† =
∑
i,j

(A†)ij |i⟩ ⟨j| . (3.33)

对于态矢量|ψ⟩的对偶矢量⟨ψ|与线性算子A，定义⟨ψ|A，它是对偶空间上的一个矢
量，其运算满足

(⟨ψ|A) |ϕ⟩ = ⟨ψ|A|ϕ⟩ . (3.34)

Theorem 3.6. 态矢量A |ψ⟩的对偶矢量为⟨ψ|A†。
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Proof. 记A =
∑

i,j A
i
j |i⟩ ⟨j| , |ψ⟩ =

∑
k ψ

k |k⟩，根据Theorem 3.2可得

A |ψ⟩ =
∑
i,j

Aijψ
j |i⟩ , (3.35)

记A |ψ⟩的对偶矢量为⟨θ|，根据(2.10)与(2.14)可得

⟨θ| =
∑
i,j

(A†)jiψj ⟨i| , (3.36)

记任意态矢量|ϕ⟩ =
∑

i ϕ
i |i⟩，因此

⟨θ|ϕ⟩ =
∑
i,j

(A†)jiψjϕ
i, (3.37)

而根据Theorem 3.4, Theorem 3.5与(3.34)可得(
⟨ψ|A†

)
|ϕ⟩ = ⟨ψ|A†|ϕ⟩ =

∑
i,j

(A†)ijψiϕ
j , (3.38)

根据|ϕ⟩的任意性可得
⟨θ| = ⟨ψ|A†. (3.39)

Theorem 3.7. 对于任意α ∈ C，

(A+B)† = A† +B†,

(αA)† = α∗A†.
(3.40)

因此，共轭运算只在实数域R上是线性的，在复数域C上不是线性的。

Proof. 根据Theorem 3.5，这是显然的。

Theorem 3.8.
(AB)† = B†A†. (3.41)

这与线性代数公式(AB)† = B†A†相对应，当然你也可以类比为转置矩阵之间的关
系(AB)T = BTAT。

Proof. 将A,B表示为A =
∑

i,j A
i
j |i⟩ ⟨j| , B =

∑
k,mB

k
m |k⟩ ⟨m|，可得

A† =
∑
i,j

(A†)ij |i⟩ ⟨j| , (3.42)
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B† =
∑
k,m

(B†)km |k⟩ ⟨m| , (3.43)

因此
B†A† =

∑
j,k,m

(B†)km(A
†)mj |k⟩ ⟨j| =

∑
j,k,m

(
AjmB

m
k

)∗ |k⟩ ⟨j| , (3.44)

而
AB =

∑
i,j,m

AijB
j
m |i⟩ ⟨m| , (3.45)

因此

(AB)† =
∑
i,j,m

(
Amj B

j
i

)∗
|i⟩ ⟨m| , (3.46)

重组上下标即可完成证明。

3.5 算算算子子子表表表示示示形形形式式式与与与标标标准准准正正正交交交基基基的的的关关关系系系

Theorem 2.3表明，当V标准正交基的选取发生改变时，V上的矢量与V ∗上的矢量分
量均发生改变，并且改变规律是恰好相反的。同样道理，线性算子A的矩阵表示也会发生
改变，其规律满足：

Theorem 3.9. 注意：为了避免理解上的困难，在该定理中，我们只讨论实数域上的矢量
空间。
如果|1⟩ , ..., |n⟩与|1̃⟩ , ..., |ñ⟩之间满足以下关系：

|̃i⟩ =
n∑
j=1

Sji |j⟩ , (3.47)

其中Sji是矩阵S的第j行，第i列元素。因为|1⟩ , ..., |n⟩与|1̃⟩ , ..., |ñ⟩是V上的标准正交基，所
以S是正交矩阵，S ∈ O(n)，根据线性代数的知识可得STS = SST = I。如果将线性算
子A表示为

A =
∑
i,j

Aij |i⟩ ⟨j| ,

A =
∑
i,j

Ãij |̃i⟩ ⟨j̃| ,
(3.48)

那么
Ãij =

∑
k,l

(ST )ikA
k
l S

l
j , (3.49)

简记为
Ã = STAS. (3.50)
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Proof. 根据(2.25)可得

⟨j̃| =
n∑
l=1

(ST )jl ⟨l| , (3.51)

因此

A =
∑
i,j

Ãij |̃i⟩ ⟨j̃|

=
∑
i,j,k,l

ÃijS
k
i |k⟩ (ST )lj ⟨l|

=
∑
i,j,k,l

ÃijS
k
i (S

T )jl |k⟩ ⟨l| .

(3.52)

因此
Akl =

∑
i,j

ÃijS
k
i (S

T )jl . (3.53)

而STS = SST = I，因此

n∑
k=1

Ski (S
T )mk = δmi ,

n∑
l=1

(ST )jlS
l
n = δjn.

(3.54)

因此 ∑
k,l

Akl (S
T )mk S

l
n =

∑
i,j,k,l

ÃijS
k
i (S

T )mk (S
T )jlS

l
n

=
∑
i,j

Ãijδ
m
i δ

j
n

= Ãmn .

(3.55)

重组上下标即可完成证明。

我们举一个例子。令|1̃⟩ = 1√
2
(|1⟩ − |2⟩) , |2̃⟩ = 1√

2
(|1⟩+ |2⟩)，那么

S =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
, (3.56)

如果线性算子A的矩阵表示为

A =

(
1 2
5 3

)
, (3.57)
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即A = |1⟩ ⟨1|+ 2 |1⟩ ⟨2|+ 5 |2⟩ ⟨1|+ 3 |2⟩ ⟨2|。那么Ã的矩阵表示为

Ã = STAS =

(
11/2 −1/2
5/2 −3/2

)
, (3.58)

因此，A又可以表示为A = 11/2 |1̃⟩ ⟨1̃| − 1/2 |1̃⟩ ⟨2̃|+ 5/2 |2̃⟩ ⟨1̃| − 3/2 |2̃⟩ ⟨2̃|。

4 量量量子子子力力力学学学的的的其其其他他他公公公理理理

之前我们只讨论了一个公理。实际上，量子力学有五个公理。但是在引入公理之前，
我们需要一些数学概念。
对于线性算子A，如果存在一组标量ak与一组态矢量|ak⟩满足A |ak⟩ = ak |ak⟩，满足

A |ak⟩ = ak |ak⟩ , (4.1)

那么称|ak⟩为A的本本本征征征矢矢矢量量量(Eigenvector)，ak为本征矢量|ak⟩对应的本本本征征征值值值(Eigenvalue)。

Theorem 4.1. 记A是厄米算子。因此，A的本征值都是实数；如果ak ̸= am，那么对应的
本征矢量|ak⟩ , |am⟩满足⟨ak|am⟩ = 0。

Proof. 记A |ak⟩ = ak |ak⟩，对等式两边取对偶矢量可得

⟨ak|A† = ⟨ak|A = a∗k ⟨ak| , (4.2)

对等式两边右乘|ak⟩可得
⟨ak|A|ak⟩ = a∗k ⟨ak|ak⟩ , (4.3)

而A |ak⟩ = ak |ak⟩，因此
ak ⟨ak|ak⟩ = a∗k ⟨ak|ak⟩ , (4.4)

根据(2.18)可得，⟨ak|ak⟩ > 0，因此
ak = a∗k, (4.5)

所以A的本征值都是实数。
对等式(4.2)两边右乘|am⟩，并且利用ak = a∗k可得

⟨ak|A|am⟩ = am ⟨ak|am⟩ = ak ⟨ak|am⟩ , (4.6)

因为ak ̸= am，所以
⟨ak|am⟩ = 0. (4.7)

根据这个定理，我们就可以引入如下公理：
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Axiom 4.1. 对于任意一个物理性质(例如：能量、位置、动量、角动量. . . . . . )，它都与
有限维矢量空间的一个厄米算子相对应，该算子被称为可可可观观观测测测量量量(Observable)。可观测
量的本征值都是实数。

Axiom 4.2. 如果A是一个可观测量，并且具有对应的本征值ak与本征矢量|ak⟩，那么态
矢量|ψ⟩下测量其可观测量A，得到本征值ak的概率为Pr {λ = ak} = 1

⟨ψ|ψ⟩ |⟨ak|ψ⟩|
2。

Axiom 4.3. 对处于态矢量|ψ⟩的系统，测量其可观测量A，如果得到本征值ak，则在测量
之后的瞬间，系统处于由下述态矢量所描述的状态：

|ψk⟩ = ⟨ak|ψ⟩ |ak⟩ . (4.8)

接下来引入一个数学概念。在线性代数中，我们接触过“逆矩阵”这个概念，其定义
为：对于一个n阶矩阵A，如果存在一个n阶矩阵B使得AB = BA = I，那么称B为A的逆
矩阵，记为B = A−1。但是，并不是所有的n阶矩阵都存在逆矩阵，它需要满足一个条
件：detA ̸= 0。只要满足了这个条件，那么A一定存在逆矩阵。

根据这个思路，如果我们把线性算子A表示为A =
∑

i,j A
i
j |i⟩ ⟨j|，并且要求det

(
Aij

)
̸=

0，其中det
(
Aij

)
是第i行，第j列元素为Aij的矩阵的行列式。那么此时，A就存在逆逆逆算算算

子子子(Inverse Operator)，还是记为A−1，并且满足AA−1 = A−1A = I。此外，也可以证
明

(AB)−1 = B−1A−1, (4.9)

在这里不做展开。
另外，在线性代数中，如果n阶矩阵A是正交矩阵，那么ATA = I，对等式两边取行

列式可得det
(
AT

)
detA = 1，即(detA)2 = 1,detA = ±1，因此A存在逆矩阵。

根据这个思路，如果线性算子A存在逆算子，并且A†A = I，即A† = A−1，此时我们
称A为酉酉酉算算算子子子(Unitary Operator)。

根据这些概念，我们就可以引入如下公理：

Axiom 4.4. (A) 一个孤立系统的态矢量的演化，满足薛定谔方程iℏ∂|ψ⟩∂t = H |ψ⟩，其
中H是一个厄米算子，并且∂|ψ⟩

∂t =
∑

i ψ̇
i |i⟩。

(B) 将满足上述方程的态矢量记为|ψ(t)⟩，那么对于任意固定的时间t0，总是存在一个
酉算子U(t, t0)，称为演演演化化化算算算子子子(Evolution Operator)，使得|ψ(t)⟩ = U(t, t0) |ψ(t0)⟩。
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