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1 作业解答

作业 1 设曲面的第一基本形式为 I = du⊗du+G(u, v) dv⊗dv,且G(0, v) = 1, Gu(0, v) =

0. 证明: G(u, v) = 1− u2K(0, v) + o(u2).

证明. 首先计算高斯曲率的表达式. 此时

ω1 = du, ω2 =
√
G dv.

从而

dω1 = 0, dω2 = (
√
G)u du ∧ dv =

(
√
G)u√
G

ω1 ∧ ω2.

设 ω2
1 = αω1 + βω2,则 dω1 = ω2

1 ∧ ω2 = αω1 ∧ ω2, dω2 = ω1
2 ∧ ω1 = βω1 ∧ ω2,所以

ω2
1 =

(
√
G)u√
G

ω2 = (
√
G)u dv.

根据 Gauss方程可得

K = − dω2
1

ω1 ∧ ω2
= −(

√
G)uu√
G

.

现在我们来考虑原题证明. 考虑Maclaurin展开可得

G(u, v) = G(0, v) +Gu(0, v)u+
Guu(0, v)

2!
u2 + o(u2) = 1 +

Guu(0, v)

2
u2 + o(u2).

而根据高斯曲率的表达式可得

Gu =
∂

∂u
(
√
G)2 = 2

√
G(

√
G)u.



Guu =
∂

∂u
Gu = 2(

√
G)2u + 2

√
G(

√
G)uu = 2(

√
G)2u − 2KG.

将 G(0, u) = 1, Gu(0, v) = 0代入可得 (
√
G)u(0, v) = 0,从而 Guu(0, v) = −2K(0, v). 代

回MacLaurin展开式可得

G(u, v) = 1− u2K(0, v) + o(u2).

作业 2 在测地平行坐标系下计算常高斯曲率曲面的第一基本形式.

证明. 回忆测地平行坐标系下曲面的第一基本形式为

I = du⊗ du+G(u, v) dv ⊗ dv,

其中 G(0, v) = 1, Gu(0, v) = 0. 由此可得 (
√
G)u(0, v) = 0. 在作业 1里,我们算出了

K = −(
√
G)uu√
G

.

下面考虑 K 为常数的情况. 此时考虑常微分方程的初值问题

(
√
G)uu +K

√
G = 0,

√
G(0, v) = 1, (

√
G)u(0, v) = 0.

1. 如果 K > 0,那么通解为
√
G = A cos(

√
Ku) + B sin(

√
Ku). 代入初值可得

√
G =

cos(
√
Ku). 所以第一基本形式为

I = du⊗ du+ cos2(
√
Ku) dv ⊗ dv.

2. 如果K = 0,那么通解为
√
G = A+Bu,代入初值可得

√
G = 1. 所以第一基本形式

为

I = du⊗ du+ dv ⊗ dv.

3. 如果 K < 0, 那么通解为
√
G = A cosh(

√
−Ku) + B sinh(

√
−Ku), 代入初值可得

√
G = cosh(

√
−Ku). 所以第一基本形式为

I = du⊗ du+ cosh2(
√
−Ku) dv ⊗ dv.

作业 3 设曲面 S 上以点 P 为中心, r 为半径的测地圆周长为 L(r), 所围区域的面积为
A(r). 证明: P 点处的高斯曲率满足

K(P ) = lim
r→0

3

π

2πr − L(r)

r3
= lim

r→0

12

π

πr2 − A(r)

r4
.
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证明. 在测地极坐标系下,曲面片的第一基本形式为

I = dρ⊗ dρ+G(ρ, θ) dθ ⊗ dθ,

其中 lim
ρ→0

√
G = 0且 lim

ρ→0
(
√
G)ρ = 1. 类似作业 1可得 (

√
G)ρρ = −K

√
G,所以 lim

ρ→0
(
√
G)ρρ =

0,并且
(
√
G)ρρρ = −Kρ

√
G−K(

√
G)ρ,

由此可得 lim
ρ→0

(
√
G)ρρρ = −K(P ). 因此

√
G的三阶Maclaurin展开式为

√
G(ρ, θ) = ρ− K(P )

6
ρ3 + o(ρ3).

当然,我们也可以展开到更高阶,但对于本题而言三阶就足够了. 在测地极坐标系下,测
地圆周即为 θ-参数曲线,所以

L(r) =

∫ 2π

0

√
G(r, θ) dθ = 2π

(
r − K(P )

6
r3
)
+ o(r3).

整理上式并令 r → 0即可得

K(P ) = lim
r→0

3

π

2πr − L(r)

r3
.

下面我们记半径为 r的测地圆盘为 Br(P ). 由于曲面上的面积元为 dA =
√

G(ρ, θ) dρ ∧
dθ,所以

A(r) =

∫∫
Br(P )

dA =

∫∫
(0,r)×(0,2π)

√
G(ρ, θ) dρ dθ =

2π

∫ r

0

(
ρ− K(P )

6
ρ3 + o(ρ3)

)
dρ = 2π

(
r2

2
− K(P )

24
r4
)
+ o(r4).

整理上式并令 r → 0可得

K(P ) = lim
r→0

12

π

πr2 − A(r)

r4
.

作业 4 设 r : Ω → R3 为常负高斯曲率曲面片,并且是单连通的. 证明: 从 S 内一点出发

的两条测地线不会相交于 S 内另外一点.

注 这里的叙述和书上有一点出入,因为按照书上的题干,可能会出现测地线跑到单连通
区域 D外面的情形,这时 Gauss-Bonnet公式就失效了. 所以干脆扩大所讨论的区域到整
个曲面片上.
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α

β
P

Q

S

Σ

C1
C2

证明. 假设存在从 P ∈ S出发的两条渐近线 C1和 C2,相交于另一点Q ∈ S,如上图所示.
设两条测地线所围的曲面上的区域为 Σ, P,Q处两曲线的外角分别为 β, α. 由于整个曲
面片都是单连通的,由 Gauss-Bonnet公式可得∫∫

Σ

K dA = 2π − α− β.

注意到 α, β ∈ [0, π],所以
∫∫

Σ
K dA ⩾ 0,但这与 K < 0矛盾!

作业 5 设 A 为单连通曲面片 S 上的一个四边形, Pi 是顶点, αi 是对应的内角 (i =

1, 2, 3, 4). 证明: ∫
A

K dσ +

∫
∂A

kg ds = α1 + α2 + α3 + α4 − 2π.

α1

β1

P1
α2

β2

P2

α3

β3
P3

α4
β4

P4

证明. 如图所示,每个外角 βi和内角 αi满足 αi + βi = π, i = 1, 2, 3, 4. 根据 Gauss-Bonnet
公式可得 ∫

A

K dσ +

∫
∂A

kg ds = 2π −
4∑

i=1

βi =
4∑

i=1

αi − 2π.
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作业 6 求下述两个曲面之间的一个等距变换.

1. D = {(u, v) : v > 0}, ds2 = a2

v2
(du⊗ du+ dv ⊗ dv).

2. Ω = R2, ds2 = dx⊗ dx+e
2x
a dy ⊗ dy.

证明. 待定一一变换 D → Ω : (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)),其 Jacobi矩阵记为 J . 那么该变
换等距当且仅当成立(

a2

v2
0

0 a2

v2

)
= J

(
1 0

0 e
2x
a

)
JT =

(
(∂x
∂u
)2 +e

2x
a ( ∂y

∂u
)2 ∂x

∂u
∂x
∂v

+e
2x
a

∂y
∂u

∂y
∂v

∂x
∂u

∂x
∂v

+e
2x
a

∂y
∂u

∂y
∂v

(∂x
∂v
)2 +e

2x
a (∂y

∂v
)2

)
.

我们可以考虑特殊的变换, 把上述偏微分方程组化为常微分方程组. 考虑变换 x =

x(v), y = y(u),则有

e
x
a
dy

du
=

a

v
,
dx

dv
= −a

v
.

从第二个方程可以解出 x = −a log v,代入第一个方程可得 dy
du

= a,所以满足要求的一个
等距变换是 x = −a log v, y = au,这当然是一一的.

作业 7 设 ds2 是参数区域 D ⊂ R2 上的一个黎曼度量, C : (u(t), v(t))是 D 上的一条正

则参数曲线, v = u′(t) ∂
∂u

+ v′(t) ∂
∂v
是 C 的切向量场. 证明: C 是测地线当且仅当存在函

数 λ(t)使得沿 C 成立 Dv
dt

+ λv = 0.

证明. 由 C 是正则曲线可得切向量场 v 沿 C 处处非零. 设 s为弧长参数, w = u̇(s) ∂
∂u

+

v̇(s) ∂
∂v

= v
|v| ,那么 C 是测地线当且仅当 Dw

ds
= 0.

如果 C 是测地线, 那么 0 = Dw
ds

= dt
ds

Dw
dt

= dt
ds

d
dt
( 1
|v|)v + dt

ds
1
|v|

Dv
dt

. 此时取 λ(t) =

|v| d
dt
( 1
|v|)即可.

反之,如果 Dv
dt

+ λv = 0对某个函数 λ(t)成立,那么

Dw

ds
=

dt

ds

d

dt

(
1

|v|

)
v +

dt

ds

1

|v|
Dv

dt
=

dt

ds

(
d

dt

(
1

|v|

)
− λ

|v|

)
v.

这说明 Dw
ds
与 v 共线. 另一方面,由 |w| = 1可得 0 = d

ds
|w|2 = 2〈Dw

ds
,w〉,所以 Dw

ds
与 w

正交,进而和 v正交. 结合 v非零即可得 Dw
ds

= 0.

作业 8 给定区域 D上的黎曼度量,求测地线.

1. D = {(u, v) : v > 0}, ds2 = v(du⊗ du+ dv ⊗ dv).
2. D = R2, ds2 = du⊗du+dv⊗dv

(1+u2+v2)2
.

证明. 我们来总结一下测地线的求法,有两种基本方式.
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(a) 根据活动标架下的运动方程,弧长参数曲线 r(s) = r(u1(s), u2(s))是曲面 S 上的测

地线,当且仅当
d2uα

ds2
+ Γα

βγ

duβ

ds

duγ

ds
= 0, α = 1, 2.

所以可以求解 Christoffel符号 Γα
βγ ,然后代入求解常微分方程即可.

(b) 设 (u, v)为曲面的正交参数, 考虑自然的正交标架 e1 = ru√
E
, e2 = rv√

G
. 给定任一弧

长参数曲线 C : r(s) = r(u(s), v(s)),由定义可得 C 是测地线当且仅当 v = ṙ(s) =

u̇ru + v̇rv =
√
Eu̇e1 +

√
Gv̇e2沿 C 的协变导数 Dv

ds
为零. 计算可得

0 =
Dv

ds
=

d(
√
Eu̇)

ds
e1 +

√
Eu̇

De1
ds

+
d(
√
Gv̇)

ds
e2 +

√
Gv̇

De2
ds

=

(
d(
√
Eu̇)

ds
+
√
Gv̇

ω1
2

ds

)
e1 +

(
d(
√
Gv̇)

ds
+
√
Eu̇

ω2
1

ds

)
e2. (1.1)

这样,先算出曲面的联络形式 ω2
1 ,就可以算出测地线所满足的常微分方程.

现在我们计算这两个曲面的测地线.

1. 对于 (1)我们用两种方法分别计算.
(a)此时 g11 = g22 = v, g12 = 0. 对应 g11 = g22 = 1

v
, g12 = 0. 所以

Γ1
11 =

1

2
g11

∂g11
∂u

= 0, Γ1
12 = Γ1

21 =
1

2
g11

∂g11
∂v

=
1

2v
, Γ1

22 = −1

2
g11

∂g22
∂u

= 0.

Γ2
11 = −1

2
g22

∂g11
∂v

= − 1

2v
, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

2
g22

∂g22
∂u

= 0, Γ2
22 =

1

2
g22

∂g22

∂v
=

1

2v
.

所以 S 上的测地线满足方程

d2u

ds2
+

1

v

du

ds

dv

ds
= 0,

d2v

ds2
− 1

2v

(
du

ds

)2

+
1

2v

(
dv

ds

)2

= 0.

这个方程组可以整理为

du

ds
v = A,

d2u2

ds2
+

1

2v

(
dv

ds

)2

− A2

2v3
= 0.

其中 A为常数. 为了求解 v满足的方程,作变换 v = ω
2
3 ,整理可得

ω
5
3
d2ω

ds2
=

3A2

4
.

再作变换 y = dω
ds

,整理可得

y
dy

dω
=

3A2

4ω
5
3

.

求解可得
dω

ds
= y = ±

√
9A2

4
ω− 2

3 +B0.
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将 ω = v
3
2 代入可得

dv

ds
= ±

√
A2

v2
+

B

v
, B =

4

9
B0.

B = 0时求出特解 v =
√
A2s+ C, u =

∫
A ds√
A2s+C

(分情况讨论积出来). 如果 B 6= 0,
整理即可得

s = ±
∫

v dv√
A2 +Bv

=
2

B2

(
(A2 +Bv)

3
2

3
− A2

√
A2 +Bv

)
+ C.

根据上述通积分确定 v,然后由 du
ds

= A
v
积分得到 u. 这就是所有的测地线方程.

(b)首先 ω1 =
√
v du, ω2 =

√
v dv. 所以

dω1 =
1

2
√
v
dv ∧ du = − 1

2
√
v
ω1 ∧ ω2, dω2 = 0.

由此可得

ω2
1 = − 1

2
√
v
ω1 = − 1

2v
du.

代入 (1.1)可得测地线方程为

d(u̇
√
v)

ds
+

d(
√
v)

ds

du

ds
=

d(
√
vv̇)

ds
− d(

√
v)

ds

(
du

ds

)2

= 0

整理可得 (a), (b)得到的方程是相同的.
2. 先用方法 (b)计算测地线方程. 此时 E = G = 1

(1+u2+v2)2
,并且

ω1 =
du

1 + u2 + v2
, ω2 =

dv

1 + u2 + v2
.

计算可得

dω1 =
2v

(1 + u2 + v2)2
du ∧ dv = 2vω1 ∧ ω2.

dω2 = − 2u

1 + u2 + v2
du ∧ dv = −2uω1 ∧ ω2.

所以联络形式为

ω2
1 = 2vω1 − 2uω2 =

2v du− 2u dv

1 + u2 + v2
.

代入 (1.1)可得测地线方程为

d

ds

(
u̇

1 + u2 + v2

)
− 2v̇(vu̇− uv̇)

(1 + u2 + v2)2
=

d

ds

(
v̇

1 + u2 + v2

)
+

2u̇(vu̇− uv̇)

(1 + u2 + v2)2
= 0.

可以进一步整理为(1 + u2 + v2)ü+ 2u(v̇2 − u̇2)− 2vu̇v̇ = 0,

(1 + u2 + v2)v̈ + 2v(u̇2 − v̇2)− 2uu̇v̇ = 0.
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但这个方程组的解析解几乎不可能直接求得, 为了求解这个曲面的测地线, 我们需
要换个路子 (以下不要求掌握).

可以借助复分析的工具给出更好的解答. 我们令 z = u + iv. 任取复方阵

(
a b

c d

)
∈

SU(2),即行列式为 1的二阶酉方阵. 考虑分式线性变换

S → S, w 7→ aw + b

cw + d
.

那么计算可得

ds2 =
dz ⊗ dz̄

(1 + |z|2)2
=

dw ⊗ dw̄

|aw + b|2 + |cw + d|2

=
dw ⊗ dw̄

|b|2 + |d|2 + w(ab̄+ cd̄) + w̄(āb+ c̄d) + (|a|2 + |c|2)|w|2

这里第二个等号用了 ad − bc = 1. 根据酉方阵性质可得 ab̄ + cd̄ = āb + c̄d = 0且

|a|2 + |c|2 = |b|2 + |d|2 = 1. 所以有 ds2 = dw⊗dw̄
1+|w|2 ,这是球极投影下球面 (去掉北极点)

的黎曼度量. 所以题设曲面和球面是等距同构的. 而球面的测地线即为大圆,对应参
数化为 w = eiµt, µ为复常数. 所以

z =
aeiµt +b

ceiµt +d
,

(
a b

c d

)
∈ SU(2)

就给出了题设曲面上所有的测地线.

2 补充习题

习题 1 考察旋转曲面 S : r(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)),其中 f > 0, f ′2 + g′2 > 0.

1. 求出沿 S 的纬线圈平行的切向量场.
2. 设旋转面的非零切向量沿纬线圈平行移动时,向量在开始 (v = 0)和结束 (v = 2π)

位置的夹角为 θ,计算 cos θ的值.

证明. (1)由于 ru = (f ′(u) cos v, f ′(u) sin v, g′(u)), rv = (−f(u) sin v, f(u) cos v, 0),所以第
一基本形式为

I = (f ′(u)2 + g′(u)2) du⊗ du+ f(u)2 dv ⊗ dv.

曲面上的正交标架为 {e1, e2, e3},其中 e1 = (f ′(u) cos v,f ′(u) sin v,g′(u))√
f ′(u)2+g′(u)2

, e2 = (− sin v, cos v, 0).

计算可得

ω1 =
√
f ′(u)2 + g′(u)2 du, ω2 = f(u) dv.

dω1 = 0, dω2 = f ′(u) du ∧ dv =
f ′(u)

f(u)
√

f ′(u)2 + g′(u)2
ω1 ∧ ω2.
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所以曲面的联络形式为

ω2
1 =

f ′(u)

f(u)
√

f ′(u)2 + g′(u)2
ω2 =

f ′(u)√
f ′(u)2 + g′(u)2

dv.

在给定的纬线圈u = u0上,设w = α(v)e1+β(v)e2沿纬线圈平行,我们记ω = f ′(u0)√
f ′(u0)2+g′(u0)2

.

那么

0 =
Dw

dv
=

(
α′(v) + β(v)

ω1
2

dv

)
e1 +

(
β′(v) + α(v)

ω2
1

dv

)
e2

= (α′(v)− β(v)ω)e1 + (β′(v) + α(v)ω)e2.

由此可得

α′(v)− β(v)ω = 0, β′(v) + α(v)ω = 0.

求解可得

α(v) = A cosωv +B sinωv, β(v) = B cosωv − A sinωv.

代回 w = αe1 + βe2即得.

(2)本小问我们令 e1, e2就表示纬线圈 u = u0上起始点处的正交标架. 那么

w(0) = Ae1 +Be2, w(2π) = (A cos 2πω +B sin 2πω)e1 + (B cos 2πω − A sin 2πω)e2.

由此可得

|w(0)| = |w(2π)| =
√
A2 +B2, 〈w(0),w(2π)〉 = (A2 +B2) cos 2πω.

因此

cos θ =
〈w(0),w(2π)〉
|w(0)||w(2π)|

= cos

(
2π

f ′(u0)√
f ′(u0)2 + g′(u0)2

)
.

这是与初始切向量本身无关的量,只与纬线圈有关. 并且 cos θ不总为 1.

习题 2 1. S : r(u, v) = (f(u) cos v, f(u) cos v, g(u))为一旋转面,其中 f(u) > 0. 若过 S

上任意一点,存在 S上的测地线与经线 (即 u-参数曲线)交成定角 θ ∈ (0, π
2
),则 S是

圆柱面的一部分.
2. 设曲面的第一基本形式为 I = a2

v2
(du⊗ du+dv⊗ dv), v > 0. 计算 u = kv+ b对应曲

线的测地曲率.

证明. (1)首先计算可得 E = f ′(u)2 + g′(u)2, G = f(u)2. 回忆测地曲率的 Liouville公式:

kg =
dθ

ds
+

ω2
1

ds
=

dθ

ds
− cos θ√

G

∂

∂v
log

√
E +

sin θ√
E

∂

∂u
log

√
G,

其中 θ是曲线与 u-参数曲线的夹角. 任给一点 P ∈ S,设 C 是过 P 点且与经线成定角的

测地线. 将 kg = 0, θ 为常数代入,并注意到 E 只与 u有关,可得 ∂
∂u

log
√
G = 0,所以沿
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测地线总有 G为常数,亦即沿测地线总有 f 为常数. 注意到夹角 θ ∈ (0, π
2
),所以这条测

地线当然不是纬线,因此我们得到了: 任给参数区域D内一点 (u0, v0),存在 δ > 0使得 f

在 (u0 − δ, u0 + δ)内恒为常数,从而 f 在 u的取值范围内都为常数 a1. 因此曲面片 S 是

圆柱面 {(x, y, z) : x2 + y2 = a2}的一部分.

(2)设C为参数区域内 u = kv+b对应曲面上的曲线,一个参数化为 r(t) = r(kt+b, t).
那么 C 的切向量为 r′(t) = kru + rv, 与 u-参数曲线夹成定角 θ = arctan 1

k
. 所以由

Liouville公式可得

kg = −cos θ√
G

∂

∂v
log

√
E +

sin θ√
E

∂

∂u
log

√
G =

1

a

k√
1 + k2

.

习题 3 (21韦勇班)设 S 为单位球面, p ∈ S 为北极点.

1. 对每个固定的 r0 ∈ (0, π),求测地圆 Sr0(p)的测地曲率.
2. 取 p处的切向量 v ∈ TpS,长度为 2π

3
,且方向与东经 107◦ 经线在 p处的切向量相同.

求 expp(v)的经纬度.

证明. (1)考虑测地极坐标系,第一基本形式为 I = dρ⊗ dρ+G(ρ, θ) dθ⊗ dθ. 由于单位球
面的高斯曲率恒为 1,所以得到初值问题

(
√
G)ρρ = −

√
G,

√
G(0, θ) = 0, (

√
G)ρ(0, θ) = 1.

计算可得 G(ρ, θ) = sin2 ρ. 由 Liouville公式可得

kg =
∂

∂ρ
log

√
G

∣∣∣∣
ρ=r0

=
cos r0
sin r0

.

(2) 在以 p 为原点的测地极坐标系 (ρ, θ) 中, θ 就代表球面上一点的经度, ρ 则代表
距离北极点 p的大圆距离. 所以, expp(v)的经度同样是东经 107◦,而纬度则与北极相差
2π
3
× 180

π
= 120◦,即南纬 30◦.

习题 4 (19张希 H班)设 S 为高斯曲率恒为负常数 K 的曲面片. 计算测地半径为 r0 的

测地圆周上每点处的测地曲率.

证明. 考虑测地极坐标系,第一基本形式为 I = dρ⊗ dρ+G(ρ, θ) dθ⊗ dθ. 由于K 为负常

数,所以得到初值问题

(
√
G)ρρ = −K

√
G,

√
G(0, θ) = 0, (

√
G)ρ(0, θ) = 1.

1用连通性比较容易说明这件事,任取一点 u0,考虑集合 E = {(u, v) ∈ D : f(u) = f(u0)},用参数区域的连
通性证明 E = D就好. 但这不是我们的重点. 事实上,如果本题能用 Liouville公式推导出 f 每点附近都是
常数,就已经达到微分几何层次的要求了,放在期末考试里就不会扣你的分.
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计算可得 G(ρ, θ) = − 1
K
sinh2(

√
−Kρ). 利用 Liouville公式可得

kg =
∂

∂ρ
log

√
G

∣∣∣∣
ρ=r0

=
√
−K

cosh(
√
−Kr0)

sinh(
√
−Kr0)

.

注 习题 3, 4已经演示了常正、常负高斯曲率曲面的测地圆周具有常测地曲率. 对于高
斯曲率恒为零的曲面片,计算可得测地极坐标系下黎曼度量为 I = dρ⊗ dρ + ρ2 dθ ⊗ dθ.
此时测地圆周 Sr0(P )的测地曲率为

kg =
∂

∂ρ
log

√
G

∣∣∣∣
ρ=r0

=
1

r0
.

这也是个常数.

习题 5 (18, 22刘世平班)设 S 为 E3的正则曲面片,参数化为 r = r(u, v). 证明:

D

dv

D

du
ru −

D

du

D

dv
ru = K

√
EG− F 2 · Rπ

2
(ru),

其中 K 为高斯曲率, Rπ
2
(ru) 表示将 ru 逆时针旋转 π

2
得到的向量, 这里切平面取使得

{ru, rv}为右手系的定向.

证明. 回忆任一向量场 w的协变导数定义为该函数的导数在曲面切平面上的投影,所以

Dw

du
=

dw

du
−
〈
dw

du
, n

〉
n,

Dw

dv
=

dw

dv
−
〈
dw

dv
, n

〉
n.

现在用上式计算本题. 分别计算可得
D

dv

D

du
ru =

D

dv
(ruu − 〈ruu, n〉n) =

D

dv
(ruu − Ln)

= (ruu − Ln)v − 〈(ruu − Ln)v, n〉n

= ruuv − 〈ruuv, n〉n− Lnv.

D

du

D

dv
ru =

D

du
(ruv − 〈ruv, n〉n) =

D

du
(ruv −Mn)

= (ruv −Mn)u − 〈(ruv −Mn)u, n〉n

= ruvu − 〈ruvu, n〉n−Mnu.

所以可得
D

dv

D

du
ru −

D

du

D

dv
ru = Mnu − Lnv.

首先,注意到 〈Mnu−Lnv, ru〉 = −ML+LM = 0,所以二者正交. 下面我们考虑如何求出
具体表达式. 因为切平面取 {ru, rv}为右手系的定向,所以 Rπ

2
(ru)与 rv − 〈rv, ru√

E
〉 ru√

E
=

rv − F
E
ru方向相同,我们记这个方向上的单位向量为 e. 计算可得〈

Mnu − Lnv, rv −
F

E
ru

〉
= 〈Mnu − Lnv, rv〉 = L2 −MN.
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另一方面,有 ∣∣∣∣rv − F

E
ru

∣∣∣∣2 = |rv|2 +
F 2

E2
|ru|2 −

2F

E
〈rv, ru〉 =

EG− F 2

E2
.

因此

Mnu − Lnv =
L2 −MN

|rv − F
E
ru|

e =
E(LN −M2)√

EG− F 2

Rπ
2
(ru)√
E

= K
√
EG− F 2Rπ

2
(ru).

习题 6 证明如下结论.

1. (22刘世平 H班)如果曲面上一条曲线既是测地线,又是渐近线,则必然是直线.
2. (22刘世平 H班)如果曲面上一条曲率恒不为零的曲线既是测地线,又是曲率线,则
必然是平面曲线.

3. (22刘世平 H班)如果曲面上一条测地线是曲率恒不为零的平面曲线, 则必然是曲
率线.

4. 如果曲面上所有测地线都是平面曲线,则曲面必然是全脐点曲面.
5. (17张希 H班)如果曲面上存在两族测地线彼此交成定角,则曲面高斯曲率恒为零.

证明. (1)设这条曲线的曲率为 κ,回忆我们推导过 κ2 = k2
g + k2

n. 由测地线可得 kg = 0,
由渐近线可得 kn = 0,所以曲率 κ恒为零,该曲线为直线.

(2) 设曲线的弧长参数化为 C : r = r(s), 取 e1 = ṙ(s), 结合 e3 = n 沿曲线构成正

交标架 {e1, e2, e3}. 要证 C 是平面曲线,只需证挠率恒为零. 结合挠率的计算公式可得只
需证 (ṙ, r̈,

...
r )恒为零. 由于 C 是测地线,所以 0 = kg = 〈De1

ds
, e2〉 = 〈r̈, e2〉. 又因为 r̈ 和

e1 = ṙ正交,所以 r̈ = ±κe3. 因此

...
r = ±(κ̇e3 + κė3).

由于曲线是曲率线,所以 ė3 = −W(ṙ) = −k1ṙ = −k1e1,其中W 是Weingarten变换. 综
上可得

(ṙ, r̈,
...
r ) = 〈e1,±κe3 ∧ ±(κ̇e3 − κk1e1)〉 = 〈e1,∓κ2k1e2〉 = 0.

由此即证.

(3)我们沿用 (2)中的记号. 由于 C 测地且为平面曲线,所以

0 = (ṙ, r̈,
...
r ) = 〈±(κ̇e3 + κė3), e1 ∧ (±κe3)〉 = 〈±(κ̇e3 + κė3),∓κe2〉 = −κ2〈e2, ė3〉.

由于曲率 κ恒不为零,所以 ė3 与 e2 正交. 又因为 ė3 与 e3 正交,所以 ė3 = −W(e1)与 e1

共线,即 e1总为主方向,因此 C 是曲率线.
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(4)假设曲面 S上一点 P 不是脐点,设两个主曲率函数为 k1, k2,不妨设 P 点处 k2不

为零. 根据 Euler公式可得P 点处切方向 v的法曲率可以表为 kn(v) = k1 cos
2 θ+k2 sin

2 θ,
其中 θ ∈ [0, π]为 v 和主方向 e1 的夹角. 所以 kn(v) = 0当且仅当 tan2 θ = −κ1

κ2
,由此可

见法曲率为零的切方向至多只有两个. 注意到每个切方向 v都唯一确定了一条过 P 点的

测地线,该测地线的曲率 κ满足 |κ| = |kn(v)|. 这说明过 P 点且 P 点处曲率为零的测地

线至多只有两条,从而存在无限多条 P 点处曲率不为零的测地线. 但根据 (3)的结论,这
些测地线在 P 点处的切方向都是主方向,与 P 非脐点矛盾! 所以 S 是全脐点曲面.

(5)假设存在点 P ∈ S,使得高斯曲率 K(P ) 6= 0,不妨设 K(P ) > 0. 存在 P 在曲面

内的单连通邻域 D,使得 D内曲面的高斯曲率恒大于 1
2
K(P ) > 0.

P

Σ

D

α

β

β

α

S

以 P 点为一个顶点,根据题设,可以找到 D 内部的两对测地线,它们围成单连通区
域 Σ,并且形成一个曲边平行四边形. 换言之,图中成立 α+ β = π. 根据 Gauss-Bonnet公
式,可得 ∫∫

Σ

K dA = 2π − 2(α + β) = 0.

但另一方面,
∫∫

Σ
K dA ⩾ 1

2
K(P )Area(Σ) > 0,矛盾! 所以 S 的高斯曲率恒为零.

习题 7 (改编自 19杨迪班期末附加)证明: 在曲面片 S 上每点附近存在沿任意光滑曲线

都平行的非零切向量场 v,当且仅当 S 的高斯曲率恒为零.

证明. ⇒: 任取一点 P ∈ S,由于 v在 P 附近处处非零,所以 f(u, v) := |v|是 P 附近的光

滑函数, log f 当然也是. 取定 S上的正交标架 {e1, e2},则存在 P 附近的光滑函数 θ(u, v),
使得 v = f · (cos θe1 + sin θe2). 任取过 P 点的光滑曲线 u = u(s), v = v(s), s ∈ (−ε, ε),
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我们有

0 =
Dv

ds
=

(
ḟ cos θ − f θ̇ sin θ + f

ω1
2

ds
sin θ

)
e1+(
ḟ sin θ + f θ̇ cos θ + f

ω2
1

ds
cos θ

)
e2.

整理可得

f ·
(
θ̇ +

ω2
1

ds

)
sin θ = ḟ cos θ, −f ·

(
θ̇ +

ω2
1

ds

)
cos θ = ḟ sin θ.

由此可得
dθ

ds
+

ω2
1

ds
± d

ds
log f = 0.

注意到曲线的任意性,我们得到: 在 P 附近成立 ω2
1 = − dθ ± d(log f),进而有 dω2

1 = 0.
所以 K(P ) = 0. 结合 P 的任意性可得 S 的高斯曲率恒为零.

⇐: 任取一点 P ∈ S, 此时取 P 附近的测地平行坐标系 (u, v), 那么第一基本形式
为 I = du ⊗ du + G(u, v) dv ⊗ dv. 结合 K ≡ 0 和 G 的初值计算可得 G 恒为 1, 即
I = du⊗ du+ dv ⊗ dv. 由此可得 e1 = ru, e2 = rv 构成正交标架,并且 ω1 = du, ω2 = dv,
自然有 ω2

1 = 0. 所以 P 附近的非零切向量场 v = e1即为所求.

习题 8 (17张希 H班)设 S : r = r(u, v)为正则曲面片, D为 S 的单连通子集. v 是一个
沿正则曲线 C = ∂D的平行切向量场,并且和 C 夹成定角.

1. 证明 C 是测地线.
2. 如果 S 的高斯曲率 K ⩾ 2,证明 D的面积不超过 π.

证明. (1)设曲线 C 的弧长参数化为 r = r(s), 我们记 e1 = ṙ(s), e3 = n为曲面法向量,
{r(s); e1, e2 = e3 ∧ e1, e3}为沿 C 定义的正交标架. 由于 v和 e1夹成定角,所以存在常数
θ使得 v = cos θe1 + sin θe2. 由此可得

0 =
Dv

ds
= cos θ

De1
ds

+ sin θ
De2
ds

= kg(− sin θe1 + cos θe2).

因此 C 的测地曲率 kg = 0, C 是测地线.

(2)由于 C = ∂D处处光滑,所以 Gauss-Bonnet公式中外角项为零. 结合 C是测地线

可得

2π =

∫∫
D

K dA ⩾ 2Area(D).

因此 Area(D) ⩽ π.

习题 9 我们称曲面片 S 的参数化 r = r(u, v)为一个 Chebyshev网, 是指参数曲线都为
弧长参数化的, 即 |ru| = |rv| = 1. 更进一步, 称 r 为渐近 Chebyshev 网, 是指每条参数
曲线都为渐近线. 现在,我们设 S 为高斯曲率恒为 −1的曲面片, r = r(u, v)是一个渐近

Chebyshev网, α = α(u, v) ∈ (0, π)表示 r(u, v)处两个渐近方向的夹角.
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1. 利用 α确定曲面片 S 的第一基本形式和第二基本形式.
2. 利用 Gauss方程证明 α满足 Sine-Gordon方程 αuv = sinα.
3. 证明: S 上由参数曲线围成的任一四边形面积均小于 2π.

证明. (1)依定义可得 S 的参数曲线夹角为 α,并且 |ru| = |rv| = 1,所以

I = du⊗ du+ cosα(du⊗ dv + dv ⊗ du) + dv ⊗ dv.

另一方面, 由于 ru, rv 都是渐近方向, 所以对应的法曲率均为零, 即 L = N = 0, 又因为
K = −1,所以由 K = −M2

EG−F 2 求解得到M = ± sinα. 所以第二基本形式为

II = ± sinα(du⊗ dv + dv ⊗ du).

(2)根据第一基本形式可得

ω1 = du+ cosα dv, ω2 = sinα dv.

由此可以反解出 du = ω1 − ω2 cotα, dv = ω2 cscα. 所以

dω1 = −αu sinα du ∧ dv = −αuω
1 ∧ ω2,

dω2 = αu cosα du ∧ dv = αu cotαω
1 ∧ ω2.

因此联络形式为

ω2
1 = −αuω

1 + αu cotαω
2 = −αu du.

所以

−1 = K = − dω2
1

ω1 ∧ ω2
= − αuv

sinα
.

这说明 α需要满足 Sine-Gordon方程 αuv = sinα.

(3)首先求参数曲线的测地曲率. (1)中已求得了 ω2
1 = −αu du. 先考虑 u-参数曲线.

由于 u是弧长参数,此时由 Liouville公式可得

kg =
ω2
1

du
= −αu.

对于 v-参数曲线,由于 v也是弧长参数,并且和 u-参数曲线的夹角为 α,由 Liouville公式
可得

kg = αv +
ω2
1

dv
= αv.

回到原题证明. 我们任取 u0 < u1, v0 < v1, 考虑对应的参数曲线 C1 : v = v0, C2 :

u = u1, C3 : v = v1, C4 : u = u0围成的四边形区域 Σ,如图所示. β1, β2, β3, β4表示对应的

各个外角.
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v = v0

u = u0

u = u1

v = v1

Σ

C1

C2

C3

C4

α(u0, v0)

α(u1, v1)
β3

β1

β2 = α(u1, v0)

β4

α(u0, v1)

根据几何关系可得

α(u0, v0) + β1 = π, α(u1, v0) = β2, α(u1, v1) + β3 = π, α(u0, v1) = β4.

由于 u, v均为对应参数曲线的弧长参数,将边界上测地曲率的积分累和可得

4∑
i=1

∫
Ci

kg ds =

∫ u1

u0

−αu(u, v0) dv +

∫ v1

v0

αv(u1, v) du

+

∫ u0

u1

−αu(u, v1) du+

∫ v0

v1

αv(u0, v) dv

= 2α(u0, v0)− 2α(u1, v0) + 2α(u1, v1)− 2α(u0, v1)

= 4π − 2
4∑

i=1

βi.

结合 K = −1,代入 Gauss-Bonnet公式可得

−
∫∫

Σ

dA+ 4π − 2
4∑

i=1

βi +
4∑

i=1

βi = 2π.

所以

Area(Σ) = 2π −
4∑

i=1

βi < 2π.
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