
近世代数第十二次作业

请于 2022 年 5 月 25 日周三上课前在教室里交,

或者当天 11:59pm 之前在 Blackboard 系统里提交.

补充习题可视作思考题, 不作硬性要求, 但是学有余力的同学强烈建议认真完成.

2022 年 5 月 18 日布置的作业

习题 1 (教材 P113: #17). 设 F 为, p 为素数, 而 f(x) = xp − c ∈ F [x].

(a) 若 F 是特征为 p 的域, 证明: α ∈ F 是 f(x) 的根的充要条件是 f(x) = (x− α)p.

(b) 在对 F 的特征不作要求的条件下, 证明: f(x) 不可约的充要条件是 f(x) 在 F 中

无根. (提示: 在 f(x) 的分裂域上考察)

习题 2 (教材 P112: #18). 设 F 为特征 p 域, p 为素数, 而 f(x) = xp − x− c ∈ F [x].

(a) 证明: α ∈ F 是 f(x) 的根的充要条件是 α + 1 也是 f(x) 的根.

(b) 证明: f(x) 不可约的充要条件是 f(x) 在 F 中无根. (提示: 在 f(x) 的分裂域上考

察)

(c) 通过分解 x5 − x+ 15 ∈ Q[x] 说明 (2) 的结论在零特征的域上是不成立的.

习题 3 (教材 P112: #19). 在课堂里我们证明了若 F 是特征不等于 2 的域, 则 F 上的

二次扩张必形如 F (
√
a), 其中 a ∈ F 不是平方元. 试问: 若 F 的特征为 2, 该结论是否

仍然成立?

习题 4 (教材 P113: #20). 设 K = Q(α) 为 Q 的单扩张, 其中 α 在 Q 上代数. 证明

|Aut(K)| ⩽ [K : Q].

补充习题 5. 设 K/F 为域扩张, a ∈ K. 若 a ∈ F (am), m > 1, 证明 a 在 F 上代数.

补充习题 6. 设 K/F 与 L/F 为两个域扩张, α ∈ K 和 β ∈ L 皆为 F 上的代数元. 证

明: 存在 F -同构 σ : F (α) → F (β) 使得 α 被映射成为 β, 当且仅当 α 与 β 在 F 上的最

小多项式一致. (这是课堂上的结论的一个简化版本, 请直接证明)

补充习题 7. 简要描述下列 Q[x] 中的多项式的分裂域, 并确定其分裂域的保持 Q 不变

的自同构的个数:
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(1) x2 + 3;

(2) x5 − 1;

(3) (x2 − 2)(x3 − 2);

(4) x5 − 3.

2022 年 5 月 20 日布置的作业

习题 8 (教材 P126: #1). 构造一个 8元域,并写出它的加法表和乘法表. (提示: x3+x+1

是 F2 上的不可约多项式)

习题 9 (教材 P126: #2). 列出 F2 上全部次数 ⩽ 4 的不可约多项式, 列出 F3 上全部 2

次不可约多项式.

补充习题 10. 在域 F3 上分解 x9 − x 和 x27 − x.

习题 11 (教材 P126: #3). 设 α 是 x2 + 1 ∈ F3[x] 的一个根. 证明 α 不是 9 元有限域

F3(α) 的乘法群的生成元, 并找出这个乘法群作为循环群的所有的生成元.

习题 12. 设 K 是有限域. 证明 K 中非零元素的乘积为 −1. (提示: 韦达定理)

习题 13 (教材 P126: #7). 设 K 是有限域, n 是正整数, 证明: 必存在 K 上的 n 次不可

约多项式.

补充习题 14 (教材 P126: #4). 设 f(x) 是 Fp[x] 中首一 n 次不可约多项式.

(1) 若 u为 f(x)的一个根,证明 f(x)共有彼此不同的 n个根,并且它们为 u, up, up2 , . . . , upn−1 ;

(2) 若 f(x) 的一个根 u 为域 F = Fp(u) 的乘法循环群 F× 的生成元, 证明 f(x) 每个

根也都是 F× 的生成元. 这样的多项式称为 Fp[x] 中的 n 次本原多项式.

(3) 证明 Fp[x] 中 n 次本原多项式共有 φ(pn − 1)/n 个, 其中 φ 是欧拉函数.

补充习题 15. 设 F 为一个有限域. 证明每个函数 f : F → F 都是一个多项式函数, 即

存在 a0, a1, . . . , an ∈ F 使得 f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n 对于每个 x ∈ F 都成立. (提

示: 若 |F | = q, 则多项式 1 − xq−1 给出了一个在点 0 处取值为 1, 在其它点处取值为 0

的函数)
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