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2 平面等熵流的黎曼理论

3 简单波

4 球对称流体的等熵压缩



第十章 · II

郑 坚

提要

等离子体的
流体描述

准热平衡的等
离子体

简单等离子体
的双流体方程

多离子组份等
离子体

高温等离子体
中的辐射及其
输运方程

平面等熵流
的黎曼理论

可约方程与
hodograph变
换

特征线与黎曼
不变量

流动类型与黎
曼方法

简单波

稀疏与压缩

稀疏波

压缩型简单波

球对称流体
的等熵压缩

小结

惯性约束聚变中，物质在相当大的时空范围内处于等离子体状态，此时流体物质由质量差异巨大的
电子和离子构成。对于简单等离子体(只含一种离子的等离子体)，电子和离子之间的温度达到平衡的
特征时间为

τεe =
mi

3me
τe. (1)

而电子、离子通过无规碰撞分别达到局部麦克斯韦分布的特征时间尺度分别为

τe =
3m1/2

e T3/2
e

4
√

2πZ2e4ni ln Λ
= 3.44× 105 [Te(eV)]3/2

Z[ne(cm−3)] ln Λ
, (2a)

τi =
3m1/2

i T3/2
i

4
√
πZ4e4ni ln Λ

= 2.08× 107 A1/2[Ti(eV)]3/2

Z3[ne(cm−3)] ln Λ
, , (2b)

其中 ln Λ是库仑对数(Coulomb logarithm)，

ln Λ = ln
T3/2

e√
4πnee3

= 22.36 +
3
2

ln[Te(eV)]− 1
2

ln[ne(cm−3)]. (3)

这里采用了高斯单位制。
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由于
τεe � τe, τi (4)

当电子和离子分别近似达到麦克斯韦分布时，电子和离子可以具有不同的温度，此时等离子体可以
采用所谓的双流体描述。

等离子体双流体描述的前提条件

等离子体的双流体描述成立的前提条件就是流体演化的时空尺度满足下面的条件，

LH � max(λe, λi), τ
ε
e & τH � max(τe, τi). (5)

其中，λe,i 是电子和离子的平均自由程，

λe = veτe =
3T2

e

4
√

2πZ2e4ni ln Λ
,

λi = viτi =
3T2

i

4
√
πZ4e4ni ln Λ

.
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连续性方程

忽略掉电离、复合等原子过程，那么等离子体中的电子数和离子数分别守恒。于是连续性方程，

∂na

∂t
+∇ · (naua) = 0, (a = e, i). (6)

这里 nα 是电子或离子的数密度，uα 是电子或离子的流速。若等离子体中电离和复合过程不能忽略，
那么连续性方程必须改写为

∂na

∂t
+∇ · (naua) = Sa,

这里 Sα 是电子或离子的产生源项，它描述了电子/离子的产生或湮灭过程对电子/离子密度的影响。
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动量方程

电子和离子的动量方程可以写为

mana

(
∂ua

∂t
+ ua · ∇ua

)
=Zaena

(
E +

1
c

ua × B
)

−∇pa −∇ · πa +
∑

b

Rab, (7)

这里 πα 是同类带电粒子(电子—电子、离子—离子)之间的碰撞所导致的粘滞应力张量，Rab 是异类
粒子之间的摩擦导致的动量变化。
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对于非磁化等离子体(B = 0)，电子和离子的粘滞应力张量为

πa
ik = −ηαWa

ik

其中 Wa
ik 的定义为

Wa
ik =

∂ua
i

∂xk
+
∂ua

k

∂xi
− 2

3
δik∇ · ua.

离子的粘滞系数为
ηi = 0.96niTiτi, (8)

电子的粘滞系数(Z = 1)为
ηe = 0.73neTeτe (9)
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由于总动量守恒，显然有
Rei + Rie = 0.

电子与离子之间的摩擦力 Rei 不仅与电子和离子的流速差 u = ue − ui 有关，而且与电子的温度梯度
有关，

Rei= Ru + RT ,

当离子电荷数 Z = 1时，有

Ru = −0.51
meneu
τe

= ene
j
σ
,

RT = −0.71ne∇Te.

这里 σ是等离子体的电导率，j是等离子体电流。
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热力(thermal force)

单位时间由左向右和由右向左运动的电子在 x0

处沉积的动量为

R+ ∼
meneve

τe

∣∣∣∣
x0−λe

R− ∼
meneve

τe

∣∣∣∣
x0+λe

等离子体在 x0 感受到的力为

RT = R+ − R− ∼ −λe
∂

∂x
meneve

τe

∝ ne
∂Te

∂x
.
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能量方程

当电子和离子可视为经典理想气体，其能量方程为

3
2

na

(
∂

∂t
+ ua · ∇

)
Ta = −pa∇ · ua −∇ · qa − πa

ik
∂ua

i

∂xk
+ Qa. (10)

电子热流由两项构成，
qe = qe

u + qe
T ,

其中

qe
u = 0.71neTeu,

qe
T = −3.16

neTeτe

me
∇Te.



第十章 · II

郑 坚

提要

等离子体的
流体描述

准热平衡的等
离子体

简单等离子体
的双流体方程

多离子组份等
离子体

高温等离子体
中的辐射及其
输运方程

平面等熵流
的黎曼理论

可约方程与
hodograph变
换

特征线与黎曼
不变量

流动类型与黎
曼方法

简单波

稀疏与压缩

稀疏波

压缩型简单波

球对称流体
的等熵压缩

小结

离子热流为

qi = −3.9
nTiτi

mi
∇Ti.

离子通过与电子的碰撞获得能量，

Qi =
3me

mi

ne

τe
(Te − Ti) ,

电子则通过欧姆加热获得能量，通过与离子的碰撞失去能量，

Qe = −Re · u− Qi =
j2

σ
+

1
ene

j · RT −
3me

mi

ne

τe
(Te − Ti) .
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电子热传导的估计

来自 x0 两侧的热流密度分别为

q+ =
ne

2τe

∫ x0

x0−λe

T(x)dx, q− =
ne

2τe

∫ x0+λe

x0

T(x)dx

于是通过 x0 的净热能密度为

q = q+ − q− ∼ −
neλ

2
e

2τe

∂T
∂x
.

由此可得电子热传导系数，

κe =
neλ

2
e

2τe
=

nev2
eτe

2
.

由于

τe =
λe

ve
=

√
meT

3/2
e

8πniZ2e4 ln Λ
.

因此电子的热导敏感依赖于温度，

κe =
T5/2

e

8πZm1/2
e e4 ln Λ

∝ T5/2
e . (11)

电子热导几乎不依赖于等离子体密度。
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由于 me � mi，等离子体的质量密度实际上就是离子的质量密度，

ρ = mene + mini ≈ mini.

当电子和离子的流速差别不大时，又有

meneue + miniui ≈ miniui.

此时等离子体的质量和动量实际上由离子携带，那么等离子体的连续性方程和动量方程为，

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (12a)

ρ

(
∂u
∂t

+ u · ∇u
)

=
1
c

j× B−∇(pe + pi). (12b)

其中 j是等离子体中的电流。这我们忽略了同类粒子之间的粘滞
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广义欧姆定律

双流体方程只描述时空缓变的等离子体运动，等离子体在演化过程中始终处于准中性状态，即

Zni ≈ ne.

由于电子质量很小，在电子动量方程中令 me → 0，我们得到关于电场的方程，

E = −∇pe

ene
− ∇ · πe

ene
+

Rei

ene
. (13)

这个方程也称为广义欧姆定律(generalized Ohm’s law)。
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Biermann电池效应
等离子体中的磁场往往是运动的等离子体自己产生的。在方程(13)中，忽略掉电子粘滞以及电
子—离子碰撞的贡献，再利用状态方程 pe = neTe，我们得到等离子体中的位移电流，

∂B
∂t

= −c∇× E = − c
ene
∇ne ×∇Te. (14)

这个位移电流能够产生大尺度的磁场，被认为是宇宙磁场形成的重要机制，也称Biermann电池效
应(Biermann battery effect)。

可以采用如下公式估计 Biermann电池效应产生的自生磁场，

B[MG] ∼ tL

100 ps
Te

1 keV
LT

30 µm
Ln

30 µm
.
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多离子组份等离子体

等离子体常常是含有多类离子，如聚变燃料的成分是氘氚，聚变靶丸的烧蚀层常常是 C8H8，常温充
气腔靶的气体是 C5H12，等等。多离子组份等离子体的流体描述将更为复杂。

以双离子组分等离子体为例，有丰度演化方程

ρ
∂c
∂t

+ ρu · ∇c +∇ · i = 0.

当等离子体的非均匀性很小，扩散流 i是等离子体中各种梯度量的线性叠加，

i = −ρD
(
∇c + κi

p∇ ln pi +
eκE

Ti
∇Φ + κi

T∇ ln Ti + κe
T∇ ln Te

)
. (15)

其中 pi 是离子总热压强，Φ是等离子体中的静电势。
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惯性约束聚变中，处于高温高密度状态的物质是强烈的辐射源⇒光子在物质的流动过程中扮演极为
重要的角色，辐射的作用必须加以考虑。但光子有如下特点：

• 光子没有质量：辐射不影响连续性方程；
• 光子的动量很小：辐射对动量方程的影响很小；
• 光子的速度很高：辐射对能流的影响很大，直接影响流体的能量演化，进而影响流体的演化。
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对于温度为 T 的黑体辐射，辐射能量密度、辐射压强以及单向辐射能流分别为

εPlanck =
4σT4

c
= 1.38× 10−5T4

eV[J/cm3], (16a)

pPlanck =
1
3
εPlanck = 4.59× 10−5T4

eV[bar], (16b)

SPlanck = σT4 = 1.03× 105T4
eV[W/cm2]. (16c)

其中 σ = 2π5/15h3c2 是 Stefan-Boltzmann常数。当 T = 300 eV，有

εPlanck = 1.12× 105 J/cm3, pPlanck = 0.372 Mbar, SPlanck = 8.35× 1014 W/cm2.

温度为 1 keV，电子密度为 1022 /cc的等离子体，热能密度、热压强以及电子的自由热流为

ε = 3neT = 4.81× 106 J/cm3, pe = 2ε/3 = 32.1 Mbar, qf
e = neTve = 2.13× 1015 W/cm2.



第十章 · II

郑 坚

提要

等离子体的
流体描述

准热平衡的等
离子体

简单等离子体
的双流体方程

多离子组份等
离子体

高温等离子体
中的辐射及其
输运方程

平面等熵流
的黎曼理论

可约方程与
hodograph变
换

特征线与黎曼
不变量

流动类型与黎
曼方法

简单波

稀疏与压缩

稀疏波

压缩型简单波

球对称流体
的等熵压缩

小结

光子难以与粒子达到热平衡，为了准确地描述光子的演化，一般需要单独建立光子的演化方程。引
入辐射谱密度函数 Iν(n, t)，Iνdνd2Ω/c表示在时刻 t，沿方向 n、立体角为 d2Ω，频率介于
ν → ν + dν之间的光子数。由于物质的发生与吸收，满足输运方程，

1
c
∂Iν
∂t

+ n · ∇Iν = jν

(
1 +

c2

2hν3 Iν

)
− κν Iν . (17)

其中 jν 是物质的发射系数，κν 是物质的吸收系数，它们都依赖于物质的状态，如温度、密度、成
分，等。方程右侧小括号的第二项是自发辐射的贡献。

光子的能量密度、能流密度以及压强张量为

εr =
1
c

∫ ∞
0

dν
∫

4π
Iνd2Ω,

qr =

∫ ∞
0

dν
∫

4π
nIνd2Ω,

Pr =
1
c

∫ ∞
0

dν
∫

4π
nnIνd2Ω.

一般来说，光子只与电子发生相互作用，辐射场的存在导致电子的动量方程和能量方程需要作相应
的修正。
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参考书

• L. D. Landau & E. M. Lifshitz,理论物理学家从物理角度撰写的优秀流体力学教程；
• R. Courant & K. O. Friedrichs,应用数学家系统讨论一维不定常流的名著；
• Ya. B. Zel’dovich & Yu. P. Raizer,理论物理学家撰写的高温辐射流体力学的名著；
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等熵流

初始时刻，理想流体的熵不依赖于空间变量，这种理想流体的运动叫等熵流(isentropic flow)。

在等熵流情况下，流体的熵是定值，流体密度仅依赖于压强，

ρ = ρ(p, s = const) = ρ(p). (18)

此时只需要求解流体的连续性方程和动量方程，(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
ρ+ ρ

∂u
∂x

= 0, (19)

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u +

1
ρ

∂p
∂x

= 0. (20)
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利用绝热方程(18)，我们将密度的演化转化为压强的演化，有

∂ρ

∂t
=

(
∂ρ

∂p

)
s

∂p
∂t

∂ρ

∂x
=

(
∂ρ

∂p

)
s

∂p
∂x

于是连续性方程(19)可以改写为 (
∂ρ

∂p

)
s

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
p + ρ

∂u
∂x

= 0. (21)

利用绝热声速 c2
s = (∂p/∂ρ)s，方程(21)可写为如下形式

1
c2

s

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
p + ρ

∂u
∂x

= 0. (22)
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方程(20)和(22)是如下形式的准线性偏微分方程组的特殊形式

A1
∂u
∂x

+ B1
∂u
∂y

+ C1
∂v
∂x

+ D1
∂v
∂y

+ E1 = 0, (23a)

A2
∂u
∂x

+ B2
∂u
∂y

+ C2
∂v
∂x

+ D2
∂v
∂y

+ E2 = 0. (23b)

其中 A1,A2, · · · 是关于 (x, y, u, v)的已知函数。当 E1,2 = 0，方程是齐次的；当 A1,A2 · · · 仅依赖于
(x, y)，方程是线性的；若齐次方程的系数 A1,A2 · · · 仅依赖于 (u, v)，方程是可约的。可约方程是非
线性的，但可以变换为线性方程。
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设可约方程组的解为 u(x, y)和 v(x, y)。我们可以把 (x, y)视为 (u, v)的函数，即

u = u(x(u, v), y(u, v)),

v = v(x(u, v), y(u, v)).

把方程组对 u偏微商，有

1 =
∂u
∂x

∂x
∂u

+
∂u
∂y

∂y
∂u
,

0 =
∂v
∂x
∂x
∂u

+
∂v
∂y
∂y
∂u
,

由此可得 ∂x/∂u和 ∂y/∂u，
∂x
∂u

=
1
J
∂v
∂y
,
∂y
∂u

= −1
J
∂v
∂x
,

其中 J 是变换的雅克比行列式

J =
∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣ (∂u/∂x) (∂u/∂y)
(∂v/∂x) (∂v/∂y)

∣∣∣∣
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把方程组对 v偏微商，有

0 =
∂u
∂x
∂x
∂v

+
∂u
∂y
∂y
∂v
,

1 =
∂v
∂x
∂x
∂v

+
∂v
∂y
∂y
∂v
,

由此可得 ∂x/∂v和 ∂y/∂v，
∂x
∂v

= −1
J
∂u
∂y
,
∂y
∂v

=
1
J
∂u
∂x
,

当 J 6= 0，我们得到与原方程等价的线性方程组

A1
∂y
∂v
− B1

∂x
∂v
− C1

∂y
∂u

+ D1
∂x
∂u

= 0, (24a)

A2
∂y
∂v
− B2

∂x
∂v
− C2

∂y
∂u

+ D2
∂x
∂u

= 0. (24b)

上述将自变量由 (x, y)变换到 (u, v)的变换，称为 hodograph变换
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将方程(22)改写一下，

cs
∂u
∂x

+
1
ρcs

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
p = 0. (25)

将方程(20)与方程(25)分别相加和相减，有[
∂

∂t
+ (u + cs)

∂

∂x

]
u +

1
ρcs

[
∂

∂t
+ (u + cs)

∂

∂x

]
p = 0, (26a)[

∂

∂t
+ (u− cs)

∂

∂x

]
u− 1

ρcs

[
∂

∂t
+ (u− cs)

∂

∂x

]
p = 0. (26b)

对于等熵流，热力学量 cs，p，ρ三者之间可以相互表示。因此微分 dp/ρcs 可以表示为某个量 l的全
微分，

l =

∫
dp

ρ(p)cs(p)
=

∫
cs(ρ)

ρ
dρ. (27)

显然 l是热力学量 p、ρ或者 cs 的函数。
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记
2r = l + u, 2s = l− u. (28)

方程(26)可以改写为

∂r
∂t

= −(u + cs)
∂r
∂x
, (29a)

∂s
∂t

= −(u− cs)
∂s
∂x
. (29b)

于是我们得到微分 ds、dr 与 dx和 dt的关系，

dr =
∂r
∂t

dt +
∂r
∂x

dx =
∂r
∂x

[dx− (u + cs)dt] , (30a)

ds =
∂s
∂t

dt +
∂s
∂x

dx =
∂s
∂x

[dx− (u− cs)dt] . (30b)
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由方程(30)，我们有

dr = 0沿着曲线 C+ : dx = (u + cs)dt, (31a)

ds = 0沿着曲线 C− : dx = (u− cs)dt. (31b)

曲线 C± 称为方程(29)的特征线(characteristics)：沿着 C+，r 是个常数；沿着 C−，s是个常数。r
和 s称为黎曼不变量(Riemann’s invariant)。

黎曼不变量

r =
l + u

2
, s =

l− u
2

. (32)

其中

l =

∫
dp
ρcs

.

对于理想气体，在绝热情况下，压强、绝热声速以及密度之间的关系为

p = const× ργ , c2
s =

(
∂p
∂ρ

)
s

= γ
p
ρ

= const× ργ−1.

我们有理想气体的黎曼不变量，

r =
cs

γ − 1
+

u
2
, s =

cs

γ − 1
− u

2
. (33)
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将方程组(30)的右边改写一下，

dr =
∂r
∂x
{d [x− (u + cs)t] + td(u + cs)} , (34a)

ds =
∂s
∂x
{d [x− (u− cs)t] + td(u− cs)} (34b)

由 r 和 s的定义式(28)，有

2dr =
d ln ρ

d ln cs
dcs + du,

2ds =
d ln ρ

d ln cs
dcs − du

由此我们把微分 du和 dcs表示为 dr 和 ds的函数，

du = dr − ds,

dcs =
d ln cs

d ln ρ
dr +

d ln cs

d ln ρ
ds.
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方程(34)可写为

dr =
∂r
∂x

{
d [x− (u + cs)t] + t

[
d ln(csρ)

d ln ρ
dr +

d ln(cs/ρ)

d ln ρ
ds
]}

, (35a)

ds =
∂s
∂x

{
d [x− (u− cs)t]− t

[
d ln(cs/ρ)

d ln ρ
dr +

d ln(csρ)

d ln ρ
ds
]}

. (35b)

方程 (35)右边的系数 ∂r/∂x以及 ∂r/∂x是否为零决定了变换是否奇异，存在四种情况，对应四种不
同性质的流动，

平面等熵流类型

• 当 ∂r/∂x 6= 0且 ∂r/∂x 6= 0，相应的是任意等熵流；
• 当 ∂s/∂x = 0但 ∂r/∂x 6= 0，相应的是前向简单波；
• 当 ∂r/∂x = 0但 ∂s/∂x 6= 0，相应的是后向简单波；
• 当 ∂r/∂x = ∂s/∂x = 0，相应的是定常流。
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以 r 和 s为独立变量，当 ∂r/∂x 6= 0且 ∂s/∂x 6= 0，我们就得到如下方程

∂

∂s
[x− (u + cs)t] + t

d ln(cs/ρ)

d ln ρ
= 0, (36a)

∂

∂r
[x− (u− cs)t]− t

d ln(cs/ρ)

d ln ρ
= 0. (36b)

由此有
∂

∂s
[x− (u + cs)t] = − ∂

∂r
[x− (u− cs)t] . (37)

等式(37)意味着
[x− (u + cs) t] dr − [x− (u− cs) t] ds

是某个函数 w(r, s)的全微分，

dw = [x− (u + cs) t] dr − [x− (u− cs) t] ds, (38)

其中

∂w
∂r

= x− (u + cs)t, (39a)

∂w
∂s

= −x + (u− cs)t. (39b)
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将(39a)代入方程(36a)，有

∂2w
∂r∂s

= −t
d ln(cs/ρ)

d ln ρ
. (40)

将(39a)与方程(39b)相加，有

∂w
∂r

+
∂w
∂s

= −2cst, (41)

将(81)代入(79)，消去 t，我们就得到关于函数 w(r, s)的二
阶线性偏微分方程

∂2w
∂r∂s

− 1
2cs

d ln(cs/ρ)

d ln ρ

(
∂w
∂r

+
∂w
∂s

)
= 0. (42)

B. Riemann (1826.9.17-1866.7.20)

黎曼于 1860 年给出一维平面等熵流
的一般求解方法，并指出了激波解的
存在。
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对于理想气体，不难证明

2cs = (γ − 1)(r + s),
d ln(cs/ρ)

d ln ρ
=
γ − 3

2
,

方程(42)简化为
∂2w
∂r∂s

− γ − 3
2(γ − 1)(r + s)

(
∂w
∂r

+
∂w
∂s

)
= 0. (43)

特别地，当比热比 γ 是如下形式的有理数时，

γ =
2n + 1
2n− 1

, (n = 1, 2, · · · )fi

方程(43)简化为
∂2w
∂r∂s

+
n− 1
r + s

(
∂w
∂r

+
∂w
∂s

)
= 0. (44)
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当 n = 1时，方程(44)退化为
∂2w1

∂r∂s
= 0. (45)

方程的一般解为
w1(r, s) = f (r) + g(s) + k, (46)

其中 k是任意常数，f (r)和 g(s)是任意连续函数，由方程的初值/边界条件决定。当 n = 2时，方
程(44)可写为

∂2

∂r∂s
[(r + s)w2] = 0. (47)

方程的一般解为

w2(r, s) =
f (r) + g(s)

r + s
+ k. (48)

其中 k是任意常数，f (r)和 g(s)是任意连续函数，由方程的初值/边界条件决定。
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设 wn 是方程(44)的解，方程(44)两端同时乘以 (r + s)再对 r 和 s分别再偏微商一次，有

∂2

∂r∂s

(
∂2wn

∂r∂s

)
+

n
r + s

[
∂

∂r

(
∂2wn

∂r∂s

)
+

∂

∂s

(
∂2wn

∂r∂s

)]
= 0. (49)

因此 n + 1时方程的解为，

wn+1 =

(
∂2wn

∂r∂s

)
+ k. (50)

利用方程(48)，我们得到 wn+1(r, s)的一般形式

wn+1 =
∂(n−2)

∂r(n−2)

f (r)
(r + s)n−1 +

∂(n−2)

∂s(n−2)

g(s)
(r + s)n−1 + k, when n ≥ 2. (51)
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利用方程(81)、(42)以及(51)，我们得到时间 t，

t1 = − 1
2(r + s)

(
∂w1

∂r
+
∂w1

∂s

)
(52a)

tn =
2n− 1

2(n− 1)
wn+1 when n ≥ 2. (52b)

我们还可以得到坐标 x，

xn =
(r − s)

2
tn +

1
2

(
∂wn

∂r
− ∂wn

∂s

)
. (53)
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前向简单波

∂s/∂x = 0但是 ∂r/∂x 6= 0；

由方程(30b)，此时有 ds = 0，因此 s = s0 =常数，此时所有的量仅依赖于 r

w = w(r, s0), x = x(r, s0), t = t(r, s0),

由黎曼不变量的定义，有
u = r − s0, cs = cs(r + s0),

方程(38)可写为，
x = (u− cs)t + F(u). (54)

其中

F(u) =
dw
dr

=
d
du

w(u + s0, s0). (55)
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后向简单波

∂r/∂x = 0但是 ∂s/∂x 6= 0；

由方程(30a)，此时有 dr = 0，因此 r = r0 =常数，此时所有的量仅依赖于 s

w = w(r0, s), x = x(r0, s), t = t(r0, s),

由黎曼不变量的定义，有
u = r0 − s, cs = cs(r0 + s),

方程(38)可写为

x = (u− cs)t − dw
ds

= (u− cs)t + G(u). (56)

其中

G(u) = −dw
ds

=
d
du

w(r0, r0 − u). (57)
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已知黎曼不变量 (r, s)，理想气体的流速和声速为

u = r − s, cs = cs(r + s). (58)

于是特征线满足的方程可以写为

C+ :
dx
dt

= (r − s) + c(r + s), (59a)

C− :
dx
dt

= (r − s)− c(r + s). (59b)

其中 c(r + s)表示声速是 (r + s)的函数。

简单波的特征线

• 前向简单波的 C+ 特征线是一簇直线：s = s0 是常数，沿着每一根特征线 C+，dr = 0；
• 后向简单波的 C− 特征线是一簇直线：r = r0 是常数，沿着每一根特征线 C−，ds = 0。
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小结

定常流

∂r/∂x = ∂s/∂x = 0

由方程(30)，此时有
dr = ds = 0.

因此 r =常数，s =常数。再利用关系式(28)，我们有

u =常数，ρ =常数，cs =常数.

流体处于定常状态。

定常流的特征线

定常流的特征线是两簇平行的直线，其斜率为 u± cs。
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简单波的存在性

与定常流(r =常数，s =常数)毗连的等熵流
一定是简单波。

证明

如左图所示。在定常流区域，黎
曼不变量 (r, s) = (r0, s0)都是常
数。两个区域之间的边界是一条
C+ 特征线，一个区域的 C+ 不
会进入另一个区域；但特征线
C− 则会由一个区域进入另一个
区域。在定常流区域，s = s0 是
个常数，因此在与其毗连的区域
也是一个常数。因此，与定常流
毗连的等熵流一定是简单波。
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按照黎曼不变量 (r, s)的性质，平面等熵流动可分为四类

平面等熵流类型

• 当 r 和 s均非常数，流动是任意等熵流，其演化方程为

∂2w
∂r∂s

− 1
2cs

d ln(cs/ρ)

d ln ρ

(
∂w
∂r

+
∂w
∂s

)
= 0;

• 当 s是常数，r 不是常数，流动是前向简单波，演化方程为

x = (u + cs)t + F(u);

• 当 r 是常数，s不是常数，流动是后向简单波，演化方程为

x = (u− cs)t + G(u);

• 当 r 和 s均为常数，流动是定常的，物理量均为常数。
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小结

如果任意等熵流动与简单波毗连，由方程(55)和(57)，在简单波与任意等熵流动的边界上有

w(r, s0)− w(r0, s0) =

∫ r

r0

F(r − s0)dr, (60a)

w(r0, s)− w(r0, s0) = −
∫ s

s0

G(r0 − s)ds. (60b)

方程(60)给出了两种流动之间的边界条件。
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x − t平面与 r − s平面的映射关系与等熵流动

• x− t平面内的定常流动区域 Dsf 映射为 r − s平面上的一个点 (r0, s0)；

• x− t平面内的前向简单波区域 Dfs 映射为 r − s平面上的射线 (r0, s0)− (r, s0)；

• x− t平面内的后向简单波区域 Dbs 映射为 r − s平面上的射线 (r0, s0)− (r0, s)；
• x− t平面内的任意等熵流动区域 Daf 映射为 r − s平面上的一块区域。
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简单波具有如下形式，
f (u) = x− (u± cs)t, (61)

由此可以得到如下形式的流速
u = F[x− (u± cs)t]. (62)

该方程的具有行波(travelling wave)解的形式，波的相速度为 u± cs。

简单波的相速度 u± cs 不是常数，而通过流速 u和绝热声速 cs 依赖于时间和空间，这导致波在传播
时，波形不断发生变化。
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小结

前向简单波的相速度为 u + cs，其与密度的微商为

d(u + cs)

dρ
=

cs

ρ
+

dcs

dρ
=

1
ρ

d(ρcs)

dρ
.

其中 ρcs 可以写为 ρcs = ρ
√

(∂p/∂ρ)s = 1/
√
−(∂V/∂p)s，那么

d(ρcs)

dρ
= c2

s
d(ρcs)

dp
=

1
2
ρ3c5

s (∂
2V/∂p2)s.

我们就得到如下关系式
d(u + cs)

dρ
=

1
2
ρ2c5

s (∂
2V/∂p2)s > 0. (63)

这里我们利用了一般情况下物质的性质：(∂2V/∂p2)s > 0。由此看到，密度越大，简单波的相速度就
越大。
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稀疏与压缩

稀疏波的特征线：特征线永不相交 压缩波的特征线：特征线将相交
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中心简单波(centered simple wave)

方程(61)中的 f (u) = 0，这种简单波称为中心简单波。
• 前向中心简单波的 C+ 特征线是一簇发端于 (0, 0)点的射线；

• 后向中心简单波的 C− 特征线是一簇发端于 (0, 0)点的射线；

中心简单波的流速 u和密度 ρ将通过 x/t依赖于时间和空间，即

u = u(x/t), ρ = ρ(x/t).

此时流体力学量的演化仅依赖于比值 x/t，这种流体运动也称自相似流(self-similarity flow)。



第十章 · II

郑 坚

提要

等离子体的
流体描述

准热平衡的等
离子体

简单等离子体
的双流体方程

多离子组份等
离子体

高温等离子体
中的辐射及其
输运方程

平面等熵流
的黎曼理论

可约方程与
hodograph变
换

特征线与黎曼
不变量

流动类型与黎
曼方法

简单波

稀疏与压缩

稀疏波

压缩型简单波

球对称流体
的等熵压缩

小结

中心绝热稀疏波

沿 x方向的无限长圆柱形管道中，初始时刻，x > 0是密度为 ρ0 且静止的均匀理想气体，而 x < 0是
真空。此后流体的运动称为中心绝热稀疏波(centered adiabatic rarefaction wave)。

此时黎曼不变量 s = cs/(γ − 1)− u/2保持常数。在定常流区域，有

u = 0, cs = cs0.

那么有

u− 2cs

γ − 1
= − 2cs0

γ − 1
.

由此我们得到流速与声速之间的函数关系，

cs =
γ − 1

2
u + cs0. (64)
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小结

利用绝热声速与密度和压强之间的关系，

cs = const.× ρ(γ−1)/2, cs = const.× p(γ−1)/2γ ,

绝热稀疏波的密度和压强分布完全取决于流速 u，

ρ = ρ0

(
1 +

γ − 1
2

u
cs0

)2/(γ−1)

, (65a)

p = p0

(
1 +

γ − 1
2

u
cs0

)2γ/(γ−1)

. (65b)

在绝热稀疏过程中，描述流体运动的三个物理量 (p, ρ, u)只有一个是独立的。
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小结

利用中心简单波的性质，在方程(61)中令 f (u) = 0，我们又有

x = (u + cs)t,

即
cs = x/t − u.

将此结果代入方程(84)，就得到流速的演化，

u =
2

γ + 1

( x
t
− cs0

)
. (66)
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小结

在 x = cs0t处，有
u(x = cs0t) = 0.

x = cs0t就是稀疏波与未扰动气体之间的分界点；稀疏波的传播速度为 cs0。

由于声速总是大于零的，cs > 0，由方程(64)有

u > − 2cs0

γ − 1
. (67)

气体发生绝热稀疏时，流体的最大流速为 2cs0/(γ − 1)。

• 对于单原子分子理想气体，γ = 5/3，最大速度为 3cs0；

• 对于双原子分子理想气体，γ = 7/5，最大速度为 5cs0。
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小结

声速 cs 随时空的演化为

cs = cs0

(
1 +

γ − 1
2

u
cs0

)
= cs0

(
2

γ + 1
+
γ − 1
γ + 1

x
cs0t

)
.

利用绝热声速与密度和压强之间的关系，

cs = const.× ρ(γ−1)/2, cs = const.× p(γ−1)/2γ ,

我们就得到中心绝热稀疏波的密度和压强分布，

ρ = ρ0

(
2

γ + 1
+
γ − 1
γ + 1

x
cs0t

)2/(γ−1)

,

p = p0

(
2

γ + 1
+
γ − 1
γ + 1

x
cs0t

)2γ/(γ−1)

.
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小结

绝热稀疏波的结构

中心稀疏波的密度分布 中心稀疏波的流速分布
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小结

特征线 C+ 的定义为
dx
dt

= u + cs.

对于中心绝热稀疏波，有
u + cs =

x
t
.

因此，特征线 C+ 的方程为
dx
dt

=
x
t
. (68)

积分，得
x = constant× t. (69)

中心绝热稀疏波的 C+ 特征线是通过 x− t平面原点的直线。
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特征线 C− 的定义为
dx
dt

= u− cs.

利用中心绝热稀疏波的解

u =
2

γ + 1

( x
t
− cs0

)
,

cs =
γ − 1
γ + 1

x
t

+
2

γ + 1
cs0,

我们得到 C− 满足的微分方程，
dx
dt

=
3− γ
γ + 1

x
t
− 4
γ + 1

cs0. (70)
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注意到稀疏波与未扰动流体之间的分界线为 x = cs0t，取如下积分初值条件，

x(t0) = cs0t0,

对方程(70)积分，有

x = − 2
γ − 1

cs0t +
γ + 1
γ − 1

cs0t0

(
t
t0

)(3−γ)/(γ+1)

. (71)

对于单原子分子理想气体，γ = 5/3，那么有

x = −3cs0t + 4cs0t0

√
t/t0.

当 t� t0 时，特征线 C− 趋于直线 x = −3cs0t。
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特征线 C0 由下面的方程决定，
dx
dt

= u =
2

γ + 1

( x
t
− cs0

)
. (72)

积分初值条件依然取为，
x(t0) = cs0t0,

对方程(72)积分后，有

x = − 2
γ − 1

cs0t +
γ + 1
γ − 1

cs0t0

(
t
t0

)2/(γ+1)

. (73)
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小结 中心绝热稀疏波的特征线
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前向绝热稀疏波I
假定一维无限长圆柱形管道的一端由活塞塞住， t < 0时，活塞静止，且 x > 0的管道内充满密度为
ρ0 的理想气体；t > 0，活塞开始向 x < 0的方向运动，其运动速度为

w(t) = −U(1− e−t/τ ).

此时，管道内流体的运动是前向绝热稀疏波。

利用简单波的方程
x = (u + cs)t + f (u),

而活塞的坐标为

X(t) =

∫ t

0
wdt = −Uτ

[ t
τ
− (1− e−t/τ )

]
.
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小结

在活塞表面，流体的流速与活塞速度相等，因此有

f (w) = X(t)− [w + cs(w)]t. (74)

另一方面，由于 s = cs/(γ − 1)− u/2保持为常数，我们又可以得到活塞表面流体的绝热声速与活塞
速度之间的关系，

cs(w) = cs0 +
γ − 1

2
w

将之代入方程(74)，有

f (w) = X(t)−
(
γ + 1

2
w + cs0

)
t. (75)
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为了由方程 (75)求得函数 f 的具体形式，我们需要将时间 t表示为活塞速度 w的函数。由活塞的速
度公式，我们有

t = −τ ln
(

1 +
w
U

)
,

活塞的轨迹 X(t)也可以写为活塞速度 w的函数，

X(w) = −Uτ
[w

U
− ln

(
1 +

w
U

)]
.

代入方程 (75)，就得到函数 f (w)，

f (w) = −wτ + τ

(
cs0 +

γ + 1
2

w + U
)

ln
(

1 +
w
U

)
. (76)

将(76)代入公式 x = (u + cs)t + f (u)，最终有

x =

(
cs0 +

γ + 1
2

u
)

t − uτ + τ

(
cs0 +

γ + 1
2

u + U
)

ln
(

1 +
u
U

)
. (77)
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前向绝热稀疏波的特征线
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前向绝热稀疏波 II
一无限长光滑管道被活塞隔离为两个部分。当 t = 0时， x < 0的部分充满压强为 p0 的理想气体，
x > 0的部分是真空。在压强差的作用下，活塞的运动方程为

m
dU
dt

= p.

其中 p是活塞左侧的压强。利用黎曼不变量 s保持为常数的性质，有

2
γ − 1

cs0 = U +
2

γ − 1
cs.

由此得到活塞左侧的压强，

p = p0

(
1− γ − 1

2
U
cs0

)2γ/(γ−1)

.
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小结

对运动方程积分一次，利用初值条件 U(t = 0) = 0，我们得

U(t) =
2cs0

γ − 1

{
1−

[
1 +

(γ + 1)p0t
2mcs0

]−(γ−1)/(γ+1)
}
.

当 t→∞时，有 U → (2cs0)/(γ − 1)。
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小结

流体密度的无限压缩

简单波的波头传播速度为 cs0。在时间 t内走过的距离为 cs0t。若压缩流体运动的活塞的速度恰当，其
在时间 t内走过的距离也为 cs0t，就可以实现无限大的流体密度。

假定从时刻 t0 < 0开始，活塞从 x0 = cs0t0 < 0处从左向右运动，在 t = 0的时刻达到 x = 0，并保持
压缩过程是等熵的。那么压缩波必然是简单波。对于前向简单波，有

cs

γ − 1
− u

2
=

cs0

γ − 1
.

那么有

cs = cs0 +
γ − 1

2
u. (78)



第十章 · II

郑 坚

提要

等离子体的
流体描述

准热平衡的等
离子体

简单等离子体
的双流体方程

多离子组份等
离子体

高温等离子体
中的辐射及其
输运方程

平面等熵流
的黎曼理论

可约方程与
hodograph变
换

特征线与黎曼
不变量

流动类型与黎
曼方法

简单波

稀疏与压缩

稀疏波

压缩型简单波

球对称流体
的等熵压缩

小结

在活塞表面，有

csp = cs0 +
γ − 1

2
up.

对时间微商一次
dcsp

dt
=
γ − 1

2
dup

dt
. (79)

简单波满足如下方程
x = (u + cs)t + f (u). (80)

因为 t = 0时，x = 0处的流体依然是静止的，于是有 f (u) = 0，因此压缩波是中心的。
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小结

将活塞表面的中心简单波方程
xp = (up + csp)t

对时间微商一次，有

up = (up + csp) +
d
dt

(up + csp).

将(79)代入上式，有
dcsp

dt
= −γ − 1

γ + 1
csp

t
. (81)

积分，利用初值条件，有
csp

cs0
=
( t0

t

)(γ−1)/(γ+1)
. (82)
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利用绝热声速 c2
s = γp/ρ，以及绝热状态方程 pρ−γ =const，活塞表面的流体密度为，

ρp(t)
ρ0

=
( t0

t

)2/(1+γ)
. (83)

将(82)代入方程(79)，有
dup

dt
= − 2

γ + 1

( t0

t

)(γ−1)/(γ+1) cs0

t
. (84)

积分，并利用初值条件，就得到活塞的速度，

up(t) =
2cs0

γ − 1

{( t0

t

)(γ−1)/(γ+1)
− 1
}
. (85)

活塞的运动轨迹则为
xp(t)

x0
=
γ + 1
γ − 1

(
t
t0

)2/(1+γ)

− 2
γ − 1

t
t0
. (86)
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利用绝热声速方程 c2
s = γp/ρ以及绝热状态方程 pρ−γ =const，有

cs = cs0(ρ/ρ0)
(γ−1)/2

由中心简单波方程 x = (u + cs)t以及沿特征线的方程关系式 cs = cs0 + (γ − 1)u/2，有

cs =
γ − 1
γ + 1

x
t

+
2

γ + 1
cs0.

由上面两个方程，可以得到压缩流体的密度演化

ρ

ρ0
=

[
γ − 1
γ + 1

(x/x0)

(t/t0)
+

2
γ + 1

] 2
γ−1

. (87)
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中心绝热压缩波的特征线
中心绝热压缩波的密度分布
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在球对称情况下，也可以实现理想流体的无限压缩1。我们首先假定流体的流速具有如下形式

u(r, t) =
r

R0(t)
dR0(t)

dt
, (88)

这里 R0(t)是某个给定流体元的轨迹，这里我们设 R0(t)是球对称流体外边界。为了求解流体的运动，
我们采用拉格朗日描述。设拉格朗日坐标为 a的流体元，其径向轨迹为 R(a, t)，该流体元的流速为

u(a, t) =
∂R(a, t)
∂t

. (89)

将(89)代入(88)，并令 r = R(a, t)，我们有

∂R(a, t)
∂t

=
R(a, t)

R0

dR0(t)
dt

.

1R.E. Kidder, Nuclear Fusion 14, 53 (1974)
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将方程对时间从 0到 t积分，得
R(a, t)
R(a, 0)

=
R0(t)
R0(0)

≡ h(t), (90)

该方程的右边不依赖于流体元的坐标，意味着所有流体元按照相同的时间规律演化。将拉格朗日坐
标 a定义为初始时刻流体元的位置 R(a, 0)与初始时刻流体外边界半径 R0 ≡ R0(0)的比值,

a =
R(a, 0)

R0
,

那么方程(90)可改写为
R(a, t)

R0
= ah(t). (91)

我们将求解 h(t)。等式(88)和(91)意味着流体方程在拉格朗日描述中可分离变量。
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由质量守恒，有
4πρ(a, t)R2(a, t)dR(a, t) = 4πρ(a, 0)R2(a, 0)dR(a, 0). (92)

由此我们有

ρ(a, t) = ρ(a, 0)
R2(a, 0)dR(a, 0)

R2(a, t)dR(a, t)
.

由 a的定义式 a = R(a, 0)/R0，以及关系式 R(a, t)/R0 = ah(t)，我们就得到流体元的密度随时间的演
化关系

ρ(a, t) =
ρ(a, 0)

[h(t)]3 . (93)

对于绝热过程， p(a, t)ρ−γ(a, t) = p(a, 0)ρ−γ(a, 0)。特别地，当 γ = 5/3时，流体元的压强随时间演
化为

p(a, t) =
p(a, 0)

[h(t)]5 . (94)
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关系式(92)还给出了拉格朗日坐标与欧拉坐标之间的变换关系，

∂a
∂r

=
∂a

∂R(a, t)
=
ρ(a, t)R2(a, t)
ρ(a, 0)R3

0a2
,

由拉格朗日坐标中的动量方程(参考讲义的第二章)，

∂u
∂t

= −1
ρ

∂p
∂r

= −1
ρ

∂a
∂r
∂p
∂a
.

又流体元的流速为 u(a, t) = ∂R(a, t)/∂t，我们有

∂2R(a, t)
∂t2 = − R2(a, t)

R3
0ρ(a, 0)a2

∂p(a, t)
∂a

.

将方程(91)和(94)代入上式，我们有

h3 d2h
dt2 = − 1

R2
0ρ(a, 0)a

dp0(a)

da
. (95)

这里 p0(a) = p(a, 0)是初始时刻压强的分布。
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方程(95)右边只是拉格朗日坐标 a的函数，而左边是时间 t的函数。方程要成立，必须有

− 1
R2

0ρ(a, 0)a
dp0(a)

da
= − 1

t2
0
, (96)

h3 d2h
dt2 = − 1

t2
0
. (97)

其中 t0 是常数。利用等式
d2h
dt2 =

1
2

dḣ2

dh
,

这里 ḣ = dh/dt，方程(97)可改写为

h3 dḣ2

dh
= − 2

t2
0
.
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设方程的初值条件为 h(0) = 1，(dh/dt)t=0 = 0，对方程积分一次，有

ḣ2 =
1
t2
0

(
1
h2 − 1

)
.

再积分一次，有
h(t) =

√
1− (t/t0)2. (98)

当 t→ t0，那么 h(t)→ 0。由方程(93)，流体的密度趋于无限大。
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我们将初始时刻燃料的密度与压强分布归一化，

ρ(a, 0)

ρ(R0, 0)
= G(a),

p(a, 0)

p(R0, 0)
= P(a),

那么方程(96)可改写为
1

Ga
dP
da

=
(R0/t0)

2

p0/ρ0
, (99)

该方程的边界条件为 P(1) = G(1) = 1。利用绝热条件，又有 P(a) = G5/3(a)，有

dG2/3

d(a2)
=

(R0/c0t0)
2

3
. (100)

这里 c0 =
√

(5/3)(p0/ρ0)。
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我们对流体在初始时刻为一个球壳的情况感兴趣。为此引入参数

a2
i = 1− 3

(R0/c0t0)2 > 0, (101)

于是方程(100)可写为
dG2/3

da2 =
1

1− a2
i
,

积分并利用边界条件 G(1) = 1，我们有初始时刻归一化密度分布，

G(a) =

(
a2 − a2

i

1− a2
i

)3/2

. (102)

于是初始时刻归一化压强分布为

P(a) =

(
a2 − a2

i

1− a2
i

)5/2

. (103)
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球壳的无限压缩

特定条件下可实现球壳状流体密度的无限压缩：

ρ(a, t) = ρ0
[(a2 − a2

i )/(1− a2
i )]

3/2

[1− (t/t0)2]3/2 ,

p(a, t) = p0
[(a2 − a2

i )/(1− a2
i )]

5/2

[1− (t/t0)2]5/2 ,

u(a, t) =
aR0t

t2
0[1− (t/t0)2]3/2

,

R(a, t) = aR0[1− (t/t0)
2]1/2.
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特征线与黎曼不变量

对于一维平板等熵流，有

dr ≡ dp
2ρcs

+
du
2

= 0, along C+ :
dx
dt

= u + cs, (104)

ds ≡ dp
2ρcs

− du
2

= 0, along C− :
dx
dt

= u− cs. (105)

这里 C± 是特征线，(r, s)是黎曼不变量。

平面等熵流类型

• 当 ∂r/∂x 6= 0且 ∂r/∂x 6= 0，相应的是任意等熵流；
• 当 ∂s/∂x = 0但 ∂r/∂x 6= 0，相应的是前向简单波；
• 当 ∂r/∂x = 0但 ∂s/∂x 6= 0，相应的是后向简单波；
• 当 ∂r/∂x = ∂s/∂x = 0，相应的是定常流。
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任意等熵流演化方程

当 ∂r/∂x 6= 0且 ∂r/∂x 6= 0，一维平面等熵流演化方程可写为

∂2w
∂r∂s

− 1
2cs

d ln(cs/ρ)

d ln ρ

(
∂w
∂r

+
∂w
∂s

)
= 0.

时间 t和坐标 x为

t = − 1
2cs

(
∂w
∂r

+
∂w
∂s

)
,

x = ut +
1
2

(
∂w
∂r
− ∂w
∂s

)
.
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前向简单波

∂s/∂x = 0但是 ∂r/∂x 6= 0。流动方程为

x = (u + cs)t + F(u),

其中 F(u)为

F(u) =
d
dr

w(r, s0) =
d
du

w(u + s0, s0).

后向简单波

∂r/∂x = 0但是 ∂s/∂x 6= 0。流动方程为

x = (u− cs)t + G(u),

其中 G(u)为

G(u) = −dw
ds

=
d
du

w(r0, r0 − u).
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