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绪论

绪论
1 课程内容

1 静磁场
2 磁静平衡态及能量原理
3 磁流体力学中的相似解

2 课程目的
1 解析分析和推导的方法
2 阅读文献的能力

3 考核方式
1 作业 + 随堂练习 + 考试
2 开卷考试

4 作业要求
1 必要的推导细节
2 独立完成
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静磁场 引言

静磁场与无力场

磁场的结构及演化规律是空间物理研究的核心内容之一. 本章主要讨论无
力场 (force-free field).
由磁流体力学的动量方程：

ρ
dv
dt = −∇p + j × B + F

如果电磁力占主导, 热压力和重力等其它作用力相比电磁力可以忽略；并
且对于平衡系统 dv/dt = 0. 则可得此时磁场满足的条件：j × B = 0

这种情况被称为无力场 (force-free field), 本章主要讨论无力场.
对于日冕区域（特别是活动区上空）和行星际空间中的处于平衡系统中的
等离子体, 等离子体 β（热压力和此压力之比）很小, 从而导致其他作用力
相比电磁力可以忽略, 从而满足无力场条件.
电磁力也称为安培力, 其形式为 f = ρE + j × B (对于满足电中性的磁流体,
f = j × B), 不要与单电荷的洛伦兹力（qE + qv × B）混淆.
电磁力（安培力）做功的功率为 P = j · E
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静磁场 引言

无力场
1 对于势场. j = 0, ∇× B = 0, 显然满足无力场条件, 本章不做详细讨论.
2 带中性电流片的势场. 存在若干个孤立面, B = 0, 面电流 i 有限 (j → ∞).
其余部分为势场 (j = 0).

▶ 磁场满足无散条件 ∇ · B = 0, 因此在孤立面上磁场法向连续, 只能存在切向间
断.

3 无力场. j = αB, α 称为无力因子 (force-free factor). α = const. 时为线性
无力场. 一般地

∇2B + α2B = 0, (µ = 1),

α ̸= const., B · ∇α = 0.
4 带奇异电流密度面的无力场. 无力场局限于有限空间, 在边界上 j → ∞, 但
广义可积 (i = 0).

▶ 即分界面上总电流密度为 0.
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静磁场 带中性电流片的势场

分区反转法 (适用于三维)
任给一个势场, 找一个磁面, 将其一侧 B 反向, 或找两个磁面, 将两磁面之间的
B 反向.

图 1.1: 分区反转磁场.
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静磁场 带中性电流片的势场

平面势场的复变函数表示 I
二维磁场

B = (Bx,By), (1.1)

满足 Cauchy-Riemann 条件{
∇ · B = 0, ∂Bx

∂x = −∂By
∂y ,

∇× B = 0, ∂Bx
∂y =

∂By
∂x ,

(1.2)

可以表示成

f(z) = Bx − iBy, z = x + iy. (1.3)

Bx 和 −By 构成共轭调和函数. 有时需要给出磁势 ϕ 和磁通量函数 ψ
(A = ψez), B = −∇ϕ =

(
−∂ϕ
∂x ,−

∂ϕ
∂y

)
,

B = ∇ψ × ez =
(
∂ψ
∂y ,−

∂ψ
∂x

)
.

(1.4)
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静磁场 带中性电流片的势场

平面势场的复变函数表示 II
可证

f(z) = dw
dz , 或 w =

∫
f(z)dz, w(z) = −ϕ+ iψ. (1.5)

证明如下∫
f(z)dz =

∫
(Bx − iBy)(dx + idy) =

∫
[(Bxdx + Bydy) + i(Bxdy − Bydx)]

=

∫ [
−∂φ
∂x dx − ∂φ

∂y dy
]
+ i

∫ [
∂ψ

∂y dy + ∂ψ

∂x dx
]

=−
∫

dφ+ i
∫

dψ

=

∫
d(−φ+ iψ)
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静磁场 带中性电流片的势场

平面势场的复变函数表示 III
另有

∂w
∂x = f(z)
∂w
∂y = if(z)
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静磁场 带中性电流片的势场

静磁场的 Gauss 定理和环路定理的复数表示 I
环路积分∮

C
f(z)dz =

∮
C
(Bx − iBy)(dx + idy)

=

∮
C
(Bxdx + Bydy) + i

∮
C
(Bxdy − Bydx)

=

∮
C

B · dl + i
∮

C
B · ndl

= µ0I + iλm.

式中 I 表示 (线) 电流密度, λ 表示 (线) 磁荷密度. 由复变函数的留数定理∮
C

f(z)dz = 2πi
∑

k
Res [f(zk)]
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静磁场 带中性电流片的势场

静磁场的 Gauss 定理和环路定理的复数表示 II
有

Im
{∑

k
Res [f(zk)]

}
= −µ0I

2π
, (1.6)

Re
{∑

k
Res [f(zk)]

}
=
λm
2π
. (1.7)
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静磁场 带中性电流片的势场

场源和极点 I
1 一阶极点

f(z) = λ

2π(z − z0)
, Resf(z0) =

λ

2π
.

1 λ 是实数, 由 (1.7), λm = λ 表示线磁荷密度.
2 λ 是纯虚数, 由 (1.6), I = iλ/µ0 表示线电流密度.
3 λ 是复数, λ = λ1 + iλ2, λm = λ1 为线磁荷密度, I = −λ2/µ0 为线电流密度.
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静磁场 带中性电流片的势场

场源和极点 II
2 二阶极点和多阶极点. 考虑两线磁荷, 密度为 ±λ, 分别位于 z = z0 ± δz/2,

f(z) = λ

2π(z − z0 − δz/2)
− λ

2π(z − z0 + δz/2)

=
λδz

2π [(z − z0)2 − δ2z /4]
.

令 lim
δz→0
λ→∞

λδz = D, D 表示线磁偶极矩密度, 则有

lim
δz→0

f(z) = D
2π(z − z0)2

. (1.8)

同理, 三阶极点表示线四极子, 四阶极点表示线八极子, 等等.
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静磁场 带中性电流片的势场

磁中性点与零点, 支点 I
磁场零点很重要，经常存在于磁场发生剧烈变化的区域.
在磁零点处,

B|z=z0 = 0, (f(z0) = 0).

f(z) ∝ (z − z0)
1

m+1 , (m ≥ 1).

z0 称为 f(z) 的 m 阶支点, 绕支点旋转一周, f(z) 的幅角改变 2π/(m + 1).1

• cut
B

B

•

(a) 一阶支点 (b) 二阶支点

图 1.2: 支点.
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静磁场 带中性电流片的势场

磁中性点与零点, 支点 II
例
日珥与多阶支点间的切割 – 以二阶支点为例, 旋转一周幅角变化 2π/3.

图 1.3: 太阳日冕中的 cusp 结构.

1中性电流片 – 作为一阶支点间与磁场平行的切割.
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静磁场 带中性电流片的势场

位于边界上的均匀磁荷片 I
在 a ≤ x ≤ b 间均匀分布面磁荷

f(z) = σm
2π

ln
(

z − a
z − b

)
,

ln
(

z − a
z − b

)
= ln

∣∣∣∣ z − a
z − b

∣∣∣∣+ i arg
(

z − a
z − b

)
, (0 ≤ arg

(
z − a
z − b

)
< 2π).

arg(z − a) =


π
2 − tan−1

(
x−a

y

)
, y ≥ 0,

3π
2 − tan−1

(
x−a

y

)
, y < 0,

−π/2 ≤ tan−1 f ≤ π/2,

磁场

Bx =
σm
4π

ln
[
(x − a)2 + y2
(x − b)2 + y2

]
,

By =
σm
2π

[
tan−1

(
x − a

y

)
− tan−1

(
x − b

y

)]
,
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静磁场 带中性电流片的势场

位于边界上的均匀磁荷片 II
y = 0 处,

By|y=0+ =

 0, x > b,
+σm/2, a ≤ x ≤ b,
0, x < a,

By|y=0− =

 0, x > b,
−σm/2, a ≤ x ≤ b,
0, x < a,

By|y=0+ − By|y=0− =

{
σm, a ≤ x ≤ b,
0, x < a 或 x > b.

其他量

w(z) =
∫

f(z)dz =
σm
2π

[(z − a) ln(z − a)− (z − b) ln(z − b)] ,

ψ = Im(w)
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静磁场 带中性电流片的势场

位于边界上的均匀磁荷片 III
=
σmy
4π

ln
[
(x − a)2 + y2
(x − b)2 + y2

]
− σm(x − a)

2π
tan−1

(
x − a

y

)
+
σm(x − b)

2π
tan−1

(
x − b

y

)
+ ψ0,

ψ0 =

{
σm
4 (b − a), y > 0,
3σm
4 (b − a), y < 0,

如限于 y > 0, 可取 ψ0 = 0. 若将 σm 换为面电流 i′, 只需令 σm = −iµ0i′.
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静磁场 带中性电流片的势场

中性电流片的计算 I
磁力线方程

dy
dx =

By
Bx
, (1.9)

或 { dx
ds = Bx

B ,
dy
ds =

By
B .

(1.10)

找到支点处临界磁力线的斜率,
1 写出 Bx − iBy = f(z) 在某一阶支点 z = zc 附近的 Taylor 展开式，令

z = zc + reiθ, r 为小量. 当取 z 在临界磁力线上时, θ 即为临界磁力线的方
向.
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静磁场 带中性电流片的势场

中性电流片的计算 II
2 由 { By

Bx
= − tan [arg f(z)] ,

By
Bx

= tan θ

可推断

− arg f(z) = θ + nπ. (1.11)

式中 tan θ 为临界磁力线的斜率, n 为整数.
3 以 tan θ 为斜率, 从该支点出发引磁力线, 使某端点脱离支点, 从而可解

(1.10), 继续进行常规积分. 更多相关内容见Hu et al. (1982); Low et al.
(1983); 胡友秋 (1985, 1984); 胡友秋 等 (1986).
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 I
1 双线偶极子势场

1
9
8
2
S
o
P
h
.
.
.
8
1
.
.
1
0
7
H

Bpx − iBpy =
D

(z − a0)2
+

D
(z + a0)2

=
2D(z2 + a20)
(z2 − a20)2

. (1.12)

其线偶极矩密度为 2πD/µ.
1 磁中性点

zN = ia0, yN = a0. (1.13)
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 II
2 ON 之间的磁通

AN =

∫ yN

0

Bx|x=0 dy =

∫ yN

0

∂ψ

∂y

∣∣∣∣
x=0

dy = ψ(0, yN)− ψ(0, 0),

而

w =

∫
f(z)dz = −ϕ+ iψ = − D

z− a0
− D

z + a0
,

ψ = Imw =
yD

(x− a0)2 + y2 +
yD

(x + a0)2 + y2 ,

ψ(0, y) = 2yD
a2
0 + y2 , ψ(0, 0) = ψ(0,∞) = 0.

因此

AN = ψ(0, yN) =
D
a0
. (1.14)
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 III
2 带中性电流片的势场

f(z) = Bx − iBy =
E(z2 − z21)1/2(z2 − z22)1/2

(z2 − a2)2 . (1.15)

3 如何确定参数 E, z1, z2 和 a
1 在 z = ±a 处, f(z) = D

(z∓a)2 , 由 (1.15),

f→ E(a2 − z21)1/2(a2 − z22)1/2
4a2(z∓ a)2 → D

(z∓ a)2 ,

那么

E =
4a2D

(a2 − z21)1/2(a2 − z22)1/2
. (1.16)
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 IV
2 取环路 C – y 轴 (−∞ < y < +∞) 和右侧无穷大半圆周构成∮

C
f(z)dz = 0,

∑
resf(z) = 0.

相关极点 z = a, 为二阶极点, 因此

resf(a) = d
dz

[
f(z)(z− a)2

]
z=a = 0,

即

d
dz

[
(z2 − z21)1/2(z2 − z22)1/2

(z + a)2
]

z=a
= 0,

而

z1z2 = −a2. (1.17)

z1 和 −z2 一定互为共轭复数, 或同为纯虚数.
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 V
3 在中性片下方的磁通为

AN = D/a0. (1.18)

4 垂直电流片 (a < a0)

1
9
8
2
S
o
P
h
.
.
.
8
1
.
.
1
0
7
H

z1 = ip, z2 = iq (p > q), (1.19)
pq = a2. (1.20)

由 (1.8),

E =
4a2D

(p2 + a2)1/2(q2 + a2)1/2 , (1.21)

Bx − iBy =
4a2D(z2 + p2)1/2(z2 + q2)1/2

(p2 + a2)1/2(q2 + a2)1/2(z2 − a2)2 . (1.22)
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实例 VI
由 (1.18),

D
a0

=
4a2D

(p2 + a2)1/2(q2 + a2)1/2∫ q

0

(p2 − y2) 1
2 (q2 − y2) 1

2 (a2 + y2)−2dy. (1.23)

计算 (迭代), 对给定 a < a0, 预猜 q (q < a0), 验证 (1.23) 是否满足, 调整
q, 直至 (1.23) 满足为止.

- 解析分析. 初始时 a = a0, q = p = a0, 尔后 a ↓⇒ q ↓, 因而 dE
da > 0.
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实例 VII
- 求支点处临界曲线的斜率. 令 z = iq + reiθ,

f(z) = Bx − iBy ≈
E
[
(iq + reiθ)2 + q2

]1/2 [p2 − q2
]1/2

(−q2 − a2)2 .

下一步求

arg f(z) = arg
{[

(iq + reiθ)2 + q2
]1/2}

= arg
{[

2iqreiθ + r2ei2θ]1/2}
= arg

{[
2iqreiθ]1/2}

≈ arg
{

ei(θ+π
2 )/2

}
=
θ

2
+
π

4
.

而 − arg f(z) = θ + nπ,

θ = −2

3

(π
4
+ nπ

)
= −π

6
(4n + 1).
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 VIII n = −1, θ = π/2,
n = −2, θ = 7

6π,
n = −3, θ = 11

6 π.

5 横向电流片 (a > a0)

1
9
8
2
S
o
P
h
.
.
.
8
1
.
.
1
0
7
H

z1 = aei(π/2−ϕ), z2 = aei(π/2+ϕ), (1.24)

满足 (1.17) 式, (1.15) 和 (1.16) 化为

E = 2D/ cosϕ, (1.25)

f(z) = Bx − iBy =
2D

cosϕ
(z2 + a2e2iϕ)1/2(z2 + a2e−2iϕ)1/2

(z2 − a2)2 . (1.26)

定理
过支点 z1 和 z2 的圆周 (半径为 a) 是临界磁力线.
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实例 IX
令 z = zc + reiδ = aeiθ + reiδ, r 为小量，δ 为临界磁力线方向，则

π/2− ϕ < θ < π/2 + ϕ.

由此推出 |θ − ϕ| < π/2 和 π/2 < |θ + ϕ| < 3π/2. 同时

z2 = a2e2iθ + 2ei(θ+δ)ar + r2e2iδ,

可得

arg f(z) ≈ arg
[(

e2iθ + e2iϕ)1/2 (e2iθ + e−2iϕ)1/2
(e2iθ − 1)

2

]
,

其中各因子

arg
[(

e2iθ − 1
)2]

= arg
{[

eiθ (eiθ − e−iθ)]2}
= arg

{[
ei(θ+π/2)

]2}
= 2θ + π,
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 X
arg

[(
e2iθ + e2iϕ)1/2] = arg

{
ei(θ+ϕ)

[
ei(θ−ϕ) + e−i(θ−ϕ)

]}1/2

= arg
[
2ei(θ+ϕ) cos(θ − ϕ)

]1/2
= (θ + ϕ)/2,

arg
[(

e2iθ + e−2iϕ)1/2] = arg
{

ei(θ−ϕ)
[
ei(θ+ϕ) + e−i(θ+ϕ)

]}1/2

= arg
[
2ei(θ−ϕ) cos(θ + ϕ)

]1/2
= (θ − ϕ+ π)/2.

那么

arg f(z) = (θ + ϕ)/2 + (θ − ϕ+ π)/2− 2θ − π = −θ − π/2,

由

− arg f(z) = δ + nπ
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 XI
可得

δ = −
(

n − 1

2

)
π + θ

表明 zc 是一阶极点，且临界磁力线方向与 OC 垂直，因此过 z1 和 z2 的圆
周为临界磁力线.
由 (1.26) 求出 Bx|x=0, 然后沿 y 轴积分 (从 0 到 a) 求磁通, 该磁通应等于
AN = D/a0.

1 =
2a0

cosϕ

∫ a

0

(y4 + a4 − 2a2y2 cos 2ϕ)1/2
(y2 + a2)2 dy (a > a0) (1.27)
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 XII
6 带中性电流片势场的磁自由能

1 磁自由能 (Hu et al., 1982)

定义
系统磁能与对应势场磁能之差.

对应势场指的是在边界上 Bn 与考察磁场相同, 在给定 Bn|S 的前提下, 势场能
量最低

W =

∫
V

B2

2µ0
dV,

δW = δ

∫
V

B2

2µ0
dV = 0.

δW = 0 是驻立值 (默认为极小值, 证明可由二阶变分给出). 边界约束为

Bn|S 给定, δ Bn|S = 0
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 XIII
内约束为

∇ · B = 0.

用 Lagrange 乘子法解约束

δ

∫ (
B2

2µ0
+ λ∇ · B

)
dV = 0,

λ 是位置的函数 λ = λ(r), 由

δ

(
B2

2µ0
+ λ∇ · B

)
=

(
B
µ0
−∇λ

)
· δB +∇ · (λδB),

得 ∫ (
B
µ0
−∇λ

)
· δBdV +

∮
S
λδBndS = 0.
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 XIV
而 ∮

S
λδBndS = 0,

由 δB 的任意性可知, B
µ0
−∇λ = 0. 即 B = µ0∇λ, 磁场为势场.

磁自由能

F =
1

2µ0

∫
V
(B2 − B2

p)dV, (Bn|S = Bpn|S). (1.28)

Bp 为对应的势场. 对二维磁场, 一般定义

Ws =
dF
dz . (1.29)

Ws =
1

2µ0

∫
S
(B2 − B2

p)dx dy. (1.30)

为了将 (1.30) 化简, 先做一个预推导

1

2µ0

∫
V

B2dV =
1

2µ0

∫
V

B · (∇× A)dV
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实例 XV
=

1

2µ0

∫
V
[∇ · (A× B) + (∇× B) · A] dV

=
1

2µ0

∮
S
(A× B) · dS +

1

2

∫
V

j · AdV

二维情况下, 上半空间平面

1

2µ0

∫
B2dx dy = − 1

2µ0

∫ ∞

−∞
(ψBx)y=0 dx +

1

2

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

0

jψdy
)

dx,

因此

Ws =
1

2

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

0

jψdy
)

dx− 1

2µ0

∫ ∞

−∞
[ψ(Bx − Bpx)]y=0 dx. (1.31)
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实例 XVI
2 中性电流片势场的磁能. 电流仅限于电流片中, 沿电流片 ψ = ψc = const..

Ws =
∑ 1

2
Icψc −

1

2µ0

∫ ∞

−∞
[ψ(Bx − Bpx)]y=0 dx, (1.32)

设法省去计算 Bp 之烦. 将 B 分解为两部分 B = Bc + B0, Bc 为电流片产生
的场 (Biot-Savart 定律), B0 为余下部分, 在上半平面为势场.

B = Bc + Bc′ + B0 − Bc′ ,

Bc′ 为像电流的场

Bc′x|y=0 = Bcx|y=0 ,

(Bc′y + Bcy)y=0
= 0.

令 Bp = B0 − Bc′ , 那么 B = Bc + Bc′ + Bp.
- Bp 为势场 (y > 0).
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实例 XVII
- Bpn|y=0 = Bn|y=0. Bp 即为所要对应的势场.

Bx|y=0 = 2Bcx|y=0 + Bpx|y=0 ,

(Bx − Bpx)y=0 = 2Bcx|y=0 .

于是 (1.32) 化为

Ws =
∑ 1

2
Icψc −

1

µ0

∫ ∞

−∞
(ψBcx)y=0 dx. (1.33)
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静磁场 带中性电流片的势场

实例 XVIII
3 磁自由能的计算. 由 (1.33) 出发, 已知 B, 计算 Jc (Ic 和 Bcx|y=0), 及 ψc 和

ψ|y=0, 最后计算 Ws. 在中性电流片上，由

j = 1

µ0
▽×B. (1.34)

可计算得到体电流密度 Jc.
再将 Jc 沿电流片积分求得 Ic,

Ic =
∫

Jcdl′. (1.35)

由 Biot-Savart 定律可求得 x 轴上的 Bcx,
(x, 0)

x

y

•
(x′, y′)

θ

Bcx(x, 0) =
µ0

2π

∫ Jcy′dl′
(x′ − x)2 + y′2 , (1.36)

对于 ψ|y=0，可通过 ψ =Imw(z) 来获得.
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实例 XIX
7 垂直电流片势场的磁自由能

J(y) = − 8Da2(p2 − y2)1/2(y2 − q2)1/2

µ0(p2 + a2)1/2(q2 + a2)1/2(y2 + a2) (q ≤ y ≤ p)

Ic = − 8D
µ0a(P2 + Q2 + 2)1/2

∫ P

Q

(P2 − Y2)1/2(Y2 − Q2)1/2

(1 + Y2)2
dY.

这里 P = p/a, Q = q/a, Y = y/a, X = x/a. 而

Bcx(a, 0) =−
PQ
4D

πa2(P2 + Q2 + 2)1/2

×
∫ P

Q

(P2 − Y2)1/2(Y2 − Q2)1/2

(1 + Y2)3
dY,

=− D
4a2

[
a2 − q2

a2 + q2

]2
.
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实例 XX
PQ = 1. 上述积分用到分部积分及如下不定积分公式∫ dx

x
√

ax2 + bx + c
=

1√
−c sin−1

(
bx + 2c

x
√

b2 − 4ac

)
, (c<0,b2−4ac>0),∫ dx

x2
√

ax2 + bx + c
=−

√
ax2 + bx + c

cx

− 1

2c

∫ dx
x
√

ax2 + bx + c
.

可得磁自由能

Ws =
D
2a0

Ic +
πD2

2a2µ0

[
a2 − q2

a2 + q2

]2
.
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实例 XXI
8 横向电流片势场的磁自由能

J(θ) = 2D
µ0a2 cosϕ

(sin2 ϕ− sin2 θ)1/2

cos2 θ .

θ 为考察点与 y 轴的夹角, |θ| ≤ ϕ.

Ic =
4D

µ0a cosϕ

∫ ϕ

0

(sin2 ϕ− sin2 θ)1/2

cos2 θ dθ,

Bcx(a, 0) = − D
4a2 tan2 ϕ,

Ws =
D
2a0

Ic −
πD2

µ0a2 tan2 ϕ.
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三维空间中的保角变换 I
保角变换又称为逆矢径变换 (梁昆淼, 1978). 应用见Low (1986).

1

r2
∂

∂r

(
r2 ∂Φ
∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Φ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2Φ

∂φ2
= 0. (1.37)

若 Φ(r, θ, φ) 为解, 则取某个半径为 R 的球, 作逆矢径变换 (Kelvin 变换)

r1 = R2/r. (1.38)

可证

Φ1(r1, θ, φ) = rΦ(r, θ, φ) = R2

r1
Φ

(
R2

r1
, θ, φ

)
(1.39)

为 (r1, θ, φ) 空间的调和函数. 即 Φ1 满足

1

r21
∂

∂r1

[
r21
∂Φ1

∂r1

]
+

1

r21 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Φ1

∂θ

)
+

1

r21 sin2 θ

∂2Φ1

∂φ2
= 0.

地球和空间科学学院 磁流体力学解析方法 2024 秋 41 / 144



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

静磁场 带中性电流片的势场

三维空间中的保角变换 II
对轴对称问题, 引入磁通量函数 A

B = ∇×
(

A
r sin θeφ

)
=

1

r sin θ∇A × eφ =
1

r sin θ

(
1

r
∂A
∂θ
,−∂A

∂r , 0
)
.

若 B 为势场, 则 ∇× B = 0.

∂2A
∂r2 +

sin θ
r2

∂

∂θ

(
1

sin θ
∂A
∂θ

)
= 0. (1.40)

同样可运用逆矢径变换

A1(r1, θ) =
1

r A(r, θ) = r1
R2

A
(

R2

r1
, θ

)
, (1.41)

可证 A1 满足方程

∂2A1

∂r21
+

sin θ
r21

∂

∂θ

(
1

sin θ
∂A1

∂θ

)
= 0.

即 A1 为逆矢径变换后的新坐标系下的磁通函数.
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静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解 I
按下式定义旋转椭球坐标系 (η, ξ, φ), x = a(1 + ξ2)1/2(1− η2)1/2 cosφ,

y = a(1 + ξ2)1/2(1− η2)1/2 sinφ,
z = aξη.

(1.42)

对应的三个坐标曲面方程为

x

z

η = 0

η = −1

η = +1

ξ = 0

ξ = ∞

x2+y2
a2(1+ξ2) +

z2
a2ξ2 = 1,

旋转椭球,
x2+y2

a2(1−η2) −
z2

a2η2 = 1,

旋转单叶双曲面,
y
x = tanφ.

(1.43)

(ξ, η) = (0, 0) 为焦点, 0 ≤ ξ <∞, −1 ≤ η ≤ 1, 0 ≤ φ < 2π. 由 (1.43) 可解出

ξ2 =
1

2

[(
1− r2

a2
)2

+
4r2
a2 cos2 θ

]1/2

− 1

2

(
1− r2

a2
)

(1.44)
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静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解 II

η2 =
1

2

[(
1− r2

a2
)2

+
4r2
a2 cos2 θ

]1/2

+
1

2

(
1− r2

a2
)

(1.45)

曲线坐标系 (u1, u2, u3) 中的 Lame 系数为

hi =

[(
∂x
∂ui

)2

+

(
∂y
∂ui

)2

+

(
∂z
∂ui

)2
]1/2

由 (1.42) 求得
hξ = a(ξ2+η2)1/2

(1+ξ2)1/2
,

hη = a(ξ2+η2)1/2
(1−η2)1/2 ,

hφ = a(1 + ξ2)1/2(1− η2)1/2.

(1.46)

地球和空间科学学院 磁流体力学解析方法 2024 秋 44 / 144



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解 III
Lapace 方程则为

∂

∂ξ

[
(1 + ξ2)

∂Φ

∂ξ

]
+

∂

∂η

[
(1− η2)

∂Φ

∂η

]
+

ξ2 + η2

(1 + ξ2)(1− η2)

∂2Φ

∂φ2
= 0.

其中 ξ2+η2

(1+ξ2)(1−η2) =
1

1−η2 − 1
1+ξ2 . 轴对称的情况下, ∂

∂φ = 0,

∂

∂ξ

[
(1 + ξ2)

∂Φ

∂ξ

]
+

∂

∂η

[
(1− η2)

∂Φ

∂η

]
= 0. (1.47)

磁通函数 A 有

B = ∇×
(

A
hφ

eφ
)

= ∇A × 1

hφ
eφ,

由 ∇× B = 0,

∂

∂ξ

(
hη

hξhφ
∂A
∂ξ

)
+

∂

∂η

(
hξ

hηhφ
∂A
∂η

)
= 0,
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静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解 IV
得

(1 + ξ2)
∂2A
∂ξ2

+ (1− η2)
∂2A
∂η2

= 0. (1.48)

式 (1.47) 和 (1.48) 的分离变量解为

Φn =Pn(η)Qn(iξ), (1.49)
An =(1 + ξ2)1/2(1− η2)1/2P′

n(η)Q′
n(iξ). (1.50)

其中 Pn 和 Qn 分别为第 1 和第 2 类 n 阶 Legendre 多项式；P′
n(η) 和 Q′

n(iξ) 定
义为,{

P′
n(η) = (1− η2)1/2 d

dηPn(η),

Q′
n(iξ) = (1 + ξ2)1/2 d

dξQn(iξ),
(1.51)

为 n 阶 1 次伴随 Legendre 多项式. Qn(η) 在 η = ±1(极轴) 处奇异, 故舍去. 而
Pn(iξ) 在 ξ = ±∞ 处奇异, 也舍去. 同理舍去 Q′

n(η) 和 P′
n(iξ).
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静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解 V
Legendre 多项式的一些性质如下

d
dη

[
(1− η2)

dPn(η)

dη

]
+ n(n + 1)Pn(η) = 0,

d
dξ

[
(1 + ξ2)

dQn(iξ)
dξ

]
− n(n + 1)Qn(iξ) = 0,

(1− η2)
d2

dη2
[
(1− η2)1/2P′

n(η)
]
+ n(n + 1)(1− η2)1/2P′

n(η) = 0,

(1 + ξ2)
d2

dξ2
[
(1 + ξ2)1/2Q′

n(iξ)
]
− n(n + 1)(1 + ξ2)1/2Q′

n(iξ) = 0,

而

P0(η) = 1, P1(η) = η, P2(η) =
1

2
(3η2 − 1), · · · ,

P′
1(η) = (1− η2)1/2, P′

2(η) = 3η(1− η2)1/2,
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静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解 VI
P′
3(η) =

3

2
(1− η2)1/2(5η2 − 1), · · · .

和

Qn(iξ) =
in−1

2n−1n!
dn

dξn

[
(1 + ξ2)n tan−1 1

ξ

]
+ iPn(iξ) tan−1 1

ξ
,

Q1(iξ) = ξ tan−1 1

ξ
− 1,

Q2(iξ) =
i
2

[
(1 + 3ξ2) tan−1 1

ξ
− 3ξ

]
,

Q3(iξ) = −1

2
(5ξ2 + 3)ξ tan−1 1

ξ
− 1

6
(15ξ2 + 4),

· · · .

及

(1 + ξ2)1/2Q′
1(iξ) = (1 + ξ2) tan−1 1

ξ
− ξ,
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静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解 VII
(1 + ξ2)1/2Q′

2(iξ) = i
[
3ξ(1 + ξ2) tan−1 −2− 3ξ2

]
,

(1 + ξ2)1/2Q′
3(iξ) =

1

2

[
−3(1 + 5ξ2)(1 + ξ2) tan−1 1

ξ
+

15

2
ξ3 +

13

2
ξ

]
,

· · ·

A = ξ, η 也是势场解, 未计入 (1.50) 中, 则有

A = ξ, Bξ = 0, Bη = − 1

a2(ξ2 + η2)1/2(1− η2)1/2
,

A = η, Bη = 0, Bξ =
1

a2(ξ2 + η2)1/2(1 + ξ2)1/2
.
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静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解的奇异性 I
1 坐标系本身的奇异性

1 圆盘内部, x2 + y2 < a2

η1 = −η2, ξ1 = ξ2,
eξ1 = −eξ2 , eη1 = −eη2

↑ eξ1

eη1 eη1

→ ←
→ ←

eη2 eη2

↓ eξ2

2 圆盘边缘

z = 0, x2 + y2 = a2, ξ = η = 0,

hη, hξ ∝ (ξ2 + η2)1/2 → 0, hφ → a,
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静磁场 带中性电流片的势场

旋转椭球坐标系和势场解的奇异性 II
2 势场解的奇异性. 磁场的形式推导可得：{

Bη = − P′
n(η)

a2(ξ2+η2)1/2
d
dξ

[
(1 + ξ2)1/2Q′

n(iξ)
]
,

Bξ = Q′
n(iξ)

a2(ξ2+η2)1/2
d

dη
[
(1− η2)1/2P′

n(η)
]
.

(1.52)

对于圆盘边缘处, 即 ξ, η → 0 时, 结合 Legendre 多项式的性质, 可知 Bη 和
Bξ 的分子项不为 0, 因此在圆盘边缘附近有 B → ∞.
对于圆盘面处，圆盘上下两侧 η 反号，由 (1.52), 可得

- n 为奇数时, P′
n(η) 连续, Bη 连续, Bξ 跳变. Bηeη 跳变, Bξeξ 连续, 对应于

电流片奇异性.
- n 为偶数时, P′

n(η) 跳变, Bη 跳变, Bξ 连续. Bηeη 连续, Bξeξ 跳变, 对应于
磁荷片奇异性.
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 I
1 球坐标系下的势场解 (磁通函数). 满足 (1.40) 在无穷远正则的解

Wk =
sin θ
krk P′

k(cos θ) = sin2 θ

krk

[
dPk(µ)

dµ

]
µ=cos θ

. (1.53)

2 椭球坐标系下带电流片奇异性的势场解. 由 (1.50) 出发, 取 n 为奇数的 An.
3 再将 An 进行反演变换. r → r1 = a2/r

ξ2 → u2 = 1
2

[(
1− a2

r21

)2

+ 4a2
r21

cos2 θ
]1/2

− 1
2

(
1− a2

r21

)
,

η2 → v2 = 1
2

[(
1− a2

r21

)2

+ 4a2
r21

cos2 θ
]1/2

+ 1
2

(
1− a2

r21

)
.

(1.54)

新坐标系中的磁通函数 Sn 的形式为

Sn = r1(1 + u2)1/2(1− v2)1/2Q′
n(iu)P′

n(v). (1.55)
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 II
坐标的奇异性位于

z1 = 0, x21 + y21 ≥ a2,
u|1 = u|2, v|1 = −v|2,

坐标变换

•

u = 0

u = ∞

v = 0

v = −1

v = +1


x1 = a(1+u2)1/2(1−v2)1/2

u2−v2+1 cosφ,
y1 = a(1+u2)1/2(1−v2)1/2

u2−v2+1 sinφ,
z1 = auv

u2−v2+1 ,

r1 = (x21 + y21 + z21)1/2 = a√
u2−v2+1

.

(1.56)

Lame 系数
hu = a(u2+v2)1/2

(u2−v2+1)(1+u2)1/2
,

hv =
a(u2+v2)1/2

(u2−v2+1)(1−v2)1/2 ,

hφ = a(1+u2)1/2(1−v2)1/2
(u2−v2+1) = r1 sin θ.

(1.57)
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 III

图 1.4: (1.55) 式的球反演.
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 IV
4 对 Sn 进行修正. 简化起见, 以下推导中，新坐标系中的 r1 仍写为 r.

1 在赤道电流片上 (θ = π/2, r > a (u = 0, v2 = 1− a2/r2), Bθ|u=0 ̸= 0, 出现法
向分量, 须设法消除.

Bu| u=0,

v=±(1−a2/r2)1/2
=

[
1

hvhφ

∂Sn
∂v

]
u=0,

v=±(1−a2/r2)1/2

.

而

1

hvhφ
=

a2

r4|v| ,

∂r
∂v =

r3v
a2
,

d
dv

[
(1− v2)1/2P′

n(v)
]
= −n(n + 1)Pn(v),

故

Bu| u=0,

v=±(1−a2/r2)1/2
=

v
|v|

a2

r3
(

dQn(iu)
du

)
u=0
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 V[
dPn(v)

dv − n(n + 1)

v Pn(v)
]

v=±(1−a2/r2)1/2
. (1.58)

中括弧的项为 v2 的 n−1
2
次多项式, 即 1

r2 的
n−1
2
次多项式. 考察球坐标下的

势场解 (1.53), 由它求得

Bθk = − 1

r sin θ
∂Wk
∂r =

(1− u2)1/2

rk+2

dPk(µ)

dµ ,

Brk =
1

r2 sin θ
∂Wk
∂θ

=
k + 1

rk+2
Pk(µ).

µ = cos θ, k 为奇数, 在赤道上, Pk 为零, 即 Br = 0, 而

Bθk =
1

rk+2

[
dPk(µ)

dµ

]
µ=0

=
1

r3
[

dPk(µ)

dµ

]
µ=0

(
1

r2
) k−1

2

.

k = 1, 3, 5, · · · , n, 其系数正好与 (1.58) 相应 1
r2 的幂次之系数对应, 取

Tn =

n∑
k=1,k 为奇数

αn
kWk, (1.59)
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 VI
在电流片上, 需要 Tn 的法向分量正好与 Sn 的法向场大小相等, 符号相反, 则

Sn + Tn n 为奇数 (1.60)

在电流片上法向场为零, 系数 αn
k 由下式决定

n∑
k=1

αn
k

[
dPk(µ)

dµ

]
µ=0

(
1

r2
) k−1

2

= a2

[
dQn(iu)

du

]
u=0

[
dPn(v)

dv − n(n + 1)

v Pn(v)
]
. (1.61)

例 n = 1,[
dP1(µ)

dµ

]
µ=0

= 1,[
dQ1(iu)

du

]
u=0

=

[
tan−1 1

u −
u

1 + u2

]
u=0

= π/2,[
dP1(v)

dv − 2P1(v)
v

]
v=±
√

1−a2/r2
= −1,
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 VII
α1
1 = −πa2

2
,

T1 = −πa2(1− µ2)

2r = −πa2 sin2 θ

2r ,

S1 = r(1 + u2)1/2(1− v2)1/2P′
1(v)Q′

1(iu)

= r(1− v2)
[
(1 + u2) tan−1 1

u − u
]
,

最后

S1 + T1 =r(1− v2)
[
(1 + u2) tan−1 1

u − u
]

− πa2 sin2 θ

2r . (1.62)
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 VIII
2 电流片内沿奇异性.

Bv = −
1

huhφ

∂Sn
∂u ,

∂Sn
∂u = (1− v2)dPn(v)

dv

{
∂r
∂u (1 + u2)

dQn(iu)
du

+r d
du

[
(1 + u2)

dQn(iu)
u

]}
,

∂r
∂u = − au

(u2 − v2 + 1)3/2
,

d
du

[
(1 + u2)

dQn(iu)
u

]
= n(n + 1)Qn(iu),

1

huhφ

∣∣∣∣
u=0

=
a

r3|v| (v = ±
√

1− a2/r2),

因此

Bv|u=0,v=±
√

1−a2/r2 = − a
r4|v|n(n + 1)

dPn(v)
dv [Qn(iu)]u=0 .
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 IX
可见，在赤道电流片内沿处, Bv ∝ 1

v
∣∣
v=0
→∞, 存在奇异性. (Bu 不存在奇异

性) Bv 跨过电流片连续, 但 ev 反向,

Br|u=0 = ∓ a
r4|v|n(n + 1)

dPn(v)
dv Qn(iu)|u=0 . (1.63)

∓ 表示 θ = π/2∓ 0. 为消除上述奇异性, 考虑如下势场

Ap = η,

改成

U = |η| =
{
η, θ < π/2− 0,
−η, θ > π/2 + 0.

与 U 对应的场在 η = 0 处的奇异性

Bξ = − 1

hηhφ

∂U
∂η

= ∓ 1

hηhφ

=
1

a(ξ2 + η2)1/2(1 + ξ2)1/2
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 X
1

ξ
=

a√
r2 − a2

,

1

|v| =
r√

r2 − a2
.

那么

Bξ = Br = ∓−
1

a2ξ
(θ = π/2∓ 0).

作 βnU, 使

βn/a2 = −
[ a

r4
]

r=a
n(n + 1)

[
dPn(v)

dv

]
v=0

Qn(iu)|u=0

或

βn =
n(n + 1)

a

[
dPn(v)

dv

]
v=0

Qn(iu)|u=0 , (1.64)
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 XI
则

Zn = Sn + Tn + βnU. (1.65)

在 r = a, θ = π/2 处不存在奇异性, 且该点处 B = 0. 对 n = 1, n(n + 1) = 2,
β1 = 2a,

Z1 =r(1− v2)
[
(1 + u2) tan−1 1

a − u
]

− πa2 sin2 θ

2r + 2aU. (1.66)

对 n = 3, 可导出

Z3 =
3

4
r(1− v2)(5v2 − 1)[
− 3(1 + u2)(5u2 + 1) tan−1 1

u
+ 15u3 + 13u

]
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静磁场 带中性电流片的势场

带赤道中性电流片的势场解 XII
+

45πa4 sin2 θ(5 cos3 θ − 1)

8r3 +
9πa2 sin2 θ

2r + 12aU. (1.67)

图 1.5: Z3 和 3a2Z1 + 4Z3 (a = 4.0).
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静磁场 非线性无力场

一维非线性无力场 I
1 可忽略坐标 (ignorable coordinate) – 全部 Lame 系数与之无关的坐标. 一维
问题限于至少具有两个可忽略坐标的坐标系. 直角坐标 (3 个), 圆柱坐标
(2 个).

2 直角坐标系下的一维无力场. 设与 x 有关

∇ · B = 0, Bx = const..

非平凡解 Bx = 0 (∂Bz
∂y − ∂By

∂z = αBx = 0, 而 α ̸= 0).

dBy
dx = αBz,

dBz
dx = −αBy,

或

By
dBy
dx + Bz

dBz
dx = 0.
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静磁场 非线性无力场

一维非线性无力场 II
得

B2 = B2
0 = const.. (1.68)

考虑到

sin2 Φ(x) + cos2 Φ(x) = 1,

cosh2 Φ(x)− sinh2 Φ(x) = 1,

有

B = B0(t) (0, sinΦ(x), cosΦ(x)) , (1.69)

α =
dΦ
dx , (1.70)

或者

B = B0(t) (0, tanhΨ(x), 1/ coshΨ(x)) , (1.71)
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静磁场 非线性无力场

一维非线性无力场 III
α =

1

coshΨ

dΨ
dx . (1.72)

这里 tanΦ = sinhΨ.
3 圆柱坐标系 (r, θ, z) (hr = 1, hθ = r, hz = 1) 下的一维无力场 (Lüst et al.,

1954).

B = B(r),
∇ · B = 0,

rBr = const.,
1

r

(
∂Bz
∂θ

− r∂Bθ
∂z

)
= αBr = 0.

非平凡解 Br = 0,

d
dr

(
B2
θ + B2

z
2

)
+

B2
θ

r = 0.
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静磁场 非线性无力场

一维非线性无力场 IV
令 F(r) = (B2

θ + B2
z )/2, 则

B2
θ = −rdF

dr , (1.73)

B2
z = 2F + rdF

dr . (1.74)

α =
1

rBz

d(rBθ)
dr = −

3 dF
dr + r d2 F

dr2[
−4r dF

dr
(
2F + r dF

dr
)]1/2 . (1.75)

对 F 的要求
总压力为正, F(r) > 0,
B2
θ > 0, dF

dr < 0,

B2
z > 0, d(r2F)

dr > 0.

(1.76)

地球和空间科学学院 磁流体力学解析方法 2024 秋 67 / 144



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

静磁场 非线性无力场

一维非线性无力场 V
例 1 F(r) = a2+R2

a2+r2 ,
Bθ =

√
2(a2+R2)

a2+r2 r,
Bz =

√
2(a2+R2)

a2+r2 a,
α = 2a

a2+r2 .

2 F(r) = 1
2
a2 + 1

4
e−2r2 (a2 > 1

2e2 ).
3 F(r) = 1

2(2ν−1)(1+r2)2ν−1 ( 1
2
≤ ν ≤ 1).

4 F(r) = 1
2
+ σe−r(1 + r).

5 F(r) = 1
2
+ re−r.

6 F(r) = r20 − 1
2
r2 (Low, 1993a).

7 F(r) = 1
2
[J20(αr) + J21(αr)] (线性无力场) (Hood et al., 1980; Cargill et al.,

1986).
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静磁场 非线性无力场

二维非线性无力场 I
限于至少具有一个可忽略坐标的坐标系 (x1, x2, x3), 设 x3 为可忽略坐标,
B = B(x1, x2), 令

B = ∇A × 1

h3
e3 + G 1

h3
e3, (1.77)

那么

∇× B = −h2
3∇ ·

(
1

h2
3

∇A
)

1

h3
e3 +∇G × 1

h3
e3.

定义

L = h2
3∇ ·

(
1

h2
3

∇
)

=
h3

h1h2

[
∂

∂x1

(
h2

h1h3

∂

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
h1

h2h3

∂

∂x2

)]
, (1.78)
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静磁场 非线性无力场

二维非线性无力场 II
则

(∇× B)× B = −∇A∇ ·
(

1

h2
3

∇A
)
− 1

h2
3

G∇G +
1

h2
3

∇G ×∇A = 0.

用 e3 点乘上式, 有 ∇A ×∇G = 0, 即 ∂(A,G)
∂(x1,x2) = 0, 或

G = G(A) (1.79)

代回原式,

LA + GdG
dA = 0, (1.80)

即 Grad–Shafranov 方程.2
直角坐标 – L = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 .

圆柱坐标 – L = ∂2

∂z2 + r ∂∂r
(
1
r
∂
∂r
)
或 L = 1

r
∂
∂r

(
r ∂∂r

)
+ 1

r2
∂2

∂θ2 .
球坐标 – L = ∂2

∂r2 + sin θ
r2

∂
∂θ

(
1

sin θ
∂
∂θ

)
.

2例 G = c1 + c2A, 方程简化为 Helmholtz 方程; 或 G = λ
√

A.
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 I
引入正交曲线坐标 (x1, x2, x3), 其中 x1 为磁面坐标

α = α(x1), (1.81)
B = (0,B2,B3). (1.82)

设 Lame 系数为 (h1, h2, h3),

∇ · B = 0,

∂

∂x2
(h3h1B2) +

∂

∂x3
(h1h2B3) = 0. (1.83)

∇× B = αB,
∂

∂x2
(h3B3)−

∂

∂x3
(h2B2) = 0, (1.84)

− 1

h1h3

∂

∂x1
(h3B3) = αB2, (1.85)

1

h1h2

∂

∂x1
(h2B2) = αB3. (1.86)
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 II
式 (1.83) 和 (1.84) 是关于 x2 和 x3 的偏微分方程, (1.85) 和 (1.86) 是关于 x1
的偏微分方程. 为方便求解, 作如下代换

H2 =
h1h3

h2
, H3 =

h1h2

h3
, (1.87)

β2 = h2B2, β3 = h3B3, (1.88)

方程化为

∂

∂x2
(H2β2) +

∂

∂x3
(H3β3) = 0, (1.89)

∂β3
∂x2

− ∂β2
∂x3

= 0, (1.90)

− 1

H2α

∂β3
∂x1

= β2, (1.91)

1

H3α

∂β2
∂x1

= β3. (1.92)
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 III
讨论特例 (Ko et al., 1996){

h1 = h1(x1),
∂
∂x1

(
h2

h3

)
= 0.

(1.93)

满足 (1.93) 的坐标系只可能是直角坐标系和球坐标系, 方程 (1.89)–(1.92) 化为

∂

∂x2

(
h3

h2
β2

)
+

∂

∂x3

(
h2

h3
β3

)
= 0, (1.94)

∂β3
∂x2

− ∂β2
∂x3

= 0, (1.95)

− 1

h1α

∂β3
∂x1

=
h3β2
h2

, (1.96)

1

h1α

∂β2
∂x1

=
h2β3
h3

. (1.97)
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 IV
令

h1α =
dA
dx1

(A = A(x1)), (1.98)

将 (1.96) 和 (1.97) 求解

β2 = b1(x2, x3) cos A + b2(x2, x3) sin A, (1.99)

β3 =
h3

h2
[b2(x2, x3) cos A − b1(x2, x3) sin A] . (1.100)

将其代入 (1.94) 和 (1.95),

cos A ∂

∂x2

(
h3

h2
b1

)
+ sin A ∂

∂x2

(
h3

h2
b2

)
+ cos A∂b2

∂x3
− sin A∂b1

∂x3
= 0,

cos A ∂

∂x2

(
h3

h2
b2

)
− sin A ∂

∂x2

(
h3

h2
b1

)
− cos A∂b1

∂x3
− sin A∂b2

∂x3
= 0,
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 V
即

∂

∂x2

(
h3

h2
b1

)
+
∂b2

∂x3
= 0, (1.101)

∂

∂x2

(
h3

h2
b2

)
− ∂b1

∂x3
= 0. (1.102)

引入函数 F(x1, x2),

b2 =
h2

h3

∂F
∂x3

, b1 =
∂F
∂x2

, (1.103)

则

∂

∂x2

(
h3

h2

∂F
∂x2

)
+

∂

∂x3

(
h2

h3

∂F
∂x3

)
= 0. (1.104)
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 VI
1 球坐标

x1 = r, x2 = θ, x3 = φ,

h1 = 1, h2 = r, h3 = r sin θ,
h2/h3 = 1/ sin θ.

(1.104) 式化为

sin θ ∂
∂θ

(
sin θ∂F

∂θ

)
+
∂2F
∂φ2

= 0. (1.105)

令

η = − ln
(

tan θ
2

)
, (1.106)
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 VII
那么 sin θ ∂∂θ = − ∂

∂η , (1.105) 化为

∂2F
∂η2

+
∂2F
∂φ2

= 0. (1.107)

解

F = −a0η +
∞∑

n=1

(a1n cos nφ+ a2n sin nφ)
(
a3n cotn θ

2 + a4n tann θ
2

)
= −a0η +

∞∑
n=1

[a1n cos nφ+ a2n sin nφ]
(
a3nenη + a4ne−nη) ,

和

b1 =
∂F
∂θ

=
1

sin θ
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 VIII[
a0 +

∞∑
n=1

n (a1n cos nφ+ a2n sin nφ)
(
−a3n cotn θ

2 + a4n tann θ
2

)]
,

b2 =
1

sin θ
∂F
∂φ

=
1

sin θ
∞∑

n=1

n (−a1n sin nφ+ a2n cos nφ)
(

a3n cotn θ

2
+ a4n tann θ

2

)
,

而

Bθ=
1

r sin θ

{[
a0+

∑∞
n=1 n(a1n cos nφ+a2n sin nφ)(−a3n cotn θ

2+a4n tann θ
2 )

]
cos A+[

∑∞
n=1 n(−a1n sin nφ+a2n cos nφ)(a3n cotn θ

2+a4n tann θ
2 )]

sin A

}
, (1.108)

地球和空间科学学院 磁流体力学解析方法 2024 秋 78 / 144



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

静磁场 非线性无力场

三维无力场 IX
Bφ= 1

r sin θ

{
[
∑∞

n=1 n(−a1n sin nφ+a2n cos nφ)(a3n cotn θ
2+a4n tann θ

2 )]

cos A−[a0+
∑∞

n=1 n(a1n cos nφ+a2n sin nφ)(−a3n cotn θ
2+a4n tann θ

2 )]

sin A

}
. (1.109)

2 直角坐标

x1 = x, x2 = y, x3 = z, h1 = h2 = h3 = 1.

那么

∂2F
∂y2 +

∂2F
∂z2 = 0. (1.110)

By =
∂F
∂y cos A(x) + ∂F

∂z sin A(x), (1.111)
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静磁场 非线性无力场

三维无力场 X
Bz =

∂F
∂z cos A(x)− ∂F

∂y sin A(x), (1.112)

α =
dA
dx . (1.113)

F 可由复变数或 By, Bz 复变数法直接决定 (Low, 1988).
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静磁场 作业

第一次作业 I
作业要求：下次上课 (11 月 22 日) 前，将作业电子版发送到助教邮箱
(wangyubao@mail.ustc.edu.cn).

1 求位于底部 (y = 0) x = −b, −a, a, b (a < b) 处, 线磁荷密度为 −2πλ,
2πλ, −2πλ, 2πλ 的四根无限长平行线磁荷的磁场表达式 Bx − iBy = f(z),
以及相应的磁势函数和磁通量函数.

2 对磁场

Bx − iBy =
2λ(b − a)(z − z1)1/2(z − z∗1)1/2(z − z2)1/2(z − z∗2)1/2[

1− 4ab sin2 φ/(a + b)2
]1/2

(z2 − a2)(z2 − b2)

式中

z1 = yNeiθ1 , z2 = yNeiθ2 ,
θ1 = π/2− φ, θ2 = π/2 + φ, y2N = ab

求磁中性点 z1 处所有临界磁力线的斜率.
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静磁场 作业

第一次作业 II
3 取 F(r) = re−r2 , 求圆柱坐标系 (r, θ, z) 中一维无力场的磁场和无力因子表
达式.

4 在圆柱坐标系 (r, θ, z) 下, 满足 ∂/∂z = 0. 设如下局地无力场解

A =
λ2r20
8

(
1− r2

r20

)
, Bz = λA1/2, (r ≤ r0)

A =Ap(r, θ), Bz = 0, (r > r0),

其中在 (r ≤ r0) 的区域为无力场，在 (r > r0) 的区域为势场，在边界 r = r0
上满足 A 和 B 连续的条件. 试给出势场磁通量函数 Ap 满足的方程和边界
条件, 并给出 Ap 的表达式.
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磁静平衡态 磁静平衡方程

基本方程
静平衡态的磁流体力学方程组为

−∇p +
1

µ
(∇× B)× B − ρ∇ψ = 0, (2.1)

∇ · B = 0, (2.2)
p = ρRT, (2.3)
∇ · (K · ∇T) = −L + R. (2.4)

K 为热传导张量, L 为加热率, R 为辐射损失.
1 电阻问题

∂B
∂t = η∇2B +∇× (v × B).

η ̸= 0 时, 磁静平衡态很难达到. 当 η 很小时, 若满足
∣∣∂B
∂t
∣∣ ≪ 1, 准静态演

化.
2 ∇ · B 体现了对 B 的约束.
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磁静平衡态 磁静平衡方程

简化 I
1 力平衡方程之简化3

1 略去重力, ∇ψ = 0 (实验室等离子体).
2 冷等离子体近似, ∇p = 0 (日珥平衡/重力和磁力平衡).
3 强磁场 (太阳活动区), β = 2µp/B2 ≪ 1, (∇× B)× B = 0.

2 能量方程之简化
1 过程方程近似

p = p(ρ).

- 给定温度

p = RTρ. (2.5)

特例为 T = const. (等温磁静平衡态).
- 多方过程

p = cργ . (2.6)

1 < γ ≤ 5/3.
2 给定 L(ρ,T) 和 R(ρ,T) (经验关系).
3 从对 B 的附加约束或部分给定, 回避能量方程, 仅对其进行 “事后分析”.

3本章不作此简化.
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磁静平衡态 磁静平衡方程

对磁场的要求 I
引入 Euler 位 u 和 v,

B = ∇u ×∇v, (2.7)

u 和 v 沿磁力线为常数. 取 u, v 和 ψ 为坐标,

∇p =
∂p
∂u∇u +

∂p
∂v∇v + ∂p

∂ψ
∇ψ,

代入 (2.1), 并利用

(∇× B)× B = [∇× (∇u ×∇v)]× (∇u ×∇v)
= {[∇× (∇u ×∇v)] · ∇v}∇u − {[∇× (∇u ×∇v)] · ∇u}∇v

有

− ∂p
∂u∇u − ∂p

∂v∇v − ∂p
∂ψ

∇ψ
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磁静平衡态 磁静平衡方程

对磁场的要求 II
+

1

µ
{[∇× (∇u ×∇v)] · ∇v}∇u − 1

µ
{[∇× (∇u ×∇v)] · ∇u}∇v

− ρ∇ψ = 0.

由 u, v 和 ψ 彼此独立, 得

µ
∂p
∂u = ∇v · [∇× (∇u ×∇v)] , (2.8)

µ
∂p
∂v = −∇u · [∇× (∇u ×∇v)] , (2.9)
∂p
∂ψ

= −ρ, (2.10)

而 ∂2p
∂u∂v = ∂2p

∂v∂u , 即

∂

∂u {∇u · [∇× (∇u ×∇v)]}+ ∂

∂v {∇v · [∇× (∇u ×∇v)]} = 0. (2.11)
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磁静平衡态 磁静平衡方程

对磁场的要求 III
对无力场

∇u · [∇× (∇u ×∇v)] = ∇v · [∇× (∇u ×∇v)] = 0,

条件 (2.11) 自动满足.
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磁静平衡态 磁静平衡方程

一维磁静平衡 I
直角坐标, 圆柱坐标.

1 直角坐标 (z)

∂Bz
∂z = 0, Bz = const..

均匀重力.
1 重力沿 z 方向, g = g0ez.

Bz
∂By
∂z = 0,

Bz
∂Bx
∂z = 0,

- Bz ̸= 0, Bx,By = const.. 均匀场 + 静压力平衡.
- Bz = 0, Bx = Bx(z), By = By(z).

d
dz

(
p +

B2

2µ

)
= −ρg0.
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磁静平衡态 磁静平衡方程

一维磁静平衡 II
2 重力沿 y 方向, g = g0ey. 此时 Bz = const. (Bz ̸= 0). 由 Bz

∂Bx
∂z = 0,

Bx = const.,

Bz
dBy
dz = µρg0, (2.12)

d
dz

(
p +

B2

2µ

)
= 0. (2.13)

等温情况 (T = T0) 下 (Kippenhahn et al., 1957),

Bz = B0,

By = 2αHB0 tanh(αz),

p =
2α2H2

µ
B2

0sech2(αz),

ρ =
p

RT0
=

2α2H2

µRT0
B2

0sech2(αz),

H = RT0/g0.
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磁静平衡态 磁静平衡方程

一维磁静平衡 III
2 圆柱坐标 (r)

d
dr (rBr) = 0, rBr = const.. (2.14)

重力沿 r 方向, g = g(r)er.

Br
dBz
dr = 0,

Br
d
dr (rBφ) = 0.

1 Br ̸= 0, Bz = const., rBφ = const., 势场解.
2 Br = 0,

Bz = Bz(r), Bφ = Bφ(r), (2.15)
d
dr

(
p +

B2
z + B2

φ

2µ

)
+

B2
φ

µr = −ρg. (2.16)
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磁静平衡态 磁静平衡方程

二维磁静平衡 I
1 二维磁静平衡方程. 引入正交曲线坐标系, 单位基矢量为 e1, e2 和 e3. x3
为可忽略坐标, 以致有

∇ · (h3e3) = ∇× (e3/h3) = 0.

引入 F 和 G

F = F(x1, x2), G = G(x1, x2), (2.17)

使

B = ∇F × (e3/h3) + G(e3/h3).

从而

∇× B = ∇G × (e3/h3)−∇ · (∇F/h2
3)(h3e3).
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磁静平衡态 磁静平衡方程

二维磁静平衡 II
代入 (2.1),

− µ∇p −∇F∇ ·
(

1

h2
3

∇F
)
+

1

h2
3

∇G ×∇F

− G∇G
h2
3

− µρ∇ψ = 0. (2.18)

x3 方向的方程则为

∇G ×∇F = 0, 即 G = G(F), (2.19)

一般 ∂(F,ψ)
∂(x1,x2) ̸= 0, 以致可用 (F, ψ) 取代 (x1, x2) 作为自变量, 那么

∇p =

(
∂p
∂F

)
ψ

∇F +

(
∂p
∂ψ

)
F
∇ψ,
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磁静平衡态 磁静平衡方程

二维磁静平衡 III
代入 (2.18), 并利用 − G

h2
3

(
∂G
∂ψ

)
F
∇ψ = 0,

−

[
µ

(
∂p
∂F

)
ψ

+∇ ·
(

1

h2
3

∇F
)
+

G
h2
3

dG
dF

]
∇F

− µ

[(
∂p
∂ψ

)
F
+ ρ

]
∇ψ +

1

h2
3

∇G ×∇F = 0.

可得

h2
3∇ ·

(
1

h2
3

∇F
)
+ GdG

dF + µh2
3

(
∂p
∂F

)
ψ

= 0. (2.20)(
∂p
∂ψ

)
F
+ ρ = 0. (2.21)

取 Euler 位

u = F(x1, x2), v = x3 + w(x1, x2), (2.22)
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磁静平衡态 磁静平衡方程

二维磁静平衡 IV
那么 B = ∇F × e3/h3 +∇F ×∇w. 与 (2.17) 比较,

G =
h3

h1h2

∂(F,w)
∂(x1, x2) . (2.23)

按 (2.22), ∇u 和 ∇v 与 x3 无关. 可证 u 和 v 满足 (2.11).
(2.20) 通常称为 Grad–Shafranov 方程, 简称 G–S 方程. 涉及到两个待定函
数 G = G(F) (可任意给定) 和 p = p(ψ,F)(满足 (2.21)).

2 G–S 方程定解问题的适定性 (存在/唯一/稳定). 方程 (2.20) 可写成如下形
式

∇2F + S(x1, x2,F,∇F) = 0, (2.24)

式中

S = − 2

h3
∇h3 · ∇F + GdG

dF + µh2
3

(
∂p
∂F

)
ψ

. (2.25)
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磁静平衡态 磁静平衡方程

二维磁静平衡 V
在边界上给定第一类边值问题 (Dirichlet 问题), 其解存在的充分条件是
(Courant et al., 1962, Vol. II, Chapter 4)

∂S
∂F ≤ 0. (2.26)

如果 ∂S
∂F > 0, 有四种可能 (Birn et al., 1978; Low, 1982a)

▶ 无解
▶ 有唯一解
▶ 有两个解
▶ 有无穷多解
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

压强项的处理 I
考虑无剪切情况, G = 0,

h2
3∇ ·

(
1

h2
3

∇F
)
+ µh2

3

(
∂p
∂F

)
ψ

= 0. (2.27)

1 多方过程近似

p =

(
γ − 1

γ

)γ
[p1(F)]1−γ ργ , (2.28)

γ 是多方指数, 将 (2.28) 代入 (2.21), 积分得

p = p1(F) [C(F)− ψ]
γ/(γ−1)

, (2.29)

C(F) 是 “积分常数”.
2 给定温度分布, T = T(F, ψ). 再由状态方程得到 ρ, 代入 (2.21), 积分可得

p = p0(F) exp
[
−
∫ ψ

ψ0

dψ
RT(F, ψ)

]
. (2.30)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 I
均匀重力情况, 设平衡态与 z 无关, y 轴与重力方向相反

ψ = gy, (2.31)

对等温大气, 取 ψ0 = 0, 由 (2.30),

p = p0(F)e−y/H, (2.32)
H = RT/g. (2.33)

常数 R = 1.653× 104J/kg · K, g = 271m/s2. (2.27) 化为

∂2F
∂x2 +

∂2F
∂y2 + f(F)e−y/H = 0, (2.34)

f(F) = µ
dp0

dF . (2.35)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 II
1 情况 I (Zweibel et al., 1982).

f(F) = α2F, (2.36)
∂2F
∂x2 +

∂2F
∂y2 + α2Fe−y/H = 0. (2.37)

用分离变量法求解

F = X(x)Y(y), (2.38)
d2X
dx2 + k2X = 0, (2.39)

d2Y
dy2 + (α2e−y/H − k2)Y = 0. (2.40)

对 y 的方程作自变量替换

η = e−
y
2H , (2.41)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 III
η2

d2Y
dη2 + η

dY
dη + (4α2H2η2 − 4k2H2)Y = 0. (2.42)

其解为

Y(η) = aJ2kH(2αHη) + bN2kH(2αHη), (α2 > 0), (2.43)
Y(η) = aI2kH(2|α|Hη) + bK2kH(2|α|Hη), (α2 < 0). (2.44)

对半无限域 (0 ≤ y <∞), 只需保留到 (2.43) 和 (2.44) 右边的第一项, 且系
数 a 由边值 (y = 0 处) 决定. 对有限域 (0 ≤ y ≤ ym), 两项均需保留, 系数
a 和 b 由 y = 0, ym 处的边界条件决定. (2.39) 为周期解 (舍去 k2 < 0 的
解)

X(x) = c cos(kx) + d sin(kx), (2.45)

取半无限域 (0 ≤ y <∞)，并在 y = 0 处提如下边界条件

By(x, 0) = B0 sin(πx/L), k = π/L, (2.46)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 IV
得

F(x, y) =
LB0 cos

(
πx
L
)

Z2πH/L(2|α|He−y/2H)

πZ2πH/L(2|α|H)
. (2.47)

Z 表示 J 或 I. 由 (2.35) 和 (2.36),

p0(F) =
1

µ

∫
f(F)dF =

α2F2

2µ
+ C,

那么

p(x, y) = ey/Hp0(F) = e−y/H
{

p(±L/2, 0)

+
α2B2

0L2 cos2
(
πx
L
)

Z2
2πH/L(2|α|He−y/H)

2µπ2Z2
2πH/L(2|α|H)

}
. (2.48)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 V
上述情况可以推广至 G ̸= 0 的情况, 只需取 Bz = βF, 求得如下方程

∂2F
∂x2 +

∂2F
∂y2 + (β2 + α2e−y/H)F = 0. (2.49)

所得的解与前面类似, 只是 Bessel 函数的阶数由 2kH 改为 2
√

k2 − β2H
(苏庆瑞, 1984).

2 情况 II.

f(F) = 1, (2.50)

(2.34) 化为

∂2F
∂x2 +

∂2F
∂y2 + e−y/H = 0. (2.51)

上述方程的一个特解为 F1 = −H2e−y/H,

F(x, y) = φ(x, y)− H2e−y/H. (2.52)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 VI
3 情况 III (Webb, 1986).

f(F) = −λFn, (2.53)

(2.34) 化为

∂2F
∂x2 +

∂2F
∂y2 − λFne−y/H = 0. (2.54)

4 情况 IV.

f(F) = −F0α
2 exp

(
−2F

F0

)
, (2.55)

(2.34) 化为

∂2F
∂x2 +

∂2F
∂y2 − α2F0 exp

(
−2F
F0

− y
H

)
= 0. (2.56)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 VII
作变换

F(x, y) = F0

[
V(x, y)− y

2H
]
, (2.57)

那么

∂2V
∂x2 +

∂2V
∂y2 − α2 exp(−2V) = 0. (2.58)

其相似解 V 为

ln
[
α(1 + ϕ2 + ψ2)

2|∇ϕ|

]
, (α2 > 0), (2.59)

ln
[
|α||ϕ2 + ψ2 − 1|

2|∇ϕ|

]
, (α2 < 0), (2.60)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 VIII
或

ln
∣∣∣∣ αϕ∇ϕ

∣∣∣∣ , (α2 < 0). (2.61)

ϕ 和 ψ 互为共轭调和函数, f(z) = ϕ+ iψ.
例 1

f(z) = eαz, (2.62)

那么

ϕ = eαx cos(αy), ψ = eαx sin(αy).

代入 (2.59),

V = ln [cosh(αx)] ,
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 IX
从而

F = F0 ln [cosh(αx)]− F0y
2H . (2.63)

进一步由 (2.17), (2.32) 和 (2.35) 求得相应的 B 和 p (Kippenhahn et al.,
1957),

Bx = − F0

2H , By = −αF0 tanh(αx), p =
α2F2

0

2µ
sech2(αx).
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

直角坐标 X
例 2 (Lerche et al., 1980)

f(z) = α

2
z, (2.64)

那么

ϕ =
1

2
αx, ψ =

1

2
αy

V = ln
(
1 +

α2r2
4

)
,

从而

F = F0 ln
(
1 +

α2r2
4

)
− F0y

2H . (2.65)

最后有,

Bx =
2F0α

2y
4 + α2r2 − F0

2H , By = − 2F0α
2x

4 + α2r2 , p =
8α2F2

0

µ(4 + α2r2)2 .
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 I
反平方重力情况. 设平衡态与 φ 无关, 引力势为

ψ = −GM
r . (2.66)

代入 (2.30) 得

p = p0(F) exp
[
−
∫ r

r0

g
C2

dr
]
, (2.67)

式中

g =

∣∣∣∣dψdr

∣∣∣∣ = GM
r2 , C2 = RT. (2.68)

进一步假定

T = T(r), p0(F) = W0 + W1F, (2.69)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 II
再将 (2.67) 代入 (2.27) 得

∂2F
∂r2 +

sin θ
r2

∂

∂θ

(
1

sin θ
∂F
∂θ

)
+ µ

dp0

dF r2 sin2 θ exp
[
−
∫ r

r0

g
C2

dr
]
= 0. (2.70)

则 (2.70) 可化为

∂2F
∂r2 +

sin θ
r2

∂

∂θ

(
1

sin θ
∂F
∂θ

)
+ r2 sin2 θG(r) = 0, (2.71)

G(r) = µW1 exp
[
−
∫ r

r0

g
C2

dr
]
. (2.72)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 III
1 特解 I

F = V(r) sin2 θ. (2.73)

代入 (2.71),

d2V
dr2 − 2

r2 V + r2G(r) = 0, (2.74)

其通解为

V = V1 + V2, (2.75)

其中 V1 满足 (对应 (2.74) 的齐次方程)

d2V1

dr2 − 2

r2 V1 = 0,
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 IV
可得

V1 =
c1
r + c2r2, (2.76)

V2 为 (2.74) 的特解, 可用常数变易法求得. Wronskian 行列式

W =

∣∣∣∣ y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ ,
y1 = 1/r 和 y2 = r2 是 (2.74) 对应的齐次方程的解.

y =

∫
ξ2G(ξ) [y1(r)y2(ξ)− y1(ξ)y2(r)]

W(ξ)
dξ

W = 3,

V2 =

∫ ξ2G(ξ)
[
1
ξ r2 − ξ2 1

r

]
3

dξ
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 V
= − r2

3

∫ r
ξG(ξ)dξ + 1

3r

∫ r
ξ4G(ξ)dξ (2.77)

1 反比于径向距离的温度分布

T = T0r0/r. (2.78)

代入 (2.72),

G(r) = µW1

( r0
r
)r0/H

, (2.79)

H =
RT0r20
GM . (2.80)

将 (2.79) 代入 (2.77),

V2 = −µW1rr0/H
0

[(
5− r0

H
)(

2− r0
H
)]−1

r4−r0/H. (2.81)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 VI
2 等温情况 (Hundhausen et al., 1981), T = T0. 由 (2.72),

G(r) = µW1e−r0/H exp
(

r20
Hr

)
, (2.82)

代入 (2.77),

V2 = µW1e−r0/H

[
− r4

10
e

r20
Hr − 3r3r20

20H e
r20
Hr +

r2r40
6H2

Ei

(
r20
Hr

)
+

r2r40
180H2

e
r20
Hr +

rr60
360H3

e
r20
Hr +

r80
360H4

e
r20
Hr

− r100
360rH5

Ei

(
r20
Hr

)]
, (2.83)

Ei(x) =
∫ x

∞

et

t dt. (2.84)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 VII
3 多方大气 (Low, 1984). 在 (2.29) 中取 C(F) = 0, p0(F) = p1(F)

(
GM
r0

) γ
γ−1 , 则

p = p0(F)
( r0

r
) γ

γ−1 ,

ρ = ρ0(F)
( r0

r
) 1

γ−1 ,
T = T0(F) r0

r ,
p0(F) = Rρ0(F)T0(F).

(2.85)

与 (2.81) 类似, 本情况的解为

F = V(r) sin2 θ, V(r) = c1
r + c2r2 + V2,

V2 = − µW1(γ − 1)2

(4γ − 5)(γ − 2)
r

γ
γ−1

0 r
3γ−4
γ−1 . (2.86)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 VIII
2 特解 II. 在特解 (2.73) 的基础上, 加上齐次方程的某个通解,

F = V(r) sin2 θ + Fp (2.87)
∂2Fp
∂r2 +

sin θ
r2

∂

∂θ

(
1

sin θ
∂Fp
∂θ

)
= 0. (2.88)

V(r) 可取 (2.86) 中的 V2, 令 γ = m+1
m (m 是整数), 则

V(r) = − µW1

(m − 4)(m − 1)
rm+1
0 r3−m. (2.89)

形如 (2.87) 的解是非常灵活的 (Low et al., 1993). 从 (2.89) 出发, 将其改
写成

V(r) = 1

2
B0r20

( r0
r
)m−3

, (2.90)
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磁静平衡态 G–S 方程的直接求解

球坐标 IX
则

F =
1

2
B0r20

( r0
r
)m−3

sin2 θ. (2.91)

利用 (2.17), 可求得相应磁场 3 4 6.21 7
m

Ep

2Ep
Eopen = 1.66Ep

Br = B0

( r0
r
)m−1

cos θ, (2.92)

Bθ = B0

( r0
r
)m−1

(
m − 3

2

)
sin θ. (2.93)

以上解的特点是

1 在 r = r0 处, Br = B0 cos θ, 与 m 无关, 对应偶极场的 Br 分布.
2 m = 4, 正好是偶极场.

m < 4, 磁场随距离衰减比偶极场慢.
m > 4, 磁场随距离衰减比偶极场快.
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

二维问题 I
过去几节都是给定 p(F, ψ), G(F) ⇒ F (G–S 方程). 本节则事先给定 F 和
G(F), 由 (2.20) 计算 p, 由 (2.21) 计算 ρ, 由 (2.3) 计算 T, 再代入 (2.4) 求
L + R.
任意二维磁场结构下的磁静平衡态 (Low, 1980, 1981). 由 (2.20),

p = p0(ψ)−
∫ F 1

µh2
3

(
LF + GdG

dF

)
dF, (2.94)

ρ = −dp0

dψ +
1

µ

∫ F ∂

∂ψ

[
1

h2
3

(
LF + GdG

dF

)]
dF. (2.95)

T = p/ρR. (2.96)

式中

LF ≡ h2
3∇ ·

(
1

h2
3

∇F
)
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

二维势场 I
二维势场几何下的磁静平衡 (Hu, 1988)

1 二维势场

Bp =
1

h3
∇x1 × e3 = −∇x2. (2.97)

(x1, x2, x3) 为正交曲线坐标系, x3 为可忽略坐标.

Bp = − 1

h1h3
e2 = − 1

h2
e2 = Bpe2,

那么

h2 = − 1

Bp
, h1 = − 1

h3Bp
. (2.98)
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

二维势场 II
2 磁静平衡态. 给定

F = F(x1), G = G(x1), (2.99)

那么

B = ∇F × 1

h3
e3 +

G
h3

e3 =
dF
dx1 Bp +

1

h3
Ge3. (2.100)

而

LF = h2
3B2

pF′′.

可令 ψ = ψ(x2), 以致 (2.94) 和 (2.95) 化为

p = p0(ψ)−
1

µ

∫ x1

0

[
B2

pF′F′′ +
1

h2
3

GG′
]

dx1, (2.101)

ρ = −dp0

dψ +
1

µ

∫ x1

0

[
F′F′′ ∂B2

p
∂ψ

+ GG′
(
∂h−2

3

∂ψ

)
x1

]
dx1. (2.102)
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

二维势场 III
3 说明

- 易于构成.
- 稳定性易于证明

K–S 日珥模型 (Kippenhahn et al., 1957) 的稳定性证明 (Zweibel, 1982).
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 I
仍设 x3 为可忽略坐标, 且假定 B3 = 0,

B = ∇F × 1

h3
e3 =

1

h2h3

∂F
∂x2 e1 −

1

h1h3

∂F
∂x1 e2 = B1e1 + B2e2, (2.103)

F = F(x1, x2, x3),

∇× B = −h3∇p ·
[
1

h2
3

∇pF
]

e3 −
1

h3

∂B2

∂x3 e1 +
1

h3

∂B1

∂x3 e2,

(∇× B)× B = −∇p ·
[
1

h2
3

∇pF
]
∇pF − 1

2h3

∂B2

∂x3 e3.

其中 B2 = B2
1 + B2

2, ∇p = e1
h1

∂
∂x1 + e2

h2

∂
∂x2 .

−∇p = −
(
∂p
∂ψ

)
F,x3

∇ψ −
(
∂p
∂F

)
ψ,x3

∇F −
(
∂p
∂x3

)
F,ψ

1

h3
e3,

∇F = ∇pF +
∂F
∂x3

1

h3
e3,
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 II(
∂p
∂x3

)
x1,x2

=

(
∂p
∂x3

)
F,ψ

+

(
∂p
∂F

)
ψ,x3

∂F
∂x3 +

(
∂p
∂ψ

)
F,x3

∂ψ

∂x3 ,(
∂p
∂x3

)
F,ψ

=

(
∂p
∂x3

)
x1,x2

−
(
∂p
∂F

)
ψ,x3

∂F
∂x3 −

(
∂p
∂ψ

)
F,x3

∂ψ

∂x3 .

以上诸式代入 (2.1) 得

−
(
∂p
∂ψ

)
F,x3

∇ψ −
(
∂p
∂F

)
ψ,x3

∇pF −
(
∂p
∂x3

)
x1,x2

e3

h3

+

(
∂p
∂ψ

)
F,x3

∂ψ

∂x3
e3

h3
− 1

µ
∇p ·

[
1

h2
3

∇pF
]
∇pF

− 1

2µh3

∂B2

∂x3 e3 − ρ∇ψ = 0.
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 III
求得三个分方程 (∇pF,∇ψ, e3),

∇p ·
[
1

h2
3

∇pF
]
+ µ

(
∂p
∂F

)
ψ,x3

= 0. (2.104)(
∂p
∂ψ

)
F,x3

+ ρ = 0. (2.105)∂
(

p + B2

2µ

)
∂x3


x1,x2

+ ρ

(
∂ψ

∂x3
)

x1,x2
= 0. (2.106)

假定(
∂ψ

∂x3
)

x1,x2
= 0. (2.107)
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 IV
(2.106) 可对 x3 积分

p +
B2

2µ
= W(x1, x2). (2.108)

可证明磁场的 Euler 位 u = F(x1, x2, x3), v = x3 满足磁静平衡需要的条件
(2.11)，证明如下。(2.11) 式化为

∂

∂F [∇F · (∇× B)] +
∂

∂x3
[
1

h3
e3 · (∇× B)

]
= 0.

而 ∇F = −h3B2e1 + h3B1e2) +
1
h3

∂F
∂x3 e3, 代回上式,{

∂

∂F

[
1

2

(
∂B2

∂x3
)

x1,x2
−
(
∂F
∂x3

)
x1,x2

∇p ·
(

1

h2
3

∇F
)]}

ψ,x3

=

{
∂

∂x3
[
∇p ·

(
1

h2
3

∇pF
)]}

F,ψ
.
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 V
利用 (2.104), 上式化为{

∂

∂F

[
1

2

(
∂B2

∂x3
)

x1,x2
+

1

µ

(
∂p
∂F

)
ψ,x3

(
∂F
∂x3

)
x1,x2

]}
ψ,x3

= µ

(
∂2p
∂x3∂F

)
ψ

.

由 (2.105) 和 (2.106) 及如下恒等式(
∂p
∂x3

)
x1,x2

=

(
∂p
∂x3

)
F,ψ

+

(
∂p
∂F

)
ψ,x3

∂F
∂x3 +

(
∂p
∂ψ

)
F,x3

∂ψ

∂x3 ,

则左边可化为 µ
(

∂2p
∂F∂x3

)
ψ

, 它等于右边 µ
(

∂2p
∂x3∂F

)
ψ

. 证毕.
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 VI
特别的，考虑 x1 坐标面与 ψ 的等值面重合的情况

ψ = ψ(x1). (2.109)

于是由 (2.108) 求得

µ

(
∂p
∂F

)
ψ,x3

=µ

(
∂p
∂F

)
x1,x3

= −1

2

(
∂B2

∂F

)
x1,x3

+ µ

(
∂W
∂F

)
x1

=
∂x2
∂F

(
−1

2

∂B2

∂x2 + µ
∂W
∂x2

)
即

µ
∂F
∂x2

(
∂p
∂F

)
ψ,x3

= µ

(
∂p
∂F

)
x1,x3

= −1

2

∂B2

∂x2 + µ
∂W
∂x2 .
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 VII
代入 (2.104), 经化简得

∂
(

h2

h1h3

∂F
∂x1 ,F

)
∂(x1, x2) +

1

h2h3

(
∂F
∂x2

)2
∂h1

∂x2 +
1

h1h3

(
∂F
∂x1

)2
∂h2

∂x2

+ µh1h2h3
∂W
∂x2 = 0. (2.110)

当取

W = W1(ψ) = W(x1) (2.111)

时, 即假定总压按引力等位面分层均匀, 则 (2.110) 化为

∂
(

h2

h1h3

∂F
∂x1 ,F

)
∂(x1, x2) +

1

h2h3

(
∂F
∂x2

)2
∂h1

∂x2 +
1

h1h3

(
∂F
∂x1

)2
∂h2

∂x2 = 0. (2.112)
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 VIII
对直角坐标 (z, x, y), 圆柱坐标 (z, r, φ), 引力沿负 z 方向. 对球坐标 (r, θ, φ), 引
力沿负 r 方向, 相应 Lame 系数为

(h1, h2, h3) = (1, 1, 1), (1, 1, r), (1, r, r sin θ).

凑巧能使 (2.112) 是左边两项为零, 以致

∂
(

h2

h1h3

∂F
∂x1 ,F

)
∂(x1, x2) = 0. (2.113)

从而

h2

h1h3

∂F
∂x1 = f(F, x3),

即 ∫ dF
f(F, x3) =

∫ h1h3

h2
dx1 + G(x2, x3).
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 IX
令

ζ(x1, x2, x3) =
∫ h1h3

h2
dx1 + G(x2, x3), (2.114)

则

F(x1, x2, x3) = F(ζ, x3). (2.115)

只要选定 F(ζ, x3) 和 G(x2, x3) 的函数形式, 就可由 (2.114) 和 (2.115) 确定三维
二分量问题的解. 对上述三种坐标, 有如下结果 (Low, 1982b, 直角坐标, 暗条/日
珥) (Hu, 1983, 大尺度日冕结构, 球坐标) (胡友秋 等, 1985, 圆柱坐标, 黑子)

F(z, x, y) = F(ζ, y), ζ = z + G(x, y), (2.116)
F(z, r, φ) = F(ζ, φ), ζ = rz + G(r, φ), (2.117)
F(r, θ, φ) = F(ζ, φ), ζ = r sin θ + G(θ, φ). (2.118)
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维二分量问题 X
关键的假定是

ψ = ψ(x1),
∂h1

∂x3 =
∂h2

∂x3 = 0.
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磁静平衡态 特定磁场中的磁静平衡态

三维三分量问题
1 等总压面与引力垂直 (Low, 1984).
2 电流与引力垂直 (Low, 1985; Bogdan et al., 1986).
3 电流与引力垂直情况的推广 (Low, 1991, 1992).
4 互相耦合的电流系统 (Low, 1993b,c).
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磁静平衡态 作业

第二次作业 I
作业要求：下次上课 (12 月 13 日) 前，将作业电子版发送到助教邮箱
(wangyubao@mail.ustc.edu.cn).

1 在柱坐标 (r, θ, z) 下, 考虑独立于 z 的二维二分量磁静平衡,
1 从推广的 G-S 方程出发, 证明上述问题的平衡方程为

1

r
∂

∂r

(
r∂F
∂r

)
+

1

r2
∂2F
∂θ2

+ µ

(
∂p
∂F

)
Ψ

= 0,

式中 F 为磁通量函数, µ 为磁导率, Ψ 为引力势.
2 设大气等温, 温度为 T, 引力势 Ψ = Ψ0 ln(r/r0), 求压强 p 的表达式.
3 取 µ

(
∂p
∂F

)
Ψ
= α2

( r0
r
)Ψ0

RT F, 分别讨论 α2 > 0, α2 < 0 以及 k > 0, k < 0 和

k = 0 情况下 F 的通解, 该解满足无穷远 (r→∞) 处的正则条件
(k ≡ Ψ0

2RT − 1).
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磁静平衡态 作业

第二次作业 II
2 已知 Liouville 方程

∂2F
∂x2 +

∂2F
∂y2 = λeF (λ > 0)

的相似解具有如下形式

F = ln
[

8(∇φ)2

λ(φ2 + ψ2 − 1)2

]
,

式中 φ 和 ψ 为共轭调和函数. 从如下解析函数

f(z) = φ(x, y) + iψ(x, y) =
√
λ/8(1− iz)

(
√

1 + λ/8− 1)(1 + iz)
, z = x + iy

出发导出 F 的表达式.
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磁静平衡态 作业

第二次作业 III
3 对偶极子势场和引力场

Bp =
1

r sin θ∇x1 × e3 = −∇x2, ψ = −GMs
r ,

e3 是 x3 方向的单位向量. 引入如下正交曲线坐标

x1 =
sin2 θ

r , x2 =
cos θ

r2 , x3 = φ

求
1 该坐标系的 Lame 系数 h1, h2 和 h3.
2 当

B =
dF
dx1 Bp, F = F0eRx1

(F0, R 为常数) 时的 p 和 ρ.
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

稳定性 I
1 定义. 一个处于平衡或动态平衡的系统, 在加上任意扰动后, 扰动幅度保持
有限或随时间衰减, 称该系统是稳定的. 反之, 若扰动随时间不断增长, 使
系统偏离原来的平衡态越来越远, 则称系统是不稳定的.

2 一个简单力学系统的稳定性 – 重力作用下的小球.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)

图 3.1: (a) 不平衡, 不存在稳定性问题; (b) 平衡, 稳定; (c) (随遇) 平衡, 临界稳定
(边际稳定) / marginal stable; (d) 平衡, 亚稳定; (e) 平衡, 不稳定; (f) 平衡, 线性稳
定, 非线性不稳定; (g) 平衡, 线性不稳定, 非线性稳定 (非线性饱和).
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

等离子体稳定性的分类 I
1 线性稳定和非线性稳定

线性性 – 平衡态对小扰动的响应
非线性性 – 平衡态对有限幅度扰动的响应

2 宏观不稳定性和微观不稳定性

宏观 – 宏观量在位置空间分布的不均匀 – MHD 不稳定性
微观 – 粒子速度分布函数偏离平衡分布 – 等离子体不稳定性

3 理想 MHD 和耗散 MHD 不稳定性
理想 MHD – 以 Alfven 时间尺度发展 (快, 释能, 形成电流片)
耗散 MHD – 以耗散时间尺度发展

4 其他分类标准
1 按形成的物理机制
压力, 电流, 漂移, 双流, 损失锥

2 按不稳定性的形态特征
腊肠/sausage, 扭折/kink, 交换/interchange, 撕裂/tearing.

3 按发现者命名
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

等离子体稳定性的分类 II
Kelvin–Helmhotz – 速度剪切
Rayleigh–Taylor – 重力
Parker – 浮力 (重力)/buoyancy
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

研究稳定性问题的意义
1 可控热核聚变
2 空间等离子体现象的机制分析

1 各种稳定平衡结构
2 爆发现象机制
3 辐射机制
4 异常输运现象 (波-粒相互作用 · · · )
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

理想 MHD 稳定性分析的基本方程 I
1 理想 MHD 方程

∂ρ

∂t +∇ · (ρv) = 0, (3.1)

ρ
∂v
∂t + ρv · ∇v = −∇p +

1

µ
(∇× B)× B − ρ∇ψ, (3.2)

∂B
∂t = ∇× (v × B), (3.3)

∂

∂t

(
p
ργ

)
+ v · ∇

(
p
ργ

)
= 0, (3.4)

或

∂p
∂t + v · ∇p + γp∇ · v = 0. (3.5)
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

理想 MHD 稳定性分析的基本方程 II
2 磁静平衡方程

−∇p +
1

µ
(∇× B)× B − ρ∇ψ = 0, (3.6)

∇ · B = 0, (3.7)
p = ρRT. (3.8)

3 小扰动方程 (线性化)

∂ρ1
∂t +∇ · (ρ0v1) = 0, (3.9)

ρ0
∂v1
∂t = −∇p1 +

1

µ
(∇× B0)× B1 +

1

µ
(∇× B1)× B0−

ρ1∇ψ, (3.10)
∂B1

∂t = ∇× (v1 × B0), (3.11)
∂p1

∂t + v1 · ∇p0 + γp0∇ · v1 = 0. (3.12)
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

理想 MHD 稳定性分析的基本方程 III
4 小扰动方程的变形
引入等离子体位移 ξ(r0, t), r0 为平衡位置, ξ 则为流体元偏离平衡位置的
位移，故有 r = r0 + ξ, 于是

v1 =
∂ξ

∂t , (3.13)

代入 (3.9),

∂

∂t [ρ1 +∇ · (ρ0ξ)] = 0,

ρ1 +∇ · (ρ0ξ) = [ρ1 +∇ · (ρ0ξ)]t=0 = 0.

即

ρ1 = −∇ · (ρ0ξ) (3.14)
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

理想 MHD 稳定性分析的基本方程 IV
同理

B1 = ∇× (ξ × B0), (3.15)
p1 = −ξ · ∇p0 − γp0∇ · ξ. (3.16)

以上积分用到初条件

(ρ1, p1,B1)ξ=0 = 0. (3.17)

将 (3.13)–(3.16) 代入 (3.10), 得

ρ0
∂2ξ

∂t2 = F(ξ), (3.18)

F(ξ) = −∇p1 +
1

µ
(∇× B1)× B0 +

1

µ
(∇× B0)× B1 − ρ1∇ψ

= ∇(ξ · ∇p0 + γp0∇ · ξ) + 1

µ
(∇× B0)× [∇× (ξ × B0)]

+
1

µ
{∇ × [∇× (ξ × B0)]} × B0 +∇ψ∇ · (ρ0ξ). (3.19)
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磁静平衡态的能量原理 磁静平衡态的稳定性

理想 MHD 稳定性分析的基本方程 V
5 方程的应用

(3.6)–(3.8) – 找平衡态.
(3.1)–(3.4) – 以平衡态为初始条件, 进行时变模拟, 研究非线性不稳定性.
(3.9)–(3.12) – 由已知的平衡态, 可通过解析方法 (简正模方法) 或数值方法
做线性稳定性分析.
(3.18) – 由已知的平衡态, 转换为能量原理, 做 (线性) 稳定性分析.
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磁静平衡态的能量原理 Bernstein 能量原理

能量原理的表述 (Bernstein et al., 1958)
能量

W = −1

2

∫
ξ · F(ξ)dV. (3.20)

对任意满足

ξn|σ = 0, Bn|σ = 0 (3.21)

的位移 ξ, 由 (3.20) 表示的能量积分恒正, 是系统稳定的充分必要条件. 对空间
等离子体, (3.21) 式应代之以

ξ|σ = 0. (3.22)
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磁静平衡态的能量原理 Bernstein 能量原理

能量原理应用的一些相关文献
1 一维磁静平衡态的稳定性 Newcomb (1960)
2 二维磁静平衡态的能量原理 胡友秋 (1986). 给出了具有一个可忽略坐标的
任意正交曲线坐标系下能量积分的普遍形式: 针对二维二分量磁静平衡态,
给出若干稳定性判据和判稳方法.

3 Zweibel 判据 Zweibel (1981, 1982). 直角坐标系下二维二分量磁静平衡态及
均匀重力情况, 稳定的充分条件为

p +
B2

2µ
= const..

K–S 日珥模型 Kippenhahn et al. (1957) 正好满足, 故是稳定的.
4 无力场的稳定性

1 磁面为球面和平面的无力场是稳定的 胡友秋 (1991)
2 圆柱坐标系下一维无力场的稳定性. 螺距及其径向分布作为稳定性判据 (定
性) Hu (2001); Hu et al. (2002)
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