
第一章习题答案 
习题 1.1 
黑体辐射公式为 

 

 是电磁波在频率为  时的能量密度，因此，在频率  之间的电磁波总能量为 

 

频率  与波长  之间的关系为 

 

因此，在频率  之间的电磁波波段为  ，记

这个区间为  ，其中  ，并且记  是电磁波在波长为  时的

能量密度，因此 

 

 

记  

 

其中  。因此 

 

其中  是一个常数，具体大小与题目无关，因此不做展开。因为  ，所以只
需计算  的最小值即可。令  

 

ρνdν =
8πhν3

c3

1
ehν/kBT − 1

dν,

ρν ν (ν0, ν0 + dν)

dE =
8πhν3

0

c3

1
ehν0/kBT − 1

dν,

ν λ

λν = c,

(ν0, ν0 + dν) ( c
ν0 + dν

,
c
ν0 ) =

c
ν0 (1 −

dν
ν0 ),

c
ν0

(λ0, λ0 + d λ) λ0 =
c
ν0

, d λ =
c
ν2

0
dν ρλ λ

ρν0
dν = ρλ0

d λ ,

ρλ0
=

1
c

ρν0
ν2

0 =
8πhν5

0

c4

1
ehν0/kBT − 1

=
8πhc

λ5
0

1
ehc/kBTλ0 − 1

,

x =
hc

kBTλ0
,

x > 0

ρλ0
= A (x−5 (ex − 1))

−1
,

A x−5 (ex − 1) > 0
x−5 (ex − 1)

f (x) = x−5 (ex − 1),
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因此 

 

令 

 

因此 

 

 在  上递减，在  上递增。而  ，所以  在  上有

唯一解，令其为  ，即 

 

因此，  在  上递减，在  上递增。  的最小值为  ，所以只需求解  
的大小即可。 

显然，  在  附近是可导的，且  ，因为  。所以牛顿迭代法是可行
的。因为  

 

 

所以  。而  在  上是大于  的，所以可以设置迭代的第一项为  
「只需  即可，可以任取」。根据牛顿迭代公式 

 

可得 

 

 

 

f ′￼(x) = − 5x−6 (ex − 1) + x−5ex = x−6ex (x − 5 + 5e−x),

g(x) = x − 5 + 5e−x,

g′￼(x) = 1 − 5e−x,

g(x) (0, log 5) (log 5, ∞) lim
x↘0

g(x) = 0 g(x) (0, ∞)

x*

x* − 5 + 5e−x* = 0,

f (x) (0, x*) (x*, ∞) f (x) f (x*) x*

g(x) x* g′￼(x*) ≠ 0 x* > log 5

g(4) = − 1 + 5e−4 < − 1 + 5 × 2−4 < 0,

g(5) = 5e−5 > 0,

x* ∈ (4, 5) g′￼(x) (4, 5) 0 x0 = 4.5
4 < x0 < 5

xn+1 = xn −
g(xn)
g′￼(xn)

= xn −
xn − 5 + 5e−xn

1 − 5e−xn
,

x1 ≈ 4.97059,

x2 ≈ 4.96511,

x3 ≈ 4.96511,
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因此  ，即 

 

 

附录：牛顿迭代法可行性的证明 
令 「定义域为  ，且具有连续的二阶导数」，其中  是开子集。假设 

 具有零点  ，在  附近泰勒展开可得 

 

其中  在  与  之间。所以 

 

令  

 

因此 

 

记误差  ，因此 

 

所以需要满足以下条件，牛顿迭代法才能够使用： 
(1) 当  时 ，  。 
(2) 当  时 ，  是连续的。 
(3) 因为  是紧集「任何开覆盖都具有有限的子开覆盖」，根据 

 的连续性，并且 ，  可以在  上取

到最大与最小值。记  在  的最大值为  ，  在 

 的最小值为  ，  ，需要满足  。 

x* ≈ 4.97

hc
kBTλ0

≈ 4.97,

b = λ0T ≈
hc

4.97kB
≈ 2.90 × 10−3 m ⋅ K .

f (x) ∈ C2(U ) U U ⊆ ℝ
f (x) x* x*

0 = f (x*) = f (xn) + f ′￼(xn)(x* − xn) +
1
2

f ′￼′￼(ξn)(x* − xn)2,

ξn x* xn

f (xn)
f ′￼(xn)

+ (x* − xn) = −
f ′￼′￼(ξn)
2 f ′￼(xn)

(x* − xn)2,

xn+1 = xn −
f (xn)
f ′￼(xn)

,

x* − xn+1 = −
f ′￼′￼(ξn)
2 f ′￼(xn)

(x* − xn)2,

ϵn = x* − xn

ϵn+1 =
f ′￼′￼(ξn)

2 f ′￼(xn)
ϵ2

n ,

x ∈ [x* − ϵ0, x* + ϵ0] f ′￼(x) ≠ 0
x ∈ [x* − ϵ0, x* + ϵ0] f ′￼′￼(x)

[x* − ϵ0, x* + ϵ0]
f ′￼′￼(x) , f ′￼(x) f ′￼(x) ≠ 0 f ′￼′￼(x) , f ′￼(x) [x* − ϵ0, x* + ϵ0]

f ′￼′￼(x) [x* − ϵ0, x* + ϵ0] M f ′￼(x)

[x* − ϵ0, x* + ϵ0] m(m > 0)
M
2m

= C Cϵ0 < 1
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如果这三个条件同时满足，那么 

 

记  是一个常数，并且令 「否则直接找到零点了，无论怎么迭代都会停留
在零点不动」。因此  

 

 

假设  

 

那么 

 

因此，对于任意  

 

因此这个迭代是收敛的。 

如图所示，这是比较容易理解的一种办法。 

ϵn+1 ≤ Cϵ2
n ,

K ∈ (Cϵ0, 1) ϵ0 > 0

ϵ1 ≤ Cϵ2
0 < Kϵ0,

ϵ2 ≤ Cϵ2
1 < Cϵ0K 2ϵ0 < K 2ϵ0,

ϵn < K 2n−1ϵ0,

ϵn+1 ≤ Cϵ2
n < Cϵ0K 2nϵ0 < K 2nϵ0,

n

ϵn < K 2n−1ϵ0,
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习题 1.2 
价电子的动能为 

 

价电子的静能「静止质量与光速平方的乘积」为 

 

因此  ，无需考虑相对论效应。德布罗意波长为 

 

习题 1.3 
氦原子的动能为 

 

氦原子的静能为 

 

因此  ，无需考虑相对论效应。德布罗意波长为 

 

习题 1.4 
(1) 一维谐振子的能量为 

 

因此，在能量给定的情况下 

 

K ≈ 3 eV,

E = mec2 ≈ 0.511 MeV,

K ≪ E

λ =
h

2meK
≈ 7.08 × 10−10 m .

K =
3
2

kBT ≈ 1.29 × 10−4 eV,

E ≈ 4mpc2 ≈ 3.73 GeV,

K ≪ E

λ ≈
h

2(4mp)K
≈ 1.26 × 10−9 m .

E =
p2

2m
+

1
2

k x2,

p = 2m (E −
1
2

k x2),
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Sommerfield 的量子化条件为 

 

其中  是一维谐振子运动一个周期走过的轨道。在一个周期内，谐振子先从坐标  
运动到坐标  ，再从坐标  运动到坐标  。其中 

 

记运动轨道的参数方程为 

 

因此「注意，后半周期谐振子运动方向向左，因此动量为负数」 

 

 

(我并不是很喜欢去计算这个) 因此 

 

其中  是约化普朗克常数，在之后的课程中会广泛运用。 

∫C
pd x = (n +

1
2 ) h ,

C (−A,0)
(A,0) (A,0) (−A,0)

A =
2E
k

,

x (t) =
−A + 4A

T t, 0 ≤ t < T
2 ,

3A − 4A
T t, T

2 ≤ t ≤ T,

p(t) =
2m (E − 1

2 k x (t)2), 0 ≤ t < T
2 ,

− 2m (E − 1
2 k x (t)2), T

2 ≤ t ≤ T,

∫C
pd x = ∫

T

0
p(t)x′￼(t)dt

=
4A
T ∫

T/2

0
2m (E −

1
2

k (−A +
4A
T

t)
2

) dt + ∫
T

T/2
2m (E −

1
2

k (3A −
4A
T

t)
2

) dt

= 2πE
m
k

= (n +
1
2 ) h ,

E = (n +
1
2 ) ℏ

k
m

,

ℏ =
h

2π
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(2) 因为  的 de Rham 上同调群 (de Rham Cohomology Group) 为 

 

所以对于  上的任意光滑向量场  ，如果  ，那么都存在光滑向量场  ，使
得  。 

令  为空间中的均匀磁场，因此存在光滑向量场  ，使得  。此时光滑向量
场  称为磁矢势。注意，磁矢势不一定是唯一的，只需要满足  即可。它没
有实际的物理意义，但是数学上证明它是存在的，并且对于分析一些问题也具有一定的
帮助。电子的正则动量定义为  。 

Sommerfield 的量子化条件为 

 

其中  是电子运动一个周期走过的轨道。因此 

 

根据 Stokes 定理，令  是电子轨道包围的曲面，其半径为  ，因此 

 

而 

 

因此 

 

 

ℝ3

Hp
dR (ℝ3) ≅ {ℝ, p = 0,

0, p ≥ 1,

ℝ3 B div B = 0 A
B = curl A

B A B = curl A
A B = curl A

p = mv − eA

∫C
p ⋅ ds = (n +

1
2 ) h ,

C

m∫C
v ⋅ ds − e∫C

A ⋅ ds = (n +
1
2 ) h ,

S R

e∫C
A ⋅ ds = e∫S

curl A ⋅ da = e∫S
B ⋅ da = πeBR2,

m∫C
v ⋅ ds = m

eBR
m

2πR = 2πeBR2,

πeBR2 = (n +
1
2 ) h ,

R = (2n + 1)
ℏ

eB
.
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电子的动能为 

 

其中  为玻尔磁子。因此，动能间隔为 

 

附录：de Rham 上同调 (de Rham Cohomology) 「只讨论欧几里得空间  开集  
的情况」 

令  为  的坐标，  为  个互不相同的对象，定义运算  满足 

 

并且运算满足结合律，你可以把它们拼在一起 

 

对于整数  ，定义  上的向量空间  ，它的基为 

 

因此，  的维数是  

 

定义  

 

如果  ，称  的次数 (Dimension) 为  。因此，映射 
 将次数为  与次数为  的元素映射到次数为  的元素，此

时称  为分次代数 (Graded Algebra) 。并且满足  

 

K =
1
2

mv2 =
1
2

m ( eBR
m )

2

= (2n + 1)
ℏeB
2m

= (2n + 1)MBB,

MB =
ℏe
2m

ΔK = 2MBB .

ℝn U ⊆ ℝn

x1, . . . , xn ℝn d x1, . . . , d xn n ∧

{d xi ∧ d xi = 0, i ∈ {1, . . . , n},
d xi ∧ d x j = − d x j ∧ d xi, i, j ∈ {1, . . . , n}, i ≠ j,

(d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik) ∧ (d x j1 ∧ ⋯ ∧ d x jl) = d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik ∧ d x j1 ∧ ⋯ ∧ d x jl,

0 ≤ k ≤ n ℝ Λk (U )

d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}, i1 < ⋯ < ik,

Λk (U )

dim Λk (U ) = (n
k) .

Λ* (U ) =
n

⨁
k=1

Λk (U ),

ω ∈ Λk (U ) ⊆ Λ* (U ) ω ω = k
∧ : Λ* (U ) × Λ* (U ) → Λ* (U ) k l k + l

Λ* (U )

ω ∧ η = (−1) ω η η ∧ ω .
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记  为  上所有光滑函数  的集合，很显然它是含幺交换环，只需定义乘积
运算  即可。定义分次代数 

 

 元素称为 k-形式 (k-Forms) ，它们都可以表示为 

 

0-形式则是光滑函数，即  。定义  上「注意：在含幺交换环  上
不是线性的」的线性映射  

 

举例： 
在  上的 0-形式「光滑函数」可以表示为 

 

其中  。因此 

 

是同构映射。 

可以计算得出 

 

在  上的 1-形式可以表示为 

 

其中  。因此 

 

是同构映射。 

C∞ (U ) U f : U → ℝ
fg : U → ℝ, ( fg)(p) = f (p)g(p)

Ω* (U ) = C∞ (U ) ⊗ℝ Λ* (U ) =
n

⨁
k=1

Ωk (U ),

Ωk (U )

∑
1≤i1<⋯<ik≤n

αi1...ikd xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik, αi1...ik ∈ C∞ (U ),

Ω0 (U ) ≅ C∞ (U ) ℝ C∞ (U )
d : Ωk (U ) → Ωk+1 (U )

d ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

αi1...ikd xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik = ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

∑
1≤i≤n

∂αi1...ik

∂xi
d xi ∧ d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik,

ℝ3

f,

f ∈ C∞ (ℝ3)

E : Ω0 (ℝ3) → C∞ (ℝ3), E (f ) = f,

d f =
∂f
∂x

d x +
∂f
∂y

d y +
∂f
∂z

dz ,

ℝ3

ω = Pd x + Qd y + Rdz ,

P, Q, R ∈ C∞ (ℝ3)

F : Ω1 (ℝ3) → 𝒳 (ℝ3), F (Pd x + Qd y + Rdz) = (P (x , y, z), Q (x , y, z), R (x , y, z)),
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可以计算得出 

 

在  上的 2-形式可以表示为 

 

其中  。因此 

 

是同构映射。 

可以计算得出 

 

在  上的 3-形式可以表示为 

 

其中  。因此 

 

是同构映射。 

因此，下面的图表是交换的。 

 

dω = ( ∂P
∂x

d x +
∂P
∂y

d y +
∂P
∂z

dz) ∧ d x + ( ∂Q
∂x

d x +
∂Q
∂y

d y +
∂Q
∂z

dz) ∧ d y + ( ∂R
∂x

d x +
∂R
∂y

d y +
∂R
∂z

dz) ∧ dz

= ( ∂Q
∂x

−
∂P
∂y ) d x ∧ d y + ( ∂R

∂x
−

∂P
∂z ) d x ∧ dz + ( ∂R

∂y
−

∂Q
∂z ) d y ∧ dz ,

ℝ3

η = u d x ∧ d y + vd x ∧ dz + wd y ∧ dz ,

u , v, w ∈ C∞ (ℝ3)

G : Ω2 (ℝ3) → 𝒳 (ℝ3), G (u d x ∧ d y + vd x ∧ dz + wd y ∧ dz) = (u (x , y, z), − v (x , y, z), w (x , y, z)),

dη = ( ∂u
∂z

−
∂v
∂y

+
∂w
∂x ) d x ∧ d y ∧ dz .

ℝ3

θ = fd x ∧ d y ∧ dz ,

f ∈ C∞ (ℝ3)

H : Ω3 (ℝ3) → C∞ (ℝ3), H (fd x ∧ d y ∧ dz) = f,

△
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因此，  上的线性映射  为 

 

即  。 

令  ，如果  ，则称  是闭合形式 (Closed Form) ；如果存在 
 使得  ，则称  是恰当形式 (Exact Form) 。 

根据  可得  。因此，任意恰当形式都是闭合形式。但是反过来就不一定
了，通过这一点，就引出了 de Rham 上同调 (de Rham Cohomology) 理论。 

通过以上理论，可以写出  上的向量空间的序列 

 

定义子空间 

 

因此，  是  所有闭合形式的集合，  是  所有恰当形式的集合。因
为任意恰当形式都是闭合形式，所以  ，再根据线性的性质可以得出  
是  的子空间。 

ℝ d ∘ d : Ωk (U ) → Ωk+2 (U )

d ∘ d ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

αi1...ikd xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik = d ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

∑
1≤i≤n

∂αi1...ik

∂xi
d xi ∧ d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik

= ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

∑
1≤i≤n

∑
1≤ j≤n

∂2αi1...ik

∂xi∂x j
d xi ∧ d x j ∧ d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik

= ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

∑
1≤i< j≤n

∂2αi1...ik

∂xi∂x j
d xi ∧ d x j ∧ d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik

+ ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

∑
1≤ j<i≤n

∂2αi1...ik

∂xi∂x j
d xi ∧ d x j ∧ d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik

= ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

∑
1≤i< j≤n

∂2αi1...ik

∂xi∂x j
d xi ∧ d x j ∧ d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik

+ ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

∑
1≤ j<i≤n

∂2αi1...ik

∂xi∂x j
(−d x j ∧ d xi) ∧ d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik

= ∑
1≤i1<⋯<ik≤n

∑
1≤i< j≤n

∂2αi1...ik

∂xi∂x j
−

∂2αi1...ik

∂x j∂xi
d xi ∧ d x j ∧ d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik

≡ 0,

d ∘ d ≡ 0

ω ∈ Ωk (U ) dω = 0 ω
η ∈ Ωk−1 (U ) ω = dη ω

d ∘ d ≡ 0 d(dη) = 0

ℝ

⋯ → Ωp−1 (U ) d Ωp (U ) d Ωp+1 (U ) → ⋯,

{
Z p (U ) = Ker (d : Ωp (U ) → Ωp+1 (U )),

Bp (U ) = Im (d : Ωp−1 (U ) → Ωp (U )),

Z p (U ) Ωp (U ) Bp (U ) Ωp (U )
Bp (U ) ⊆ Z p (U ) Bp (U )

Z p (U )
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定义 p 阶 de Rham 上同调群 (de Rham Cohomology Group in Degree p) 为 

 

对于任意闭合形式  ，定义它在  上的等价类为  ，因此当  

时，存在  使得  。如果  ，那么对于任意闭合形式 

 ，都具有  ，即存在  使得  。相当于，任意闭合形式
都是恰当形式。 

令  均为  的开集，并且具有光滑映射  ，对于任意  ，定义 p-形式的拉
回 (Pullback) 为 

 

其中  是复合映射  ，  是  的第  个坐标分量。
因此 

 

可以证明「在这里不做证明」，当  均为  的开集，并且具有光滑映射  ，
那么拉回就能诱导出 de Rham 上同调群之间的映射，称为诱导上同调映射 (Induced 
Cohomology Map)   ，其中  ； 

并且对于恒映射   是同构映射； 

对于复合映射  ，  。 

对于任意  ，令  是  上的向量空间，并且定义  上的线性映射  使得对
于任意  都满足  都是零映射。此时定义链复形 (Chain Complex) 为如下
序列 

 

如果对于任意  ，  均成立，那么该链复形被称为正合列 (Exact 
Sequence) 。 

令  均为  的开集，并且  ，定义包含映射 (Inclusion Map)  

 

 

Hp
dR (U ) =

Z p (U )
Bp (U )

,

ω ∈ Z p (U ) Hp
dR (U ) [ω] [ω] = [ω′￼]

η ∈ Ωp−1 (U ) ω′￼= ω + dη Hq
dR (U ) = 0

ω ∈ Zq (U ) [ω] = 0 η ∈ Ωq−1 (U ) ω = dη

M, N ℝn F : M → N p

F* : Ωp(N ) → Ωp(M ), F* (d (u d xi1 ∧ ⋯ ∧ d xik)) = d(u ∘ F ) ∧ d(xi1 ∘ F ) ∧ ⋯ ∧ d(xik ∘ F ),

f ∘ F ∈ C∞(M ) M F N f ℝ xi ∘ F ∈ C∞(M ) F(p) i

F*(dω) = d(F*ω) .

M, N ℝn F : M → N

F* : Hp
dR(N ) → Hp

dR(M ) F* [ω] = [F*ω]
Id : M → M, Id* : Hp

dR(M ) → Hp
dR(M )

M F N G P (G ∘ F )* = F* ∘ G* : Hp
dR(P ) → Hp

dR(M )

p Ap ℝ ℝ d : Ap−1 → Ap

p d ∘ d : Ap → Ap+2

⋯ → Ap−1 d Ap d Ap+1 → ⋯,

p Ker d = Im d ⊆ Ap

M, U, V ℝn U ∪ V = M

U ∩ V i U k M,

U ∩ V j V l M,
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它的拉回为  

 

 

根据包含映射的性质，可以得出，例如  。考虑如下序列 

 

其中 

 

 

可以证明「在这里不做证明」，存在线性映射  使得 Mayor-

Vietoris 序列 (Mayor-Vietoris Sequence)  

 

是正合列。其中  均为诱导同调映射。 

关于计算，就不做展开了。 

习题 1.5 
当两个能量相等的光子相向碰撞时，动量之和为零，因此根据动量守恒定律，产生的正负电
子对是静止的。令此时光子波长为  ，因此 

 

Ωp(M ) k* Ωp(U ) i* Ωp(U ∩ V ),

Ωp(M ) l* Ωp(V ) j* Ωp(U ∩ V ),

k*ω = ω U

0 → Ωp(M ) k*⊕l* Ωp(U ) ⊕ Ωp(V ) i*−j* Ωp(U ∩ V ) → 0,

(k* ⊕ l*)ω = (k*ω, l*ω),

(i* − j*)(ω, η) = i*ω − j*η .

δ : Hp
dR(U ∩ V ) → Hp+1

dR (M )

⋯ δ Hp
dR(M ) k*⊕l* Hp

dR(U ) ⊕ Hp
dR(V ) i*−j* Hp

dR(U ∩ V ) δ Hp+1
dR (M ) k*⊕l* ⋯

k* ⊕ l*, i* − j*

λ

2
hc
λ

= 2mec2,

λ =
h

mec
≈ 2.43 × 10−12 m .
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