
ÑÝ ^Ý Hamilton �Î

§11.7 �Å|

11.7.1 �þ|�ÑÝ

� ~F = (P,Q,R)´�m¥��1w�þ|,Ø�@�´6�|, S ´|

¥��µ4¡,����	ý,KÏþ

N =

�
S

~F · ~ndS

L«36�|��^e, ü �mS6L¡ S �6N�6þ. � σ(V ) L

« S ¤�¤�«� V �NÈ,K

1

σ(V )

�
S

~F · ~ndS

L«ü �mSü NÈþ6LNL¡�6þ. � S  ¤�:M �, e4

�

lim
S→M

1

∆V

�
S

~F · ~ndS
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ÑÝ ^Ý Hamilton �Î

�3,Ò¡d4���þ| ~F 3M ?�ÑÝ,P� div ~F (M).

�þ| ~F 3�:�ÑÝL«�´d:�)6N�Uå. e div ~F (M) >

0, K3M :�)6N, d:Ò¡�/’0, e div ~F (M) < 0, K3M :á

Â6N,d:Ò¡�/¦0½/®0. � div ~F ??�"�, ~F Ò¡�Ã|.

d GaussúªÚÈ©¥�½n,�
S

~F · ~ndS =

�
V

(
∂P
∂x

+ ∂Q
∂y

+ ∂R
∂z

)
dV =

(
∂P
∂x

+ ∂Q
∂y

+ ∂R
∂z

)
(M ′)σ(V ),

Ù¥M ′ ´ S S�:,§� S Â �M ªuM . Ïdk

div ~F (M) =
(
∂P
∂x

+ ∂Q
∂y

+ ∂R
∂z

)
(M).

ù�Ò��ÑÝ�O�úª:

div ~F = ∂P
∂x

+ ∂Q
∂y

+ ∂R
∂z
. (11.1)

Gaussúª��±L«��
∂V

~F · ~ndS =

�
V

div ~FdV. (11.2)
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dc¡ù�ªf, �±�� Gauss úª�Ôn)º: ü �mS6LÔ

NL¡�6þ�uÔNS¤k/0½/®0��êÚ.Ïd, Gaussúª�¡

�ÑÝúª.

div : ~F → div ~F ´�þ|�êþ|���N�,§÷v±e$�{K:

1◦ div(c1
~F1 + c2

~F2) = c1 div ~F1 + c2 div ~F2, c1, c2 ´?¿~ê.

2◦ div(u~F ) = u div ~F + gradu · ~F ,Ù¥ u´��êþ|.

~ 1 ¦>|rÝ ~E = q
r3~r �ÑÝ,Ù¥ ~r = (x, y, z), r = |~r|.

)

div ~E = div
( q
r3
~r
)

=
q

r3
div ~r + grad

( q
r3

)
· ~r

=
3q

r3
+
( q
r3

)′
grad r · ~r

=
3q

r3
−

3q

r4

~r

r
· ~r = 0.

3/12

‖J I‖ J I �£ �¶ '4 òÑ



ÑÝ ^Ý Hamilton �Î

11.7.2 �þ|�^Ý

� ~F = (P,Q,R) ´�m V ¥��1w

�þ|, p0 ∈ V, ~n ´?¿ü �þ. ± p0 �

�%,¿©���ê ε��»���R�u ~n

���� Dε ⊂ V, ∂Dε ´ Dε �>.. � ~τ

L« ∂Dε þ÷�� (=� ~n �N���) �

ü ��þ,KÈ©

~n

~τ

Dε

�
∂Dε

~F · d~r =

�
∂Dε

~F · ~τ ds

��þ| ~F 3�± ∂Dε þ��þ. Ïd

1

d(Dε)

�
∂Dε

~F · ~τ ds

�N
�þ| ~F 3 Dε þ�²þ^=G�,ùp d(Dε)´ Dε �¡È.

4/12

‖J I‖ J I �£ �¶ '4 òÑ



ÑÝ ^Ý Hamilton �Î

e ε→ 0�,4�

Ω~n(p0) = lim
ε→0

1

d(Dε)

�
∂Dε

~F · ~τ ds

�3,Kd4�¡��þ| ~F 3 p0 ?7 ~n��6þ (µþ). §�N
 ~F 3

p0 :�^=G�.

�� ~F ´��6�|, 3 p0 ?/¤/µ, 3 p0 ������Ó, ��

Ó3 ~F ��^eò^=å5. UC��Ó¶��Ý,K�Ó^=��Ý�u

)Cz. �3��¶��� ~n,3ù���þ Ω~n(p0)�����.�â Stokes

úª,k �
∂Dε

~F · d~r =

�
Dε

~Ω · ~ndS,

ùp ~Ω =
(
∂R
∂y
− ∂Q

∂z
, ∂P
∂z
− ∂R

∂x
, ∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
. dÈ©¥�½n, �3�: p′ ∈

Dε ¦� �
Dε

~Ω · ~ndS = (~Ω · ~n)(p′)d(Dε).
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Ïk

Ω~n(p0) = ~Ω(p0) · ~n.

ddª��, � ~n � ~Ω(p0) ����, Ω~n(p0) ����� |~Ω(p0)|. u´, ¡
~Ω(p)� ~F 3 p:�^Ý,P� rot ~F (p).=,

rot ~F =
(
∂R
∂y
− ∂Q

∂z
, ∂P
∂z
− ∂R

∂x
, ∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
. (11.3)

¡ S þ� Stokesúª�±L��
∂S

~F · d~r =

�
S

rot ~F · ~ndS. (11.4)

� rot ~F ??�"�, ~F ¡�Ã^|. d��þ| ~F ÷µ4���þ�".

^Ý��±w¤´�þ|��þ|�N�,§÷vXe$�{K:

1◦ rot(c1
~F1 + c2

~F2) = c1 rot ~F1 + c2 rot ~F2, c1, c2 ´~ê.

2◦ rot(u~F ) = u rot ~F + gradu× ~F , u´��êþ|.

3◦ div(~F1 × ~F2) = ~F2 · rot ~F1 − ~F1 · rot ~F2.
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~ 2 � f ∈ C2(Ω),¦FÝ| grad f �^Ý.

) Ï� grad f =
(
∂f
∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z

)
,¤±

rot grad f =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ( ∂2f

∂y∂z
− ∂2f

∂z∂y
)~i + ( ∂2f

∂z∂x
− ∂2f

∂x∂z
)~j + ( ∂2f

∂x∂y
− ∂2f

∂y∂x
)~k

= 0.

~ 3 ¦>|rÝ ~E = q
r3~r �^Ý,Ù¥ ~r = (x, y, z), r = |~r|.

) � ϕ = −q
r
, K ~E = gradϕ, Ïddþ~��, rot ~E = 0. ����

O�.Ï� rot~r = 0,|^^Ý�$�{K=�

rot ~E = rot
( q
r3
~r
)

=
q

r3
rot~r + grad

q

r3
× ~r = −

3q

r4

~r

r
× ~r = 0.

ùÒ´`,Ø>Ö¤3�:	,>|rÝ ~E 3���m¥´Ã^|.
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11.7.3 M�î�Î

�
�Bå�,òn�¦ �ê�$�Î�3�å����þ/ª�$

�Î

∇ = ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)

¡�Hamilton�Î (Ö� Nabla).

£1¤ ∇���^3êþ| uþÒ´FÝ,=

∇u = (∂u
∂x
, ∂u
∂y
, ∂u
∂z

) = gradu.

£2¤ ∇ÏLêþÈ,�^3�þ| ~F = (P,Q,R)þÒ´ÑÝ,=

∇ · ~F = ∂P
∂x

+ ∂Q
∂y

+ ∂R
∂z

= div ~F .

£3¤ ∇ÏL�þÈ,�^3�þ| ~F = (P,Q,R)þÒ´^Ý,=

∇× ~F =
(
∂R
∂y
− ∂Q

∂z
, ∂P
∂z
− ∂R

∂x
, ∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
= rot ~F .
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£4¤ ∇gCÚgC�êþÈ

∆ = ∇ · ∇ = ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

/¤��#��Î/ ∆0,¡� Laplace�Î. ∆�^3êþ| uþ,Ò´

∆u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u
∂z2 .

|^ Hamilton�Î, Gaussúª�±�¤�
∂V

~n · ~F dS =

�
V

∇ · ~F dV. (11.5)

Stokesúª�±�¤ �

∂S

~F · ~τ ds =

�
S

(∇× ~F ) · ~n dS. (11.6)

a' (11.5)ª,�±y²�
∂V

~n× ~F dS =

�
V

∇× ~F dV (11.7)
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y² � ~a´?¿~�þ. Ï�

~a · ~n× ~F = ~F × ~a · ~n,

¤±

~a ·
�
∂V

~n× ~F dS =

�
∂V

(~F × ~a · ~n)dS

=

�
V

∇ · ~F × ~adV

=

�
V

~a · (∇× ~F )dV

= ~a ·
�

V

∇× ~F dV.

dªé?¿�þ ~a¤á. u´ (11.7)¤á.

^aq/�{�±y² (Ù¥ ~n´ S �{�, ~τ ´ ∂S ���þ)�
∂S

u~τ ds =

�
S

~n×∇udS, (11.8)
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y² � ~a´?¿~�þ. k

~a ·
�

∂S

u~τ ds =

�

∂S

(u~a) · ~τ ds

=

�

S

(∇× u~a) · ~n ds

=

�

S

(~n×∇) · u~a ds

=

�

S

(~n×∇u) · ~a ds

= ~a ·
�

S

(~n×∇u) ds.

u´ �
∂S

u~τ ds =

�
S

~n×∇udS.
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SK:

1. � V ´�m¥k.«�, V �>. ∂V ´©¡1wµ4¡, ϕ´½

Â3 V þ�ëY��¼ê. y²:�
∂V

ϕ~ndS =

�
V

∇ϕdV. (11.9)

2. |^þK�(ØíÑ¥�IXe�FÝ.
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