
 i ,z y证：当

,  sin 1,  cos 1,    x x x    有界, 但是

 sin ,  cosz z复变中 无界 无界.

 cos  z故 无界.  sin   #z同理, 无界.

y 时,

cosh y cosi y  .
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cosh ,y

sinh ,  cosh  x x在 中无界, sinh ,  cosh  z z在复平面故 无界.
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sin 3

  
z

例 求 的解析区域,并求出微商.

sin 3 0  Arcsin 3. z z  的全部解解 先求

i i
3 0 1

2i
e e )( z z   的解.

sin  z由 的定义知,须求

i
.e z先求 i
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w 记 则
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6 i 1 0. w w   解得1 6i 0,w w  
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3i 32  
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2 arg ,    
n

na z b b a z   角域 是 的单叶性区域.

2.5.7. 一般幂函数
 0z z    设 ， ， ，定义幂函数
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2.5.1小节



0  有且仅有 和 两个支点.
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(Im(4 0) )   当 是无理数或一般复数 时，

 z 无穷是 多值函数.
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0, 1, 2, .k     它是无穷多值函数.
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第三章 解析函数的积分表示

复积分是分析复变函数的重要工具，

许多重要性质都是在此基础上展开.

实定积分定义：将在 x 轴上的某个积分区间
分割、取函数近似值、作和、取极限；

复积分定义：将复平面一条有向连续曲线
分割、取复函数近似值、作和、取极限.



3.1  复变函数的积分
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0 Zz连同 和 ,依次记为

(1) 分割

(2)取近似值

20 1 1 1
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z z z z zz z Z

 
，

 ( )w f z设 ( )z C C是 上的单值连续复函数.
0      C z Zz定义：设 是 平面一条从 到 的 有逐段光滑 向曲线,

C

n


  1( ) k kk
f f z z z 用 近似 在弧 上每一点的值.

  ( 1)C n在 中任意插入 个分点， nz

1 , kk kz z 在每个弧段 上任取一点
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   0 ,   n   如果当 ， 时

为 沿曲线 自 到 的积分，0 ( )       f z C Zz

(3)作和.

(4)求极限.
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C  与 分法和 取法无关,
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设 i ,z x y 

1 1 1i( i) ,  k k k k k kk k ky x yz z z x x y          则
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i ,k k k   

在 上连续( ) ( , ) i ( , ) ,f z u x y v x y C 
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u x yv 
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0,n   令 , 由第二型曲线积分定义知

( )d
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f z z   
C

yvxu dd i d d .
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v x u y 
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( ) i ( ) ( i )k kk k
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( )d
C

f z z

设 i ,k k kz x y 

( )d .
C

f z z求

( )f z C在 上可积，且

故得定理1(P51).

( , ) ( ),
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( ( )) .( )d
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a
f z t z' t t 

 ( )d
C

f z z 存在，且

( )d
C

f z z   
C

yvxu dd

定理1(P51)

 C 逐段光滑，则

 ( ) ( , ) i ( , )  f z u x y v x y C 设 在曲线 上连续，

i d d
C

v x u y  (3.1)P51

形式地 ( i )( d .d i )
C

u v x y  ( )帮助记忆

设C: z(t)=x(t)+iy(t), a t  b, 简单光滑曲线, 

 ( ( )) ( ) i ( ) d
b

a
f z t x t y t t' ' 

0 ( ) i ( )( ,) xz a ya az   起点 ,( ) ( )( i)Z x b yb bz  终点

( )d 
C

f z z 则

( ) ( ) i ( )z' t x' t y' t

( P19 19 )如 的第 题 ，

背熟

d d idz x y 

( ( )) d ( ) i d ( ){ }
b

a
f z t x t y t 参数法

d ( ) ( )dz t z t t'



复积分有与实定积分类似的性质(P52-54):

曲线相同,与 方向相 ；反:C C


， 为复常数 与积分变量 无关 ；(1) ( )d ( )d   (  )   
C C

f z zk k f z z k z 

 ( ) ( ) d ( )d ( )d(2) ;
C C C

f z g z z f z z g z z    

积分路径的可加性

1 2 3(4) ,, , nC C C C C设 由 ， 依次连接组成，

d( )
C

f z z
1 2

( )d ( )d ( )d .
nC C C

f z z f z z f z z     

3 d d ， ( ) ( ) ( )
C C

f z z f z z 

被积函数的线性可加性

(1) (4) P51 1 可直接由复积分定义或 定理 推得.
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( ) ( ) i ( ), , ( ) ( ) i ( ),

( )d ( ) ( ) . (P 51) (3.2)
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b

a

z t x t y t a t b z' t x' t y' t

f z z f z t z' t t

     

 

设  简单光滑,则

   d    

 (1) . C解 将 写成参数式

 0,  (0)t z 起点: 1 i .

  d ,   e 1R i  .
C

z Cz 例 计算 为从原点到点 的直线段

: ( ) (1 i)  0 1,C z t t t   ，

1
2

(1 i). # Re d
C

z z 

背熟

1 0( ) ,t tz z z 

0z 

( )原点

0；
1 0 1,  (1)t zz z   终点:

Re ( )z t  ,t

 

0

1
( )dt z t t' 

C是直线段,设

1 1 i .z  

Re z不解析,用参数法积分.

 y kx b 直线 (  ) :  i( )t z t kt b 有复数形式 实参数 (1 i ) ik t b   1 0 .tz z
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0
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i d i ( ) ( )d
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z z z t z' t t 

1 2 3 C C C C  解 ，

  i d ,   0 3 3 3i  
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z Cz 例 计算 为从点 到点 再到点 的折线段,

1

0
i ( ) ( )    dz t z t t'

1 0 3C是从 到 直线段，
2 3 3 3iC 是从 到 直线段，

0(0) 0,z z 1 01 :  ( ) , 0 1, C t t tz z z   设线段
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9 i.  

再加上从 到原点的以 为中心的圆弧构成的闭曲线.3 3i 3

3 3 3i 3C 从 到原点的以 为圆心的圆弧.
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1 2 3 C C C C  解 ，

  i d ,   0 3 3 3i  
C

z Cz 例 计算 为从点 到点 再到点 的折线段,

1 0 3C是从 到 直线段，
2 3 3 3iC 是从 到 直线段，

再加上从 到原点的以 为中心的圆弧构成的闭曲线.3 3i 3

3 3 3i 3C 从 到原点的以 为圆心的圆弧.

i z不解析,用参数法积分.
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背熟此结论！！！



(5) ( )d ( ) d ;   ( )    (3.3)
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f z z f z s  积分估算
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kk

n

k
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  证明 在复积分定义中取模得，
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C z zs s
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(3.3)证明：由 得

.            ( ()d 3.4)
C

f z z AL

若在  上  则( ,)zC f A
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( ) d ( ( )) ( )( )d ( ) d sup ( ) ( ).  (3.3)d
CC C

b

z Ca
f z z f z t z' t tf z z f z s f z C



 
    





    的长度

01,  ( ),z 起点
0

(0)z z 起点



01,  ( ),z 起点
1).                                                                                                   C先写 参数方 .程

iRe

i
 d  .e

C

z

z
z

试求积分 模的一个上界

1 0   ( ) ,   0 1 ,z t z tC z t   解 设线段 :

i(3 1)

  ,  
3 1 i(4 1)

iRe

i

e|e |t

C
t t

z

z




  

在 上
2 2

(3 1) (4 1)

1

( )t t


  

 
2

1
25

49
25

1

25( )t

 

 

5
7

,

例 设 为从 到点 的直线段   1  4 4i  ,   C 

2

1

25 2 2( )t t


 

在 上估算被积 .函数模2). C (3.3)3). (3.4)利用 或长大不等式 .

 1
25

(0,1) .t  

0
(0)z z 起点

1 0 1
 (1) 1 4 4iz z z z    终点 ，

 ( ) (3 4i) 1,  0 1,C z t t t    故 :

iRe

i
de

C

z

z
z

故 1 (4 4i)  .25
7

=  #
5
7

3 4i  5
7

 

11 3 4i,  ( ). zz    终点 起点

( ) 3 4i .tz'  

( ) d ( ( )) ( )( )d ( ) d sup ( ) ( ).  (3.3)d
CC C

b

z Ca
f z z f z t z' t tf z z f z s f z C



 
    





    的长度



0
lim ( )d i( ) .     (3.6)

C
f z z k


 


 

 

i( )

           

 

 C

f



 思路：先把右端与 无关的部分
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熟记本题及(P67)第7题的结论.

在第六章需要用到这些结论.
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在 ：例 设 充分小， 上连续,
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(P67)第7题仿照此例证明.
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22 i 1 i( ) ( )
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 第三行 ，

P 66 - 67
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