


(单复变 ) 复分析→实分凼公析
√

⼀

凼

1Fourier分析 ②

调和分析 θ

随机分析 ④

⼀元微积分→ 多元微积分 (地要研究微分孔住 )

单复变 C→C → 多复变 4 _̂ →
6

~(也要研究复代数⼏何 .
Kahern何 )

例 ,

实光滑然数不⼀定解析

f( x 1 = f( xo ) + f '(xo 1 x- xo ) t"(xo^(xxoj + … tn
"

的
01x-x00"+ … Tayor级数

↓

光滑定成之减 , 烧滑织t… .>=0
,

tn

定理 : 复可微出数⼀定解析 analytic
(全屯 .holomorphic )



Lec I

σ ¢ = 1RE

p z = xtiy
复结构了 :

假→ 1起逆特针旋转 90
~

→3 i
“
= - 1 基 ☆=( 0 ) ,

E (0) } 5 = ( 9 0 ' ) Jr = - Id

寓数运算 ①加法 ③ 乘法 ③模 ④ 共轭
.
ReE . ImZ

性质 DReE 1 ,Im , E |≤Lz 1 ② E+ WI ≤ IEL + IWI ③ EP = EE , Ez ( z # 0 )

极坐系 辐⻆ Agz ) = { θ. + 2 Kπ lR ε 4 } ( 为防⽌ 2 π处不连续突变 ,
允许它为⽆穷值幽数 )

ArgLz , Zz 3 =Argc ,Arg )集合相加

Arg ) = Arg ( z . ) - Arg (Ez)

三注意 .
A +A = { a+ bla . bEA } 与 2A = {⼼ laGA室⼀般不同

{例
, E = i

. Arg ( E ) + Arg ( E ) FArg (E)

定义 eio= s 0+ isino

d
Taylor展开 = 1 + i )+P+ … eia* 1 = 0

e
"ow ⼆把w沿逆时针⽅旋转 θ

倒 .
. ¢中直线⽅程 ax + by + C = 0 . a

,
b. CE 1R

X = EE,
Y

= E⇒
a
- jz + athiz + c = 0⑩

BE+ BE + C = 0

. 圆周管程 t -z 01 = R 即 IZP-EE -Z0 z +P - R = 0

命题 ,期 A
,
CEIR ; BE 4 ,

B

- AC > 0

则 (* ) AZF+ BE + BE + C = 0 表示直线或者圆周 , 并且

若☆= 0
,

则为直线 ③ 若A⽜ 0
,

则为圆周 ( R
2
= -A(11-

,
A→ 0时趋于直线 ) 的

定义 E = CU {∞之于是 E 与 5 - - 对应

命题
, ① ⼜应的点 PES

2
为 (琵, .⻔

②若 B = ( x , x 2
,x 3 ) εS 2 ,则对应的复数为

E
=x

+

③ 在球极投影下
,
SN←→ 1RE 因此 C王的圆周或直诚统称为⼴义圆周

不过孔的圆周→ 圆周 ( Exercize )
连孔的圆周→ 直线



Lec 2 爱数的性质

复数列 { 红 n } 的极限

Zn = xn + iym
,

称 DEn→ E
0
E①

,

若 E70 . 雪 N > 0

. 当nN 均有的 - E01 KE

或者 ③. 20 →∞ , 若 tM >
0 . an > 0 , 当 n>N 时均有8 的m

,

放 @ ε C
,
r > 0

,
称 ① BQ , γ>= { Z : ⻜ - a < 2 多为在的 γ⼀域

② ⽆穷远处的 γ-邻域 B (∞ , γ>= { E : 1 E 1 > r 3

Dl.mEnm→∞ =E 0 ② tE >
0

及所有充分⼤的 n
, EaEB ( Ev , r 3

③l∞En =∞② tr > o及所有充的⼤的 n ,

En ε B [∞ , γ
)

吉器En = 2 ② 蹈兴品

称 {E{ ε① 为 Canehy 列 , 若 θ E > 0

, 雪 N>
0

. 当
n
, m > N ,均胡 - E01 CE

En为 auchy列②x了得修均为Canchy 列③ 这},了均收合 α② 正收敛

⼋带 题 .
① 是竞备的 □

例 ,⼼不是竞备的

¢ 中的开形亲,闭菜 ,系集

政 ECC .
① 按 E 的为内点 ,外点边界点三⼤类

{ ,KGN锅散系, ⽆内点,⽆外点发均为边界是 OEE是边界点

极限点 : 考虑 E , a ε 4 ,
θ r > 0

,
若& a , γ> \ {a } ) ΛEt 0

.
称 a 为 E 的极限点 ( 不⼀定志 E 中 )

极限点的集合 E称为 E 的导集
,

E ⼂ E 称为 E的孤⽴点

E称为开集 , 若 E =
E

0
E称为闭集 , 若 E 为开集

i定义 E 的闭包 E = EUE '
, E 为包合 E的最⼩团集

命题 : ① aEE② tr > 0 ,
有 BQ ,

MMEF ψ

② E)= E) 0, E= 0

)
<

⼝

命题 : ① E
0

是开第 , 2 E , E
是闭集( Ψ .

C 既开⼜闭了

③ E 是闭系☆ E = E②E 'GE D

E称为紧集 : 若 E的任意开覆盖均存去有限覆盖



① 开系的 (⺠穷 ,并还是开集 , ⽆穷交不⼀定是开集

③ 闭系的 (⽆穷意是闭材,⽆究并不⼀定是闭集

定理 ( Heime - Bonel ) PECC为紧乐进 E 是 6 中的有界闭亲

② ECC∞= CU {∞ 系
, E是紧集 ② E 是闭集 乃

注 : ① 只对有限维空间成员

命题 :
改 E 为紧集

, F 为闭集 ,
E Λ F =ψ ,

则 d (E . F ) > O ⼑

定理 ( Bolzano - Weierstrass ) 考兔区中⽆部点列 ,则了⼀定有极限是( 包括 ∞ ) ∞

连续曲线与城 lregion 了

¢中曲线 γ ( t 1 , t ε [a , b] 1 R → C . ⾛点 γ⼼ )
,
终点 γ ( b )

① 若 γ (a ) =γ ( 的 )
, 称⼦为闭曲线

② 若 z ( t , } =γ ( tz ) ⇒ t . = tz 称γ 为简单曲线

③ 若 γ a 1 =γ ( b ) ,且⽆其他⾃多点移① 为简单 ( Jordan 了闭曲线

⼽临D; a =
toCt,< … Ltn= b, IP 1 = 餐 a" / γ ( ta )- γ / lr+ ll

称 γ lt ) 可求⻓
, 若 sp |β 1 <∞

,
此是义的 ∞( t ) |= sup 1 B 1

(不要求γ 光滑了

定义
,

E称为连通 : 若 E 不能表示为两个⾮空开集 (闭集)⽆交并

定理 开保 E连通 E中任稳两点可由 E中曲线连接 ⼝

定理 ( Jordan 任 - Jordm曲线 n ( t > 将 ①划分成两个域 (连通开集了
,
⼀个是有界内部 , ⼀个是

⽆界外部 ,
γ ( t )是公共边界 冖

定义单连通了花城E中的Jordami闭曲线围成区域内部仍在E 中 , 称 E为单连通的
,

Jordam闭曲线围成En-连通 : 若正由条产简单曲成
⼀⽄点



Lee 了

定义 (连续了 f( z 3在 E = 20 处连续⇒ VE > 0, aS 30 S
,
t . [ (z ) - SLE07 | CE ,

EZEB(Z0
,
δ )

定义(可导了 δ (G在处可导 , 如果 l → z.E- z1 -f
(Z0]存在,该极限记为 δ ' ( E0 )

Z - Zo
“

定义 (的微了 fz] 在Z = Z 0处丽微,如果< f= f (E3 - f(E0)=ACE0] Oz +β LOZ ] ,其中β瓶0(Oz) = 0

微②可导 ] ⇒ 连续

例
, F ( z 1 = z .

20 =0fz)- = 号
三- - 瓦

① 取 z = aG 12
,
l

→

虐
:

③ 取 E = bi ε 1R . β→0 号 = - 1

∴
器, 不存在

f = u + iv = Re ( f ) + iIm (f ]

设⼦在E0处可交 ,不妨设 zo =
0

,￡(z 0 ) = 0 .于是β 是存右

Ft>= f"( O ) E + O ( E
)

,其中β0

^皆 = 0

“
ae

(

* x
+ 瑜 Y 1) i (新 x+ 箭 Y)

美和虚部均可微该可微将⇒就};01
π) = 装+i |×+ 筑+i等] Y + o (a)

⼀

= 世封
,

上

ax - 达驾 ] z + (z在影 ) z + 0 ( a1 ]

全录 = (录⼀ 录
)
,录三绿+i 录 ) ⼆装之号 Z + 0 (2 )

梧⼆瓷巷+ 0路极有限在 ② 登 = i

“ ↓
固定的数 0

c 酱 +登 = 0⇒

七

⇌藻☆
0 Lacwhy-

Rienmamm条件

∴
f :6→6 在E 0可微㉓⼦去瓦实可微且满是Canhy - Riemam条件

定义你像f ( E 3在区域 中全钝 , 惹千在⼝中点每 可导

②称 f(E ) 志 E0点⾦纯
,若千在 t0 的某斯全陆成场 ( E0, ⼼ )上全纯



{
例

,δ( z) =Rez
]

^ 在 Z= 0 处可导,但不全纯 (承平⽅向竖直出向极限不同了

Cabucuy -Riemam⽅程 : 提升正则性
Ju =

f = utiv 在D上全纯 →(
⼑

E(R) x= 灵 (餐] = 鸡y }→<u
=
0
⇒ u是调和凼数 ⇒ 么是光滑的

毙录 (⼀装⼆⼀瑜

同理 σ v = 0 ( f{ 上i实互换了出

0 : Laplace算⼦
∂

⼀录 ω ) = 录 (z毙⽐∂ ) ) =Ʃ (i(录孕) ( 毙+ i骑] ) = tou与Z (

⇒O = 4z =4z



Lee 4

(xin 3 lu, v , ( X0 , Y% ) 1→ ( U0
,
w0 )

i (x , y ) =µ (x0 , Y0 ) + x( x0, φ 03{ x-X0) + 箭 (o , Y% 7 ( y- Y0 ) + 0 ( 1x 0,
}
- Y011 )

v ( x , Y 3 = U (x0 , Y0 ) + 毙 ( x0. % )(x- x0 ) + 骑 (x 0 , % 3(Y-Y % 3 t 0 l1 x0, φ-Y031 )

( µ ) =( 皆 1 +投☆☆jeuam
be→切映时

全给三 ☆ □ 4 = (台点 ) =←. |品 “品 )

Dφ 是⽅爱转和放馆约的组⻝
↓ ↓ ⼀

Z⻆度 θ 受数为的地:孔 P]

f'(E 0 ) = 登 = (装⼀ i 装 ): 燚 +i 叔⼀i ( 瑜+ i 新 ) :的(翡瑜 ] + i[是⼀ J )

←R⽅u a + ib = aebze '
0=
f "

( zosleiArg( f"(t0 ))

导数的可意义

⽂ z ( t 了为⼀条光滑波线 ,
γ (0 ) = 20

,
σ ( E ] = f(π (t > ) = u (γ (t 1 ) + iv (γ ( t7 )

, 则 σ t )为经过

Wo = ( h, V0 ) 的曲线 ,

在 t0 处
,

γλt 3的切线与 x 轴正向夹⻆ Agzilos

γ e <t )
… Argγil0)

从γ . ( t ] 到 dl + 1 在E 0处转动的⻆夜为Aradi ( o ) -Argdi ω

由于 σilt 3 = f (di (t 3 ) , i = , 2 σit ) - f ' ( di ( t ) ) iit )

σ i
*. ) 在 ω0 处与 0的夹⻆为 Argσ :

"

( 03 =Argf
" (E0 ) +Ag .di

" ( 0 )

等到Argtio 3 - Areszilos = Arg ilo 3 - Ang dios →⻆交保持 (保⻆ )
⼀⼀

曲线 σ.和吃之间的夹⻆ 曲线① .和加之间的夹⻆

条件 : f'(z 0 ) # 0 ,否MArgf " (Z07没有意义

定理 : 若 f ( E )吉区域中 D全纯 ,则在 {“ ≈ 140 处 f ( z)保⻆ 问



{例 fLz ) = zk , k≈ 1 整数

{↑
(t ) = t

tEFO] { σ(
t ) :&

ω
t
, 在给定

,取 θ 充分⼩
, kot θ (mod 2≥ )du (t 1 =eiot

⼀般情况下 δ^ ( z0 ) =0 , 保⻆性质不满是 (⼀定不保⻆了

为于+公研究 E
µ ?全纯函数展开成 f (z ^ - F (t 0)

= (̂k=of"舆
{ z- 8) += hoak ( E- 2 ) .

o

Garo to . K0 22

= Ak
.
( t- 0
)0
{ (+品 (t -0)+… }

= Ae. (z -E0)
k0

g ( z ) , g ( t0 ) = 1

f 的改变⻆夏的性质完全由由 - E0 j做决定 , 从⽽不保⻆
,

f 在 D上全钝 , EoED . F ' ( t0 ) = 1 f'"z 0 ) le
"Aglf"103 ]

lim 5Lz)-
1 =( f " ( 0 ) |是预⽩化率 (神缩率 )

Z→品E - E 0 )

Carean 公式

定理 若出数 P ( x, n )
,

Q (xM ) 去吃上连续 ,且有连续的⼀阶偏导数 , 则有

[a是⼀登] dxdy = arpdxtQdy

(外微的 ; d( βdx+ Qdy 了 =dx+ 驾dy了rdx +喝 dx+場dyJndy
⼆哥dyndx +登 dxndy ⼀影) dxndy

,

外微到 : 统⼀座
.

Gnern 公式~,⼀般维 S⽐数es 公式也对

假设 P, Q的⼝上满是对⼀瑜 = 0
,
则 SarPdxtθdy = o

⼥果P . θ在整个 C上定义且满是登⼀架 : 0

…
,

vas
1 ( a- aapdxtody =0 ⇒ (a, Edxtody = a pdx+ ody

⇒可以定义函数F (x, n ) = {apdx+θdy

同样的⽅法依然有效 ,如果 r是单连通的 ( 基中 λ 是连结 (x0 , 40 ) 到 ( x, φ ) 的的的光滑曲线了

回到调和函数
,
ω调和 ② ou = o

条件 : ⽂观连通 , U : r→ 1R 是调和出数
,



令 P =瑜 Q ⼆哦 ,

则装哦 ⼆靠⼆哥

令 v ( x , y )
= {ipdx + Qdy 是⼝上良定义的函数

登 = B ⼆⼀品 , 靠 = Q = 裂
,
⼉是 u 的共轭调和函数

是 f = u + iv ,

则登 =0 , f是全纯的

s 在单连通区域上
,
调和函数⼀定可以写成全纯函数的实

实变然数中导数的运算函数在这⾥依然成是

若不是单连通, 则没有共轮调和函数,

loglz 1 = lagr
, ogt1 = tlog2 tlogz 1

2 log 瓷 :zt+三上
0

a
毙
z =录 Ʃ z) =÷录 (E) =÷上鸿祭 =0 (⽤复变⽅法计算更快 )

⇒ 登( +骑~ ) lgxl = 0 ⇒ logr思调和函数 (法 (
*
= C E03 上 )

d
C的Fa-

n

, m> 2Geen函数

初与全纯函数

指数函数t = x +in, 定义ez
= e *
. eis= e *losy+ isny ) . f 1 = e

*
> 0

eE : -ez = eE , * zz

ez
+2ni

= eterai= ez
,

eEL 2π i为周期

性质,eZ
在
C 上全纯, 且

e'= ez

i 证 :
ez
-etosytetsiny

U

装 = exosy = 然

莉⼆-&smy 街 (R分程去点满每⾜⇒ e正在G上纯
装⼆装 + i贺 = eE



定义 : ① 若正 ,瓦就有 f(z ) # f(zr) , 则称 δ为单叶函数 ;

③ 若千社区域⼝中单叶 , 则称r为 f的单叶域

的 ez ' =
e
② eZ, - 2 = 1 ② E

, -E = 2k π i , Ke区

故若区域⼝中任两点差不为 2π i 的整数倍
,则 D 为 eE的单时域

,…"",
et = reio = exeis ,

r = ex , θ= y + 2kπ

若

D = { ( x,以 ) locycyo <2π 产

ez ,—
exe'ye*,, ,⇌ 1 ∠

对数函数若 eW(τ)
] E

,
则 WLZ)称为 Z的对数

, 记为 ω ( τ ] = log ( z )

令 E = reiθ
,
w ( z ) = u ( z ) + iv ( E )

reio = e"eiv ⑦ { 皆ka②{馆 legr
=legitlotu
π= a的gz + 2kπ
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例 ,
δ 在 B 10, > U { } 让全纯, 且 δ ( B ( 0> ) < BC0 ,1] ,

f ( ) =1 ,i 正 :fi >≥ 0

系 '把切空间晚到切空间 , 5 ^ ( )为旋转⼗放馆的 ⇒ 不能旋转

④0|%, → . "
证 : f 右 E = 1 处全钝

,
在 Z = 1附近有

f ( E ] = f( 1 >+5 ( " 3 ( E - 1 )
+ 0( 7 z -D

☆品你∵嘴州
…<,

③ 1 + 2Re {" > ( z - ) } + otE11 ) c 1

令 z - 1 = reiO , DEL, ]

⇒ Re [ " " ) reiθ ) + oir ) < o

Ʃ Relf ' " )eis + oLlco s-
30Refluseiθ ) ≤

0
. WOEL , π ]

若

￡
(( ) = 0已证,

没

δ

“ 1> t 0 , ⾦
f '"1 >=| f '"" ) lei

2 ,

a = argf'" )

⇒Relisl ei ( o+
x 3 ] ≤0 ⇒ O+ 2 G , & a }. HQEL☆ , π ]

⇒ α= 0 ⇒ f( )=31 ≥ 0

对数函数
,

符号 : ① 若 x >0 ,则 logx表示还实数的实对数值

② ogz是多值函数

③ @gz ) k 表示 logz + ilrgz + 2kπ ) , argz ε [ o , 2 π ]

性质 : logzlk在G {0 } 上 ☆是连续函数

问题 : 如何求区域 D
,

使 @gz )数为连续函数 ?

… logRLz3 …,这⾥RLE 7
=P品是有理函数 ?

定义
: ① 放 FLZ )为多值函数 , 定义在 4上 , 初值为 f ( E 0 ] 当 ε0 沿曲线 C 连续变动在正 , 时

f (z0 )连续移动到唯⼀确定的值f (Z. ) , 则称 F(E )在 C上的改变量为

OcFl= f (τ ) - f (z0) 且 O < (F, LES ± Fz(z )= O< F. (z 3 ± F: (E )



② 若 □cFCE ) 的值仅依赖于 Z0 , z-,f (z 0
) ,不依赖于 C 的选取 ,则称 F(E 1 在江中有单值的交 ,

该的⽀去任司点正的值为f ( E 3 = fCE0 ) + O FLE
3

. C为欢中连结E 0 到 } E 的曲线

x要制断 F (E 3吉区域⼝上是否有单值的⽀ , 有

命题
.

F (E 3 去明上有单值的⽀②θr中任意简单闭曲线C 有 OLFLz ) =0
,
此时称 Λ为 FCE7的

⼀个单值域

I例 , F( E 3 = logz ,
r = C \ [ O , +∞ ]

注意 β

⼀般不难⼀ , 通常我们要找极⼤单值城⼝. 即不存在⼝使得E2 !. F( E ) 去r

⽴有单值的⽀ ,

③ 寻常点
,

设 E0 εβ , 若存在 E0 的⼀个邻域使得多值函数下(z)在此城中有单值的⽀ ,

则称该点为寻常点
2 MB(0, RS (R蔬分⼤了

⽀点 (枝点 ) 设 F (E) 在ε⑥⑧2的某个充新⼩的空⼼邻城中有定义,且每点都是寻常点 , ⼜以 E0

为中⼼的任意⼩的空⼼领域中都存在围绕E0的简单闭曲线 C , 使得 OcFCE1 #0
,

则称E 元为 FEE ) 的⽀点

例 ,
求 Arglz -a 3在区上所有枝点

解 ; ① z = a 是⽀点

② aFzEG 是寻常点

③ E =∞ , 作曲线 C = { ε| E π1 =R+ 1 } CBL∞ , R
) ,则 O<Arglt -a ) =± 2π to

⇒ Argta了在E上所有⽀点为 E=0
,
∞

[明总 1 :①在枝点定义中 ,闭曲线要在“充分⼩邻城动选取 , 否则在沟部包含梦点的闭曲线上 , F( E ) 的

改变星可以为 □
,

例
:
FLE3= log品

,
a # b θ

= logta3 - log (t- y]

□CF( z ) =0



② 封校变定义⽐ ,
不能规定以 t0为中⼼的任意⼩的空⼼邻域中围绕 E0的所有简单闭曲线 , 都有

OLFLE3 = O

例 :
FLZ ) =② S的Ʃ , Z =0 , ∞枝是吃 =π Largz + 2kπ] sinodef

.i 0
e-

i

C = EE | . E1 = a 号
.

FLE)Oc = 0

③ 在枝点的定义中
,

要规定正的充分⼩的室⼼全邻城中都是寻常点
”

例 : FLz ) = Amz
,

验证 E = nπ 是枝点

但 E =0不是枝点
, 它是枝点的极限点 ,



第⼀次习题课

例 - 设 D 为 4 中单连通区域, {

(x > t 0 是 D 中全纯
,

函数且系 ( E ) = f( x , } } ε (
“

( D ) ,

则存左 D 中全纯函 αs . t eg
( E)=
{ LE3

证 :
× 避免讨论多值函数 Lnf( z 1 )

由⾏: 业题
,
u = lalf (z 1 l 调和下存在D 上全钱函数 hcz 1 使 h = u + iv ,

化|≡ 1
“
⇒
业题e

筑= eio常数,令与 ( t 1 = h ( z ) - i 0即可 □

注意
:
① 单连通区域中 , 由于 C -R⽅程 , √数⽐在相差常数意义下唯⼀确定

② f = utiv 的存去性中定义城 D 单连通这个条件不能去掉
,

反例 : 考虑 B (O, 13\ { 0 } 中 u =lnr
1 ,则不好在全纯函数 5和 t .Ref = u

,

(E)
e
“ 1凸

反证 : 若雪 Ustutio 全纯 ,
则⾮ F 1 21 = 13

作业题 efcz^=eiθ z ( O 固定了

∴ VE θ+Argz ,由于 U连续绕⼀圈后 V 增加 π ,
不可能 D
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例 ,

求oCz-a ] 在 E上所有板点和单值城 注 : 嘴多值函数值函数( 分枝 )

解
: OcLog (z -a] = 0 . ( log | z

- al + iArg ( t -a 3 )

= OiArg( E
- a ) = {

θ
. 若 a 在 C外部

± 2π i 蒸 a 在 C 内部

∴
-
Z = 0 , ∞ 是枝点

D = 4 [ a , +∞ ) 是单值域

单值域的选取不住如→
—

~^⼼
6 是单值域

说明 : 单值域不是不包含枝点的区域 ,是包合改变量为的简单闭曲诚的区域

例 .

F (E 3 = logz的 ,
atb , 求上所有板点和⼀个单值域,

解 : Fiz3 = Logz-a - log (z - b ) 敏 C 是避开 a
, b 的简单闭曲线

O( FLZ) = i Argz-a① - O0Arglzb3 ]

2π i , 若 C 仅包合 G (C . )

{ - 2π i , 若 (仅包含 b ( C 2 )
取道

, 0
, 若 ( 包含 a 和 b ( C3 )

O
. 若 C 不包含 a , b ( C 4)

⇒ a , b是所有的枝点

连接 a , b 并志掉这条线假
,

则 D=G [ a ,b ] 为单组域

例 : Fcz 3 = l0g毙
,

D = 4 [- 1
.

] , 记 δ( Z) 为 F ( E 3 在 中的单值的⽀ ,

已知 δ xO
'

上 ] =π i , 求 f ( OF ) , fl∞ 3

解
;

号
c
f ( O上 ) =⽼品f ( z )

}
,

Iunt >0

Λ

θ FLz>= log( + i ( Arg( z-) -Arg( z +) ]

fcor . ) -fl = O( F( E 3 =O < FEE )

= Ocllogx ) = :0 . (Argiz- ( ) - Arg(ze 1 ) )

= i ( -rπ- O ] ≈ - 2π i =⇒ f ( OF ) =π i

f (∞ 1 - f )(O上
= OBF (Z) = iOβ (Arg (z- 1 ) -Arg ( z+ 1 ))

= iCπ - " ) = - π i =⇒ f(∞ ) = 0



验算: β 改其他连续到到 ∞ 的射线结果相同

例 F ( z ) = Logt纯pcz ⽀点单值域

解 : ① 枝点 F ( Z >= 2Logt + hog (z+ " ) - 3 loga+ ) - log ( E +2)

OCFEE ) = i { 2O( ArgE + OcArg1- 3 <cArgE)-OEArg( z +23}

校点E =- 2 ,
- 1 , 0 , 1 , ∞

单值域体及⼤: D
= G [{ - 2, 1] U [i , +∞] } 是单值城

若乃⾥ , 则雪YE[ -2 , -1 ] O [0, t∞ ] s. t , YED
'

雪 δ s. t . Bly , δ ) CD (开集 ) , 可找了⼀条曲线 …
, ⽭盾

(极⼤单值域不唯⼀,
如

D= G \ { (-∞ ,② U[ - 1 , } 是极⼤单域值

例,F ( E ) =logRCz ) , RCE )资 aij, K 区

解 : C为避型了ak 的简单闭曲线 , 究义 ^ ⼆ {场 lak在 C的内部分

F(E 3 爱 logk (E-排 )= 3OcF ( τ 3 =系niOcks (lagz-ak ) =爱ε^MB2 π i =2 πi爱εMr

DcFCE1 = 0包合右 C内部的点 ar 的指数地之和为 O

∞ 不是⽀点② 对任意充的h 的 C , OLFE) =0 ② 靠
…

Ma = 0

幂函数 w = Z
α

① 若 α= n ε ( N
,

则☆ ) = mEH^⇒ E
*
是 C上全纯函数

② 若 α= 吃
,
ME⼏ , 则 Z

*
= w ② Logw = aLogz

② w = enlhoglzl + iArgz
)

= izjeilargz + 2 ea) ,2= 0 , 1 , …, m -y

⽂W = 正的有⼏个的板

③aE4 . a = atbi , GbE 1R
,

w = (zleiArgz )
*
= etlogz = e

atib] ( logzltiArgz )

= ealogal-bArgt i (blegaltarrgt
)

e



若 b =0 , a = m , w
= E
*
= E

”

单值承数

b= 0
,
a☆ ( p, 9互素 )w =

zeArgz
,
多存 E个分枝

b =0
,
a εQ
,

w =zGeiaangzeiarkr 有⽆穷多值

若 bo , ( wl = eog1
-bargz+ 20)

KE区 , 故 ω 1 有⽆穷多值⇒ω为⽆穷多值函数

例 ,
若 FLz ) =E= R (z1 } ☆ ,

R ( z ) = 若 & - g)
^5

,
求单值域

解 : 取 C 是避形的产的简单闭曲线

OLFCE ) =GELRE iMe
☆AnGRCZ) ] ⑤

= RczostenArgRC8)+OcArgR
(E1]

- RczojtenArgRlt0 )

= zonjhenArgRl[ eIOCArgRCZL⻔
O(ArgRlt)=

1 ② ☆ O(ArgR(t) = 2Rπ i② OLArgRLZ )= 2nKπO( FCE) = 0 ② e

Λ= 会 j 1 a 5 在 C内部 )σ<Arg.R( E 3 ⼆nranj

所以 OCFCE) =②② nnj 是 n的整数倍

∞ 不是枝点② 焉
mj是 n 的整数倍

例
.

FCE 1=E)(E-)品 ](E - 4 )枝点单真域

解 : 枝点 : ① . 1
. 2 . 3

.
4
.

∞

单值域 : D = 4 { [01} U [ 2 , ③] 0 [ 4, +∞ ) }

例 ,
已知 f( z )=π , 求 f(E) 的⽀点 , 若单值域 B =ε \ (-∞, 1 ],取点 E =2取正值的分枝f(z )

在 z=++ i的团

解 : FCE ) = EiieArgE )

f ( 2 ) = e
5 Arg >

0 ② Arg(z-1) | z = 2 取 6π 的整数倍
”

C为连结 2到 Z0 = - 1 + i的曲线

城∞呙⼀C 1 2 fczo 1 = 1 E0 -
1
(
5eAg LE- PHE=E

= toi 5
e
5
Argz| z=2 + OcArglz-") ]

arctanz
= O (Arglt) = s es (+ -arctam)δ



eio e
- io

⼗
←⼀三⻆函数 θ实数

,
eio = oso+ isim θ

⇒ os θ= 急
⼀
亠} i0
- e
-io
…

e=s . 0 - isimo
sim θ=⾛

2 i

,

εε¢定义
:{瀛齜eiz

,
zG 4

2

D Simz , SEva 2π为周期

③ SMrz + as^z = l

③ 1 smzl,E )是⽆界的

z = jy
.

Y 30 , y→ t∞

sE= eitinte则 e"te"→∞
同理丽证 smz ⽆界
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例没 fcZ3= . 试确定δ克 [ O ]上岸取正值的单值全纯的⽀f (z ) ,并计算f0 [-王)
,

解
: 是 φ LZ ) ==☆z33z-}

÷
, f 的多值性完全的 φ 决定

可能枝点 E = 1
,
0
,
∞

指数 3
,

⼗
( 3% 整数

i : D = G [0 , ] 为 φ 的单值城 (⾃然也是 δ的单值域了

Arg φ(z ) | z = - i = Argφ ( z 1 |z = x. ≤ + OcArgφ
[ z ) f

.

c

⑩ ☆⼀的= O + Il AgL 1-E )3
-
O (ArgEJ 1

⼀

⼀= ZLGπ -③π ) =π
π

⇒φ % ( -i )= (-i
)
|

-
" =
2
e
-s "

∴
⇒ f0 ( - i ) =4 e

-zπ

段三⻆函数

θ=ArcSmz 为 E = sm θ 的反函数

θ
1- Z

2

z =sin θ⇒ e - e
- iθ= iz ⇒eθ ] -Riz )eiθ - 1 = 0 =3 enθ= iz ±—

⇒ θ = T Logliz ±Fzz )

取 Arcsmz =+leglizt ) , ( 与 z = t ε很⼩的情况相客 )

θ=Arcst 为 E =⽐ θ 的反函数

Z =OS ②②SmR θ=1 -oŝ O = -
E 2 ⇐ S, nO

=
FEr☆θ=π LoglztivFz^ )

θ=ArcmE为 E = tamθ的反函数

θ= Arcemz tan θ = E ⇒ Ittan' o0 = 1+ z
3

⇒ RO = ⇒θ= Arcsti= tlogi毙



分式线性变换

定义 ω= F(z ) =
G ⿏, σ= ad -bcto

若 ad-bc =0
,
则 fczn为常数或⽆意义

特殊腾形 ③ w= zta
=+1 平移

② (OE 1R) w =eiOz = bE = 出正皆, 旋转

③ Lr >0 ) w = r 2 伸缩

④ W =I = -0z反演,

A = (∵ ) O = detλ=ad- cto

定理 : 任⼀的式线性变换都可以多成上述四种变换的复合

i 证 : B CO ⇒ at0 , dt 0 , f ( a ) =
at= aE +b '

,

a
'
= t

,

b ' =
E ,=eiz

交 a' =roei θ
,

Z→ E 宿缩
zz=roE
'Ez→多

"
w =aEtb

'

神馆的
bad
Ʃ

② Ct 0 , fiz ) - tczed = a tczedcadbd … ⼑

定理
: f ( z )

= a正a (ad
- b ( t 07是hE到⼥的双射

证 : ω=
az☆② cnttdw= az + b ② ( w- a> E = b -dWcE- cw-a.

说g ( w) = - ntaw杯 ,

则 g是的式线性变换 ,且 fog = id , gof = id (注意 O和 ∞ 了

所 v 1 . g =
f

, f 是双战 □

⼒点

平移 旋转 伸缩 反
.
演

⼩→15 (r #}
z 1→ E+a @t0 ) z> eioz (ot0) 正z

±
1

∞ O ,∞ ①
,
∞

⼼存没款系(Z 1 分式线性变换有了个不动点? !

引理 : 签分式线性变换有了个不动点 ,
则必为恒为破射

( ε E )

证 : fcz 3 = Gzd= E =⇒ cz
2
+ d-) z + H =① 有 3个不同解 ⇒ c = d- a= b = 0 =⇒f ( z ) =

z
= z



定理 : 在 E上给定互异的三点 E, E 2 , E 3 ,
1 .及_ w , ω z ,W 3 , 则存在唯⼀的的式线性变换

w = f( ε ) 使得 f(zi ) = wi , i = 1 , 2- 3

证 : □去⼦批性 :构造 g (z)==舆z 3

则 G (z1 ) = 1 , g ( zz ) =
0 , g( t=∞

(构造所6ws
=w-osfuiwa… f= ng 即可

③唯⼀性 : 由引理推出 冖



第⼆次习题课

⼀般来说 5± Est , 但在⼀些特殊条件下 ,
我们仍有

例例 ③ 次 E ε G E 0 } , s ε C
.

当 t ε 区时成⽴ s ]
“
= zst

④ 设 P , E ε x
+
,
当 (p,ε ) = ( 时成⽴E )

”
= E☆E

证 :
① ☆ ]

t
=etlog" etlogleslogi ) = etlogleDeslogE 3 + Imlshgz ) tzusaij

= et
( Rels logt+ JonCslogzl+ 2esait 2m π i ]

= eRelsttogE 1 t Inlstog
t ) t 2k(stl π i

= zst

β

② iLE =rei 0 ,则 )P =jp γ
a

-

P θ+2kτπ )
= eq

,
e = 0 , 1
,

…

,
9
- 1

-pEe
,
k = 0

,

1

,
…

,
9- 1

福⻆集合在 wd 2n 是义下相周 乃

单叶映射⾯积

政全纯函数 f ( t 1 : B → G 为-⼀映射 , 即 f ( D )
= G, 则 G= 的淡符|dxoy ←Sbfz )idxy

研究全纯函数的⾯积是理解其作性质,尤其是展开级数性质的⽅法之⼀ ,

我们称全纯函数系 : D→ G保持⾯积 , 若 VBCEγ> CD ,有由 ( BLE , γ ] ( =|BEz, r > l ,

⾃: 若 f 保⾯积, 则
fct>=eioz+ c , 即 f只能为旋转⼗平移 ,

证 : Claim : f全纯 ,
则f也全纯 (后续课程中会证明 ) , 从⽽只需证 &z3l三 1

,

特别地 , ↑ (z11连续 , 若 ↑(z0) 1 # 1 , 取ε 0的⼩邻域BCG , ,δE 1在其上在于 1 或⼩于 (

⇒ SBcor) LzsRdxhy # / B( 80 , )l , ⽭盾 ⼝

例 : 令 {(z ) = et , 求 (B (0) 川 .

解
: $ (Bo 1 ) 5 |= (Blo, n $ ' ( z)pdxdy=SBa ,ePaxdy

reiof .asdrezezddo⼀

γ
⼀eztrlkral 品%蹈 ☆幽法:燃 ido- =☆

D

⼆

:
m*aw
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ω= h
-

g(z 3 ) = f( z ) h (ω ) = g (z )

uw,/器
w

,

=司

定义 : 交⽐ | 0
t ,E,≥ 3

)⼆/品
(w, w ,

W2,
W
3 ) = (E , E , : Z 2 , E37

"

fa3, F( z.),flE .), f(t3 )) = (E
,

E
, Z2 , 23 ) 分式线性变换下交⽐不变

引理 : 分式线性变换将圆周 (圆和直线 映为圆周
,

证 : 只需验证反演满⾛此性质

设 d为⼀圆周满⾜合程AZEBI +BE+C=0 , A, CEIR , BP- AC > O

W
= t

. AWnBE +Bt + C = O

A + B≈ tBW+ CWW = O 还是圆周 (我们忽略了⼀些特殊情况了 乃

定理四是 Z, zz
,
E3 ,
Z4共圆 (个义圆周 ) ② Im ( E, E2 , E3 , Ex) = 0 ie . 系⽐是害数

证 :
f (E 3 : = E , Ez

, 23 , E4 )

f(Ez ) = 1
.
f( t 33 =0 , f ( zx ) =∞

.
⼜f把 E0 , E 3 , Ex 确定的圆周映为圆周 , ∴ 映为实的

由系为双射 , f( E . 3ε 1R② E , 在 E2 , z 3 , E⽐确的定圆j 下 ⼝⇌

问题如何确定 Im ( E, z , E 3 , z4 )右圆内外的符号 ?
. 3
.

?G , E , → Zz → E 3,
称
G, 为左边, G

2为加边例 O☆G2 E3E 3 →E 2 →E 1 , 称 G 2为左边 , G为右边

定理
,
改正 , Z 2 , E 3 为E上圆周⼩的有序三点 , 则

E 1
→ Ez → E3 右边的点胡Jm ( E , E , E2, Es ) > 0

z1
→ Zz → E ; 左边的点有 Im [z , z , z2 , E3 ) <o

员⼼dn
正

证 :
← 了

□
互 者总 a ,E, E 2,

E

3). Arg
( ( a , t ,

,
z2 , z 3))=Arg ( as) -Arg( ),

0a 三 3

=θ ,
- θ2 =θ, - ②=②ε (0 , π )⇒ {ma, E,E2, E37 >0

∴圆内部 m > 0 ⇒ 圆外部 ImCo
; 直诚容易 乃



影熟论 : 若 f : zi → ⽐ i , i= 1
, 2 , 3 是的式线性变换 , 则 f将 E , → Zz → E3 的左结了则的制映为

W .→ Wa → W3 的左 ( 右 1侧 ⽉

对称点

定义 :称 E , Ez关于圆周 E-al = 2对称 , 若 Ev-aE-= R
2

定理
: ① E 1 , E关于 AZZ + BE+BE +=对称② AE EI+BEztBE.

+ C =0

② 若分式线性变换将圆 d , 映为 &r ,则该变换将了 , 的对称点映为后的对称点

证 : DAt0 , z ,zr关于圆对称⇒c-a )Ez -a )=
R 2 ⇒ELET -Era- aE+aP-

R
= 0

(* ) 命题 : 没直线 L的⽅程为 BE + BE + C= 0 (Bt0 , Cε (R )
, 则 z ,2 关于 L对称② BE

,
+ BEz+C=0

(验证 )
;

② 只需考虑反演 (提出这条定理的动机了

ω= z
,
E ,Ea满⾜ AZEI + BEI + BE,

+ C =0

②AnT +B++ C =0

② A + BW.TBW+CW =O

②ω
. ,
W2 关于Pc :Ct + BW+ B⽐+A =0 对称 ⼝

例
, 求将上半平⾯H 映为单位圆⼱的的式线性变换

的 : 放 f把E 0映到 0
.映到 ∞

,

令 f (a ]=b
,
a
,
b 待定 ,则⼼ ,Z 0 , E ) → , 0 , ∞ )

正/ 器= 品 = 0 ⇒ω=ba 品)

由于 f把宝轴映到单位圆 ,
令 E = x 1R

,
则 (k, 蕊☆

模为 ,

⇒ k= eio

故 ω= eioE ☆
, θ ER , EoEH

取 E0 =i
,

θ=0 ,
W=式:

( Cayay 变换
,

泛函分析了

例 , 求将单位圆映到单位圆
,

E0晚到 ① 的的式线性变换

解 ;
θ , z0 ,E ) → (b, 0 , ∞ ] ⇒ W = k= k 瓷z

正巡当 , ( E $= 1 时IW =LEz |= k Ez- iz1|='|= 1 ⇒ W=CiOFz
-E0

,
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例 :
求把 D = 1+ \ τ in , 0] (n >0 ] 映为 H 的变换

⼀
的 : ↓z -1" f =±uz

,1, ,, ,2 1
⼀⼀⼀-

个
aem1"-h红⼀
"

例, 求将C 去掉江⻔的区城映为上半平⾯的变换

解 : )← f =⿏站

↓ i瓷 (
I 13 0 ,i 1→ 1⼀- 1 → ⼀

1"0
-

zzes

例 : 设吃是 12 - ±=±与虚轴围成的⽆界区城, 求⼝→ 1H 的映射

解 ;

"

.

! Λ f0⼀
E = z 测虚轴 上三 ( =三均映到<

,

1
,

”

"
atret

↓ 包今天穷远点的圆周
⇒映到直成 , ⼜不可能的⽆男远点

乡以外的交短 → 平⾏直成

说明
,

若两圆相切
,
如

Q ☆ a a

会W =a
, 则它将a变为 ∞ , 测把两圆变成两条平⾏直线,

例 : 变换如下区域到上半平⾯

⼀

↓ z 1
=载鑫



两圆相交 ⼀
∞

ω = c-b 把包围区域映为扇形

at→ o bl→∞

例
l

,把如下区城变到 H

%
A→A 1

, ∅

容 —
→11. "→B ⼀污 吕 诊 →

wsc
∞D

⼗s
↓E = ↑ z3 = E3

Ψ \
A
'

咧

!
→ →

☆ ,tuzzeni 城 .T1 ⼀

!,1i :,

我了构造出来的的失射都是同胚
,

把单连通区域映为上半平⾯

~> 是否所有单连通区域,都可周到上半平⾯ ? ( 后⾯会证这是对的 )

RokorSkY 函数 W
= ZCz+ z )

R

为单叶城②次中不包含E 1zr=1 的两点Z - , Ez

么例 : 1 D CD- H

单位开圆盘

央射性质没 E = reio, w=utio

铅法步品bsmoaaso
圆周 E 1 = r的像品椭段E1⻔

式或
CD→¢] [- 1, 1}

> 1 上半圆周映到上半椭圆
下半 下半

( D {0} -→¢ [1, 1] { r< 1 上半圆周触到下半有圆
下半 上半

D → E EG ]



射城angz=θ 的像( θEEO, ☆ , π ,③π} , 即转 θ t 0, sim θt 0 )

器u ⇒ ⼀靠0=1 双曲线

若 θ=0 , Smθ= 0 ⇒ 0=0
, 4=z(r +r) ≥ 1

若 O<OL π
,
α>0

,
像为双曲线的右半⽀

若 θ=π
,
θ s ☆= 0 ⇒U=

0

,V =z(r -z
)
,像为虚轴

若 πCOLπ , U <O
,像为双曲成的左半⽀

若 θ=π
,
U =0

,
u = -÷ ( r+ t) ≤- 1

故纪okouskY映射将 t 映为 C { ε -∞, -] O [ 1 , +∞号

¢11,⼀ ⼀

以—早 ∴

w
,
1π"

izte-ize⾦弦映与w =osz = — -—
三

单叶城 E , E 2 o 5 z . = osEz

ZSIME
+EZSM -Ez = 0

故正 .
-Er=2kπ 或 Z,

+ Ez =2kπ

所以 { o <ReE <产为单叶域



第三次习题课

例 :
P是经过1 . 1的圆周 , π , ω * ⼚ , 若 Z ω= I ,则正,以在两则

证 ;
E , Zz = I . LCE ) = z ,

- 1→ z,→ 1 h* -1→ Ez→ 1

惑 LCE ) 保持圆周左右两侧符管 □

例 : 若 E , E2 , 23 ,
t4 总次经于圆 ,

周上
,
则 (z , z 2 , z 3 , z4 ) > 1 ,

证 : 会的式线性变换 L
.
( ( z , ) = 0 , Llzc1 = 1

, UZ4]=∞

新式线性变换保三点顺序 (化归到反演了 LLE3 ) > 1

∴
. ② , z2 , Z3 , E4 ) =

- L<a)>
1

n

例 : 把⼼ {<∞ , +] 0 [ 1 , +∞>}→ {烈品品分式线性变换

解 :
由 Rokousy函数单叶域的结论 ,

Ψ ( z ) = Et
2

-1 的两个的⽀满定要求
,

或者花然式线性变摸 L ; ( ( 1 ) = 0 , L(O]= 1 , LL 1 ) =∞ , 即 L( E) ⼆毙 ,

不难看出 LCGL {∞3 U [ 1 , +∞ )} ) = 4 k-∞ , 0]

则Fl 满⾜要求

例 具有不动点的公式线性变换的标法社型

① 不到点 P +{的标准型
:
“ q =k品 , 在 EG , kt 0

②不动点 P={ 的标准型 : w =+ k, REε 4 , rto

⽂此公式线性变换为 ω= aHdad -b<0 ) ( 不考虑 c= 0 的平凡情形了
,

τω=ε
;

cp
2
_ θ- d 3p

-b =0

则有 Cz
^
- θ- d > z- b = 0 , 两根 P, E , 则 { - θ -d > q- b = 0

a-kl )z+b-pd⼀ …
于是 W-R = cz +a cztdc)

,
同理 W - E

=G-,

)

当 pt ε ,则器 { =E
品

, a
=a

,

当 p= a , 则pE= d,p3=+k , k=☆d ,
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例 : 将 Ψ|= 1与 E 1 = 所围区城⼝炎修映射为周⼼圆环 { C⽐CR }
(全纯

,保通了
的解 :

D*回
f-

①
,
∞是两圆的共同对称点

f+ω ) , f+ (∞ 3是⿏=Ʃ 的共同对称点

不难看出它们落在实轴上
,
x , =

- 4
, xr =

- 4

,

w
,

=4
,

{
w ( -) = 0

的以到共同圆⼼ Ow (- 4 ) =∞,

当 E= 1 时 04 ⇒
Eclukz

E = ? r时 ,
w

,
= z }

令 w = 4W = ⽐
,
则 w = ⽐ [ E]将观映为 { <⽐ |么 2 } , R= 2是⼀个不变量待试论 )

积分

闭曲线 ,

红向曲线 : γlt1 = z ( - t 1 ,
tε t- β , - α ]

的段光滑

可求⻓曲线 : γ: [a , b ] → 4

对区间 [α , β了作分害川σ : α= 0 < t.⼼ .cta-, <tu=β

L =δ想前 1 j ( ti} -γ( ti- × )|<+∞ ,则 L为⻓夜

定义复积到) ; f(t) = x (t ) tiy (t )为[α , β ]上的复组函数

Sa
β
f(t) dt = SxltidttiSyctldt

有性质;
①
Re ( (f ( t)dt) = { βx( tldt = {βRefctdt
Im ( {f(t],dt = {β y (t) dt= (, Junfctidt

② ECEG , (Sf(t) dt ={ cfct 3 dt

③$ f(t )dt |≤Sfldt



(让③ : 这 ( tidt= eiθ| &fitidtl , 故 fut ) dtl = .i0fLdt( fateo 1dt

(} f<t)dtl = Refe-ifctdtSβ Re{ e- iofut)}dt ≤ {β le-of(ti|dt ={
a
tf6 ( dt )

定义 : 改γ: [α , β] →① 为光滑曲线 ,f在 ⑥上连续,则定义{ γfizidz ={af(8(t )tidt

若⼦然段光滑则 ofcz7dE =篮fczct7jltidt

对⼀段可球⻓曲线,通过的段光滑曲线的逼近和极限定义积分

说明 : fCz3= utiv

Srfz7dz= { * fCo( t)γ( tdt= { {u (z( ε)3 + iicolt)给 ' tltiy'lε多 dt

= {β ex-oy'7dt + il
β
ox
'
euy' ) dt

= (o ludx- udy ) + ifzlvoxtudy )

= utivlldxtidy1 =SrfczldE

例: 设 γ( t|(tε [a, b ] ] 为纷段光滑曲线 , 求zdz , Sazdz

解 : odz = {a
"

zi (t)dt =γ( b)- γ [a )

rzdz = {a
"
γ ( t ) γ(tidt = i

(
γ=
(
b)- γ^

@
) ]

上⻄式对然段光滑曲也线成⽴

如果γ是分段光滑闭曲线 ,
则 {rdt = 0 , {rzdz=0 , 类红仙也有 {rzmdz=0

⇒ 收⽂幂级数沿出假觉滑闭曲线积到应该为也□②全纯函数沿分激光滑闭曲线积到为O? ,

全屯具fZ]连续 (1825)
σ

frfizdz= { rlutiv) ( dx+idy) = {dx -ody) tilodxtudy)

LGreen(- 影⼀毙 )dxdytir (笼⼀登 )dxdy =0

如何把f , cz )连续
“

去掉 ?

Caneaboy定理 ( 1900 )
: 设f克单连通城 D中全钝 ,是OCD是①中分段光滑闭曲线 , 则 {rf(zidz = 0

证明 : ① 若TED 是包会在D电的三⻆称 , 则 SifczidE =0

② 若PCD 多边形 , 则SpfczidE= 0

③ 对于曲线ZCD , E>0,存在折线 PCDS , t ,



i )P与 γ胡相同的点与终点 ,
且 P的顶点在⼦上

ii ) | Sβ f(z )dz - Spfiz )dEl<ε

综合
.
② ③ , 则定理成⽴

① . 运
T=F

(0 )
M = {Tosfizldz= ST,>+ { Ti"+ { Tsn+ {Ty" )) f(Eldz”

,

n

∞>×∠区
n|≤ 4 /flzdE) , 其中 {Tj >fizidz=☆i ≤ 4 /fjenf(z)dz )

注意T
厅

“直径 :d>=zd
(

” ,周⻓
:=z 8(0 ]

fi , f(z)dz 1 ≥ timl

对 Tj到台 ,Tjfe ,drE )124 Sij'fizldE )

将此过程⼀直进⾏下去( 略去 j了

得到 T
” ,

Th
2)

,

…

ML ≤4n$ inifiaidzl
,

Th)的⻓0ln
]=
2-

^P

(
0) ,
直径d (n) =2

-^d (0 )

设 F
(“

为 的所围成的闭第
, 则 F

0'>
F <

”2
…

∴ 存在点E0 EF
"

at .Fm ?
= E0

f在 EB附近全纯
, f(t ]=f( E0) + f'(E0)( E - EE +ψLE )(E -E 0 ) , ④(E)

→→
00 )

充分⼤
,
Txfctld2= ( Gam > {f(E0)+ f'68 )(E-E 0 ) +ULE ) (E -E0}dE

= fc 8o) Sindz + f '(zo3fimitd+Gm, 4 LE) ( z-E 0)dz

i 记ε n
=
s 器

, (4( E ) |→ 0
,
② - 20 |≤ dln

"
=2
-ndl0 )

Sin , fcz3dz |= 4LE1( z -zo)dE( ≤ STm) 4llzzolds
≤ cEnpen ),din =Ea

Plo
'd034

m

⇒ |≤ 00' d 0' En ⇒ M =0

② 三⻆⻔分

③ 取的点Z 0, t ,Ec, …, Em ,. - EinCE

i(rf(z) dz -(pf(z)dEl= (rafiz3dE-☆(zu] lE )dEl

= :“
{

rn( f(E) -f(Ek))dz- 系☆
(

ex,za+] (f( E ) -f(Ee) ) dEl

≤

{

γalf(E3-f(ze] ldz+靠
{

[za,E ]f-faldz
fr致连续
∠ EL + 2C) E <3 LE □



持社论 : 若乃是简单闭曲诚 γ的两部 ,
若 f在 D上全钝 ,在上连,续则 { γf(zidE = 0

证明 : 1 /zfezldz- Sr : fealdz |<Eli )→0 D

定理 : 设 D 为 (n+1]条简单闭曲成γ 0 , … , γ的围成的区域 ,若 fD上全钝 , 在 D上连续 ,则

Sabf ( z )dZ = 0
,
2 D =Zouzi0… 0的

证 : 可以把 D 切成若⼲单连通区域

如 …̂(pD, flzldz={anf(zldzfoD,f1dE=0 , 三式相加 D

以⾼维时怎么切开
, 怎么粘连 ? 和同调论有关

怎么严谨说明 ? 曲钱Ψ综⽂流
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frzda (
a )=atretf

.
rereio-ido = 2π i

DSf(z ) dz = - {ufiz) dz

③ fafegldz= {zfdztfrgdz

③ fczdZ↓≤ z 1≤☆ )的C =mL ⻓⼤不与式

原函数 : 给定区域⼝上函数 f( E) , 若 E (z ) 为Λ上全纯函数且 F'( z 1 =f (E )
, EE εR , 则称

F(z ) 为 f的原烫
,
数

定理 : 若林区域⼝上连续函数f(z )有原函数 F( Z) , 且 γ : [0 , 1 }→¢ 分段光滑 , 则

{γ fczidz = F( γ (b > ] - F (γ la 3 )
□

推论 : δ连续 ,且在区域⼝上有原函数 , γ 达r中简单闭曲线 , n {rf( zidE = 0
,

反亡 ,
若 {zf(z3dt ±0

, 则 f(z )在地上没有原函数 Δ

推论: 若 δ在区城⼝上全钝, 且f'=0 ,则 δ为常数

证 : ②中是ω 0. ω , ⽤
γ 连接ω0和ω, f (ω ) - ( rf{.) =fiz)dE = 0 D

注 : 实分枪中器在⼀个零测集上 f± 0,其他点处f'=0 , 则 f 不⼀定为常数

源函数的构造
Λ

定理
: 设 D为单连通区域 , f(z )在D中全线, 则F ( E )= {f( w)d ω 为 f{ E )的原函数 , 即FCz ) =δ(z)

证 : 良定性的 Cauchy定理推出 ;

定义 F(z ) = { f{widw任取 Zε R ,要证下在 E 处可导

FEz) -F[E , ) =fa fuwsdew-ffowsdw= (aEf(widw (R开集 , ⼯是够接近 E, 时正 ,到到可取直线 )

( FCEH,- fian |=l(EEfewidw- ffiandus |= lz (z.fm1-f(z 3)dwl
≤⻓⼤不IEz (Supflt1-SE) |→ 0E-E1

⇒ F在 E所导,由正任急性,F在⼝中全纯 冖



多连通区域情形 :
这(E)在 D中全纯在 ⑤连续

,

定义 ki = {rfczidE .

定理 : δ(z )有原函数 FLz]②θ i = 1 , 2
,

…

, n . Ki = 0

证 :
⇒“ 显然

达
”

则对任意简单闭曲线⼦ ,考虑⼦围成的区城和 D的交 ,记为 2 , 202 =γ 4{ ⿏⼦号

在Λ上⽤ onhy定理 .(γfcaidE = 志nifrifi)dz =0 (ni=0 , ± 1 )

故 F(z 1 ={f(w) dw 积分与路径⽆关,
且F ^(z 3 =fizj , 即 F( E )为 fCE) 的原函数⼝

若 KitO , iε {<, π…, } , 则 F (Z ) ={②&m >dw 为多值函数

设 . CD ,且D,单连通 , 则 FLE ) 在 D,上有⼀单值分⽀ ,
记为 F, ( E) , 改 FzLz)为 F( E )在 D, 上另⼀单值的⽀ ,

则 Fi( E)- Fi (z) =0 ⇒ Fi(E ) - F, (E) 在 B, 上为常数

在列 , 设 D = C { 0
}

,Ʃ 右 D 中全钝 , 求 F ( E ) ={ udw

的解 :KEED , z *zeiargz :eB
i☆ ⼆do

"

☆fondw
= sβ⽐ efo '

pei
_ = oge + i β

ohiedw = fiotdwtfurtew
N→

= l0g β + iβ + 2π i

③ …
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Canuchg 公式

定理
,
设 D为简单闲曲线γ 围成的区域

, f 在 D 上全纯 ,①上连续 ,E ⽐D, 则f ( E 1=系筑dw

证: α
( t1 = E +ε eit , 0≤ t≤2π

器是 ☆ ( Z和α 围成的区域)上的全纯函数( 关于变置E ) 组在为上连续

的 Canechy定理 ,{γ -a器adw = 0⇒ {γtdw =fat器adw =fafdu +ff ,di

= {a (f
' (z ) + olw-l) ] dow + 2π if( z)

对 Ja↓(z3 + o (w-r1 )d ⽤⻓⼤⽯时式总室 ε→0 即啊 ⼝

θ flar确定
1r全纯 , fl的连续

⇒ f去⼝中的值完全由边界决定0 }

定理
:
没⼦Ʃ 也是⼀条曲线( 不⼀定闭,但可求⻓

)

, φ 给 )在⼦上连续 , 则

F (ED= 或后蹈d 参在 C γ 上全钝, 且θ zε G\ γ , 有

Fuiz ) =器(9
) d

号
, nEin

k←
是 C 号,… , φ k}上的全纯函数~

)Zfr-1
S上θ Q 是 ¢ \ ∂上的,

… )( ① Ʃ 正⼀岁 i
i= 1

证明 : ↓ 先证明 F( τ) 在ε4处连续

记 10 δ= d ( ε. z ) > 0 ⇒ VZEB( Z 0 , δ )有 1 号 - ≈ 1 ≥δ , t 号 ε z

F(E ) - FCZ03-z号号)φ(号 )d所

⼆琵乐号zt 号-—eld号 ) 参

( F ( E ) - FCE01 |≤C ② 1.δ≈C→ O ⇒ F在瓦处连续

②) 证明 F(E 3 在0 ε¢ \⼦处可徽

FLE)-=(z( 号 -E ) ×( 号1ds
三 - E0

lFCE=后号-φ(号]d 号 (⾃公⾏验证了

)归纳可得zFiu-F存就组为后号φ

E- Eo

(最后化为证明 Z→ 0时对 γ上的步
,

(号-:E0) 0)^
-
1z)M
⼀, ⼀

Z- 20
- -n ( 号- E)

^
- 致趋于 0 ,

← -②(
.(号 -0

)
”-∝ - n (号-0

)
^_致趋于O

②号LEtE( ][号⼀致超于 n (号-201] □2 - 20



定理设⼝为闭曲线⼦所围区域 , δ在 D上⾦纯 ,在上连续, 则f{E) 在 D 中有各阶导数 ,
且

f
“

(τ ) =筑后 f(号)

证明 : 由定理2 , F(E)=☆{qf
号)筑 , 再⽤定理⼯ ⼝

,

f在 B ( E0, R )上全纯

在 B(8 ,级上连续产洗
BLE上41 ≤m

些上些
I'(zo 1 |=aB60 , R) 号- E). 2 1 - m些≤ za

… ("(z ] |≤M!

~ sLiouviUe定理 : 若 f 在C上全纯(整函数了,且有界 ,则是任意 ⇒ f(z0 ) =0 , E0任意 →f= C

代数基本定理 : ①上任何复系数多项式⾄少有⼀个根
,

证明 : 没 P ( E 3 =ant" + …ta . Et 0 , GoF 0

反证若 P( )⽆根, 则p是 C上全纯函数

∞P
1=0去紧集 →p 在C上有界

由 Lionvile定理 ,B = C … 不可能 冖
⼀

推论 : ①上任何复系数多项式临有 n个根 □

rorera定理: 设 f(z) 地区域 D中连续函数
,
若对 D中任何简单闭曲线有后 f(z 3dE =0, 则f(z )全纯 ,

证明 :
固定 E0, 令 F(z ) = {& fcz)dE (良定了

,

F(z ) = f(≡ )
,
故 F(E )全纯 ⇒ F⽆穷次可微 ⇒ 千⽆穷次可微 □



第四次习题课

平均值性质

例 ,

政 O <γ<R , FEH( BLO, R ) ,证明 :↑f ω j = #
{

.

π fcre' o )don )fco3 =afakrfczidady
fcz)

证 ; ↑ ) RHS = T (a=r Ʃ dE=
L +S ( ji⻔利⽤ i ) □

例 , 令 µ 是 B [O, R ) 中的调和函数 ,
O <γ<R , 则⽐ Lo)=π reiojdo

证 由于 B(0, R> 单连通
,

② f ε H ( BLO, R1 ) S. t U = Ref
,
和! ⽤上倒 □

此结论可⽤于证明

倒,
这

0<r<1 , 则了 ln( rarosθ+ r= 3 do = o

证 : 由于
②( P 在B (0.)上全纯 ,

敌 u (t )
= nlz- 1 ↑ 右 B( 01 )上调和 (作业题 2 ^

,
以 ,利⽤上例

,

□

例 , 改是城D ( 不必单连通 上的连续函数
,
若 f有原函数下 ,

则对 D中任意哥求⻓简单闭曲线⼦ ,

均胡 { 和( z)dz = 0

实际上有更⼀般的结论:
改
f ε C (D) , 可求⻓曲线在城 中超点为 a ,冬点为 b

,
则

⾃绿 dt+θ dz ) = f ( b 1 - f@ )

证
:
登 = (毙i 登) , dz=dxtialy

靠 ( 装+ iA ) , dz = dx- idy
} pl+s =(z ☆dx靠 n|= Flb|- f6)

□

原函数存古问题

⼀般⽽⾔
, ⾮单连通区域中全纯函数⼀定码在原函数 , 但满⾜⼀定条件时仍具有原函数

川
,

设(E)机单连通区域中除 0外全纯
,
若 f(z )在 Z0的某邻城中有界

, 则对 D中任总简单闭曲线

⼦ 均有 fzfczidzo ⼌

注 : 这样的点 Z0 称为可去奇点在第 5章中将进⼀步讨论



例 : 之前我们利
,

⽤共轮调和函数的存去性证明过 :超单连通区域 D上
,
若全纯函数 fCE )⽆零点 ,

则存在 D上全钝函数⽐ (Z )使得 &
“
= f

,
现在利⽤全纯函数的性质给出更简单的证明 ;

证 : 令⽐为卡的原函数 ,
考虑 g ( z 3 =eLE

] flz), g /(z7 = - hi (zle
-h,( E)f(E ) te

-McE )
fCE) = O

⇒ g≡ C ,
令 h(z) = h , (z ]- ② (其中 e瓦 = c ] 即可 冖

~个常⽤结论
: 设 f ε C

^

( 4 ) Λ H (C ) , 且f
"
(E )≡ 0 , 则 f 为 deg ≤ n - 1 的多项式 □

例 : 改 f是凸域 B 上的全纯函数 ,且 Ref(Z1 > 0,则 f 是 D上的单叶函数 ,

证 : ⾸先注意到 D⼀定是单连通的 ,
则当 E, FZ2 ED,

Fczr} - f( E, ) = {=
f

'(z) dz= (Er - z. ) So
'

f' ( z , + S (E2- E11ldsto
⼝

⼀般⽽⾔ ,
复积分学成定类似实积分的称分中值定理

,
但仍有类你以结论

,

例 : 设在 D中⾦纯
,

γ 为 D中从 a 刻的直线段,则存在λε C ,
λ
L ≤L

,
σε [a , b了使得

f ( b)- fa ) =λ ( b
-alf "(0 )

正: ( b )- fa, |=| (a
"

f'(zdEl ≤ fafdE1ta , n $"( z1|b -al
=f ' lo1b-al B
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定理 : 交简单闭曲线 γ=γ , 0 … . 0γ 公围成⽆界区域 D
, δ ( z ] 在 D \{ ∞ }上全纯,满⾜laE

=

f(z] =aε¢
.

且 f(E3的 D上连续 ,
则 zfczidz = 0 □

例
,

求积分⼯ = Sc, 其中 C 为圆周, E |= r ,
π
F 1 , 2

解 :
次需考虑三种情况

: ① 0 < rcl ②<γ< c ③γ> 2

——d
.

- z
-23f zliz…=

z "( O)-ni =-hi
① I = C

③ E3CEEC内部有两个奇点 O , -
1 , 作 C . :& + 11 <ε ,Cn :π<红统的⼩ 1

,

则的多连通域的 Canchy 定理 ,

dz

1 dz笕么E=li∴☆|t =n =hi , (LEL , =-π iZ3[E+ 1 ) Z
⼀

⇒I =- i

③ 令 E( z 3= z3atz )∞zF[z)= 0,

由定理知 I = O

农界区域的积分公式

定理 : 交简单闭曲越族 γ= {⼉… ω的围成的⽆界区域为 ①
,且 () 在 D中全纯 , 在 ⑤上连续 , 则

EEED ,
有 f( z ) =f ( ∞)tzd 号

,f“ (El =器话装 d 号

证明 : θ E0 εD, 取流分⼤的圆LE= R包⾦互与所有, 则由多连通域的Canchy公式 , 药

f( t 0)==筑d号 +*0靠 d号装(∞ )+2器d 号 冖

例,I=Sz辈

解 :
法⼀ : ⼩圆周

法= : f ( z )=础在 2中全屯
,
f(∞ ] = 0

I =a= 2嘴pdg
若取逆时针定向 ,

I = - f' ( 3 )=
7

例 :若f(z )克 E - 8 |≤γ上⾦纯 ,
且ef(z) |≤M, 则 :(8) |≤答

证
: 千 (8)= ifEFrdzffl0ereiofe-iodoD



⽐较 o = ifz=rf(z)dE⇒ 0 = ar{πfizoereioleiodo

取共它 ,O= fftotreiodo ②

0 +② , f'rz " fo"peflzo+rei0 }e
"0
do

, 代⼊条件即可 ∞

注 : 条件换成 | ImFcz) 1 ≤m 同样成点

G列 :营 f( E)在区域 G 中连续
,
在G γ 中全钝 , 其中 γ 为 G中分段光滑曲线 ,

则f右 G中全纯

证 : α与 γ ⽆交时 {afcz)dE=0 ,

与γ 有关时以右图为例, { afcz)dz={ a
,fczldz

+
(andE=0+o= 0①

由 Morera定理即得 f右 G中全纯 □

级数

数项级数 .称ƩEn收敛 ,若部分和后⼆的收⽂到 S

En收激② ReG与容的8 都收敛

⇒ UE >0 , 雪 N> 0
, θM≥N, B≥ 1 有 | Emert … tEmtp |< E

称零㉗绝对收敛 ,若系引收敛

函数项级数
,
给定集合 EC4 ,

函数列 {fn( E }收效 : 若对 VEEE, 奇和{ε) 收敛
,

则称函数项级数Ʃ和 (E) 克 E上收敛 ,

记和函数 f(z )= fnlE )

⼀致收品⽂ : 在集合E上 , 称Ʃ和 (E)⼀致收敛副f( E 3 , 若E 20 , 雪 N > 0
,
En >N

,

的 &E 1- S (Z1 |< E , HZEE ,其中Smlz ) =fn (E]

内闭⼀致收激 : 若 Ʃf(E)在区域次中的任念⼀个紧集上⼀致收⽂,则称Ʃ和红内闲致收敛

制别法 : ① Ʃ和 (z )克 E上⼀致收敛 ③ E>0 , 雪
N> O,EMIN,OB 21 ,

有 f 和(E )+ …" +fo+BCE| CE ( EEEE)

② 茗在 E 上 faL ≤Mn
,
志Mn <+∞ , 则在和 ( E ) 在 E上⼀致收敛

③若和 (E ) (n=2 ,…) 在集合 E正连续 ,且Ʃ和 ( E)在E上⼀致收激到 f(z ), 则 f(z)在 E上连续 □



考虑幂级数 anz"

定理 : 令R =@ ,
则当⻜KR时 Ʃ的 Z

^

绝对
,内闭⼀致收敛 , 当EPR时去mE

”

发散

证明 ;
① R =0 , B (O , R ) =① , 只需证第⼆部分

取 F0,att =∞, 雪e→∞Sit , AelMt ⇒Anrell1Mk, 1 ⇒发⽂ ;

☆

③ R=∞ , 取 ②fo, ianl= 0<⇒流分*的c ⇒ (&1^<☆⇒绝对收效
,

在 BCO,—上是⼀致的

③ O< R <∞
,
当 OLEOCR 取 P . OI < PCR

tian= E -
☆ , 当no naCt,

a
1p

^

a 1

anl" )=a ( 0"~⇒ 绝对
,
内闭⼀致收敛

;

当讯>⼝ .取 P , E>O > R -

lA=R> 5,
存
rne→∞, Ane.1 phn

从⽽ aelzd 3 amel ors 1
,
发散 □
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例 ,, R
=t∞, 在 C 上收敛

+" z ., D
=1

,
在 1 EK 1上收敛

定理
: 设 f( E ) =an Ʃ

”

, 收敛管径 R > 0

Bf(E ) 是 1 E 1 CR全纯函数

③ EI < R 时 F'Lz )= nanzm
+

③ 系'( z ) 在 FCR上全纯

L Δ

证 : 令 g( z )= nmzn
→,

改 OCEA< R,要让limf
(zth)f( z7

g<— = 互 )
m→ o

h

签 δ( E ) = SmCE) + Eu (E) ,SnLZ) =anz
法

F的LZ0)

则
fia+h ) -- C 03= SuL-Sn(z1)+ Eulat). + Sn (0 ) -g (a )

1
LE0t3-EEaE-ta " |( * )kr

,
tn<r

,
γCR

1 z0+ h
1
" -Eon = chl | lo+h )(

n "

+ tot]
m-2
n + … + Eo

"+
) ( EnImlrMY , (* ≤ n 'orlanlpny

由于 g (z 1
=蛋nmEnt收销平径为 R, E 00 , 雪 W> 0 ,nna ( rn+ c ε

KE > 0
,
可取⼏⾜够⼤使 S(E6- GLE|<E.且nn γm+cε ,

f(E0+ b ) - )因定⼉
, 取么流分⼩使SntEtn -Snlz |<ε,故lgai|s ε

做 f在互处可导 ,
且
f (( 0) =g (Ea ] 冖

等往论 : 幂级数 ƩnZ
“

在收激域内⽆穷次可导 ⽈

定义 : 在区域 D上
,
若 δ 在 0 ED处可展Ft ,

f ( Ei =录ant0) ,̂

θE0 |<E
,
则称 f在瓦处解折

,

若 5 在 D上处处解析则称 f在 D上解析

主论
:
若 f在 D上解析

, 则 f在 D上全屯 ⼝

例在 C上全纯

∞□ )^z^在l司内全纯



问题 ,是 anz ^ R上收敛 ?

定s Au1 irFL1 =☆St , R = 1 ,☆ 去 ☆= 1 eusstms
,

,① 级数在区城A 上⼀致收敛

②≈
,

f(z)= S

证 : D Ʃ σap = antr
← … tanep ,Ʃan ⇒EE7 O . 雪 NTO,EMN ,

EP, ICE Ja 1 = an+

Ar+ ( Zm
+

" + … TGntDEntB =n , E
"*
+ (,

σn
-Jm , ijEn" e … t Jup - On , p- ) EtD

= σn . (
n+
" -

Ent 2 ] +σmz (
In+≥En+3 ) + … *On , D + (

En+Pt -EmeP + OnD En
+D

⼆ En+'liE][ m
, +
On 2 Z + … tOn

,peZM
+P-2} + Jmp En+P

Ane iEm*" + …+CAntDEntP | E ZIMYEIE ( LtH… + 3 t EEImP

≤Eπ+ε

:正 ㉝
→

p
…∅

, 全 r =☆
,
β= Hz|γ== 1 +β

2
- 2 PesoOcθ

⼀

1 - 21在 = r=(1+r)=p 0

. ≤ 0≤( P≤osO,
O ≤θ0 , θ0<)

③ 令 E =AU 会 1 }
, 则级数在 E 上 -致收敛 ,故和函数在 E上连续, 故β≈

, ↑(z 1 =f 1 = S ⼝

G例 , 蛋哥⼝ = 1

① 当 <1 时 ,答收敛

当
.

2 = 1 时发业

当 z =ei (o ε 0, 2* 1 ) 答流⽐器若sm号收敛( Dirichet判别法了

② 求和函数
,

当⻜KI时 FCEl , f (z ) =☆E^⼆ Lt ,f07 = 0

F(E ) -fc 03 ={f'cwidw =fdw= - Logli-)| 0 =
-
log( 1- ) (取 log |=0的出⽀了

故 "= - log( 1- E) LE ) 4 )

当 z =eio (θε(0 , 2π ] ] 时 f( z ) = l胤teiof(ε ) = li→-( - leg( 1- tei
0 ) ) = -log ( 1-eioj

t→ (

logz = llogzl t arg2 , argzε l -a, a ) = - ( logkeiol - i号 )

叫 故嘴=- loglreio|=
-loglusm)

⼀

系 s器=π
- θ



(习题了级数 Ʃ 筑

定理 : 没 Ʃn在点 EX 0+ i% 收⽂ , 则

① 它在 DeE > x 中收敛 (发散→⇒古边发教等
③ 级数吉区域A的闭包上⼀致收敛

定理
:
Ʃ存在直线(称为收敛直线 ReE = C

, 满⾜

① 级数在直线左半平⾯发散 ,在直越的半平⾯收敛

③ 存在直线上⼀点 Z0收敛 , 则在⻆状区域中⼀致收敛

③ 级数起 RE = C 右半平⾯冲内闲⼀致收做
,

例 , f =Ʃ 当 E = 1 发⽂ ,
当 z = x > 1 时报险α , 故收纵直成 L : ReE = 1

φ (E )=可全纯开拓到C( {}上 ,
Z

= - 2m (m = 1
,
2
,
… )为零点

[ f (E 1 = . E^ 可全纯开拓副 F(E 1 = 1-
武÷缨 Pieman

猜想 : φ ( z的其他

by 零点均在 ReE=z上
,

⺾⾮直接代⼊数
,
⽽是类以

. TLE+ 1] = ET[ E ]

⼀样慢慢开拓



第五次习题课

例
,
改 D 是由有限条可求⻓简单闭曲线围成的区域 ,

E,… , εm 是 D 中不同的⼏⽄点
,
若 fε HCDIΛC的)!

江明 : Piz 1 =(an,Mn
号-①号是dg ≤ n -1 的多统式 ,且P ( x ) =f ( tu ), k = 1 , z ,… n

其中wn( E ) = ( E-z , ) …LE-En) , ( DEE )称为Lagrange插值多项式了 ,

证 : 对正中征 , … n }容易证明PLE )= E(EE) …tzia
1fit

"

, t …
tuntzifiytan

E = E: 时同样成员, 故 β ( E ) 为≤ m -+ 1 次多项式的和, 也为 ≤ n - 1 次多项式 … □

例
.

没 FEH (BO,R) ]Λ CLBLOR), 则 D [fleθ is 'do=2 fco>+ f 'l0 )

② S.
"

eio(sinθdo = 2 fω) -{ '(0 )

⽤以分法可证 ;

⽂ Fε H (Bω,R)] Λ CLBLO,R1 , 则对任 0
<r ≤R 有 f" e 3πpecreige - iodof □

应⽤ ①② ,☆ Fε H( BO,R)ΛCLBLOR),且 fc 0 >=1 , Re 520 , " 则 ReE'O71 ≤ z

例
,
改 f是全纯函数 , f( E)=θ LE(* ☆ ] (z→∞ ) , α≥ 0 , 则 f 是deg ≤π ] 的多项式

证 : 令 n =②]t 1,fLE) zE50筑ad号 |≤ 筑{gz=rd 号 ( =些+1) *→→00rn

由上次习题课的常⽤结论 , δ 是 deg ≤ [x] 的多项式
,

Δ

,
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设和{ ( z 1 }在 γ上连续 ,
设在后 (z在 D 上 - 政收叙到(Z

)

, 则后f( Eldz= Srfuctidz

( fcE )在⼦上连续 , 做 {zf(zndE有定义 , EE20 , 雪N>0 ,UnIN .DZE 2

.SLE- EEE ) 1 ≤ε

故 ISuL ε)- { yf (z ) ] = { ylSmlE1- f( z1 |≤El ( 213

Weierstress 定理 :若近 ( E )停在 D城全纯
,

且 Ʃδ的在 D 中内闭⼀致收激到 δ ( E
) , 则

Of(E3在 D 中全纯

②ƩGu (
E^

)在 D中内闭⼀致收叙到 f(z ,

通: ① fa连续⼗⼀致收交⇒ f连续 , 这 γ CD 简单闭曲线, 内部包含去 D 中

{zf( z ) ={ rfulz3= 0 由 Monera定理,
δ
( E)全纯

② 由于 Snlz)→ f(z ) , 令 m(z 1 =和 ( E)f[E) ,故 Fn(Z 1内闭⼀致超于 O

(后lr'izi |≤CxLE ) ) (BRLE ] CD ) , 故Fn”(z ) 内闭⼀致收合⼈于 ①( a →∞ )BR(E)

定理 : 设 FiES ] . 2 × [0 , 1]→ε满⾜

DUSE [O , 13 , F(E , S ) 关于 Z全纯

② F( E, S法 2 ×07上连续

则 δcz 1 = SiF(E, s 3 ds在明上全纯

证 : 全和 lE 1=☆意FlE 在明上⾦纯 固定 KCR 紧
F在 K× [o上⼀致连续

( E 5- f(z ) |= 号 ,FLELSIOS 常EfIFCEL,sildS ∠Ʃ En =E
, EzGK

— ⽕=

古家 fn(E) h闲⼀致收客不到 f(E ) ,故 f( E ) 全钝 ⻔

例 , 改 f ( t ] 克 (≥ 0 时连续有界
,
≈ ( g (z) = {f (t ) e-tdt 的 {Eε ClReE>0 }上有定义且全纯,

i论 : 空和 ( z ) = {
.

"

fct) e
-E ( t '
dt

,
由于 FLz , t1 = fctie

-εt满⾜上述条定理件

⽂和[z ] =S " F(zt 3dt在 C 上全纯
4∞

E1-8(z) |= llufltie-Etdtlmfe/ dt=
m

*
e-xtdtez

28
品 (e-8 tdt =se和

(n-3+∞j

故在 RZ≥S 上 , 和 (E1 -致收 α 到 δ[ z ) , 故 gCE在ReZ >0 上全纯 ⼝



全纯函数展开

定理 : 设千(E )克区域 D 中全钱 , BLE,CD ,则 δ在0处可展开

f( z ) =a-0) m ,
a

= h: f' MCEO
,EEEBLZO, R)

,
且展式唯⼀

,

i
让 : EZEB( 0 , R

1

,FLE 1 =C 菜 =R
筑 d 号

⼀= S - E 01) :

(号-z )( ⼈蹈= s(
⿏

” ,嘴

f( z3 = {
g=
n “&号 =2号@号—(z 0 )m

fa"(z
0 )

唯⼀性 :pf( E)=Ʃamz " =Ʃai'z^
,

要说am = Cn

Gk嘴=ƩEa
-myanfarr: 2 nian ⼝

公列 : Lag ( 1+E )去 Z = 0 展开

令 2 =¢ \ (-∞ ,
- 1]

, 则 log ( 1+ z )在r上有单值分⽀
…1 ωgo(+ z)

= E -
E

^+5
E
3 + … +)

^

z^+ … ( a< 1 )

h+ 1

故 log (( 1+z ) ]=' ☆ 2kπ i
,
La |< 1

, KE 61k

推论 : f 在0处全纯② f在瓦处解松 □

定义 ,

f(ε )在瓦点全钝 , fε0) = 0 , 则瓦称为 δlz) 的零点

FLE ) = EL0) LE -EO 3 + EE'( E 0)( E- 0
)
Et

…

E- 01 < S

① 若 f
"
(0) =0

, tn ≥ 1 , 则δ(E ) 在 BS ( 8 ) 中⽩为 0
,

③ 若 f ^(0 )=f "(0 ]= … =
{∞
"(za= 0 ( 但

fa
^i0 ) + 0

,
(nE (N ) , 称互为 f的 n重零点

(z ) = 0}mg (z) , g(03 t 0 , g( E) 去 BgL0 中⾦纯

6
是)命⻚

,

ε 互是f( E ) 的⽐重零点 ②δ( E ) =②-zpmg( z 1 , θ EEB δ( 0), 基中的 ( ☆ f 0 , gEε)右 BS (2) 全纯⼝

定理 :
燕f( E)克区域⼝上不恒为o且全纯, 则δ去明中零点是⼦孤意的 ,即若 ta→E 0, fcza =0 , ZER

EG明经死则 f故2中⽥为 O

例
, Sm- 在 π< 1全纯 ,x = 1- → 0 = ( E2 .



⼼: ① 设f 在B ( 8, δ 3不恒为 0 , δ (z ) = E-0)( mglz) , glE3 t 0 , EZEB8 { 03

的名 f(zx ]=(x- ε0 jmg[x)0 , ⽭盾 ,
系批路( 6, δ ) 中恒为 o

② 不⽌ f 在⼝上到为 0, E =

{ 红 εR( f (E) =0 室

古故正闭,⾮室 , 设 U=
E

0 , 且U ⾮空 , 开 , 下证 O闭

即证 U, En →EOE2 , 则 E.ε U [ 由 β )

故⼄既⼜闭
, 故 □=β [由连通性 ) ⼝

推论 : 若f ,fr去□中全纯,且q= fz( td , n→0, Z0ε2 , n#0, ,

则 δ, (z) = F2(E ) , DEER D

主论: 三⻆恒书式对复数Z都成之 D

例 求eE的幂级妇展开式

因为 ex =品 , Fz ) =eE
,
G
(t )=,F( x )=G ( x ),ExE(R ,故

F ( E )=GLE1, EEGG

即 eE=品品 , tEEE

F( E ) = z 在 O < R<上全纯
,

怎公展开 ?

w)Laurent 展开

定义 nn(z- ② ] ^= Q- n(z -z ] ^an(a- z)
n

l [ b) ( < )

称 @ )收α , 若↓ ( 3都收数 ; 称⼼发数,若 ¢) 有⼀个发散

求⼼ )的收爱⽂城

③ ) 的收⼜半径为
R , 则 ) E 0ICR 收α

② 会 ω=② -0)
"
,

近了 anw^
,
⽂收α半径为β , 则 ( b )在 lw| K β上收全 α

故 E-|H <β, 即01>β时收事

③ 若 < R, 则w 在☆<E -② lC级冲收合 α ,

若 > R ,
则@ 了处处发散

@)在收交域中内闭⼀致收⼜到全纯函数



定理
: 设 (E)在 r < t-a < R 全纯. (0≤ r< RCt∞ ]

则 F( z )= G ②- apa
(s:
0d 号 ( r <O< D ]

且展式唯⼀

证 : ① m 与 β 的选取⽆关

② 取 O ,Pr 使VCP . CEo -G|<βLCR

f(E0) =
{0

.筑 d 号-名od 号

当 S ε rc 时= 号

-l - ,=g) ”
,

…

③ 唯⼀性: f (z ) =@GE
⼝

(
a1=β
(E3 E

-m
-ldz=的ipEn

-medz = 2aicn … Δ

{
例

,F ( E) =z 在 O<EC 上全纯

FCE) =mE = Etl ) z + ( ) E号 + …

定义
,
期(z)的OCE-② 1 <δ上全纯 ,

在瓦处⽆定义
, 则称互为 f的孤⽴奇点

例 t ; z,
Z

=0思⼦孤⽴奇点

f(E)志孤定奇点展开

fz)=☆cnz- 0^tn (E -3"
⼀ ⼀

主要部分 全纯部分

定理 : 设 E 是 f的孤⽴奇点 , 则下列与价 :

sl→0 fCz) ⽚存虹组有限

② f( z)在瓦的某零全城中有界

③ f( E ) 的Laurent展开负幂次项系数为 O

满⾜上述条件之⼀ , 称为可去奇点 ,
补充定义后 f在⻜处全纯

,

沁 :
⼩ ⇒ 正) 显然

a) ⇒③3 i 没 n >
0
.l= (d号 ( ≤☆MSs -=0号-

8n-+
号 |≤m 0 ^→0( 0→ 0)



及>⇒⼩设系的全运部分为 g(z) , g(证 )在 B (瓦 , δ ) 有定义
,l20f(τ] = g (8 )

定义 fcE0 ) = g(0)即可 D

奇点纸⽴奇点忠及点 (有限项负雾次项 )

(
本性 (⽆限项造需次项了(

⾮孤之奇兰
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定理 : 改互是 f( z 的孤奇点 , 想以下列价 ;

Dl0FEE 3 =∞

③ ② m ε x
+
, g( z) 克 B(瓦, δ) 中全线,恒不为 O

,
FlE )=δm

Q-m rm.

③ f(z ) 的展式中只有有限贫幂次项不为 θ , 即 fLE) =8
+… t 0+a,( E-to)+… , m≥ 1

④ am εx
+
,

l→z{z- z)mfcE3存去组不为 O

⑤ amE 4+ , g =￡ 1. E0为 m阶露点
,

满⾜上述条的件之⼀ ,称瓦为{CE ) 的加阶极点

证 : ①⇒② 放 Z0= 0
,
a δ> 0 , fCz )的 OCEL δ 中恒不为 O

≈ g(z ) = {,
O < a<δ=

0
,

故git)法 11 < 8 全纯 ,且 Z=0 是零点

可设 g (z 1 = Emu(z ) , n(o ) ± 0 , u(E) 在 B (0 , δ ) 中全纯且恒不为 o

故 FE) = z
,EOCaC δ ∞

定理 ;
沟 ε 为孤定奇点

,
则下列术你 :

Df 的展式中有⽆限负幂次项

② 对任意 AE⼥ ,
0的空⼼邻域 O <E ↑δ 中存在互异 En→ Z0 , 且 (Z ]→A

③ lv. f( E 3 不存在

证 : ①→③ 若 A=∞
,
由于 E0 不是可去奇点 , 则 δ在 0 附近⽆界 ,

可找云→ z 使 fiEn)→ A =∞

若 AGC
,
&a ) 若 E0的任何室⼼邻城中都存在 fLE3 -A的零点, 则为成⽴

近若不成点,则存在某定域中 f(E了⼀的⽆零点
,

gLz ) = FCErA 在 B( 8, 81 \纪号中全纯
, 恒不为 O ,

⑤若 g (z ) 在 B [0, δ) {ε 0 }中有界 , 则已是 g 的可去奇点 ,

l>≈gLE) =λEC , 则→z(z)= {您π, 杂品 ,

故瓦是 f(z )的可去奇点或极点 , 与①⽭盾
,

②g (E)克招 (8,δ )\{瓶 }中⽆界,故存在⼀列互异En→E 0 使然∞ g (En] =∞ ,

⽂品 fLEn3 = A
, 乃



⽆穷远奇点

定义 : ① 若 f(E )在⻜L >R上全纯 , 则∞称为f( E 1的孤奇点

③称 ∞ 是 f( E ) 的可志奇点 (极⾖ 本性奇点 , 若 ω= O 是 fl⼼) 的可去奇点 /极点体桂奇点

例 ,E=∞ 是PCE ) =Go+az + …tadzd @ to )的d阶极业: Zt ,PCt)=ot 1+ … td

E=∞不是加的孤奇点

定义 整 (entive )函数 ,f( z ) =Ʃan. z
”

.
KEE4

, R=∞

问题 :
整函数零点分解 ? (观最后两节 )

定理 : 若 f是整函数

D ∞为事去奇点吸系为常数 ,

②∞为极点② 系为⾮零多项式
,

③∞为本性极点② f=靠mZ“中有⽆穷夏anto

→IE :
W=z

,
fl ☆ ) = 系anwa-mum Δ

☆= -∞

推论 : 有界整函数为常数

证 : 千胡界 ⇒∞ 可去⇒ f为常数 ∞

应纯函数 . 设2C π, 设 f在r上除极点外处处全钝 ,则称 f在地上型纯 ,

[即 f在 E上仅有全纯或极器,⽆本胜奇点或⾮孤奇点了

定理
: 若 δ去 E⽌亚钝, 则f 为有理函数.

例 : soz在C上正纯 , 不是 E上丝纯函数

正 : ① f (z) 的E上只能有限多极点 否则存在极限点ZEE不是孤⽴靠点,

② 改)在 E上极业为 Z, λ ,
; En , ∞

相应的 Lunent 展开
,主要部分∠

j
C-mj
rmj

4E)毙 + … t, (mjt 0 , mj ≥ 1

;
4Lz1= Co tG, z +… + azm



全钝部分 φ; (E ) 与 ω(E )

则在 E ;附近, f (z )=ψ;(z)+φ5(z ), 在 ∞附近 ,
f(z ) =ψ(z ) +φ( z )

令 F(z ) =f(z ) - 4(z ) -系 φ
j( z )

则 EEE) 在 C1 {ε,… ,E修上全钝

在 Ej处 lzjELz) =z(Gz
)--4 (z)钟 ;Ψ 0( z)) =φ jlzj}- Ψ (zj) - 钟jφβ (Ej )ε G⼀

“

4
,在∞ 处D,F(E ) = bom flz)- 4 (z)-Ʃ
(z) ) =φ(∞] =0E-→∞— 5=1 f

敌 F(E]在区
.
上为有界整函数,恒等午零, 故

f(z)=φ[z) +萃ψj(E) 有理函数 □

定理 : 设 f 在 ¢世巫钝
,
单射

,
则 f是分式线性变换

,

让 : 设 f =
凹&mlz, 没 Pn,

θm⽆公共根

①若 n >m ,则 f(∞ ] =∞ , 故 θmlE3 在¢上⽆零点 , 故θn带数 ,

处f=Pn( E]为多项式, 做 Pr(E ) 只有⼀个零点 ,设为 E0 , Du ( z ) = c (E-0 )
^

(Ct0 ]

由于 (t0
, ② -0) ^=δ 有 m个不同品零点 → n = 1

,
故系为公式线性变换

② 若 ncm ,则 δ(∞ ) =② ,
故 Pm (E )在 C上⽆零点 , 故为常数 , δ=θm ,

θAEC , θmlE) =只有⼀个解, 故 m=1, …

③ 若 m = m ,
f( z ) = 0 R 胡⼀根瓦 ,

则 Pn (E ) ≤ a (E-8]
"

,
f(z )=∞果有⼀根 Z , 则 θn { E ) = b(E- z)

n

多f (E )=号正(
“

(给 ±0) , f(E1=<t0只有⼀解 ,
故 m = 1

…

乃

列, 当 f :C →C 全钝, 且
f +
:

①→① 全纯,
则
f (z) = az+ b @t0 )

Aut (x) = {f 1 f在 C上全纯, f在C上全纯⾼

证 : ① 若∞ 可志
, 则 f常数 , ⽭盾

wn

②∞ 本性奇点 , θAEC
,
存在 En→∞ 使fi

的

)→ A

由于 f
+
: C→ 全纯

, f+ ( ,)→的 f
+ (A 3 ε C

,故 n → f +(A ] ε 4 ,⽭盾

③∞是极点 ,
…

Δ



Lec 17 最⼤值原理与 Schwr 2引理

最⼤模原理
:

主E法区域D 中全纯,且不是常值函数 , 则不可能在D 的内部取到最⼤值

引墅 (平均值公式): 若 f(E ) 在E- a]← 中全R 纯 , 则fa1 = f "fla+reioldo
, ocr < R 冖

(从引理出发, fralfajiSBa , mf(z) dσ )

定理证明 : 改m ≈ 品f|←+∞ , 由 f (z)不是常数的 M>O

会 R1
= {zE② lfiz=M

}闭系
,

让 a εR . , 则fal= M
, ② S > 0 , Ba , 83 CR ,hh ⽽fa>= Fa+reiθ ldθ ,

两边取绝对值 , M = fa≤f . aflerreiolldo ≤ z . 2aM =M

∴5.20 , flatre'0 )(do= rm=fa 1=S0
^
rdo

avi
⿏1

(n -r.

,
…

,点

!ane
)2 ,

开系☆ 2. n1
= n

≥ 0
, 连续

∴ fCE 3 l ≡M
,
LEER ⇒ FLZ)≡ C

,
LEER

,
第盾 D

{ 例 ;f( z)
ee

“
②= { E | - <ImE<z ⾼

⻅ · ( fca 1 =eextil - ee
*

sytie
*

siasy
, fz11 = ee

*osy

⼆ 1若 EEaR
,

f1= eθ原因: ② ⽆界,↑(不⼀定能在□上取到最⼤值 ,

ex
当 ω=0 时 fz |= e ⽆界

}
{

例 ,fiz 1
= E, 1 =≈ 1在Z < 1 中达到最⼩值 ①但 f不是常数⇒

“

敢⼩模原理”

不成⽴
,

但是

例 : 若 (E )全钝,且在区域⼝上恒不为 ① ,则在⼝内部不能达到最⼩值
,

证 : 对 gCE) =fC ⽤最⼤模原理 ⼌

例
,

改 F( E) 在 G= {z 10< I的 Z < 修上全纯 ,
有界

, 且在⼼上连续 . 若s ⿏F 1 ≤
1

, 则F≤1. EZEG
.

想法
: 构造 FE (z3 克 G上全纯

,
且满⾜

D FEz ( ≤ 1
,
KEE 2 G

②→∞
F

座 (z ) |= 0

③ las
0
FELE ) = FLE 7 . OEEG

⻔可在有界域对E(E) ⽤最⼤模原理 …



沁 : 令 FE (E ] = FCE ) e
红
,
则 FECE) 的 G上全钟

,
会上连续

若的 E = 0
,
FF | FCE)(e - Ex

^
≤

1 , EXER

若 J的 E = 1 ,()= F ( E\Ʃ(x
+i^| =F | e-ε(x^ ) ≤{织杂台

若 OCImZ < .FE 1 = Fle
- E(xeiy|=Fe-Ecx

-y]

≤ FCR | eEx
^+ε F界
≤ Ce

-εx+ε
→ 0

, 当 x1→∞

故雪 R
, 当 x1 > R 时 | Fε ( z 1 |←z

会 GR= { ε| E=x+ iy , x1R, O< YC1 } 有兴区域
≤ eE
⼀ □= 1

⼀

i

若 ZEGLR, 则座(E 3 |≤ z ,
I!≤z ≤ iy =o

惹 ZEGR
, 则 FELZLEFELEI ≤ e

室

令 E→ O , FEIE 1 , EZEG ⼝

引理 :若以(x , 以 ) 在 ( E- a |< R 中调和 , 则Hocr < R 有 u①=“ucatreiθ) do 乃

定理 : 设⽐ (x, M ) 在区域 D中调和 , 不是常数
,

则 u 在 D中最后值 ,最⼩值都不能在 D的内点达到 □

例(三溷引理,Hadamard ) : fnr = { 0< r , < E |cri} 内全纯, 在上连续 ,给
M

( r ] = 第 |=rfz)l , 则

logMcr ) ≤ togi8r-bgr lgmcrilt bgr
-

gre-bgr ,logmcr)
s = logr

,
L < S ) = legules) , 缭论即 L< S>≤( (S,]+s d ( 像 }

,
即 L( S ) 是明函数

,

[证
: θαε ( R

,

在
, { 征 | fE ) #0. EER.,

与 <z ) =α l 0gz 1 tlogfiz 1 是调和函数
,

由调和函数的极值原理 (⽤去RLf1=0 } )[lz g [z) = -∞ ,可控去有限个⼩邻城再讨论了
f[z0)=0 . zE 2

gLEl ≤marxr .gl) , Fr:g (z)} ≤ max {a logr, tlogM (r) ,alogrtlogM (r2 ) }

,

令 albgr , tlogrrl = ahgritlegucrl ② a =togr-togmirtlogn
则 rg( E)=2 logrtlogucr) ≤abgr, thegM

(r, ),
⇒lgmcr1 ≤ alogr. tlagucr, ) - alogr

[如何解决 ① [(E) = 0 多⽆限,从⽽ 2 }5(E)=可能不连通 ②

f(E0=0 .② 1 ε { r,r话
,
从⽽ g在v,吃处不都良定 ?

∴ v
.
" =r,+ε ,γi '= rr - Ʃ,{f(z) = 0

},必有限 , µfz=0 分连通 特别地,此时可选使上f (E 3 均不
⼀

为 O⇒ g (z )hr<Fz=O点上连续
,
⽤上⾯的⽅法得到弱⼀些的不式式, 可选ε→0,相赢M( ri" ) , Mcri)

有正的下界 (因不与拭及f [(湖上界
) , 由 M (r )关于的连续即得原不拭了 ⼝



Schowarz引理 : 设F ( z ) :①→ 的全纯 , D = { 征 < 1 } , f(o ] = 0 , 则

D FE|≤ R 1
. DZE 1D

⑤ 若对某个 EoE 1D
,Z 0 F 0 .fCz01 =1 , 则

δ (z)是旋转,f(z ) = eiOz , DE 1R

③ 与 (( 0 ) |≤ 1,等贸成 ②f( z ) =
e0
z

证 ; ③ f(E)在 1D中全纯 , f0) = 0 , 故
fcz) = Giztazz2+…, 1 z1 < 1

q = a, tazz+ …

令 φ (z ) = {
zz

,

O <&kl
在 EK1 中⾦纯

a 1
, ε=0

VaL< 1 ,取 a < r < 1 , 在BlO ,r上⽤最⼤模引理
,

Lz1|≤ , EzIFGI⇒→ TFE≤E1 ,
EZELD是

② Qczo )1 = ! -1 : 已知 Qz) |≤ 1 ,最⼤模在内部取到⇒φ z) ≡e ^θ,…

③ f' or=ai =4co ) →fios 1 = ①w 1≤1 ,

与学成定 , φ≡ eio , …

级之
,

若

f (E) = ei0z , a . 则 f"01=eio,… D

应⼑
(* 1 多chwarz引理 : 全钝函数暗含压缩映射x

t
. Kahler⼏可

,
复流形 , CGalabi - Yaw .
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噬器理器的是全红 ⼜射
,则称 ∠

,
7

,

照 ,L f为共形⼈射 ,此时与 U 称为共形拓,或双全纯式价,

⼀

② 区域2 →2 的共形照射称为⼯的⾃⽬构 , Aut (r)表示所有明的⾃同构集合
,

, ∠

定理 : ① Aut(C ) = {az +blaF 03⼰

② Aut ( E ) = 纷式线性变换⾼

证 :
① ⻅ P54 例 ,

③ 设 fε Aut(E 了

若 f(∞ ) =∞ , 则由①知 f为⼀次客流式

罚 (∞] ÷ aE 4 . 令φ= E -a

则 @ 忌 , 故
φofεAut (4) ,hh⽽φ of=σ z + d ( cto),&即 f=atzd (cto) ∞

定理 : 若 f为 1D 上⾃⽬构,Λ存在OE 1 R,⼜双 ID,么使 δ ( E3 = e ⻛
,即Aut(1 D >={ eio

器|θε 12, * 1C}

论 ;
① 令 α=f⑩] , 创存分式Q α:, φa (z)=

则有 θ→ f α→* 0

⾦的 =φα 0 f ,
则 g : D→ (D , g (0 )= 0 .

全纯g 双射 ,
故 g(0 ) |≤ 1

③ 设 g 的逆映射为 h=g ^

:⑪品沿 ,的全纯双射 ,在⽂<03 |≤ 1

③ hgLz) ) = z
,

h( 0 > g
"
0 )= 1 →0) f( h '01 |= 1 ⇒ Glz) = eiOz (OE (R )

⇒ f( z 1 =eioztei0
zz □

问总 : 求 H = EImZ 20 } 的全⽣⾃同构是 屯

H_→ eD
剩⼼法

,
Z03 α 令 φ< z ) =琵

则 : ☆过州↓φ ,
F=φofo φ

'
为 1D的⾃同构,故Aut(t ] 与Aut ( 1B )为⼀对应f→ B

>

是: . { l. C(RI = { (的 ☆ ] | a , b, c ,d ε 1R , ad-BC= 1 },
L

对 θM=(ε 品 )←2ER
) ,定义fu( z )

=azd



定理 : Aut (H ) = { fmlM ε li ( (R ) }

证 : 设 f ε Aut (ult ) , f ( B ) = i , 要证存在 M εK(1R ) ,使 f= fm ,

的上沿 1 →fHH
①构造机

,
使fn (i ) =β , 则 , ⼀ → i⼀

>β

(H→ iH
,令 g = fofr

, i → ,

,g i -→ )
→

H→ 1 D ↓③令下 : ⼀

,
⼀ 占→ 0 ( T ⼀⼀琵 ]⼀

> 0 为了式线性变换, 则若 …
,

h εAut (1B ) , h0 ) = 0 ,

Z (Ot 1 R) , h = FogoF
-

1

③

故 hz)F构造

MoGdul1 k1, 使 fma满吧 ;

⼀t fore
>

FofoM00 F += h smo os0 ) )dim f ( Mo =-
smo

⼀

Giei0 z⼀

则 g = fmo

f “
⇒ f = fmoo n = FMoNT ( fmofou' = fmmi ) 冖

例
:改 f( z ) 在) D上全纯 ,f01 = 0 ,Ref( z ) ≤ A(A > 0

)
,证明 :Z ) |≤1

,
θ zE 1 D

i⼼:n ← ⑥→U ,

构造 g : {ReW <A }→ 1 D 令 g ( ω) = 筑 , 则gof:召
→00

ZA →∞

故 $of(E 3 |≤&
1
,即器 |≤ 11 , 故 LE∝ 冖=

例
, 设⽐ = fz) ,1D-→ 1)全纯 ,则

oifz1itin |≤ I , HEED

②2≤ 诺 p
,
EEEB

,

⼀

证 ,
① Ef(E0 ] ⑪ ,

f 1D
,
la (z) =a

-

L
⼀

⼀⼰

↓φfc2) defco1上 瑟
D

⼀

lz… ,

(B > 1 D

则 F =φ 0-

fc0)
0

,
0 → 0 , 故 Fω ) |≤l

1

(ω s } =|ω 1 令 E=φ8 (w ) , 则有 φfiz)(KE) 3 |≤ QzCE11

1 1
, DZEID

e 即 4otoelum☆

的叫冲
② 利⽤ l⼀ ⼀ 令→ 2 □,



辐⻆原理

mel

三复 f在瓦处为极点或全纯
,
则 f (z) =AmlEt0

)

mdonelzd t … , ME4
,
amFo<

∞

器 m ≥O则 Z0 为 f的极点 ,
蒸 mCO, 则 Eo 为 f的极点

定义
: 记上述 m 为 ordzo

⼿
, 即 ondz

.
f= m

.

改在 B (0, { ) 中 , f( z ) =amzm( ( thL ε 3 )
,amt

0
, h (z 3 在 0处全⾦屯

a, ) f "( E 7 = mamzm
"

( 1 eh ( 21 ) +Gm EMh' ( E )

maam Zm
" (1th (E17t AmEom的

'(z )

⼀

故毙,
⼆

Am E
…

( 1 + hCε1 )
⼆瓷垇→全纯

故毙dz=m
= m = ordof

定理
:
若f 在 D 内⻄纯 , γ 是 D 内简单闭曲线 , f在 γ上⽆零点 ,⽆极点 ,

则 { af 筑; dz =Ʃ正在⼦孙部 O电f =^ 内零点重数之和 - γ内极点阶数之和 = N(f,γ ) - P (E, 2 )

证 : 若瓦不是 f的零点或极点
,
则库在互些全纯

设 f( E ) 的γ内的零点和极点为系ε ,… , E },则由多连通城Guchy定理知 :

λz得 dz =到 { azil=毙 dE = 到orqf □

镜数 ( 环绕指数
, 圈数⻔

设

γ 是闭曲线, 设
γ: [ , a

. b }→C , z ( t)=
o <t)eioct' , EQ ]= z(b]

= faoitiea (β ( tleiot )'dt

= faoctseiotsPct )eiolt '
+p
( Esieiolt '0'(t) ) dt

= SatiS .io'ct) dt

= log β(bl - Plallog ti (θ<b ) - θ@3 ]

= iOjArgz

故埕 =法
O2AngE ⼆曲线⼦绕原点的圈数,

1 OrAngf(z)故85筑⼆名d⿏ =⼀2π

1

⼀ ⼚故 N(F , γ ) - P(f , γ ) =OrArgflz3 辐⻆乐理



Lec 19

例了 : f(E ) = E() (E-2)
3
(z- 4) , γ : 1 z1 = 3 (送时针定向了

γ 内零点个数 N = 1 + 3 = 4 ,极点个数 P=0

OrArgfcz ) = 0Anglz- ( ) +30Arglz-2)= 2π+ 32π= 8π

故⼏ - p =20Agf(z)

定理
; 设f(E ) , 吗( E) 点 D中屯 , 在 γ让 g|<( E1), 则 f (E) 与 f(E 1 ± gLE ) 在 γ内有相调的零点数

注意 : 在 γ上f ε 1 />$( E 3 |≥ 0,( ( z) ±g( z 3 |>z) +$( z 1 |>
0 ,所以 fftg 在 γ上都没有零点

只需证 5 与ftg就上的环绕数是⼀样的 ( f 与 f- g 密全类似了

证 : 考虑博 = 1 + 将

0 的 = 00 (+等逊

=3G8 f
+g 1 = 08 f

, 即 N (f+ g 3 = Nif3 ⼝

定理 : 若 f(E1 ,( Z )右 D中全纯 , 在O上 (E|< f |1+ fCE1+gLE| , 则 f 与 f+ gh⼦内部有相词的零点数

沁 : 从不式式容易看出 f 与 f+ g 在的上没有零点
,

是需证 OrArgf =OzArgf ) , 即 δ r +{ = 0
,= 1 + 票, 令 ω= 票

条件② W |K 1 + 11 twl

三⻆形不式式 , 才号成员 ② ⽐落克实在轴且 ω≤ - 1

∴ 让w 与害轴半轴⽆多 , 故⼼γ.
5号 =0 ⼝

总结 :
要 F(Z 3 与 G (E ) 右 γ内部有相同的零点数 ,

只需验: 证下⾯条件之⼀
;

D ( FLE)- GLE )|KFE ,
HEE6

②F (z ) - G (E) |< ( F(E ) |+|GLE' ( ,
KEEz

注忌 : 将
“
⼆

”

换为的
”

可也以

由于 ②弱于 ① D *.需验证 F (E)-GE|<F (z)+G(z11 , tzεγ

或 FCE- GE1)< ( FCE3 |+ G (E 3 | , θEEZ



例 : 求⽅程 E
4
-6z + 3 =0 瓦圆 E< 1 与 KEC2 内部的个数

证 : ①γ 为 Z1 = 1 .
令 G (E) = Z

4
-6 z + 3

.
F(E ) = -6 E

在 γ 上 , 1 E - Gl = E
4

+ 31 ≤ [ 41 + 3 = 1 + 3 = 4
,
F 1 = 6 a 1 = 6

,
FGI <E1 (总结 B )

⇒ G 与 F 在单位圆内根个 α相同 ⇒ G 在圆EK 中只有⼀个根

② 注忌
,
6 z = E

4
+ 3 右单位圆 1= 1 上⽆根 所⼼以 .

E
4 -6z + 3= 0 右 | KE 1C2上的根的个数办于

在 K2上根的个数)-(在 E 1 <1上根的个数⻔

考兔z 为 Ψ 1 = 2
,
令 G = Z

4
-6z + 3 =0

, F = E
4

在⼊上 F-G 1 =⑥ E- 31 ≤ 621 + 3 = 15
. 1 F |=4= 16

, F- G 1 ←F 1

⇒ G 克 π 1 CI 中根的印数⼆ F 在 ZK 2中根的个数 = 4

∴ G在 1 Cπ<2中根的印数为了

代数学基本定理
,

f(z) = anz" + An-1 z"" + … . taiztGo
,

An to

取γ 为 E = R ,以很⼤使罗在γ上 - iz
"☆… +a

. |≤ an( R
"

+ …+l = o (Rm ) <z")

由辐⻆原理
, FE]= anz

"

+ (an+ zm++ - +a) 与 uz
"
在 1 EKR中有相同的零点数 , 为⼝

在 E> R 上 , f 显哭⽆零点: 所以f 在 C 业恰有⼏个零点,

定理 (开映射定理 ) ,

若 f 在Λ 内⾦纯 , ⾮常值 ,
以 f将开集以为开第

觉感
: f( z) -f(8 ) = a , ( z- Z0 )+ Gz (E-②β+ … , ⾮零⾸项为主要的 ,它是开映射就⾏

证明 : 设 ω
0
= fi, 娶证f 的象保包合B ( f (, ε )对某⼀充分⼩的 Ʃ 成定

只需证 Hu, ε B (w0, E ) , 去z在 EεRs , t , f(z , ) = w.

由 f零点的离敬性
,可以假定 f - f(8)去路 ( 0

,
δ 3 中没有其他零业

令 ☆= mizon1= sfez3-wllo 70

取 ω0
εB ( W0,

☆ ) 在 EFS上 , F
-
G|= - u.|< 0≤fz|- w0 |= F , 其中 F= f- W0

,
G ÷f -ω,

油辐⻆原理 , F 与 G在九-②<δ 中根的个数相同

⇒⽇唯 - ⼀个 E, ε BLE, δ ) s. t = f(E.) W
, □



第六次习题课

例 , 设 f是 B ( O, R)\}中⾮常值全纯函数 ,总巨是零点集的极限
,
则瓦是 f的本性奇点 ,

证 : 利⽤解析函数的唯⼀性,⾸先排除巨是可去奇点的情形, 显然E 0 不是极点 ⼌

利⽤此结论定即可证 ;

例 ,该 f 是 B(O, R>\号中的亚纯函数 (恒不为 0) , 且已是极点像的极限点 ,

则 EAEE
,
a }→的 εB (O,R>\ {纪}

,

使得h∞f (n =A
,

证 : 营 A0 ε ⼥不满⾜结论 ,
由 ≥0 是极是集的极限⽴⼼ A0εC , 且存在 S 30 , KEEB(E , S ) BLOR] , FE)FA0

fB ( 8,8 )\ {8 }上全钝,⾮常值 ,δ极点为δA零点 ,由上例知 ② 是5A的本性奇点

: 习}→ 0, ftn∞,即 flm>→ A0 , ⽭盾 ⽉

例
,
☆ F ε H ( BLOR > ) ΛCCBtORI,M=Rf1 , 若 f(z 0 )=0 ,i证明:Rfo ≤mtfolE

证 : 令 g (z) =
fCE-,

则 gEA ( BLORSIMCCBCOIR,Z - E0

由最⼤模原i
理
,g(≤Lz 3 l=

,
即f ≤ R- 冖

例
,

求出所有满⾜1=1
, EE← aB0, ) 的整函数

证 : ⾸先
, 由解析函数的唯⼀性,千在 B(0,1 } 中只有有限个零点 Z, … Ea ( 不计重数 1 ,

令 g(t ) = f(E ] . 获⼘⿏zEE ,
则的CE]EH <B) 且 gLE)# O , 当

EE2 Bω,1 )还城⽴ Lz1 |= 1
,
4

由最⼤模原理
, gLE≤ 1

, DEEBO

对⻋进⾏同样的论证可知 P |≤ 1 ,VEEB ,那么gCz ) |≡ 1 ⇒ g(E ) =eO , EEG

即 f(z) =eio获毙正 ,θZEC , ⽽δ是整函数 ,⽆极点,故只能有 a =
0

于是形如 eoz^的函数即为满是条件的全部整函数

例
,

设 Pr (E ) 为 k次多场或 , π|≤ 1 时 ( PKLE1 |≤M
,
证明 E≤I 时Pre'(z|≤ EkM

证 : 由最⼤模原理 ,只需考虑Ψl = 1的情形
,
利⽤作业题 4.

5
.
32的结果 , UR> 1 有

K

(Pi (z)|=☆ 器d } |≤{ 晕doM
微积IRK 最r = MR*品

会 R =AK ,得 PLLE 3 (≤MR.
HE
" ≤Mr-( 1H
)
≤ ekr □



例
,
设 D为 中有界区城 , fGHLD ) MC(D ) , ZEaD时 fL |=R >0, 则 f(D ) = BLO, R} .

证 : ⾸先由最⼤模原理. EED时(E1KR, 即 δ (D ) < BL 0, R ) , 且由开映射定理F (D)为开集

的Wo ε af(B ) , 则{ε Bs . tfln )→ W

对取⼦到的⻄ → 瓦 , 则 δ (z ) = W

若 E εD , 则 ω0 必为 fLDj内点 , 与Wo ε 2f(B )⽭盾故 ε 2 B→|W01 = R

⇒ f(D) = B(O, R ) ⼝
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开映理射定指主论 : 设 (z )在区域⼝中全屯 ,⾮常值 , 则f(1法明内部不能达到最⼤值 ⽈

若 f为射单 ,
则开映⼦射② 与“ 连续映射

例 . 求正: P(E ) =+24-2z + 10 = 0克每个像限电恰有⼀根

瓦 :
① 实由上 z=x , P (x ) = x

^

(x
2
+2x+ 1 ] -x

^
-2x- 1 + 1 | = x] ( x 2

+
2x+1 ] + 11 ⽆根

②虚轴上
, z = iy

,
P ( ig } =4

+
10*i-23-rY ] ⽆根

③ 若正是根,则 ≡是根 (根关于实抽对称分布了

思需证尔⼀象限恰有⼀个根

N =O0AgP ( z)=πOz, +orc+Ors)AgBEE ]-
Or ,Agp(= 0,

(

⼀

R很⼤

OrsAgP (z)=Angp(o) -Ang PliR]= 0 ( 1) ,

OriArgP(z ) =OKAgE4L1T EE)= OnAng4+O2.(TE
!-z )

=4. π
"
+ 0 l " ) = 2π+ol 1 )

⇒OrAgPLE) = +π. ( 1
) ,必为2 π整数倍 ,所以 0 [ 13= 0

,OγAgPLE} = 2 π

所以γ 围成的区域中恰有⼀个零点
,
故系象限恰有⼀个根 D

例: 交 O <a0< a . c …<am
, 求证 :

G0 + G .⑤θ+Gz}②+ … + anosnθ 在 (0,2 ) 中有n个不同的零点

⼼ : ① f(E] = 0+a , z+ … +anE
^ 在正实轴上取值 > 0 , ⽆零点

考ELE ]f(E3 = Go+ a,-olt "ta CAr-i 32 "
-

anzn+l

芯 (0)=0,则 Got-Go

)to+…t-ami )0
"

-non
+"
= 0

由于瓦不能是⾮负突数 ,故 Q0
,
-030 , … , ,-)站留⻆不能都相同

n1 Eol
"
e"' =

an one"( = 1GotJt 0 + … ta-an-Dzl

ao t -a0)i +- " t lan -anel om

故 anl|
""

- &,
~

] + (1 "-0
m
^")+ … +@ LEd|-+ )<o

即i) lamaî tan -
+

t0l … +a) <o 381 a 1

⇒ f (E )所有的零点都落在单位圆内部



②设 2 N = nOcAngflz3 = n⼀CD1⼆ 1 ,

令 β= f( C ) , 则 β绕 on圈
,
故 β与虚⻋的⾄少相交 2n次

故⾄少有 2n个 θ 使得 f(E)=f[e
θ ] 在虚轴上⇐ Re (fleθ] ] = 0

③ E =ei0
,
E|= 1

,

O = Aota, osO + . . tGamoSinθ

= aotGiz(E+ z
" ) + … + an z (E^+E -

M

]

⼆ ƩE
- "

Cantanez+… .t2G0
z
" + …+mz ] 在E = 1 上⾄多 2n 印零点

⽂ Re (fle
θ)) = 0在 C 0,

z
π1 上有且仅有zn个不同的实根 ∞

单叶函数

定理 : 设 δ( E 3在 D 中全钝 , δω ) =0 , 若 0 是 f( z )的⼼级零点,则对任念分⼩的 P > 0 , 存在 Z > 0
,

当 0< wl< 8 时 ,
(E 7 -Wo在 EKP 中有 m 个不同零照 ,

证 ; ① 由于 {LE3 , δ'(E 3为⾮常值的全纯函数 ,的对任意充分⼩的 β , fcE 3 与f(z ) 在O < LELCβ 上⽆零点

②ω 充分⼩
,
F(E) = f[E)

.
GCE) = [)-W0 在 EKβ内零点个数机同

原因 : 令 δ=m1 >0 , 当 O <KS时 1-G(=1 < 8 < fE |= 1 F 1

③ FCE)-W0 =0有 m个根 (有可能是重根了

由于与(E) 在 O<EI <β 中⽆零点
,
故没有重根

∴ f(z)-W 0在K β中有⼀个不同零点 □

推论 : 若 (E批 D上全屯 ,⾮常数 , 则

①若 B为开集 ,则 fLD )为开集

② 若 D为区域 , 则f(D )为区域

证 : 连续函数把连通集映为连通集 乃

管理 : 若 δ(z)在D中单叶全钝 ,则与 (E) F0
.
tEED

证 : 对 f(z) f(8 )⽤刚才的定理 ⼀
Δ



例 : (z )= eE, f(z ] =eE#0 ,
但 f右C上不单叶

欢定理 : 若δ(E ] 在 D中全纯 ,与(8)± 0 , 则 ε> 0 , f在 B(E0, ε 3上单⼗ ,

证明 : 交 z0 =0 , f( z)=Z^, E <R

f'0 ) = a
. 40 ,

f '(E |=a
, +2a2E + tnant

"
t …

. ELCR

故雪 O< 系 CR ,
当 P < L0 , . δ ) 时到n β

n+< )"

E . , εzε B (0 , 8 ) \ { 0 多

$ ( z) - f (z2) |=an ( z,
^

-zz
^

] ]

=| a . (zi -zz) + az(zi
"
- zz
2) + " … (

=1 - E2l ( G,
+AnlztE , *2zz+ … +Ez^||

≥z-zrlla , l - n(pm-1 ) > 0⼆江 □

(也可⼼ ,⽤实的逆映射定理 )

反函数定理 : 若 ω=f(Z ] 在D 上单叶全纯 ,G =δLD ) ,则反函数E= g ( ω ] 在 G上单州全纯, 且
g

'I ω 7 =f ,

证 : 已知g =δ “ 是良定义的连续函物( δ开映射), 只需验证的在 G中处处可导
⼀

因定ω. GG ,
考兔 lw

.

gcu)-
ω
=

w
箭= l 库)

-

ftur-gcuy=0ω= ⼝

留数 (残数了

定义 : 设 f在 0 < E-akr上全钝
,

Res (f, a 3 =E =0dz ,0 < p<γ与 β 的选取⽆关)称为fhE=a的留数
⼀致收事

系 ( nEz-ap⇒ Restf,al 'orfza=piz)"dz= C-
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若 f= x
,

φ@ 1t 0 ,
ψa ) =0

,

ψ
'

a 3 t 0

Resf (a )=az-a.)蹈
1
= a ⼆3

的蕊 f(E) =
器…

,
g @ > #0

,

,

Resas= Eakej-dE=gam)a3 - "( z)^flz)]|
z=a

例
,
设 f(z ) =Smt , 求Res0 )

的

t : otW = W- + 5
…

SintƩ I +' z5+ …

故 Res [ , 03 = 1

例,F( E1
=

讯 ,求Res

解
: (E>=

器Kt)l—

φ= smz , ψ= 24- 1 a = 1
,

①1 ) t 0 ,
ψ
( 1 ) = 0,

ψ
' (" ) = 4

Res (f, 1 ) =Hin=m吗
,

定理
: (Z ) 在γ 内部 D 1 {ε, … …E }全纯

,
在 B \ { E, … ,En} 上连续 , 则

{
ofez )dz =2 πi

"

Resla ) B

定义 : 若 农 RBR上全纯
, 则 Res (f,∞>=-( a1=pfiz) dE ,

β> R

定理
: 交 (E ] 在 G (征 , …,

En} 让全钝 ,
则f {E)在所有孤定奇点(包括∞ ) 的留数之和为 O □

例 ,
计算 I = 后琵 dz

解 : 法, ⿏zdz 在
{红 ≤ 2} 有 6个极点

,
分别计算留数

,
再求和

法⼆
.

I = - 2π i Res (f,∞ )

毙Eitz = E (-EttE + … ) = 七 - Ʃ^+ …

故 Res (f,∞ ) = - .1 ⇒ z = 2π i
,



实积的计 算

① S.fcxsdx

定理 : 设程 E 在 { 红 m 2> 0 } \ { G ,… , m}全钝 ,在 {红m2 ∞} \{ a , … . {an上连续
,
若 µ品Ef(E ) = O , 则

{.
*

f(x)dx =2 π i, "Res (f ,x )

证 :

如半阎
I = {.☆∞f6x )dx = l→al .nflxidxΛ前

-次 1

,

R 注意和 fx)些 ←和 ↓ z =2 π iRes (f,u) □
flz3Qz

0

推论 : 若 (x) =
P嬴

,
B, Q ⽆的因⼦ ,

@⽆实根
,
deg@ -gP≥ 2

,

则

则 {∞在x > dx = Gi ☆ Res( 蹈,aR )
,
其中质为 θ CE)在上半平⾯的根 D

例
,

计算 I={裝

和 : =ztilmtttz -izmy. a = i .
⼀⼀I =2aiResCLH,

δ

) = zni-n"|z = i =2π .Ʃime

② }.
∞

f( x ) o5 αxdx ,
5*
∞

g(x 3 {1maxdx
,

(α≥ 0 密数 )

定理 : 设 (E ) 在 { ImE20}\ {a ,… ,an }上全纯 ,
在 {红mE≥0 }({a, …, an}上连续 ,

若l∞f{z 1 =0 , 则对 t α> 0 ,

S.
x*

f( x)eixxdx = 2π i
爱

Res, leiazf[z)
, x ]

证 :
考察 eiαzf(z )

F R
f, {.Rfex>eiaxdx+{ omcz 3eiazdE =2 π ·"Resleiazflz), ax )CGreε回k

(Hmeittfiz )dzl =SeiaRso
+ ismO
] f( ReioReOdol

-×Rsin
, ei (θ+aRo

0 )
, F(ReiO ] dol 令 MRINE→R→OO= R (9 e

≤ MRRJ
"

e
- aRsmOdO = 2MR . Rfe- xRsmOdo

直接越断估计或 EMRRSE-ROd 0= LMRRI( i- e-) ≤☆MR→ O
□

例
,

I ={.∞xaxdx , a >0 , b > o

解:考察ei, 极兴 E =tbi . 上半平⾯只有 bi
jiaz

[
*

dz = z πiRes( eiaz,bi ) = e-ab

取实部
,
得 I = e-

ab



第七次习题课

列,营⾮常数多项式P (E )的根都在右半平⾯中 , 则β(z3的根也全在右半平⾯中

: 证 ;直接计算 p( z
1, □

例
,

若⼏ > 1 , 则 Z+λ= eZ{ ReEC 0} 中⻅有⼀个根且为实根,

证 : 是 R >λ+
1
,考虑如下闭曲成 γ (区为⽣圆了

报
⾦ FEE }= eE- z-λ , G( E ) =E +λ , 则在γ 上FiE3G(E) |=1 ≤ 1 < /G (z)

: FCz) 与 Gcz法了⽼个数相同, 为 1
,

0

-⼝ i 令 R>∞
,
t+λ= eZ 在 { ReZ <0 } 中只有⼀个根

F(0 ) = 1 - λ<0
,
FC- ∞ ) =t ∞

∴

有实根 □

(同理可证 :
设 λ> ( , 则 z =λ - e

-

正在 {RE>0 } 中具有⼀根且为实根了

例
,
这 f( z ) =忌cmz^ 是 B(O] 中解所函数

,

且 nan |≤l>0
,
则 δ 为单函数,

i证 : 令 E0 ε B (0 , 1) , h( z ) = ( E 1-f ( 8 ) ,g( z ) = a
,(E -0 )

当 a = r > & 1 ( r<
1
) , (h ( z | -g( E 3 |=antn-an&" |≤mz7 :azm }

'( / E - z0 )

=: 1 ,nanz "1/z- z |< d ,( z - 0 ) |= (E ) 1

∴ h (E) 与 g [ε ) 在 R<8 中有相同露点数 , 为 1 , 令γ→ 1 ,则 f 在 B20 ,单叶 D

例
,
设 D为区域 ,

γ为 D 内可求⻓曲线 , 内部 D
.
CD

, 这 AEH <B3组单叶 ,
则 f (D ) = f(⾁部 = D2

证 : ⽂ (E0) ED 2 ,

由辐⻆原理
,

δ(z1 - f(0 )右 D
, 中零点个数

,

==( 2µt-*(faz,) (( γ3定向),N

∴ 系保持 γ的正定向 , ω=1单
+
0ED ,进⽽耐把内部味到内部 ,& Pf[D , ) =D ⼝

的开映射定理全纯函数将区域映射创区域

⼼在什么条件下, δ还能保持单连通 ?

例
,

改 DCC 单连通
, δ 为 D中单叶全纯映射 ,

则 G = F(D )为单连通区域
,

证 :
改部为 G中任 -简单闭曲线 , 由于单叶

,
δ的逆映射 z =δ(ω ) = f{ω ) 在 T的部单叶全纯 , 且把 映为

中简单闭曲线⼦
, 由于 D 单连通 ,

γ 内部 D
,
CD

,
由上例结论 , G . = f(D . > CfGD)=印故 G连通 □



⼏个单叶函数论的经典问题

BC0 , ⻔中单叶函数类 S ; f ω) =0, f (
0
) = 1 可展开为 f(z1 = E + amE" , f(E)称为 Koebe 函数

,

Bieberbach曾经猜测 dGn|≤ n,且取 A③ E==Eli + zeoze
…
+m ) ein

θz
"
+

…)

Bieberbach 本⼈证明了 @u ≤ z ( 196 ) , 直到 1984年这⼀问题才被 Branges彻底解决

所列 ,
设 f ε S ,

则 @1 ≤ 2
,
取对时 f( z ) 为Koebe 函数

证 : 引理 (⾯积原理 ,
Gronwall ,19 ④

: 若 g(z ) =E + bmE” 为 G Blo 州中单全纯函数
, 则品 P≤1,n=

1

公理证明; 出zdE±frxiy ]dxtidys = thxdxydy ) + zxdy - ydx=γ内部⾯积

tr>
1
,利⽤此⾯积公式直接计算 ,

1 g红1=γ }内部|={ 在
=rπg(z) dE =ri _πnb↑γ^m≥0 , 令 γ→ 1即得 乃

对原问题
,
令的 Ez ] = E ≥ 1 +Damzn- 3

,

由于千单叶且f( o 1=
0

, u( E ) 在 B (0 , 1)中⽆零点 ⇒ 雪后为单值全纯分⽀ , 令 GLE 1 =EACE
)

, 则G=fz2]

⽤特定系数法或出 g (z) = Et
.a2 ←…

, 单 n+ ( g (E . ) =g (E2] ⇒ f(E,^] =(E2 ] ⇒ E, =±Er ,

若 Z =- E2 ,

则 g (z. ) = -g (E2) ⇒ g (E. ) =0 ⇒ f(z
,

]=0 ⇒ E, =0 = Er]
,

会和 (z)= [ G (zi)
]
^= E-明 .

z
“+ …. 由引理

,

2 . 巡 P ≤ 1 ⇒ @21 ≤ 2

取与时出存和 cE) = z -ei
0z
^
, 还原得f (z)= Eli +ze'

z
+… + n)eimoz^+…" ) 冖

(* 1 通过构造全纯函数满是 S 的条件 , 利⽤此例可以精确地证明⼀些结论 ,

以上结论即给出

例 .设 fε S , 则 Z1< 近}Cf (B( 0,1] ,
且就是最佳常数

证 : 设ωε 4 \f(B(0, 1 ) ) , 则 ω to, 营虑g( E )=W
-E) ÷EmƩtfati)z^+… … ES

油列,±|≤ 2⇒≤^n 124
, 故 {讯<4} <f(BE0 ]

容易看出 Koeke函数 f( z )=焉像集为 -∞, ⼀了 冖

事实上可以进⼀步证明
,
当 f ε S 时有最佳估计

p ≤ fCz(≤
靠
,EEB(0 , ) ,且取与 ②为 koebe 函数

idea : 发虑 gcz)=δ
(瓷)fza,
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例求Dirichθt积分 z = { &∞
s 答

dx( flxB 有奇点了

解 : 实的办法 : Feymmam' strick .Se
-sxs{dx ,

⾦ r→ 0
+
)

I = Im{{_dx
}

,考察{∞dt

A.…, 名 Idz = 0 ⇒点{dz+ {站dz ={rEdz -名的dz
⼀ 在 γE 上 ,令 z=ƩeiO ,

0≤0 ≤ n
,

{radz= feiEeoido '←→0 π i

另⼀⽅⾯∞" zdE=O ( 回顾 ,@ (z)=0 ,α> 0, 则∞{rne·αtfiz1dE = 0 )

取极限 ( E→ 0
,
R→ t∞ ) , 号dz = ai

.
. I =π

③ Sπ (Rimo, s 0 )do
Δ

↓
有理函数

倒:{sθ码n

去单丝圆腿簪zieo崎些90zEEaciz
+
smo

= 1 -

——
dzz zdz

3+Sθ+2S,n②

极点G =
-
1 - 2i ,ar= - + 2

i

, 是有 ar落克单位圆内部
zdE
⼀

所以 Svi ) ( E+1 +zi) (
z++ i) = zπiRes (f , -) = 2ai -za ,

=
a

U2-1F1

罗值函数相关积分

例 : 计算 I = {∞ .x× ,
0 <a < /

解 :
考察 HE,

E
*多值,枝点 0

,
∞

r 3z

… reuy holecontour, C\ [0, ∞ )
上

*可以取单值分⽀

合
fz 1右 γ 内部有极点 E=

1
,后F(zdE = 2aiRes (FE), t) (* )

γ
.
F(z)dz = {装)xα→ /⑧ 炭x* ( ε→0, R→∞ )

SosFCE)OE =Sz *杂dx→αi哦⽹
的⿏(≤ f→ 0 (R→∞ ]

{ra1≤的名毯2nEπ→ 0 (E-→ 0 )



(*了政极限 ,
( -e

-2πxi
) I = 2π i - e

-aai

I = eim- e磊

例
,
计算 I = {⿏dx

解 : 考察EEFo⿏2
, 若仍取上例的围道
S
系 .FidE→ O

,
E→ O

驻名 zrdz→0, R→∞—

→

及管
Sz, FCEQE → z

的 F(E)dE →-f块=-{ & lez*⿏ dx = -I -rniS☆d ×,Λ

要算的 I⽪抵消了 !

rak

系, Λ ⼦z
⼀
亟Δ )

取曲线Λ (nFlz)dE 品h

, Fzldz→
{
%{s 嘴~ dx

=
{ ∞的*靠dx=I +πidx

S2εFCEIAE→ O , E→ 0 .SZRFLEJdE→ 0 ; ,R→D

Sa
. uZzoZSUJRF(E)dz

= 2π iRes (F
,
i ) (* ]

(* ]取极限 LI + hif++dx= 2aiRes( F ,i )

⇒ I = -世

oisSoH积分和 Fresnel程分

Poissom积分 I = {e-axsbxdx , a > 0 (热⽅程中重要了

取 f(z )= e
-azz

R
:每红背 >

⼝ e
-ax
'

dx + fz
,
a
-azdz tfore-azdz+( rse-azdz =0 (* )

⼀次 0

{r, eaz
^

dz
,
{rse-azdz -→ 0

,

R→∞

-@z
2

当 EγK 时 E =+i , z '= x-4 +xi ,
e
= x-4

]
-bxi= e

4 eax ^(osbx-isinbx )

⇒ frie
-

azdz=
-ee-ax =(osbx-ismbxldx

(* )取极限 ,

De-adx= *e -ax(osbx- isinbxldx
⇒ I = e

-af*e
-

ax^dx =e
-

4a号



Fresnl积; Soosxrdx ,Ssimxdx

取函数 f( z )= eiz
2

(真整函数了

S. Pei'dx+SGaeizdztShei{z =0 (* )

当 zt γn .
z= ReiO

.

, O≤O ≤ x
,
E
= RReriO = R=(oS2θ+ isM2D ]

liz
'

|= e
- RismzOtiREus20 | = C

-R
2
sm20
≤e

-R :20

θ
⼀

⼀⻓Fomezdal ≤ fote
4
z

⼀

Rdo = 4R-
e-
z

)(

zEZ2 , E= reI= r ⇒ E ' ≤irr3 iz^=-r
2

Sriedz= - SRer'eia dr = - eifferdr→ei

R→∞,( eixdx = eEi "=
⇒ Sosxxdx =simxrdx =zI
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全纯开拓

定义 : 设 f 在区域 D 中全纯 ,若存在区城G , DCG , 以及 G 上的全钝函数 F使得 FlB= f , 则称 F 为 f在 G上的

全纯开拓

例 .

fcz) = z☆ , D=C号

CEF) F 1-
E

,

G= G {}

则 E(E) 为 f( E) 机G上的全站开拓 ,

问题 : ⾦就函数去哪些情况下可开拓 ?

定理 (Dainleve原理)设□新⽪分为两个区城β , 22, δ 在□ 内连续, 克2, 22 内全钝 ,则千在⼝上全钝
,

证 : 利⽤lorea定理 , 即使2的拓扑复杂 , 只需对γ 每⼀点附近考虑 冖

推论 : 若f,2分别在
2 ,
22 上全屯 ,

在2
.
ωZ , 22Λγ 上连续 ,

且f,| z =和 | 0 ,则F ( z )={ 器皆←.0 路

是R. UBzUZ上的全纯函数 □

定理 ( Schwarz对称原理了⽂ D关于实轴对称 , 若三满⾜

OF在DMEImZ>0}上全屯

② f在 BΛ {mE ≥0}上连续,

③ f去 DM {mE=0 }上政实值

则 FCE1 ={
器,EDEEEDn

的E

20E 0) 是 D上的纯函数
,

证 : 没 ZEDREImZ <O } , W ⼆ZEDM {mE> 0}

录 F(z )=录衫=E ) =录 =δ=0 ⇒F在BM {mE<O产上全纯 D

定理
,

设 D 2与2 关于圆 lz=rl对系
→ .*

E

←
,

←③ f(z)去明内⾦纯 , 且在RUS 上连续 s
E
*

Δ

>

次
'

f[ε*)
的…

>

r
Δ

…p

③ f( S )为⼀段圆弧⼚
R

④ 个的圆⼼ bffC2 了

则 f(E3可全纯开拓到RUSUR
'

回忆 : 点已关于 z-a=γ 的对称点为 Z
*
= a+ 筑

RE

⼼ : ③ 交Zεr,
Ʃ
*为基对称点,

F
(E) = f (E*]

]
* = b + fla+a3 -5



③ 下证 10 F[E ] 在 S附近连续 20[ E)在2内全银

10 若 E0 ES . EER
'

, E→ 0

C]
*
ER

,
L *

→
0⇒ f (E' )

*
]-→ f(8 ) ⇒ &t)* ]

*

→(0) ] *
≥
f [z 0) = FCE0 ]

⾃所以⼝, F (E) = F [0) ,
F在 S 上连蹈

Z'→80

20 若 EEr' , 则
E
* ER

1

录 (z)= R录)1= k c ) ,

[2录E)
'
. -

1+LE* ]

录f(z* ]=f"() 录E *=δ(E* ).录@+a) = 0

⇒ F克公内全钝 □

幂函数的全屯开拓

的 f( E )=mE ”
,

收α半往R,
则δ 在D ={ lz1<R房上全纯

定义 : ① 正则点若号 ε
aD且存在号 的领域,B (S 0, 多

)及其上纯函数g( z){ t . f
( z)=g ( E) , KEEDNBE结 0 . δ )

② 奇异点 (⾮正则点了

例
,
E",D = E 红 K 1} , aD上只有 1 是奇异点

,

定理 : 在蟹级数的做钟圆周上⾄有少⼀个奇异点

证 : 反证药R ={ E=R}是收敛圆周的边界且每个点都都是正则点
,

☆级BLE,δ ) >GR ,存在有限⼦覆盖品RBLR,CR ] 3 CR

在 B ( Ea, δk ]上有⾦纯函数 frs , it.$ ,D ) nf ,Bla ,δ 0 ) ) =fr Dr)

(泳 : (D )的 g,2⇐ f =gomDM2]

定义 g (z) = {蹈Dr, BunDr上单值的性由唯→性定理保证 (延拓的唯⼀性 )

g在 DU (品
B

(ER,
δ
x)] >⑤上全纯⇒ B (E0, R+E )er

⇒ g(E)在B(a,R+ε )上可以展开成幂级数 ,这和R是收半径⽭盾 □



第⼋次习题课

设DEC 单连通 , f在⼀些孤定李点外全纯

则 f 有原函数② f沿任意不过奇点的简单闭曲线的积分为 O

因此 , Res (f, ER] E是阻嘿 δ有原函数的原因 , 我们只能保证g ( z)=f(E ) -系 ,
Res(f, alz有原函数,
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如可求幂级数在Z (= R正奇异点? E 0 EaB (O, R 3的

① 若器|=+∞, 则② 是奇异点

③芯筑f[ 1中 t∞,如何判继断了 ?

将 f(z ) =Ʃ anz^ 在
0'处展开 ,f(z )=! (z- 0)” ,

☆
0

则其收钟半领 β≥ 级 - 01

若

P > R -1, 则f (E)在瓦处可以全纯开据, E0是正则点

若 β=R1,根据β的良义, B
( E ', β1上在少有⼀个奇异点巨骑异点

注意 B(O', P ) ( {8} 中每个点都是正则点

③ F(E)与 f(E) 在FFR上相有周的正则点与奇异点

④ f(E ) 在E=2上收数 1发散性与正则奇异⽆必然关系

! ,(E 3 =系zm
,

②= 1. 磊了
”

发数
, 正则点

E
“ ∞

f( E) = 系**
)

“π ,
≈ 1

,

到量收定α
, 正则点正0

HE) = zn !的收∂半径为1 , E 0= 1 . : ,M ! 发散, ∂ BlO以上每个点都是奇异点

(.⾸先z = 1是奇异点 ,再取既约分数量 ,p , 864 .g(t ) =fle
"π是
z) → g(E) =☆eira号 1

”
=

在ea是
n
"
zm
! + 爱

E ! ⇒ E=&
iiπ量是 f的奇异点

,

正则点集 aBl0, }上开系 , 奇异点集 S是闭保
,

~——
多项式 右 E=( 处是奇异点

Serai}的闭吧}=2 BC0,1] 了

fεz)=Ʃ
" , 20= 1 , 忌收叙由 F个例题可知 zo为奇异点m= 1

Ricnanm's zeta断数 nS
,全钝延拓到 φ=t , 函数值有限 ,

例
,

设 (E}=Ʃ ant
“

的收α 半径R ,
O
<R<∞,

若au≥ 0
,
则 E= R是奇异点

证 : 反证 ,
若 E=R不是奇异点

,

则 δ在处展开的收合半径β>只,
⼀⼀

fen(z]
FE),-R

叶⼀⻔

f
'"
(② ) =2mm( m+) …(rm-nt1 )Am ) 20

,

fFeiO] mam -l.lm-mti )amReo |

f "(Reig ( ≤f)!1



些the
处

fozze的
:

β>②R)
^的收约来径

⇒ Reio正则

⇒θ B (O, R了上所有点均正则 , ⽭盾 ⼝

Riemanm 县照定理

问题
,

当开集 ≈满是什么条件时
,
存在营形映射 F : 2→ D={E 1 C } ?

?

同照 ⇒2是单连通的

C→ DF 全钝,整函数.IFl ≤1 —→
lionvile F ≡ c ⇒F' 0] = 0 ,F⾮形 ①是唯⼀⽄列外

定理
,
设明⾄ 4且单连通 ,则明与 D全纯同构 ,即对任念 ε 明, 存在往⼀的共形映射F: 2 →Ds. t,

F(Ez )=O ,

F '(E0 ] > 0 .

分析 : 住⼀⼝性由 D 的⾃同构⽴得

存在性 , 简化专⻅ ,先设γ胡界 (* ] ⼝充分态
⼑

F = {系εH (2)单 t,
f (r ]CB, f(0) = 0, ￡ "(8)>0 } ⾮空

O < f(w ]= f)|<M, 上确界⼼. 取和EF, losafilz0 )=m

Caim
,

定义 f() =f在(E ) , θZE2 ,
则 f是单叶全纯函数 ,

(经过适当调整了f就是所

需的共容映射,
☆
紧性论证

>{ 纳什么极限函数可以定义 ?为什么极限唤射是单叶全链⼗满射 ?

Arzela-Ascoli引理 : 设k C 是紧集,若 f 在K上⼀致有界,办度连续 ,则了在 k上有⼦列⼀致收敛

到连续函数
,

取专列之后 ,可以假放内闭致收筑到极限函数 fE⼝

( 正规族 e 任意房刘包合内闭⼀致收做系列
,
对全纯函数族 ,正规族② 内闭⼀致有界

(E
“

: 法紧集上
, f分⼀致有界 ⇒致存资⇒ { }与度连续 ,

取紧集列 Ke = Bô { x;d (x,a 2☆

⽤对⻆线法取出 Uke上⼀致收敛的系列
,注念到任意紧集 K .

al
,
kake )
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千全纯油和内闭⼀致收微多和 Morera定理推出,

巢的: 若不然, 习 Z ,ZLE 2, E. FE2 at .
f(E. ) = f(z2) =WED

这忘味着 HE7 -ω在R中有⾄少两个零点
z
, E2 ,

找 γ 泡围Z, zs.t .ω) |zto

fm- ω在 γ 上⼀致收到δ-ω ,特别地
,

在很⼤时 fcω ) lrto

由辐⻆原理知 fc-ω在的内部⾄少有两个零点 Ea . tEar , 和和单射⽭盾
,

δ满射 : 若不然 , ≡ WE 1
D
, w *F( R

3

令 U = ocu) =u-
h,φ
60 )=ho ,GeoLlo )= 0,Qioule =ojeoF- 1 coh.

2
,

2z

f(r )→φ. of(2) ② * … 别0
ω →

ω ,
⼀

0 '→ l0

O 422
,
令 S = P(N 1是 的个单值分枝, pωd =落 ↓ 1=τ

考虑 φs 0 ( 0 )
=0. φ
s (0) = S 0 , φs 0 ( S0 ) =0 ⑥ s. ?

会 ε(v ) =⿏ φs 0(
0 )
,
所以 { lk . )= 0

,

(S01E 焉 stS0) i -s

令 F= qopo φ0of ⾦铺
,

F
'

(8) =E6803p'E 'fc( 0)f ' (
0)=M>0

,
FEF

lo = Pe 0,
O
<β C1 , $01= 1F =p ,

1 -0R=3- P

F'回 :M=+PM >M
,
⽭盾

(想法 : 找⼀个妈的 1 B→1 D的把函数 δ (80]数⼤了

结论 : f是从R 到 1 D 的共形映射
,

(*j ; ② ⽆界时 ,
由于2 F ① ,

abε2,不妨没 b = o

取 的单值分⽀ ,记为 g
,

glr是单的
,

z 12⽆零点

因为 Z0 εr
,
所以 g (E ]ε E=g (2) 内点

c
E,=-Er=⇒ z, =E2==E0

]所以雪 δ0 ,
B (GLπ), δ ) CE= g(2) ⇒B [-ga ) ,δ) CE( 3z,=z=0, 此不处可能

⇒ 当 zε2时 , dg(z), gh03 )(E)+gC) >δ

所以令 φ( z) =δlE)+85
,
φ[ 2 ) <B 8) 有界域

综上所述
,
Riemamm映照定理成运 D



Lec 26

边界对应定理

能否将从次到 1B的同胚延招为以☆到 ⑪ 的同胚 ?

定理 : 设 G是由条简单闭曲线⼚的域 , 若 ω=和E ) 把 G双全纯地映为 B(01 ) , 那么 f的定义可护充到 上
,

s , t
,
f是 G 到 BC①的同脸, 且把T--晚为 ☆ ( = 1

,

关于 G 的正向对应于 FCT了关于B (O^ ) 的正向

证 ; ① 取号 ε aG=⼚
,
如何定义 f活 ) ?

令 Em ε G ,G→ 号 , ⾃然地定义 5( 号 ) =af{m)
,
验证这是良定义的

③ f现在定义在 E上 ,
fl的是否连续 ?

由 f(S ] (9 ε2G ) 的良定性 ,需取 φ,
φ

, 品 @
f
(
9 n
1 |= f( φ )

③ f: G → 15
,

f
“

存在是连续

④ 边界定向保持
,

Δ
① 只需证考正t⽐,⿏步想

到

☆(到皆 }
→ a= b

反证
, 如若不然 ,

注意 a
, bGaD = 2 B (01 ] =S ' (因为如果aε , ≡ωn= f(m ]≥GE 1 D⇒ En-sf^a 1 EG , ⽭盾 )

共有必要
,
把 ↑换成Tof (T= eo☆ Exercie 了

,可以假的
{azeei 对⽐ ; En

的

λ
θ 因为l在号的⼩城中,所以l可以避开f +(O )EG 若使有 G 单连通 ,可能☆*

,

fizn)K了 >
⇒ ( 避开 OEB

,
与实由 , 遥轴分制岁于 P , Q 的⾏修逼近但点同⼀,,

feam? ! Q
'

= -θ
, B

'
= -D 被⼿招开 ,

⽆弟盾

PO , QB , PQ , QD 围成区城 K

定义F (w) =flu - S )f57 . E-) (ftL-5 ) F: ID→ G全纯
,,

⼀
^ CL时 E δWEPQ

FC0 ] = f"0) - 号 14 , OEk

( FCO11≤☆ ae| Fhw) lEx{talFlw3l,Flus1eFl1,an Flw1},

ES - M. M.M - M38

⇒flo1 -S1= F0 g
4

令 m→∞
,

S →0 → f ^(01 - g = 0⇒ g = f (c0 ) = E0 ε 的 ,
第街

② 由定义 , VE 20
,
习 Ss.t .

FE- 号 )HE , DZEB( S , 8 MG

取步 EB (缘 , ⼼ δ ) ΛaG , 对 ; ,a 8 ' S , t.F)-8(5'E EEEBL
5
,MG



BLS
,
SMBL 5; 8 ' 7 MGt

1
.可以. 从中选出点正 ,

( f : 51 - fl 5 " |≤ S)-FCz1|+ f ( z)-f( 5'] |< EtE =2E

这证明了 fla的是连续的 ⇒ flG是连续的

的双7 ωEaG⼥③

已器ε
巢

(因为筷紧 ,f (G紧,FCG1 FF,A= (D )年L

只证flaG是单射( 紧室间到Hausdorff空间的连续双射是同脸 )

反证
,
若步 , ☆ 2G { . t ,f( } . ) =f 12)妈1 , 取近中曲线γ ,γ c, γ .( 1 ) = 号 ,

,
↑=(1 ) = 号z

则 a ( ε o. , 1 ) , t , tr ε [ c, 17 时 , ( t.n -γa (tz) |≥ z 15 ,
- 92l

γ ic ]) 紧 ⇒ f (zi >)} 紧>≈δ> 0 . A ( δ ) = B 0 ,1>Λ B (-1 , δ 3 与 f(zi(a, c37 ] ⽆复

PA (

815
A ( δ )中点⽤极坐标表示: θ<r <δ , - φ ir1<θ c φ( r ) ,其中 φ ( r >=GrCSE ≤

Δ

o

( 8+( A ( 8 ) = Sais ,fe( w1"Fdw = {8fefj -yere)
|Prdodr (* )

估计右端积分. θ o < r<δ , G :µ+ 1l =γ必与曲线o γ i相较于 α i ( i = 1
,
2 )

α
,f 被的× 定端点在你,γ江上的曲线幻

Ʃ (号 ,
- {2|≤ f"(*, 3 - f-la ) |≤Sa"'culldw ≤f -

ar

"+ )(- 1 ere'olldo

fic
)

由 Caichay与式 ,
$ 1号 ,

- 号 .↑≤ or , f'EtereiosPrdo.Seirys do
步品F

⼀⼀⼀)
4[lr ≤ f- ecrj

"es'letreig' rdo= ⼀

代× (* 1
,

+∞= { -
hPdr≤fLACS|≤ IG 1 <+∞

,
⽭盾

o \
保⻆ ⇒保持定向

>
-

w
(⻩形

④

诚⼠ 下 ∵

乃

Fourier transform

是f : 1 R^→ 1R 满 某些增⻓⽜
c

S ,F ( }) = 1pnfixleraix 号dr

> 1Rinversef : iR"

τ
,

f 1 >= s af馆 ) ezaixsd 号c“ IR



不动点 (级上了

M,
f
(x3 = e

-πx
^

F({ ) = Sine-ax
^

e
-r πix

&xPoissom积分e- a
号

考
逆复换 fipe

-

aernx
号d

号= e -
axx

f
,aim 是 Famer

变换不动丝品m = ex—
三

定义 F( E ) =EFLEI
-Gai=e瓶er

要计算 S. F(E)dE

eate*
E= 0

③Crat=-1 = Cai+ik
i )
Ʃ E :(tk) i , KE区

_-"
SrurzorsureFiz)dz =2a : (Resα+ Res β )

?

I
系 ; ⼆号 步1 ⼀

'Ʃ i =λ⼀⼝ 在 α 处
,
Eα ] Flz) = 2e

zai .c瓶E
号-
-

ai_
e
π

在 β处
,

② - β 3F(z) = 2erai
,E
+
eEts- -

π
eaas

R→∞
,

Sa
,
Ez)dE→ (*

∞
F(x)dx = I

⇒①- e
4a { ) I =2 π il _签

,

的 FCE)dz -→ 0 } )

SγxFCE)dE -→ 0 ⇒ I = orha弯
F(EIdE→ -e4号 I
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缓降函数 f : xsl≤ 品

则 fx3dx|≤ f *xildx < C <+∞

x , 号 ε 1 R
, ↑ (号 |={

.

+∞fcx )eraixdx

右边IEflehixdxc +∞

千在多⼤范围内可以延拓为复区城上的全纯函数
↑

馆) 在 1 R上的衰减速度

Fa = { f (f 在x +iy, 的<n] 上全纯 ,且 Fix+i的 |≤ 影

F = 品 Fa
,

FEF 意味都 f ε 的对某个 a 成室

定义 ↑(号 ) = {*faxieraix 号
Qx

, 号 E /级

-2π b 1 号 1
定理 : 若fεFa , 则 aB ,( 号 11 ≤

Be
,
θ bε [o

,
a )

ny

O = Su* + {u*+ Su3* → Sx* “

/lHuptib .

证 ; Cls fuRtib.

'

→x-Rd ↓ , 只,, >
x

+∞
{-afexiehiadxo 占 -G

所以 ftfexl
e

-dl=☆fxxiberaieib
)号 dxl

=erabsffextib ]e2aidx 1

≤zabce等

也可取实轴下⽅的围道 , 即得⽣结论 ⼌

定理
:
皆 fεf

,
则 Founr道变换成员

,
i . e
,f ( x )=

{

x 8号)ix
号
d岁 ,

θXE 1R(

证 : F( 号 ) = {*fexe2hix&
x上个定理证明[ fcu-ible

-zaicuib)号
du

王nix
结论式右边 = {..Fi 号!einixsd 号 +{∞ f号 ) e

号d号

S∞
f号leraixdsft ∞(

[

☆∞fce-ib) eraice
-ib )

号dulehixsds

{ t∞ffcuib)e-rhilu-ib) 9- enixsdsldie
S-AxiB (Asolo 时festdt=5Stflu-iblatbtitux

,
du



= tifin- xlu

另外⼀部分 S-∞( 号 )eaixsd 号=-[
* uutibbd+ib -x

φ

时

r毙 dz = f ( x ) ∠

Λ
>

~ ⽂ x

⇒a fex1= ffueib -xtfcaxdu
> Z

□



第九次习题课

倒
,

若 (E ) = 哥mE“在收⽂圆周上有1 阶极点E 0, ⽆其他奇点 ,
则 @

品
,
= E0

证 : glz ) =faE ) - 筑少在BlO ,上全纯 ⇒收叙半径 R>1

giz) = buE"
, 1EKR

∴EKO< R 时品bmE^+⿏ Z
^

⼆anzm

i .Gan=br-

:: 器
:的⼀v= bmz

^

"-c ,→
mÊ →0

z
0 □
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定理
: 总ε F ,

则 xfn ) =瓶δm )

证 :
考虑函数-1

,
(n 为极点 ,Rs(1 ) =n

)

Λ

3 y=b<a要计算 µ的∞n
"

flr) Ly . e
√ P

⼀烈 … -
…

” ^41
>

公
…

n

由留数定理 ,
nF( k >={utlztstlymzidE

x=-M- z x=n+Ʃ

在上z, eaiz_|= enicnezti
的1_1 |= feray_1|≥ 1

,积⼼趋于 o

司理
, 在上L4 积分也趋于 o

在 likeitFeranilxib|= erab,1 → elezle-aizjk,ezailke
'z

⼀

在 Ls 上 e-eabclseE = 在eraikz

⇒→∞txfem= ( ufE)( eeai (
ke) z )

dz-( nez 3, 1H)enidz
= fetleadtiz-.SusfcElecaikzdE

K⼆

znikX

结论⼀您 fixie ①x + [**fex)ezaikxdxƩ
化⼆1 -∞

,

⼆

"[

∞fexleraikxdxƩ
⼀

=-∞

⼆死xf(k3 □

Pateg - Wienes 定理

引理 : 设 ↑满⾜号 1 |≤ Ae&
号A > 0 ,

则
f可以延拓成 Sb= { tε4( 的E(cb} 中的全纯函数

, θ bε 10 ,a)

it
:
f{ x )={f(号 eaix号 d 号

把 x换成E , 定义 f(E) = {&
∞

与(岁 lezaiz紫d嘴
∞⼒

注意在 Sb 上 FceId
号≡ Fo - 2ha

$eab1ld号 =
f- iatam<t∞

所以f(z 1在 Sb上有定义

f(t )=的∞
(-n
.

"

fi号)eaiz号d 2 , fa (全屯影内闭⼀致收激到 f , 所以 f全钝 D

定理 : f连续缓降 , 则δ可以延拓成和1 |≤Aeama的整函数当且仅当⼿的⽀集落在 EM, 了M 上

分析:
Ʃ

“ 由商引理中a→∞得到,
⇒

”是本质的困难
,



证 :
Ʃ“ 定义 f(z) = {-

2

∞F ( 号 leaizd号= { auMf(号leai号zdE , 全纯

fa |≤(mea
☆'d 号

≤Aeama实则(Ell ≤ eramy)

②
"

① 先假的 Fi1 ≤ Aeramlyl- jex

F( 号 3 = (*
*

fcx ) eraix
9dix

-2iz号|≤Aeiamu) eeia 参
f(z)le

若 g<- M ,Y20 ,fizeai |≤erayltm)
-2πyE

I1 = (titeMEMdEETuHRGAEEfeOXECO

让 y→ t∞ 则 ↑(号 3 |=0

-2nE

同理 , 若步M, 取
L 为{ Y = - b ( b >0 > } ,

↑ 1|≤ce , θb>0 ⇒ P (号 31 = 0

故结论成⽴

②☆|≤Aecamy1

f(ε)

C + EizP , YCO时LEl≤ a
-EEt
-
xean 书⼀

令程(E3=—
,

可以⽤ ① 中论证得到号 >M时程1= 0
,

17-卡1≤ffipyldx

固定N
,
令 ε→0

.

注念到 yco 时iHizx< ,

☆ ( 号)- δ (s) |≤ 2 ( (Nfx|dx+ f .^ (xldx ) 对 H∞成⽴

rN→∞
,

Ʃ (号 ) →↑ (号 )
,
故参 >m时第(号 3 = 0

号 C -M时同理结论成员

③⼀般的条件
.
f≤Aeramll

注意 (E 1|≤Ae
=πM)Y 1

在第⼀象限边界上成⽴ ( x轴上 Y=0 ,千缓降 )

由全钝函数的最⼤理知模原道 , IEAeam的在第⼀像限成⽴(Exercize )

同理可⼝在第⼆ 三 四象限也成定

综上可⼼在 G 上FCEl≤Aelamiy 1
,
回到② ⼌

,

“

最⼤模原理
”

(Lindelof ) : 改F是扇形区域S = { E :-⺟cargzC影上的全纯函数 ,
在 5上连续 ,

假设 ( FCE) |≤ 1 在 aS上成⽴ ,且FHEES ,
那么 ( FEE|≤ 1

反例 : ②
Ez



证 : 華= 2, 选取α<2 , 如 α=☆ , 令FE( E ) =FlzieEzqE已取单值分枝 )

eE |= e -ErSO -Cθ<时-Ʃ -③π←☆OCπ<
E
, ⑤还 θ>⑤π 20

⇒∞ Fε (z ) =0

最⼤模原理5 FECE) L≤ SSFEE |≤ 1
→

⾦ E-3OPi正 ⼝
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整函数 (零点的的—
→

fε H(¢ 3

f有界 ⇒ 千常数

千线性增⻓ , f|≤c ( πl+1 ) ⇒ 登存界 ⇒ 装≡C ⇒ f= Cztd

… 千多项式增⻓进系就是多项感

有意义的情形 : δ~CeALP
, 最⼩的 β称为 在 ∞的增⻓阶

问题 : 1
, 给定整函数

,

零点公布 ?

2
, 给定⼀些点

,

能否构造以它们为全部零点的整函数 ?

Jensen 公式 : BOCR ,f 在

Λ五全纯,f ( 0) ± 0, f 在aBω, R 上⽆零点,
E ,…∵EN 是在 BCO, RI 中的全部整点

,

(何重复 )
aM logfo ' 1 = logl ) + S 0lg( reiog1 do

分析 : 若f在BlO , 中⽆零点 lagif 1是光滑调和函数 , Jenem 公式即平均值公式

若 f在 B⼼, R— 中有零点
,
药能f =E - E张 ,则

a(alegfeedo - lgfo1 =n .9g/Re'0-aldo- log)

foalagRtlegle'a1 ) do - logl
需要f&alagleiθ琵 ldo =0

log
证

: ① 若 ffa都满是 Jensen 公式,
则
f .f 2 也满⾜

② 对任它的f ,假设 E,…, ^ 是B(O , R >中的零点
f

g
:
=E-E是 B (O, R了中的⾮零全纯函数

,
在 B0☆
上有定义组武⾮零

g满是 Jeasen

E- zulC≤K≤NS满⾜Jencen{ ②f满⾜Jenten

logl-aeiol

③ 验证akltfalegeia 1 do = 0

对 F(z) ={-az坐纯 ,1上⾮零了⽤ Jensen公式啊 D

系整函数
, Mf( r > : = f在 B (0, γ)中零点个数 , 简记为 n ( r) ,左连续

,



引理 : fω 3±0 , 则 S.Pucr) 情 = lag靠

证 :
定义 e(r}={站,> ,

则

RHS = r= 到 SRnetri = Sra(r1)θ r ={ncr)f ⼝

定理 : δ整函数 ,
增⻓阶<β ,

那么

( ) n(r ) ≤ CrP对充出⼤的 γ 成总

( 2) 若 {Etz, … }是零点保 , S > P
, 则若z… <∞

∅
爱分析联系连续与离散

,
⽐如可⽤来研究解析数论

iv : ds logf ≤GEP+B≤ CE1
?
,
也很⼤时

lg2 ) u(R ) = n ( R )SRdr≤ SRner) ≤ SPnir)f = ( 0* log $ckeiosldo - log10 )=R-Co

R州> n (R3≤ CRP
⼀

Ʃ
⼭ s =(ii ≤2+ S )≤ : ( )→n ( 2i+) ≤ (则(

*
"= (☆ “

c +∞
凹

⼜因为 Bω1 )中零点数有限 , 故得正 D

例 ( ncr ) ≤ CrP 这个估计是 Sharp 的 ) f(E ) = SnπE= ei
πz-eiπ z
Zi

f的增⻓r β= 1 , FCE ) =0 ② E =nE 区
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{ 系a 以给定,构造整函数 fs . t .fax ] =0 且 f没有其它零点

不妨 {an解没有聚点,aato

Naive iden : , (z-ax ) , 可能发散 , 改为 E -aalUe} ,
e是恒不为 O 的整函数② hr = ea ]

实际上应写成f{E } = 1 品)e 期, 问题转化为选取程,

获(恶 )收效, 如果到☆ !☆⑤0 <+∞ , 做不到

,

EKz , E (z) = ( 1- z ) e

log(-E |= -(Et+3+ … ) Ʃ
k+

1 K-211

e-lt
… ]

1 ' e"+
…)

tI )…

ns Cleim . I.EKC IECEIK
* ,DEEBL ,

其中 C 定与 K⽆关的常数

Con' miE 明 :ER( E ) =eW , w =-nt^

lwl = 1Efktttt+…( ≤ a | k +
,|
HE1+…) ≤ 2 a | k

+1

E1l= e 11 =alltt“+…) l≤
'

e-)l(

(或者 ,

e器1全纯s凯|= ⿏e)

若虑 f(E ) =
,
⽐(⿏ )= , ⿏)e和

固定次 ,考虑 ZEBLO, R )
,由做⽆聚点 , K > N的 1 > 2R

f(z) =跟 (⿏)N+Ex(品 )

注意⿏}-1( ≤ C⿏µ*≤ Cn&|θ++<
C
, 故⿏⽐ (⿏了收品

由及的任急性
, f( z ) 在 C上收效 , 由⼀致收不性和 roera定理 ,

f全纯
,

若 f的a} 以外的零点 E , 则在⿏ ) - 1 #0 , θ k
.

亚⿏)=e µg1
+流|))=eƩeg(

1+(⽐⿏1-1340
,
⽭盾

,
故系即为要构造的函数,

希望控制 δ 在 ∞ 的增⻓⾏为

定理 ( Hadamand ) f 整函数
,
增⻓阶为 β0

.

设在是满⾜ K≤β0 <k+的整数,
若

a,ac,
_

… 是 f的零点集
,

则 , f ( E } = eP( E1zm 瓶⿏ )
,
这⾥ p 是⾄多段次多项式 ,

m 是 f在 E=O的零点阶数



证 : 只需考虑在 0 ) to的情形
,
要证 f(E) = eP

(“在(⿏ )

注意 EK(ω ) =0⑤ω= 1

⽆费点,可以写成 eP(E) ,
要证 P ( E ) 是多项式的由增⻓条件导致

: :要得出
eP(
E的增⻓上界估计 , 即 Ea (品)的增⻓下界估计

蘂“
瓢囊e.>%

在* =ri上成⽴

≤RePLE CLas ⇒ RePLEI ≤CE☆ (* ]
Ste

☆ 2 , 在 ri上满定 (* )的全纯函数必为多项式 ,且次数 ≤ s

从⽽ Hadamard ⼼理得证

Step 2的证明 : P[ E ]整函数 ,有展 #PCE ]=的 E”

Sπplreio)einodo ={铅州o c ( )

两边取共轭 ,fpteindo = { r".nco∵ 3
l
的 n

d >ta )=⇒ba= Replreiθ ) e-inodo cn≥ 13

π foaeplreiol-crsse-inodo

bn ≤nf"lpepcreio) -Crsldo

= - af .̂ (ReP - Crs ) do

= 2( rs
-

rizRePco ) v
- n

对 n > s ,令 γ→∞ ⇒ Dm = O

SteBI的证明 ;

Conn : Ealll 2
eEk+

1

,⻩正 E 江

ELE ) |≥ 11 -Ele
(π 1↑

, 若出 ≥江

回顾E|≤ z时 Ea=e
0

,

w=-kt
"

+' …), eI≤calkt,El =e | 2 e
-1≥
0 -
<a |k

+1 )

EtE++ E↑≥-zle-(HEt
…t )

-c'ak } Elanm,

I≤Z ≤1 , Ea)(=zle Ele
得证

引理 : β0 < s<ktl, 那么lnEEl]|≥ ea在Bn,] } 上恒成⽴
引理证明 : ⑪ 很⼤

,
E⽐ (⿏ ) = (⽒() |(满aE 区()

品跟⿏| m的
a

θ-c的
k

≥ e
-cale+1点przan (k

- 1

aƩ
- k-=Ʃ|S(5 -kt=Ʃ@ 15. 15

h÷EB- ⽐-
1收路za 15k+

⇒ @2 a1( π Ea(品中 e
- czls



KƩ

再估计爽跟(1 品 )| 2品“ ,kalek }≥ 涵
- (
'

π 1 ||≤zap
|-r

1 1 荆 e 所

V
-

rzaull

s
'

>s

KL )logan≤ inlzallg≤Ca 1slogI≤ca1s⇒ 菲a2eais

Ʃ n
-r S

≤2 a1|
an k =Ʃ {n5

k=ƩSI|5-ka15-k ≤Ca 15 k ⇒
e(πn ⻔

≥ec
)

⇒满k瓦流)|≥ e-
cals1 , 引理得证

,

由于幽 ik+<+∞ ,可我- 列Ni→∞ s
,
t

.aBO, ti) C{Ban ,|k ) }
在 EFri上利⽤引理即证 ⼝


