
1. 随机过程基础 
严平稳:各点分布列均相同。只需任意给出两个点使

得分布不同即可证伪。 

宽平稳:𝐸(𝑋) = 𝑚,𝐸(𝑋!) ≠ ∞,𝑅(𝑠, 𝑡) = 𝑓(𝑠 − 𝑡) 

独立增量过程:𝑋(𝑠)独立于𝑋(𝑡) − 𝑋(𝑠) 
平稳独立增量:𝑋(𝑠) − 𝑋(𝑡)~𝑓(𝑠 − 𝑡) 

条件概率:𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑌 = 𝑦) = !(#$%,'$()
!('$()

 

常用公式:𝐶𝑜𝑣(𝑠, 𝑡) = 𝐸[𝑋* ⋅ 𝑋+] − 𝐸[𝑋*]𝐸[𝑋+] 
Var[𝑋] = 𝐸[𝑋,] − 𝐸,[𝑋} 

矩母函数:𝑔(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑥𝑝{ 𝑡𝑋}), 𝐸[𝑋-] = 𝑔(-)(0) 
若两变量独立则𝑔#.'(𝑡) = 𝑔#(𝑡) ⋅ 𝑔'(𝑡) 
随机和的矩母函数：𝑌 = ∑ 𝑋/0

/$1  

𝐸[𝑒+'|𝑁 = 𝑛] 
= 𝐸[	𝑒𝑥𝑝	{𝑡 ∑ 𝑋/0

/$1 }|𝑁 = 𝑛}  

= 𝐸[𝑒𝑥𝑝{ 𝑡∑ 𝑋/-
/$1 }} = [𝑔#(𝑡)]-  

𝑔'(𝑡) = 𝐸[𝑔#0(𝑡)] 
 

 

2. Poisson 过程 
定义:𝑵(𝒕), 𝒕 ≥ 𝟎,𝑵(𝟎) = 𝟎,𝑵(𝒕)是独立增量过程

, 𝑵(𝒔 + 𝒕) − 𝑵(𝒕)	~	𝑷𝒐𝒊𝒔(𝛌𝒕) 
泊松过程两次事件间时间间隔𝑿𝒏~Exp(𝛌) 
第 n 次事件的到达时间𝑾𝒏~𝚪(𝒏, 𝛌) 
给定𝑵(𝒕) = 𝒏下𝑾𝟏⋯𝑾𝒏的联合密度 

𝒇𝑾𝟏,⋯,𝑾𝒏|𝑵(𝒕)$𝒏 = 𝒏!/𝒕𝒏 

与从[0,t]区间抽取 n 个独立同分布随机样本并排序

成的次序统计量联合密度一致。 

𝑬[𝑾𝟏 +⋯+𝑾𝑵|𝑵(𝒕) = 𝒏] = 𝑬[𝒏 ⋅ 𝑼𝒊] 
非齐次 Poisson 过程：允许λ = 𝛌(𝒕) 

𝑃(𝑁(𝑡 + ℎ) − 𝑁(𝑡) = 𝑘)

= ^_ λ(𝑢)𝑑𝑢
+.:

+
b
;

𝑒𝑥𝑝 ^−_ λ(𝑢)𝑑𝑢
+.:

+
b /𝑘! 

协方差：Covf𝑁(𝑡), 𝑁(𝑠)g = 𝑚𝑖𝑛{ 𝑠, 𝑡}𝜆 

Covf𝑁(𝑡), 𝑁(𝑠)g 
= 𝐸[𝑁(𝑡)𝑁(𝑠)] − 𝐸[𝑁(𝑡)]𝐸[𝑁(𝑠)] 
= 𝐸/0𝑁(𝑡) − 𝑁(𝑠)20𝑁(𝑠) − 𝑁(0)24 + 𝐸[𝑁!(𝑠)] − 𝜆!𝑠𝑡 

= λ(𝑡 − 𝑠)λ(𝑠 − 0) + (λ𝑠 + λ,𝑠,) − λ,𝑠𝑡 = λ𝑠 
两独立泊松过程之和仍为泊松过程，强度为两者之

和。 

复合 Poisson 过程（累计值过程） 

𝑋(𝑡) = ∑ 𝑌/
0(+)
/$1 其中𝑌/独立同分布，𝐸𝑌 = µ,Var𝑌 =

τ,, 𝑁(𝑡)是参数为λ的泊松过程，满足𝐸𝑋(𝑡) =
λµ𝑡,Var[X(t)] = λ(τ, + µ,)t 
标值 Poisson 过程 

令𝑃{𝑌; = 1} = 𝑝, 𝑃{𝑌; = 0} = 1 − 𝑝,𝑁1(𝑡) =
∑ 𝑌;
0(+)
;$1 ，则𝑁1(𝑡)是强度为λ𝑝的泊松过程 

3. Markov 过程 
定义：任何一列状态𝑖<, 𝑖1, ⋯ , 𝑖-=1, 𝑖, 𝑗及对任何𝑛 ≥ 0
随机过程{𝑋-, 𝑛 ≥ 0}满足 Markov 性质𝑃{𝑋-.1 =
𝑗|𝑋< = 𝑖<, ⋯ , 𝑋-=1 = 𝑖-=1, , 𝑋- = 𝑖} = 𝑃{𝑋-.1 =
𝑗|𝑋- = 𝑖} 
𝑃{𝑋-.1 = 𝑗|𝑋- = 𝑖}称为 Markov 链的一步转移概

率，记为𝑃/>
-,-.1，若与 n 无关则 Markov 链具有平稳

转移概率 

𝑃/>
(-) = q𝑃/;

∞

;$<

𝑃;>
(-=1) ⇒ 𝑃(-) = 𝑃- 

TODO: P30~31 

Markov 链状态分类 

互达性：∃𝑛 ≥ 0, 𝑃/>
(-) > 0，称 j 从 i 可达，若 i、j 都

是可达的，称 i、j 互达(𝑖 ↔ 𝑗) 
互达性具有自反性、对称性、传递性。 

互达的两个状态处于同一个类中、若 Markov 链的

所有状态都属于同一个类则称 Markov 链是不可约

的。 

周期性：使𝑃//
(-) > 0的所有正整数𝑛(𝑛 ≥ 1)的最大公

约数称作状态 i 的周期，记为𝑑(𝑖)若对所有𝑛 ≥
1, 𝑃//

(-) = 0，认为周期为∞。若𝑑(𝑖) = 1则状态 i 是

非周期的。 

定理：𝑖 ↔ 𝑗 ⇔ 𝑑(𝑖) = 𝑑(𝑗) 
定理：若状态 i 有周期𝑑(𝑖)则存在正整数 N 使所有

𝑛 > 𝑁都有𝑃//
?-@(/)A > 0 

常反与瞬过：定义𝑓/>
(-) = 𝑃{𝑋- = 𝑗, 𝑋; ≠ 𝑗, 𝑘 =

1⋯ , 𝑛 − 1|𝑋< = 𝑖}为从 i 出发 n 步转移首次到达 j 的

概率。 

令𝑓/> = ∑ 𝑓/>
(-)∞

-$1 。若𝑓// = 1则称状态 i 是常返的，

否则就是瞬过的。 

状态 i 常返当且仅当∑ 𝑃//
(-)∞

-$1 = ∞。 

若 i 是常返的，𝑖 ↔ 𝑗则 j 也是常返的。 

令𝑇/为首次返回状态 i 的时刻，称为常返时，记µ/ =
𝐸𝑇/则µ/ = ∑ 𝑛𝑓//

(-)∞
-$1 ，若常返状态µ/ = ∞则称其为

零常返的，否则为正常返 

Markov 链基本极限定理 

若状态 i 是瞬过/零常返的则𝑃//
?∞A = 0 

若状态 i 为周期为 d 的常返则𝑃//
?∞A = 𝑑/µ/ 

若状态 i 为非周期的常返(遍历)则𝑃//
?∞A = 1/𝜇/ 

若状态 i 是遍历的则对所有𝑖 → 𝑗有𝑃//
?∞A = 𝑃>/

?∞A =
1/𝜇/ 
定理：若不可约的 Markov 链中所有状态都是遍历

的则对所有𝑖, 𝑗，极限𝑃/>
?∞A = π>存在且π = {π>, 𝑗 ≥

0}为平稳分布，有∑ π>> = 1，∑ π/𝑃/>/ = π> 
TODO:例子 3.8 

4. 平稳过程 
设𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}为一随机过程，若对任意正整数

𝑘及𝑇中任意𝑘个时刻𝑡1 < 𝑡, < ⋯ < 𝑡;及𝑇中的ℎ均有

{𝑋(𝑡1),⋯ , 𝑋(𝑡;)}同分布于{𝑋(𝑡1 + ℎ),⋯ , 𝑋(𝑡; + ℎ)}
则随机过程𝑋称为严平稳过程 

若过程为严平稳过程则𝑚(𝑡) = 𝐸𝑋(𝑡) = 常数

	Varf𝑋(𝑡)g = 𝐸(𝑋(𝑡) − 𝑚), = 常数 

记𝑅(ℎ) = 𝐸(𝑋(ℎ) − 𝑚)(𝑋(0) − 𝑚) 
则𝑅(ℎ) = 𝐸(𝑋(𝑡 + ℎ) −𝑚)(𝑋(𝑡) − 𝑚) 
𝑟(τ) = 𝐸𝑋(𝑡)𝐸(𝑡 + τ)  

ρ(𝑣) = 𝑅(𝑣)/σ, = 𝑅(𝑣)/𝑅(0)  

若随机过程满足∀𝑡 ∈ 𝑇, 𝐸𝑋,(𝑡) < ∞, 𝐸𝑋(𝑡) = 𝑚且

𝐸(𝑋(𝑡) − 𝑚)(𝑋(𝑠) − 𝑚) = 𝑓(𝑡 − 𝑠)则称𝑋为宽平稳

过程 

随机过程𝐺 = {𝐺(𝑡), −∞ < 𝑡 < ∞}对任一正整数𝑘及

𝑘个时刻𝑡1 ≤ 𝑡, ≤ ⋯ ≤ 𝑡;，f𝐺(𝑡1),⋯ , 𝐺(𝑡;)g的联合

分布为𝑘维正态分布，则称𝐺为高斯过程 

𝑋-两两不相关，满足𝐸𝑋- = 0, 𝐸𝑋-, = σ,, 𝐸𝑋B𝑋- =
0(m ≠ n)，则𝑋是平稳白噪声序列 

若平稳过程{𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}存在正常数𝜅使𝑋(𝑡 + κ) =
𝑋(𝑡)则称𝑋为周期平稳过程，κ为过程的周期。周

期平稳过程的协方差函数也是周期为κ的函数。 

复平稳过程：定义协方差为𝐸(𝑋(𝑡) − 𝑚)(𝑋(𝑠) − 𝑚) 
平稳过程𝑋 = {𝑋(𝑡), −∞ < 𝑡 < ∞}满足 

𝑋 =	 𝑙𝑖𝑚
C→∞

1
2𝑇_ 𝑋(𝑡)𝑑𝑡

C

=C
= 𝑚 

𝑋 = 𝑙𝑖𝑚
0→∞

1
2𝑁 + 1 q 𝑋(𝑘)

0

;$=0

= 𝑚 

称𝑋的均值有遍历性。若 

𝑅9(τ) = 𝑙𝑖𝑚
"→∞

1
2𝑇@

(𝑋(𝑡) − 𝑚)(𝑋(𝑡 + τ) −𝑚)𝑑𝑡
"

$"
= 𝑅(τ) 

𝑅F(τ) = 𝑙𝑖𝑚
!→∞

1
2𝑁 + 1P(𝑋(𝑘 + τ) −𝑚#T)(𝑋(𝑘) −𝑚#T)

#

$%&

= 𝑅(τ) 

则称𝑋的协方差函数有遍历性 

均值遍历性定理 

平稳序列𝑋的协方差函数𝑅(τ)，𝑋有遍历性充要条件 

𝑙𝑖𝑚
0→∞

1
𝑁q 𝑅(τ)
0=1

U$<

= 0 

平稳过程𝑋的协方差函数𝑅(τ)，𝑋有遍历性充要条件 

𝑙𝑖𝑚
C→∞

1
𝑇_ �1 −

τ
2𝑇�𝑅

(τ)𝑑τ
,C

<
= 0 

推论：若∫ |𝑅(τ)|∞

=∞ < ∞则均值遍历性成立 

推论：若𝑅(τ) → 0fτ → ∞g则均值遍历性成立 

协方差函数遍历性定理 

协方差函数 

对称性𝑅(−τ) = 𝑅(τ) 有界性|𝑅(τ)| ≤ 𝑅(0) 
非负定性∑ ∑ 𝑎-𝑎B𝑅(𝑡- − 𝑡B)0

B$1
0
-$1 ≥ 0 

平稳过程𝑛阶导数协方差函数Covf𝑋-(𝑡), 𝑋-(𝑡 +
τ)g = (−1)-𝑅(,-)(τ) 
功谱率密度 

要求：𝑆(ω) = 𝑆(ω) ≥ 0, 𝑆(−ω) = 𝑆(ω) 
形如𝑆(ω) = 𝑃(ω)/𝑄(ω)的谱密度分母不能有实根且

次数应比分子高 2 次 

W-K 公式：若𝐸𝑋(𝑡) = 0，∫ |𝑅(τ)|d τ < ∞则 

𝑆(ω) = _𝑅(τ)𝑒=>VUd τ = 2_ 𝑅(τ) 𝑐𝑜𝑠 ωτd𝜏
∞

<
 

𝑅(τ) =
1
2π_𝑆

(ω)𝑒>VUdω =
1
π_ 𝑆(ω) 𝑐𝑜𝑠ωτd𝜏

∞

<
 

留数定理 

 

 

5.布朗运动 
定义：(1) X(0)=0; (2) 随机过程 X 有平稳独立增量；

(3) 对每个t > 0, X(t)~N(0, c,𝑡) 
若 c=1 则称为标准布朗运动 

性质：𝑓+#…+$(𝑥1, … , 𝑥-) = 𝑓+#(𝑥1)𝑓+%=+#(𝑥, −
𝑥1)…𝑓+$=+$&#(𝑥- − 𝑥-=1) 
给定𝑋(𝑡) = 𝐵, 𝑋(𝑠), 𝑠 < 𝑡满足 

𝑓*|+(𝑥|𝐵)~𝑁(𝐵𝑠/𝑡, 𝑠(𝑡 − 𝑠)/𝑡) 
Covf𝑋(𝑠), 𝑋(𝑡)g = min(𝑠, 𝑡) 

布朗桥：设{𝑊(𝑡), 𝑡 ≥ 0}为布朗运动，令𝐵(𝑡) =
𝑊(𝑡) − 𝑡𝑊(1), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1，则随机过程𝐵 =
{𝐵(𝑡): 0 ≤ 𝑡 ≤ 1}为布朗桥过程。 

𝐸𝐵(𝑡) = 0, 𝐸𝐵(𝑠)𝐵(𝑡) = 𝑠(1 − 𝑡) 
布朗运动及布朗桥运动均为高斯过程。 

平移不变性、刻度不变性：若𝑊(𝑡)是布朗运动，则

𝑊(𝑐𝑡)/√𝑐,𝑊(𝑡) −𝑊(𝑎)也是布朗运动 

首达时𝑇Y：𝑓C'(𝑡) =
Y

√,[+(
𝑒=Y%/,+, 𝐸[𝑇Y] = ∞ 

布朗运动在[0, 𝑡]上的最大值𝑚𝑎𝑥<]*]+𝑊(𝑠) 

𝑓 (+)(𝑎) =
2

√2π𝑡
𝑒𝑥𝑝{ − 𝑎,/2𝑡}, 𝑎 ≥ 0 

 

 

 

 

6. 网上的习题课总结 
Poisson 过程相关 

1.{𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}是强度为λ的泊松过程 

𝑃{𝑁(𝑠) = 𝑘|𝑁(𝑠 + 𝑡) = 𝑛} 
= 𝑃{𝑁(𝑠) = 𝑘,𝑁(𝑠 + 𝑡) = 𝑛}/𝑃{𝑁(𝑠 + 𝑡) = 𝑛} 

=
𝑃{𝑁(𝑠) = 𝑘}𝑃{𝑁(𝑠 + 𝑡) − 𝑁(𝑠) = 𝑛 − 𝑘}

𝑃{𝑁(𝑠 + 𝑡) = 𝑛}  

=
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)! �
𝑠

𝑠 + 𝑡�
;
�

𝑡
𝑠 + 𝑡�

-=;
 

= 𝐶-; �
𝑠

𝑠 + 𝑡�
;
�
𝑡

𝑠 + 𝑡�
-=;

	 

𝐸[𝑁(𝑠)𝑁(𝑠 + 𝑡)] 见 Poisson 过程章节 

𝐸[𝑁(𝑠 + 𝑡)|𝑁(𝑠)] 的期望与分布律、方差 

分布律：𝐸[𝑁(𝑠 + 𝑡)|𝑁(𝑠)] 
= 𝐸[𝑁(𝑠 + 𝑡) − 𝑁(𝑠) + 𝑁(𝑠)|𝑁(𝑠)] 
= 𝐸[𝑁(𝑠 + 𝑡) − 𝑁(𝑠)] + 𝑁(𝑠) 
= λ𝑡 + 𝑁(𝑠) 

所以𝑃(𝑍 = 𝑘 + λ𝑡) = 𝑃(𝑁(𝑠) = 𝑘) = (_*))

;!
𝑒=_* 

𝐸[𝑍] = λ(𝑠 + 𝑡).Var[𝑍] = λ𝑠 
(习题 2.9)复合 Poisson 过程独立性 

𝑁(𝑡)是参数为λ的过程，每个事件有独立的概率𝑝被
观察到，观察到的过程记为𝑁1(𝑡)。 

由矩母函数可得𝑁1(𝑡) ∼ 𝑃(λ𝑝𝑡)，𝑁(𝑡) − 𝑁1(𝑡) =
𝑁,(𝑡) ∼ 𝑃(λ(1 − 𝑝)𝑡)，又满足独立性： 

𝑃{𝑁1(𝑡) = 𝑘1, 𝑁,(𝑡) = 𝑘,} 

= 𝑃{𝑁1(𝑡) = 𝑘1, 𝑁(𝑡) = 𝑘} 
= 𝑃{𝑁_1(𝑡) = 𝑘_1|𝑁(𝑡) = 𝑘}𝑃{𝑁(𝑡) = 𝑘} 

= � 𝑘𝑘1
�𝑝;#𝑞;%

(λ𝑡);#.;%
𝑘! 𝑒=_(a.b)+ 

=
(λ𝑝𝑡);#
𝑘1!

𝑒=_a+ ⋅
(λ𝑞𝑡);%
𝑘,!

𝑒=_b+ 

= 𝑃{𝑁1(𝑡) = 𝑘1}𝑃{𝑁,(𝑡) = 𝑘,} 
对于更多的𝑝1, 𝑝,, ⋯ , 𝑝-此结论也成立 

(习题 2.10 Plus)独立 Poisson 过程的叠加 

假设𝑁1(𝑡), 𝑁,(𝑡)分别为强度为λ1, λ,的泊松过程，则

考虑𝑁(𝑡) = 𝑁1(𝑡) + 𝑁,(𝑡) 
显然有独立增量性以及𝑁(0) = 0 

𝑃(𝑁(𝑠 + 𝑡) − 𝑁(𝑠) = 𝑘)  

=P𝑃(𝑁&(𝑠 + 𝑡) − 𝑁&(𝑠) = 𝑘)𝑃(𝑁'(𝑠 + 𝑡) − 𝑁'(𝑠) = 𝑖 − 𝑘)
$

(%)

 

= ∑ (_#+)*

/!
𝑒=_#+ (_%+)

()&*)

(;=1)!
𝑒=_%+;

/$<   

=
f𝑡(λ1 + λ,)g

;

𝑘! 𝑒=(_#._%)+ 

两独立泊松过程强度分别为λ1, λ,，求事件 1先于事

件 2 发生的概率（以 某事件发生为起点，结果也一

致，由泊松过程无记忆性得出） 

⇒记两过程分别𝑋, 𝑌，𝑋1, 𝑌1为首达时间 

所求概率即为：𝑃{𝑋1 < 𝑌1, 𝑋1 > 0} 

= ∫ ∫ λ1𝑒=_#%
∞
%

∞
< ⋅ λ,𝑒=_%(d𝑥d𝑦  

= _#
_#._%

  

两独立泊松过程𝑁1(𝑡), 𝑁,(𝑡)强度分别为λ1, λ,，求在

𝑁1(𝑡)的间隔内𝑁,(𝑡)发生了𝑘次的概率。 

𝑃f𝑁,(𝑊-) − 𝑁,(𝑊-=1)g  

= 𝑃(𝑁,(𝑋-) = 𝑘) = 𝑃(𝑁,(𝑋1) = 𝑘)  

= ∫ 𝑃(𝑁,(𝑋1) = 𝑘|𝑋1 = 𝑥)𝑓#(𝑥)d
∞
< 𝑥  

= ∫ (_%%))

;!
∞
< 𝑒=_%% ⋅ λ1𝑒=_#%d𝑥  

= _#_%)

;! ∫
+)

(_#._%))-#
∞
< 𝑒=+d𝑡 ，𝑡 = (λ1 + λ,)𝑥 

= _#_%)

(_#._%))-#;!
∫ 𝑡;𝑒=+d∞
< 𝑡  

= f#f%)

(f#.f%))-#;!
⋅ Γ[𝑘 + 1]  

= � _%
_#._%

�
; _#
_#._%

  

考虑一生长灾害模型为一马尔可夫链，处于状态 0

时有 1 的概率转移至状态 1，处于状态 i 时有𝑝/的概

率转移到𝑖 + 1，𝑞/ = 1 − 𝑝/概率转移至 0，求证

𝑙𝑖𝑚
-→∞

(𝑝1𝑝,⋯𝑝-) = 0为所有状态都是常返的条件。 

⇒由矩阵乘法，可得𝑓<<
(1) = 0, 𝑓<<

(,) = 𝑞1, 𝑓<<
(-) =

𝑝1𝑝,⋯𝑝-=,𝑞-=1.从而𝑓<< = ∑𝑓<<
(-) = 1 −

𝑙𝑖𝑚
-→∞

(𝑝1⋯𝑝-) 。要令状态 0 是常返的，则𝑓<< = 1 

从而有 𝑙𝑖𝑚
-→∞

(𝑝1⋯𝑝-) = 0 

又各个状态均为互达的，故此时所有状态均为常返 

累计值：{𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}为泊松过程，𝐷/独立同分布且

与𝑁(𝑡)独立，𝐸𝐷/ = 𝐷，经过𝑡时间后𝐷/变为𝐷/𝑒=g+ 
求𝐸𝐷(𝑡) = 𝐸∑ 𝐷/𝑒=g(+=h*)0(+)

/$1  

𝐸[𝐷(𝑡)] = 𝐸¥𝐸[𝐷(𝑡)|𝑁(𝑡)]¦  

𝐸[𝐷(𝑡)|𝑁(𝑡) = 𝑛] = 𝐸¥∑ 𝐷/𝑒=g(+=h*)-
/$1 §𝑁(𝑡) = 𝑛¦ 

= 𝐷𝑒=g+𝐸[∑ 𝑒gh*-
/$1 |𝑁(𝑡) = 𝑛]  

= 𝐷𝑒=i+𝐸[∑ 𝑒ij*-
/$1 ]  

= 𝑛𝐷𝑒=i+𝐸[𝑒gj*]  

= -k
g+
(1 − 𝑒=g+)  

𝐸[𝐷(𝑡)] =
λ𝐷
α
(1 − 𝑒=g+) 

求𝑁(𝑠)|𝑁(𝑡)的分布 

𝑃(𝑁(𝑠) = 𝑘,𝑁(𝑡) = 𝑛)  

= 𝑃(𝑁(𝑠) = 𝑘,𝑁(𝑡) − 𝑁(𝑠) = 𝑛 − 𝑘)  

= f$*)(+=*)$&)

;!(-=;)!
𝑒=f+  

𝑃(𝑁(𝑠)|𝑁(𝑡) = 𝑛) ∼ 𝐵 �𝑛,
𝑠
𝑡� 

随机过程的积分与微分:可以交换顺序 

𝐸 ©d#(+)
d+
ª = dl[#(+)]

d+
  

𝑌(𝑡) = d#(+)
d+

 ,𝑅'(𝑡1, 𝑡,) = 𝐸[𝑑𝑋(𝑡1)𝑑𝑋(𝑡,)] 

Markov 链 

求进入吸收态 0或 2 的概率及平均时间 

令𝑇为进入吸收态的时间，𝑢为进入 0 的概率，𝑣为

进入 2 的平均时间。 

𝑢 = 𝑃(𝑋C = 0|𝑋< = 1)  

= ∑𝑃(𝑋C = 0|𝑋< = 1, 𝑋1 = 𝑘) ⋅ 𝑃(𝑋1 = 𝑘|𝑋< = 0)  

= 1 ⋅ 𝑝 + 𝑢 ⋅ 𝑞 + 0 ⋅ 𝑟 = 𝑝 + 𝑞𝑢  

𝑣 = 𝐸[𝑇|𝑋< = 1]  

= ∑𝐸[𝑇|𝑋< = 1, 𝑋1 = 𝑘]𝑃[𝑋1 = 𝑘|𝑋< = 1]  

= 1 ⋅ 𝑝 + (1 + 𝑣) ⋅ 𝑞 + 1 ⋅ 𝑟 = 1 + 𝑞𝑣  

常见分布及其矩母函数 

泊松分布：𝑃(𝑋 = 𝑘) = _)

;!
𝑒=_, 𝑘 = 0,1, 

𝑔#(𝑡) = 𝑒f(o.=1) 𝐸𝑋 = 𝜆, 𝐷𝑋 = 𝜆 

伯努利分布：𝑃(𝑋 = 1) = 𝑝 

𝑔#(𝑡) =
ao.

1=(1=a)o.
 𝐸𝑋 = 𝑝,𝐷𝑋 = 𝑝𝑞 

二项分布：𝐵(𝑛, 𝑝) = �-a�𝑝
;(1 − 𝑝)-=; 

𝑔#(𝑡) = (1 − 𝑝 + 𝑝𝑒+)- 𝐸𝑋 = 𝑛𝑝	𝐷𝑋 = 𝑛𝑝𝑞 

均匀分布：𝑈(𝑎, 𝑏) 

𝑔#(𝑡) =
o./=o.'

+(p=Y)
, 𝐸𝑋 = Y.p

,
, 𝐷𝑋 = (p=Y)%

1,
  

正态分布：𝑁(𝜇, 𝜎,) 

𝑔#(𝑡) = 𝑒q+.
1
,r

%+% 

Gamma 分布：𝛤(𝑘, 𝜃) 

𝑔#(𝑡) = (1 − 𝑡𝜃)=; 

指数分布：Exp(𝜆) = 𝜆𝑒=f%(𝑥 > 0) 

𝑔#(𝑡) = (1 − 𝑡𝜆=1)=1(𝑡 < 𝜆), 𝐸𝑋 =
1
𝜆 , 𝐷𝑋 =

1
𝜆, 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


