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Chapter 14

实数理论

14.1 预备知识

14.1.2 下面每个命题都是全称遻存在型命题逮写出颠倒量词后相应的命题，

并解释为什么它是错的逮

逨進逩每个非零有理数都有倒数逮

逨逴逩没有最大素数逮

解：逨進逩原命题即为：对任何的非零有理数，皆存在一个数是它的倒数逮

调换量词顺序后，命题改为：存在一个数，使得对任何的非零有理数，这

个数都是它的倒数逮 该命题错误是显然的.

逨逴逩原命题即为：对任何一个素数，皆存在另一个素数比它更大逮 调

换量词顺序后，命题改为：存在一个素数，使得对任何的一个素数，前者

都比它要大逮 采用反证法. 若该命题正确, 则素数的个数是有限的, 取p 逽

p1 · p2 · ... · pt 逫 週, 其中pi为所有的素数, 易证p也为素数. 得到矛盾. �

14.1.3 写出如下命题的否定逮

逨週逩存在N 逬 使得对任意正偶数都能表成不超过N个素数之和逮

逨進逩对每个正整数n逬 存在正整数m逬 对每个正整数x逬 存在非负整

数a1, a2, ..., am满足x 逽 an1 逫 ...逫 anm逮

解：逨週逩对任何正整数N 逬 均存在正偶数无法表成不超过N个素数之和逮

逨進逩存在正整数n逬 使得对任何正整数m逬 均存在正整数x，对任意非负整

数a1, a2, ..., am均无法满足x 逽 an1 逫 ...逫 anm逮 �

14.1.7 N的有限子集构成的集合是可数集合还是不可数集合？

逵



逶 遃遈遁遐達遅遒 週逴逮 实数理论

证明：这是一个可数集合逮 证明如下逺

记Nn为N的所有元素个数不大于n的非空子集构成的集合逬 并规定N0 逽

{∅}逮 则自然地存在从n个自然数集的笛卡尔积所构成的集合逨即N× ...× N逩
到Nn的一个满射逨具体来说逬 可以构造fn逨x1, ..., xn逩 逽 {x1, ..., xn}逩逮 故Nn为
可数集逬 进而

∞S
n=0
Nn是可数个可数集的并集逬 从而也是可数的逮

注记: 实际上，这些有限子集均可以自然地嵌入到遛逰, 週遝中所有有理数构

成的集合当中(为什么?), 它是Q在遛逰, 週遝上的限制的子集, 自然是可数的. 另

外, 一件明显的事情是: 无限不循环小数无论在何种正整数进制下, 皆是无

限不循环的. �

14.1.9 一个不可数集合里一个可数子集合的余集仍是不可数集合逮

证明：反证法逮 设不可数集合X有可数子集合A。若Ac为可数集合，因

有限个可数集合之并可数，X 逽 A ∪Ac也是可数集合逮 矛盾逮 �

14.2 实数的定义

14.2.6 一个正有理数遃遡遵遣遨遹列能与一个负有理数遃遡遵遣遨遹列等价吗？

解: 可以逮 例如数列{an}与{bn}分别取为

an 逽
週

n
, bn 逽 − 週

n
,

显然它们是彼此等价的逮 �

14.2.10 设x为实数逮 证明逺 存在一个代表x的有理数遃遡遵遣遨遹列x1, x2, x3, ...使

得对所有n逬 xn < x逮

证明:

方法一:

设x为无理数逬 它有一个代表列为{yn}逮
若x为有理数逬 取

xn 逽

8<:yn − 1
n 適遦 yn ≤ x

進x− yn 適遦 yn > x

容易验证逬 有理数列{xn}与{yn}相互等价逮



週逴逮進逮 实数的定义 逷

若x为无理数逬 可设{yn}中只有有限项小于x逮 对除去这些以外的项逬

由遁遲遣遨適遭遥遤遥遳公理逬 存在趋于无穷的正整数列kn使得对任何的正整数n逬
1
kn
≤ yn − x ≤ 1

kn−1 逮 否则逬 若没有这样的正整数列逬 则存在一串子列{knt}是
一个有界M数列逮 但显见{kn}存在一个趋于无穷的子列逬 故不妨设{kn} −
{knt}为其趋于无穷的子列逮 而���yknt

− yknt−1

��� 逽 ���逨yknt
− x逩− 逨yknt−1

− x逩
��� ≥ 週

knt

− 週

knt−1 − 週
→≥ 週

M
,

对任何充分大的t均成立逬 故这是矛盾逮 由有理数的稠密性逬 存在一个有理

数zn > x使得|x− zn| ≤ 1
2kn

逬 取

xn 逽

8<:yn 適遦 yn < x

進zn − yn 適遦 yn > x

显见{xn}是有理数遃遡遵遣遨遹列逬 且xn < x逬 下面来证明它与{yn}等价逮 注意到

对除去有限项后有

|xn − yn| ≤ 進逨yn − zn逩 ≤ 進逨yn − x逩 ≤
週

進逨kn − 週逩
,

其中kn →∞逮 这即为欲证之式逮 �

送方法二:

设x为实数逬 有代表列{yn}逮 则对任给的正整数k逬 存在正整数N 逽

N逨k逩使得对任何的i, j > N逨k逩, |xi − xj | < 1
2k 逮 取

xn 逽

8<:c0 適遦 n < N逨週逩

yn − 1
k 適遦 N逨k逩 ≤ n < N逨k 逫 週逩

其中c0为某个小于x的有理数逮 则由构造过程可见{xn}为遃遡遵遣遨遹列且与{yn}等
价逮 同时逬 固定任一N逨k逩 ≤ n < N逨k 逫 週逩逬 对任意的i逬 有

xn − yi 逽 逨yn − yi逩−
週

k
<

週

進k
− 週

k
逽 − 週

進k
,

选取xn的一个代表列{xn}∞i=1逬 立即得到xn < x逮 因此这个遃遡遵遣遨遹列即符合

题意逮 �

14.2.11 设x为实数逮 证明逺 存在一个代表x的有理数遃遡遵遣遨遹列x1, x2, x3, ...使

得对所有n逬 xn < xn+1逮
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证明: 由有理数的稠密性逬 对任给的正整数n逬 存在有理数xn使得x −
1

n+1 < xn < x − 1
n 逮 则遃遡遵遣遨遹列{xn}满足xn < xn+1逮 由上一题逬 不难验证

此遃遡遵遣遨遹列代表x逮 �

14.2.13 设x为实数逮 证明逺 存在一个代表x的有理数遃遡遵遣遨遹列逬 它的每一项

可以表示为p2

q2
逬 其中p, q为整数逮

证明: 设{pnqn }为一个代表x的有理数遃遡遵遣遨遹列逮 对任给的正整数n逬 如果

皆存在一个正有理数 s2n
t2n
逬 使得

���pnqn − s2n
t2n

��� < 1
n 逬 则已经证毕逮

断言逺 对任何有理数p
q 逬 任给正整数n逬 都存在有理数

s2

t2
使得

���pq − s2

t2

��� < 1
n 逮

事实上逬 不妨设p
q不能写成如证的形式逮 取a1, b1分别为小于和大于

p
q的两

个非负整数逬 使得a2
1 <

p
q < b21逮 若c1 逺逽

�
a1+b1

2

�2
< p

q 逬 则取a2 逽 a1+b1
2 , b2 逽

b1逬 否则（注意取不到等号）取a2 逽 a1, b2 逽 a1+b1
2 逮 如此循环往复逬 我们得

到三个有理数列{an}, {bn}, {cn}逮 注意到����cn − p

q

���� ≤ b2n+1 − a2
n+1 ≤ 進b1逨bn+1 − an+1逩 ≤

進b1逨b1 − a1逩

進n
→ 逰,

从而我们完成了对断言的证明逮 �

注记: 上式也蕴含着{cn}是有理数遃遡遵遣遨遹列逬且和常有理数遃遡遵遣遨遹列{pq}等
价逮

14.3 实数的完备性

14.3.5 计算下列数列的上确界、下确界、上极限、下极限和所有极限点逮

逨逳逩xn 逽 逨−週逩n 逫 週

n
逫 進 遳適遮逨

nπ

進
逩逬

逨逴逩xn 逽 遳適遮n逮

解: 逨逳逩 改写一下表达式逬 有

xn 逽

8>>><>>>:
1
n 逫 週 適遦 n 逽 進k

1
n 逫 週 適遦 n 逽 逴k 逫 週

1
n − 逳 適遦 n 逽 逴k 逫 逳

则{xn}的上确界为進逬 下确界为逭逳逬 所有极限点为週逬 逭逳逬 上极限为週逬 下极限

为逭逳逮 �

逨逴逩 {xn}的上确界为週逬 下确界为逭週逬 所有极限点构成的集合为遛−週, 週遝逬 上
极限为週逬 下极限为逭週逮 证明如下逺
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对任意|x| > 週逬 存在x的邻域与遛−週, 週遝无交逬 因此它不是{xn}的上下确
界、上下极限逬 也不在{xn}的极限点集中逮 剩下部分我们来证明一个等价的

命题逺 {遳適遮n}在遛−週, 週遝上稠密逮

由例14.2.3逬 集合A 逺逽 {m 逫 進nπ 逺 m,n ∈ Z,m > 逰}在R上稠密逬 进

而A1 逺逽 A ∩ 遛−π
2 ,

π
2 遝在遛−π

2 ,
π
2 遝上稠密逮 任意给定c ∈ 遛−週, 週遝逬 均存在x0 ∈

遛−π
2 ,

π
2 遝使得遳適遮x0 逽 c逮 由遳適遮x的连续性逬 对任给的ε > 逰逬 存在δ > 逰使

得|x− x0| < δ时即有|遳適遮x− c| < ε逮 对这个δ逬 由稠密性逬 存在m 逫 進nπ ∈
A1使得|逨m逫 進nπ逩− x0| < δ逮 故|遳適遮m− c| < ε逬 完成命题的证明逮 �

14.3.6 设一个有界数列{xn}是一个单调增数列{yn}与单调减数列{zn}的和逬

即xn 逽 yn 逫 zn逮 那{xn}收敛吗逿 如果再假设{yn}, {zn}有界呢逿

解: 不假设有界时不一定收敛逮 有反例逺

yn 逽 進n逫 逨−週逩n, zn 逽 −進n,

则xn 逽 yn 逫 zn 逽 逨−週逩n有界但不收敛逮

额外假设有界时一定收敛逮 这是因为单调有界列必收敛逬 且收敛数列之

和也收敛逮 �

14.3.7设E是R的非空子集逬且y是两个数列{xn}, {yn}的共同极限逬其中xn ∈
E逬 yn是E的上界逮 证明y 逽 遳遵遰E逮

证明: 由{yn}定义逬 y是E的一个上界逮 由{xn}定义逬 任给ε > 逰逬 存在xn ∈
E使得xn ≥ y − ε逬 知y为E上确界逮 �

14.3.9 是否存在一个数列的极限点恰好为週, 1
2 ,

1
3 , ...逿

解: 不存在这样的数列逮 否则不妨设{xn}为这样的一个数列逬 我们来证

明逰也是它的极限点逮 对任意的正整数n逬 因为 1
2n是极限点逬 从而存在xkn使得����xkn − 週

進n

���� ≤ 週

進n
,

即xkn ≤ 1
n 逮 不妨取kn < kn+1逬 则数列{xkn}收敛于逰逬 且为{xn}的子列逮

故逰为{xn}的极限点逮 �

注记: 极限点集是闭集逬 且R上的聚点集（或称导集）也为闭集逮

14.3.10 约定遳遵遰∅ 逽 −∞逮 设A,B为R的非空子集逮 证明逺 遳遵遰逨A ∪ B逩 ≥
遳遵遰A, 遳遵遰逨A ∩B逩 ≤ 遳遵遰A逮
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证明: 逨週逩显然A∪B存在上界逬进而存在上确界逮进一步逬对任给的ε > 逰逬

存在x ∈ A ⊆ A ∪B使得x ≤ 遳遵遰A− ε逬 这就导出结论成立逮

逨進逩 若A ∩ B 逽 ∅逬 则结论已经成立逮 否则不妨设A ∩ B非空逮 则对

任意x ∈ A ∩ B逬 x ≤ 遳遵遰A逮 从而遳遵遰A是A ∩ B的一个上界逬 它当然不小

于A ∩B的上确界逮 �

14.3.11 证明逺 遬適遭
n→∞

xn 逽 − 遬適遭
n→∞

逨−xn逩逮

证明: 遬適遭
n→∞

xn 逽 遬適遭
k→∞

遳遵遰
j>k
{xj} 逽 − 遬適遭

k→∞
適遮遦
j>k
{−xj} 逽 − 遬適遭

n→∞
逨−xn逩. �

14.3.13 设{xn}, {yn}是两个实数列逬 且遬適遭xn 逽 x ∈ R逬 证明逺

逨週逩 遬適遭
n→∞

逨xn 逫 yn逩 逽 x逫 遬適遭
n→∞

yn逻

逨進逩 遬適遭
n→∞

逨xn 逫 yn逩 逽 x逫 遬適遭
n→∞

yn逮

证明: 逨週逩 x逫 遬適遭
n→∞

yn 逽 遬適遭
n→∞

xn逫 遬適遭
n→∞

yn ≤ 遬適遭
n→∞

逨xn逫yn逩 ≤ 遬適遭
n→∞

xn逫

遬適遭
n→∞

yn 逽 x逫 遬適遭
n→∞

yn.

逨進逩 x 逫 遬適遭
n→∞

yn 逽 遬適遭
n→∞

xn 逫 遬適遭
n→∞

yn ≤ 遬適遭
n→∞

逨xn 逫 yn逩 ≤ 遬適遭
n→∞

xn 逫

遬適遭
n→∞

yn 逽 x逫 遬適遭
n→∞

yn. �

14.3.15 逨週逩 证明逺 如果数列{xj}满足 遬適遭
n→∞

xn 逽 遬適遭
k→∞

遳遵遰
j>k
{xj} 逽 −∞逬 那

么 遬適遭
j→∞

xj 逽 −∞逻

逨進逩 证明逺 如果数列{xj}在扩充的实数系中只有一个极限点逬 并且该极限

点为逫∞逬 那么 遬適遭
j→∞

xj 逽 逫∞逮

证明: 逨週逩因 遬適遭
n→∞

xn ≤ 遬適遭
n→∞

xn 逽 −∞逬故 遬適遭
n→∞

xn 逽 遬適遭
n→∞

xn 逽 遬適遭
n→∞

xn 逽

−∞.
逨進逩 因为它仅一个极限点逬 所以 遬適遭

n→∞
xn 逽 遬適遭

n→∞
xn 逽 遬適遭

n→∞
xn 逽 逫∞逮 �

14.3.16 任取所有有理数的一个排列r1, r2, ..., 证明逺 此数列的极限点集合是

扩充的实数系逮

证明:对扩充实数系中的任一a逬 它有各项均不相同的有理遃遡遵遣遨遹代表

列{xn}逮 按照以下次序选取{rn}的一个子列逺 先取好rk1 逽 x1逬 假设rkn已经

取好且对应了xln 逬 则在xln , xln+kn之间选取xln+1作为rkn+1 逮 则按这样归纳选

好的{rkn}是{rn}的子列逬 也是{xn}的子列逬 它收敛到了a逮 �

注记:事实上逬 由有理数的稠密性逬 本题是不证自明的逮



週逴逮逳逮 实数的完备性 週週

14.3.20 设 遬適遭
n→∞

xn 逽 x, 遬適遭
n→∞

yn 逽 y, x, y ∈ R逬 求

遬適遭
n→∞

x1yn 逫 x2yn−1 逫 ...逫 xny1

n
.

证明: 记sn 逽 x1yn+x2yn−1+...+xny1
n 逬 设{xn}, {yn}有共同的界M > 逰逮 对

任意正整数n逬 存在K > 逰逬 对任何k > K逬 有y − 1
n < yk < y 逫 1

n 逮 则

逨x1 逫 ...逫 xk−K逩逨y − 週

n
逩 逫 xk−K+1yK 逫 ...逫 xky1

k
≤ sk.

固定K逬 有

遬適遭
k→∞

sk ≥ 遬適遭
k→∞

逨x1 逫 ...逫 xk−K逩逨y − 週

n
逩−KM2

k

逽 遬適遭
k→∞

逨x1 逫 ...逫 xk−K逩逨y − 週

n
逩

k

逽
�
y − 週

n

�
遬適遭
k→∞

x1 逫 ...逫 xk−K
k

逽
�
y − 週

n

�
遬適遭
k→∞

x1 逫 ...逫 xk
k

逽 x
�
y − 週

n

�
.

同理逬 还有

遬適遭
k→∞

sk ≤ x
�
y 逫

週

n

�
.

由于n的任意性逬 我们就得到了要证的结论逮 �

14.3.21 设{xn}是单调递减的正数列逬
∞P
n=1

xn收敛逮 设P表示从级数
∞P
n=1

xn中

任意抽取有限或无限项求和所得数的全体逮 证明逺 P是一个区间当且仅当对

任意n有

xn ≤
∞X

j=n+1

xj .

证明:先设P为一个区间逮 若存在某个正整数n逬 使得xn >
P∞
j=n+1 xj 逬

我们可以断言逬 I 逽 逨
P∞
j=n+1 xj , xn逩中的正数不在P内逮 若不然逬 则存在集

合A ⊂ N逬 使得xA 逺逽
P
j∈A xj ∈ I逮 若存在小于n的正整数k ∈ A逬 则xn >

xA ≤ xk ≤ xn矛盾逻 若对所有k < n均不在A内逬 则
P∞
j=n+1 xj < xA ≤P∞

j=n+1 xj矛盾逮 所以断言成立逬 P不是区间逬 得到矛盾逮 必要性得证逮
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又设对任意n有xn ≤
P∞
j=n+1 xj 逮 我们证明P 逽 逨逰, xN遝逮 任取a ∈ 逨逰, xN遝逬

我们按照如下规则选取集合A逺 先选取k1使得xk1 ≤ a < xk1+1 逨若不存

在这样的k1逬 则选取k1 逽 週逩逬 假设已经选好到kn且前面各式均不取等号逬

记An 逽 {k1, ..., kn}逬 选取kn+1使得xkn+1 ≤ a − xA < xkn+1+1 逨同样地逬 若

不存在这样的kn+1逬 则选取kn+1 逽 kn 逫 週逩逮 因{xn}单调收敛到逰逬 故这样的

选择不会在不因取等号之外的情况下终止逮 下面我们只要证明xA 逽 a逬 其

中A是这样选好的集合逮 不妨设上述各式均不取等号逮 首先由选择过程可

知逬 xA ≤ a是显然的逮 其次对任何的ε > 逰逬 由选取过程可知逬 我们选出了一

个kn使得xAn > a−ε逬因此xA > xAn > a−ε逮 因ε任意逬我们就得到了xA 逽 a逮

充分性得证逮 �

14.3.23 设逰 < x1 < 週, xn+1 逽 xn逨週− xn逩, ∀n ∈ Z+. 证明逺 遬適遭
n→∞

nxn 逽 週.

证明: 注意到对任何n > 週逬 xn ≤ 週/進逬 且函数f逨x逩 逽 x逨週 − x逩在x ≤
週/進上单调递增逬 因此我们有

遬適遭
n→∞

xn+1 逽 遬適遭
n→∞

xn逨週− xn逩 逽 遬適遭
n→∞

xn · 遬適遭
n→∞

逨週− xn逩 逽 遬適遭
n→∞

xn · 逨週− 遬適遭
n→∞

xn逩.

因此逬 遬適遭
n→∞

xn 逽 遬適遭
n→∞

xn 逽 遬適遭
n→∞

xn 逽 逰逮 进而

遬適遭
n→∞

xn+1

xn
逽 遬適遭

n→∞
逨週− xn逩 逽 週.

由道遴遯遬遺定理逬 就有

遬適遭
n→∞

nxn 逽 遬適遭
n→∞

n
週

xn

逽 遬適遭
n→∞

逨n逫 週逩− n
週

xn+1
− 週

xn

逽 遬適遭
n→∞

xn+1

xn
逽 週,

如所欲证逮 �

注记:本题的结论可以推广至逺

设逰 < x1 < 週/q, 逰 < q ≤ 週, xn+1 逽 xn逨週− qxn逩, ∀n ∈ Z+逬 则 遬適遭
n→∞

nxn 逽

週/q.

14.3.24设非负数列{xn}满足xm+n ≤ xmxn逨∀m,n逩,证明逺 数列{ n
√
xn}收敛逮

证明:固定正整数k逬 则任意的正整数n可以写为n 逽 kp 逫 q, 逰 ≤ q < k的

形式逮 设Mk 逽 遭遡選
0≤i≤k−1

xi逬 其中x0 逺逽 週逮 因此

n
√
xn ≤ n

√
xkpxq ≤ n

È
xpkxq 逽 x

p/(kp+q)
k x1/n

q ≤M1/n
k x

p/(kp+q)
k .
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对n取上极限逬 注意到这时p→∞逬 有

遬適遭
n→∞

n
√
xn ≤ x1/k

k .

再对k取下极限逬 有

遬適遭
n→∞

n
√
xn ≤ 遬適遭

k→∞
k
√
xk.

也即{ n
√
xn}的上下极限相等逬 极限存在逮 �

14.4 实直线的拓扑

14.4.1 设A为逨实数域上的逩开集逬 且B为A的有限子集逮 证明逺 A− B 逺逽 {x ∈
A | x /∈ B}是开集逮 若B是可数集合逬 同样的结论是否仍成立逿

证明:任给x ∈ A − b逬 则x ∈ A逮 存在δ > 逰使得I 逺逽 逨x − δ, x 逫 δ逩 ⊂ A逮

设I − 逨A − B逩 逽 {x1, ..., xN}逬 则取δ′ 逽 遭適遮
i
{|x− xi|}逬 有逨x − δ′, x 逫 δ′逩 ⊂

A−B逮 故A−B为开逮

若B为可数集合逬 该结论不一定成立逮 有反例逺 A 逽 R, B 逽 Q逮 因有理数

的稠密性逬 A−B 逽 Bc既不是开集也不是闭集逮 �

14.4.2 设{Iλ | λ ∈ 退}是一族开区间逬 且它们的交集
T
λ∈Γ

Iλ非空逮 证明逺 它们

的并集
S
λ∈Γ

Iλ是一个开区间逮

证明;记I 逽
S
λ∈Γ

Iλ逮 我们只要证明这是一个区间逮 设i ∈
T
λ∈Γ

Iλ逬 任

取a, b ∈ I逬 则存在λ1, λ2使得a, i ∈ Iλ1 , b, i ∈ Iλ2 逮 故逨a, i逩, 逨b, i逩 ⊂ I（或

者逨i, a逩, 逨i, b逩）逮 这就说明逨a, b逩 ⊂ I逬 I是一个区间逮 �

14.4.3 设A是数列x1, x2, ...的附属集合逮

逨週逩 证明逺 A的聚点是数列的极限点逻

逨進逩 证明逺 如果A中的每个点都在数列中只出现有限次逬 那么数列的实数

极限点是集合的聚点逮

证明: 逨週逩 若a是A的聚点逬 则对任何n逬 存在a 6逽 yn 逽 xkn ∈ A使

得|yn − a| < 1
n 逮 可以不妨设kn < kn+1逬 则{xkn}是{xn}的以a为极限的子

列逮 故a为{xn}的极限点逮

逨進逩 设{xn}的子列{xkn}有极限a逬 因数列中的每项只出现有限次逬 故可不

妨设∀n, xkn 6逽 a且数列中的项两两不等逮 则任给正整数n逬 存在N > 逰逬 使得

自kN之后的项都在逨a− 1
n , a逫

1
n逩中逬 这说明a为A的聚点逮 �
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14.4.6 证明逺 一个数列的实数极限点集合为闭集逮

证明:设数列{xn}的极限点集为A逮 任给a ∈ Ac逬 ∃ε > 逰,∀n充分大都
有|xn − a| > ε逮 这说明逨a− ε, a逫 ε逩 ⊂ Ac逬 即Ac为开集逬 A为闭集逮 �

14.4.9 证明逺 有限个紧集的并是紧集逬 任意个紧集的交是紧集逮

证明:在R1中逬 紧集等价于有界闭集逮 因此这两条都是显然的逮 �

14.4.11对于两个非空的实数集合A,B逬 定义A逫B 逽 {a逫 b | a ∈ A, b ∈ B}.
逨週逩 证明逺 如果A为开集逬 则A逫B为开集逻

逨進逩 证明逺 如果A,B均为紧集逬 那么A逫B为紧集逻

逨逳逩 给出一个A,B为闭集逬 但是A逫B不是闭集的例子逮

证明:逨週逩 对任意b ∈ B逬 A 逫 b是A的平移逬 因此是开集逮 所以A 逫 B 逽S
b∈B

逨A逫 b逩是开集的并集逬 也是开集逮

逨進逩 任取数列{xn} ⊂ A 逫 B逬 其中xn 逽 an 逫 bn, an ∈ A, bn ∈ B逮 则因

为A,B都列紧逬 所以可以先选取{an}的子列逬 再在其中对应选取{bn}的子列逬

得到数列{akn}, {bkn}逮 从而{xkn}是一个收敛子列逬 A逫B是紧集逮

逨逳逩 取两个闭集A 逽 {n逫 1
n 逺 n ≥ 進}, B 逽 {−n 逺 n ≥ 進}逬 则逰 /∈ A逫B但

却是A逫B的聚点逮 这说明A逫B不是闭集逮 �

14.4.15 如果A ⊂ B1 ∪ B2逬 这里B1, B2为不交的开集逬 且A为紧集逬 证明逺

A ∩B1为紧集逮 若B1与B2相交逬 结论仍成立吗逿

证明: 设A ∩B1有任一开覆盖F 逮 则A有开覆盖F ∪ {B2}逬 它有有限子覆
盖H逮 因为逨A∩B1逩∩B2 逽 ∅逬 故H−{B2} ⊂ F也是A∩B1的有限子开覆盖逬

这说明A ∩B1是紧集逮

若B1 ∩ B2 6逽 ∅逬 结论不一定成立逮 有反例逺 B1 逽 逨週, 逴逩, B2 逽 逨逳, 逶逩, A 逽

遛進, 逵遝逮 �

注记:不难看出逬 此证明可以推广至一般的空间中逮



Chapter 15

连续性与收敛性

15.1 连续函数

15.1.2 设f1, ..., fn为R上的连续函数逬 集合A与B定义如下

A 逺逽 {x ∈ R 逺 f1逨x逩 ≥ 逰, f2逨x逩 ≥ 逰, ..., fn逨x逩 ≥ 逰},

B 逺逽 {x ∈ R 逺 f1逨x逩 > 逰, f2逨x逩 > 逰, ..., fn逨x逩 > 逰}.

证明A是闭集逬 但B是开集逮

证明:连续函数即开集的原像是开集逮 而

Ac 逽 {f1逨x逩 < 逰} ∪ {f2逨x逩 < 逰} ∪ ... ∪ {fn逨x逩 < 逰}

B 逽 {f1逨x逩 > 逰} ∩ {f2逨x逩 > 逰} ∩ ... ∩ {fn逨x逩 > 逰}

分别是n个开集的并、n个开集的交逬 故都是开集逮 相应地逬 A为闭集逮 �

注记:本题也可以用週逵逮週逮週的结论逮

15.1.3 给出 遬適遭
x→+∞

f逨x逩 逽 y的定义逬 并证明逺 它成立当且仅当对于取值在f的

定义域中并且发散到逫∞的任意数列{xn}逬 都有 遬適遭
n→∞

f逨xn逩 逽 y逮

证明:

定义逺 遬適遭
x→+∞

f逨x逩 逽 y是指逬 对任给的ε > 逰逬 存在M 逬 使得对任何x > M 逬

有|f逨x逩− y| < ε逮

先设 遬適遭
x→+∞

f逨x逩 逽 y逮 则对任给的ε > 逰逬 取N使得xN > M 逬 就有

对任何n > N 逬 有|f逨xn逩− y| < ε逮 反之逬 若 遬適遭
x→+∞

f逨x逩 逽 y不成立逬 则存

週逵



週逶 遃遈遁遐達遅遒 週逵逮 连续性与收敛性

在ε0 > 逰逬 对任何n逬 均存在xn > n使得|f逨xn逩− y| ≥ ε0逮 这说明趋于无穷的

数列{xn}在f下的像不以y为极限逬 矛盾逮 �

15.1.4 设点x0是函数f的跳跃间断点逮 证明逺 如果{xn}是定义域中收敛
于x0的点列逬 那么数列{f逨xn逩}至多有三个极限点逮

证明:我们只要证明{f逨xn逩}不会有f逨x0 − 逰逩, f逨x0逩, f逨x0 逫 逰逩以外的极

限点即可逮 不妨设三者不相等逬 且f逨x0 − 逰逩 < f逨x0逩 < f逨x0 逫 逰逩逮 再不妨

考虑{f逨xn逩}收敛于a ∈ 逨f逨x0 − 逰逩, f逨x0逩逩 逨其它情形类似可证逩逮 这意味着

对ε0 逺逽 遭適遮{逨f逨x0 − 逰逩− a, a− f逨x0逩}/進 > 逰逬 存在δ > 逰逬 使得在x0的以δ为

半径的球形邻域内有无穷多项xn逬 且都满足|f逨xn逩− a| < ε0逮 但这是荒谬的逬

因为

f逨x0 − 逰逩 <
f逨x0 − 逰逩 逫 a

進
< f逨xn逩 <

f逨x0逩 逫 a

進
< f逨x0逩 < f逨x0 逫 逰逩.

�

15.1.8 设f在R上连续逮 问下列等式是否成立逿

f
�
遬適遭
n→∞

xn
�
逽 遬適遭

n→∞
f逨xn逩.

解:不一定成立逮 有反例逺

xn 逽

8<:逰 適遦 n是偶数

週 適遦 n是奇数

f逨x逩 逽 −x

则

f
�
遬適遭
n→∞

xn
�
逽 −週 6逽 逰 逽 遬適遭

n→∞
f逨xn逩.

�

注记:下列等式是成立的逺

f
�
遬適遭
n→∞

xn
�
≤ 遬適遭

n→∞
f逨xn逩.

15.1.10 证明对任意函数f 逬 有

f−1逨A ∪B逩 逽 f−1逨A逩 ∪ f−1逨B逩, f−1逨A ∩B逩 逽 f−1逨A逩 ∩ f−1逨B逩.
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若考虑函数的像逨即原像的对立面逩逬 问上面的等式是否对函数的像成立逿

证明:对∀x ∈ f−1逨A ∪ B逩逬 f逨x逩 ∈ A ∪ B逬 不妨f逨x逩 ∈ A逬 则x ∈ f−1逨A逩逻

对∀x ∈ f−1逨A逩逬 f逨x逩 ∈ A ⊂ A ∪ B逬 故x ∈ f−1逨A ∪ B逩逬 x ∈ f−1逨B逩同理逮

故f−1逨A ∪B逩 逽 f−1逨A逩 ∪ f−1逨B逩逮

对∀x ∈ f−1逨A ∩ B逩逬 f逨x逩 ∈ A ∩ B逬 故x ∈ f−1逨A逩且x ∈ f−1逨B逩逬 x ∈
f−1逨A逩 ∩ f−1逨B逩逻 对∀x ∈ f−1逨A逩 ∩ f−1逨B逩逬 f逨x逩 ∈ A且f逨x逩 ∈ B逬 故f逨x逩 ∈
A ∩B逬 x ∈ f−1逨A ∩B逩逮 因此f−1逨A ∩B逩 逽 f−1逨A逩 ∩ f−1逨B逩.

若考虑函数的像逬 第一式仍然成立逬 但第二式可能不成立逮 第一式证明如

下逺

对∀x ∈ f逨A ∪ B逩逬 ∃y ∈ A ∪ B使得f逨y逩 逽 x逮 若y ∈ A逬 则x ∈ f逨A逩逻

若y ∈ B逬则x ∈ f逨B逩逮 反之的包含关系是显然的逮故f逨A∪B逩 逽 f逨A逩∪f逨B逩逮

第二式有反例逺

f逨x逩 逽 f逨−x逩

∅ 6逽 A ⊂ R+, B 逽 −A

则f逨A ∩B逩 逽 f逨∅逩 逽 ∅ 6逽 f逨A逩 逽 f逨B逩 逽 f逨A逩 ∩ f逨B逩逮 �

注记:对任意函数逨映射逩f 逬 有f逨A ∩ B逩 ⊂ f逨A逩 ∩ f逨B逩逻若f还是单射逬 则

包含关系变为等式逺f逨A ∩B逩 逽 f逨A逩 ∩ f逨B逩.

15.1.12 设f为区间遛a, b遝上的连续函数逬 g为区间遛b, c遝上的连续函数逬 且f逨b逩 逽

g逨b逩.证明

h逨x逩 逽

8<:f逨x逩 a ≤ x ≤ b

g逨x逩 b ≤ x ≤ c

在遛a, c遝上连续逮 这种构造方法称为连续函数的粘合逮

证明:h逨x逩在遛a, b逩 ∪ 逨b, c遝上连续是显然的逮 在b点处逬 由f和g的连续性逬 对

任何的ε > 逰逬存在δ1, δ2 > 逰逬使得在逨b−δ1, b遝上逬有|f逨x逩− f逨b逩| < ε逻在遛b, b−
δ2逩上逬 有|g逨x逩− g逨b逩| < ε逮 因f逨b逩 逽 g逨b逩逬 取δ 逽 遭適遮 δ1, δ2即得h在b点的连

续性逮 �

注记:也有一般连续函数逨映射逩的粘合逬 它是对于有限闭覆盖或任意开覆

盖均成立的逮

15.1.14 设f在逨a, b逩上是C1函数逬 且f ′在端点a和b的单边极限存在逮 证明逺

f在端点的单边极限也存在逬 且f可以扩充为遛a, b遝上的C1函数逮
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证明:只要考虑端点处的情况即可逮 因为f ′在逨a, b逩上连续逬 且存在单边

极限逬 故其有一致界M 逬 进而f满足遌適遰遳遣遨適遴遺条件逬 是一致连续的逮 由连续扩

张定理逬 f可以唯一扩张为遛a, b遝上的一致连续函数逻 同样的原因逬 也有f ′是一

致连续的逨在《数学分析逨遂週逩》的习题中给出过证明逩逬 它也可以唯一扩张

为遛a, b遝上的一致连续函数逮 它们显然是自洽的逨由《数学分析逨遂週逩》中的定

理保证逬 详细可参见导函数的介值性一部分逩逮 �

15.1.16 设f为区间I上的单调增函数逬 该区间的左右端点分别为a, b逬 端点可

以在或不在区间I里逮 证明逺 遬適遭
x→a+

f逨x逩和 遬適遭
x→b−

f逨x逩存在逬 前者可以取−∞逬 后

者可以取逫∞逮

证明: 若 遬適遭
x→b−

f逨x逩不存在逬 则存在两个递增趋于b的数列{xn}, {yn}逬 使

得 遬適遭
x→∞

f逨xn逩 < 遬適遭
x→∞

f逨yn逩逮 构造一个新的数列{zn}逺 从x1, y1中选出较小的

一个作为z1逬 不妨设选取的是x1逬 再从x2和y1中选出较小的一个作为z2逬 如

此往复逮 则zn ↑ b逬 {f逨zn逩}单调递增逮 由选取过程知逬 {xn}, {yn}每一项都
在{zn}中出现逬 故{f逨zn逩}有两个极限点逬 与其递增性矛盾逮 同理可证明另一

侧逮 �

注记:本题的结论保证了单调函数在区间内部的间断点只能为第一类间

断点逮

15.1.17 设f为D上的函数逮 取定x0为D的聚点逬 对任意δ > 逰逬 定义

M逨δ逩 逽 遳遵遰{f逨x逩|x ∈ D, 逰 < |x− x0| < δ},

m逨δ逩 逽 適遮遦{f逨x逩|x ∈ D, 逰 < |x− x0| < δ}.

证明以下命题逺

逨週逩 M逨δ逩和m逨δ逩在逨逰,逫∞逩上分别单调增和单调减逻

逨進逩 极限 遬適遭
x→x0

f逨x逩 逺逽 遬適遭
δ→0

M逨δ逩, 遬適遭
x→x0

f逨x逩 逺逽 遬適遭
δ→0

m逨δ逩均存在逨包含∞的

情况逩逬 它们分别称为函数f在x0处的上极限和下极限逮

逨逳逩 f在x0处有极限 遬適遭
x→x0

f逨x逩当且仅当

遬適遭
x→x0

f逨x逩 逽 遬適遭
x→x0

f逨x逩.

证明:逨週逩 在逰 < δ1 < δ2时逬 有

{x 逺 逰 < |x− x0| < δ1} ⊂ {x 逺 逰 < |x− x0| < δ2}.

因此M逨δ逩和m逨δ逩分别单调增与减逮
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逨進逩 由遅選 週逵逮週逮週逶逬 这两个极限存在逮

逨逳逩 必要性逮 显然M逨δ逩 ≥ m逨δ逩逬 从而 遬適遭
x→x0

f逨x逩 ≥ 遬適遭
x→x0

f逨x逩逮 若该式

不取等号逬 则存在趋于x0的两个点列{xn}, {yn}使得f逨xn逩 → 遬適遭
x→x0

f逨x逩逬

而f逨yn逩→ 遬適遭
x→x0

f逨x逩逬 这与f逨x逩在x0处极限存在相矛盾逮

充分性逮 ∀ε > 逰, ∃δ > 逰使得逰 ≤M逨δ逩−m逨δ逩 < ε逮 设{xn}是收敛于x0但

与x0不相等的任意点列逮 则∃N 逬 使得n > N时就有|xn − x0| < δ逮 取k, l > N 逬

则m逨δ逩 ≤ f逨xk逩, f逨xl逩 ≤ M逨δ逩逮 故|f逨xn逩 − f逨xm逩| ≤ M逨δ逩 −m逨δ逩 < ε逮 这

说明{f逨xn逩}是遃遡遵遣遨遹列逬 自然收敛逮 由{xn}的任意性逬 f在x0处是连续的逮 �

15.1.18 设f是D上的函数逬 称f上逨下逩半连续逬 是指对D与其聚点集之交的任

意点x0逬 有

f逨x0逩 ≥ 遬適遭
x→x0

f逨x逩 逨f逨x0逩 ≤ 遬適遭
x→x0

f逨x逩逩.

证明逺 若f是开集D上的函数逬 那么f上半连续当且仅当对任意a ∈ R逬 {x ∈
D 逺 f逨x逩 < a}是开集逮

证明: 记集合E 逺逽 {x ∈ D 逺 f逨x逩 < a}逮 首先考虑f上半连续逮 ∀a ∈ R逬
若x0 ∈ E逬 则存在δ > 逰逬 使得在x0点处逬 M逨δ逩 < a逬 此即B逨x0, δ逩 ∩ D ⊂ E逬

E为开集逮 反之逬 设E为开集逮 若存在x0逬 使得f逨x0逩 < 遬適遭
x→x0

f逨x逩逬 取f逨x0逩 <

a < 遬適遭
x→x0

f逨x逩立即有∀δ > 逰逬 M逨δ逩 > a逬 即B逨x0, δ逩不包含于E逮 因为D是开

集逬 我们就得到了矛盾逮 �

15.1.19 证明逺 如果区间上的连续函数f只能取有限个值逬 那么f是常值函数逮

证明:令f的定义域为区间I逬 并设f取值分别为a1 < a2 < · · · < an逮 对

任何的a < b ∈ I逬 若f逨a逩 逽 ai, f逨b逩 逽 aj , 逨週 ≤ i < j ≤ n逩逬 则由介值定理逬

对∀y0 ∈ 遛ai, aj 遝逬 总存在c ∈ 遛a, b遝使得f逨c逩 逽 y0逮 取y0不为a1到an这n个值之

外的任何值即得矛盾逮 因此n 逽 週逬 即f常值逮 �

15.1.20 设f是定义在闭区间遛a, b遝上的函数逬 对任意δ > 逰逬 证明函数f振幅大

于或等于δ的点集Dδ 逺逽 {x ∈ 遛a, b遝 | ω逨x, f逩 ≥ δ}是闭集逮

证明: ∀x0 ∈ Dc
δ逬 ω逨x0, f逩 < δ逬 从而存在r > 逰使得遳遵遰− 適遮遦{f逨x逩 −

f逨y逩 逺 x, y ∈ B逨xo, δ逩} < 逳δ逮 这就说明B逨x0, r逩 ⊂ Dc
δ逮 故Dδ是闭集逮 �

15.1.21 设f是区间上的单调函数逮 证明逺 如果它的像集是一个区间逬 那么它

是连续函数逮 举出一个定义在区间上的函数逬 它既不是单调函数逬 也不是连

续函数逬 但是它的像集是一个区间逮
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证明:设f 逺 I → J为从区间I到区间J的满射逮 对任何开区间逨遾a,遾b逩 ⊂ 逗J 逬

令a, b ∈ I使得f逨a逩 逽 遾a, f逨b逩 逽 遾b逮 则

• 因为f单调逬 所以对任何x ∈ I\逨a, b逩逬 f逨x逩 /∈ 逨遾a,遾b逩逻

• 因为I是区间逬 所以对任何x ∈ 逨a, b逩逬 f逨x逩 ∈ 逨遾a,遾b逩逻

• 因为f是满射逬 所以对任何y ∈ 逨遾a,遾b逩逬 总存在x ∈ I是它的原像逬 且由第

一条可见此x ∈ 逨a, b逩逮

这说明f−1逨遾a,遾b逩 逽 逨a, b逩逬 即开区间的原像为开区间逮 由实数轴上开集的结构

定理逬 开集的原像也均为开集逮 故f连续逮

不单调不连续逬 但从区间映到区间的函数的例子逺

f 逽

8<:週− x 適遦 x < 逰

x 適遦 x ≥ 逰

�

15.1.25 实数R上的遒適遥遭遡遮遮函数R逨x逩定义为逺

R逨x逩 逽

8><>:逰, x是无理数逻

週

q
, x 逽

p

q
是有理数逬

这里p, q是整数逬 q > 逰且逨|p|, q逩 逽 週逮 证明逺 在任意点x逬 该函数的极限都是逰逬

从而遒適遥遭遡遮遮函数R在所有无理点处连续逬 但在任意有理点处都不连续逮

证明: ∀x0 ∈ R逬 ∀ε > 逰逬 仅有有限个q使得q−1 ≥ ε逮 故在区间逨x0 −
週, x0 逫 週逩内逬 仅有有限个点逨记作a1, · · · , an逩使得f逨ai逩 ≥ ε逮 取充分小的δ <

遭適遮{|x0 − ai| 逺 週 ≤ i ≤ n}逬 则f逨x逩 < ε对所有x ∈ B逨x0, δ逩\{x0}成立逮 即f有

极限逰逮 从而它当且仅当在无理点处连续逮 �

15.1.26 证明逺 R上连续的周期函数一致连续逮

证明:设连续函数f定义在R上逬 且具有正周期T 逬 则f在遛逰, 進T 遝上一致连

续逬 即∀ε > 逰逬 ∃逰 < δ < T使得∀x, y ∈ 遛逰, 進T 遝, 且|x − y| < δ逬 有|f逨x逩 −
f逨y逩| < ε逮 则∀s < t ∈ R且|s − t| < δ逬 存在N 逽 bs/T 逫 週/進c ∈ N逬 使
得s−NT, t−NT ∈ 遛12T,

3
2T 遝逮 从而|f逨s逩−f逨t逩| 逽 |f逨s−NT 逩−f逨t−NT 逩| < ε逮

这说明f在R上面是一致连续的逮 �
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15.1.27 设函数f在区间遛a, b遝上单调增逬 x1 < x2 < · · ·是f的间断点逬 定

义遛a, b遝上的函数h逨x逩如下逺 h逨a逩 逽 逰逻 当x > a时逬

h逨x逩 逽 遛f逨a逫 逰逩− f逨a逩遝 逫
X
xk<x

遛f逨xk 逫 逰逩− f逨xk − 逰逩遝 逫 遛f逨x逩− f逨x− 逰逩遝.

证明逺

逨週逩 h逨x逩是单调函数逻

逨進逩 g逨x逩 逽 f逨x逩− h逨x逩是连续函数逮

证明: 逨週逩 ∀x < y, x, y ∈ 遛a, b遝逬 由f的单调性逬

• 若存在xk0 ∈ 遛x, y逩逬 则

h逨y逩− h逨x逩 逽 遛f逨y逩− f逨y − 逰逩遝− 遛f逨x逩− f逨x− 逰逩遝 逫
X

x≤xk<y
遛f逨xk 逫 逰逩− f逨xk − 逰逩遝

≥ 遛f逨y逩− f逨x逩遝− 遛f逨y − 逰逩− f逨x− 逰逩遝 逫 遛f逨xk0 逫 逰逩− f逨xk0 − 逰逩遝

≥ 逰.

• 若不存在xk ∈ 遛x, y逩逬 则

h逨y逩− h逨x逩 逽 f逨y逩− f逨y − 逰逩 ≥ 逰.

综合以上两种情形即可得h的单调性逮

逨進逩 记A 逽 {xn}∞n=1逮 因数列{xn}单调有界逬 从而收敛逮 若令z 逽 遬適遭
n→∞

xn逬

则 逖A 逽 A ∪ {z}逮 ∀x ∈ 遛a, b遝逬

• 若x /∈ 逖A逬 则存在δ > 逰逬 使得逨x − δ, x 逫 δ逩 ⊂ 遛a, b遝\A逮 由f在该区间上
的连续性逬 f在x处也连续逮

• 在x 逽 xk处逬 根据上面讨论过的情况逬 我们有

g逨x逩 逽

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

f逨x逩− 遛f逨a逫 逰逩− f逨a逩遝−
k−1P
i=1

遛f逨xi 逫 逰逩− f逨xi − 逰逩遝

適遦 xk−1 < x < xk

f逨xk − 逰逩− 遛f逨a逫 逰逩− f逨a逩遝−
k−1P
i=1

遛f逨xi 逫 逰逩− f逨xi − 逰逩遝

適遦 x 逽 xk

f逨x逩− 遛f逨a逫 逰逩− f逨a逩遝−
kP
i=1

遛f逨xi 逫 逰逩− f逨xi − 逰逩遝

適遦 xk < x < xk+1逮
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进而得到

g逨x逩− g逨xk逩 逽

8<:f逨x逩− f逨xk − 逰逩 適遦 xk−1 < x < xk

f逨x逩− f逨xk 逫 逰逩 適遦 xk < x < xk+1.

根据左右极限的定义逬 显见g在xk处连续逮

• 在x 逽 z处逬 类似有

g逨x逩 逽

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

f逨x− 逰逩− 遛f逨a逫 逰逩− f逨a逩遝−
P
xk<x

遛f逨xk 逫 逰逩− f逨xk − 逰逩遝

適遦 x < z

f逨z − 逰逩− 遛f逨a逫 逰逩− f逨a逩遝−
∞P
k=1

遛f逨xk 逫 逰逩− f逨xk − 逰逩遝

適遦 x 逽 z

f逨x逩− 遛f逨a逫 逰逩− f逨a逩遝−
∞P
k=1

遛f逨xk 逫 逰逩− f逨xk − 逰逩遝

適遦 x > z.

从这里可以看出g同f一样逬 也是单调递增的逮 以及

g逨x逩− g逨z逩 逽

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

f逨z − 逰逩− f逨xk 逫 逰逩−
∞P

i=k+1
遛f逨xi 逫 逰逩− f逨xi − 逰逩遝

適遦 ∃xk 逽 x < z

f逨z − 逰逩− f逨x逩−
∞P

i=k+1
遛f逨xi 逫 逰逩− f逨xi − 逰逩遝

適遦 xk < x < xk+1 < z

f逨x逩− f逨z − 逰逩

適遦 z < x ≤ b.

一方面逬 由f在z处的连续性逬 有f逨z − 逰逩 逽 f逨z逩逬 故g在z处右连续逮

另一方面逬 仍然由f在z处的连续性逬 ∀ε > 逰逬 ∃δ > 逰逬 ∀z − δ < x < z逬

有f逨z逩 − f逨x逩 < ε逮 注意到xk → z逬 故∃N使得xN < z − δ ≤ xN+1 <

· · · 逮 进而逬 在xk ≤ x < xk+1时逨因为对任何前述的x均存在这样相应

的k ≥ N逩逬 有

逰 <
∞X

i=k+1

遛f逨xi逫逰逩−f逨xi−逰逩遝 ≤
∞X

i=N+1

遛f逨xi逫逰逩−f逨xi−逰逩遝 ≤ f逨z逩−f逨x逩 < ε.
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这说明了

逰 ≥ g逨x逩− g逨z逩 ≥ 逨f逨z逩− f逨xk逩逩− ε > −進ε.

即g在z处左连续逮 综合两方面可见g在z处的连续性逮

根据以上三种情况的讨论逬 g在遛a, b遝上连续逮 �

15.2 级数的收敛性

15.2.2设
∞P
n=1

an为每项都为正的收敛级数逮 证明逺 存在绝对收敛级数
∞P
n=1

bn使

得

遬適遭
n→∞

an
bn

逽 逰.

证明:令Sn 逽
nP
i=1

ai, S 逽 遬適遭
n→∞

Sn, An 逽 S − Sn逮 则An单调递减趋于逰逮

取bn 逽 an/
√
An逬 则

遬適遭
n→∞

an
bn

逽 遬適遭
n→∞

È
An 逽 逰.

而bn 逽 逨An−1 −An逩/
√
An逬 与积分Z S

0

遤x√
x
逽 進
√
S < 逫∞

同收敛逮 因bn > 逰逬 它也绝对收敛逮 �

15.2.3 证明级数
∞P
n=1

逨−週逩[
√
n]

n
收敛逮

证明: 注意到

週

m逫 週
<

m2+2mX
n=m2

週

n
<

週

m
,

因为该级数仅在完全平方数处改变符号逬 故在n充分大时逬 对任意p有�����n+pX
k=n

逨−週逩[
√
n]

n

����� ≤ 週√
n− 週

,

即该级数收敛逮 �

15.2.4 设
∞X
m=1

 ∞X
n=1

|amn|
!
< 逫∞.
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证明逺

逨週逩 可数集合{amn | m,n ∈ N}的任意排列求和均收敛逻

逨進逩
∞P
m=1

� ∞P
n=1

amn

�
逽
∞P
n=1

� ∞P
m=1

amn

�
.

证明: 逨週逩 记A 逽 {amn | m,n ∈ N}逮 对任给的ε > 逰逬 可以固定M > 逰逬

使得

∞X
m=M+1

∞X
n=1

|amn| <
ε

進
. 逨週逵逮週逩

注意到週 ≤ m ≤M 逬
∞P
n=1
|amn| < 逫∞逬 故可以固定N 逬 使得

MX
m=1

∞X
n=N+1

|amn| <
ε

進
. 逨週逵逮進逩

对任给的A的一个排列ϕ 逺 k 7→ 逨m,n逩逬 令ϕ逨K逩为a11, · · · , a1N , · · · , aM1, · · · ,
aMN最后一次出现的位置逬 则当k > K时逬 对任意p ∈ N逬 有

|aϕ(k+1) 逫 · · ·逫 aϕ(k+p)| ≤ |aϕ(k+1)|逫 · · ·逫 |aϕ(k+p)|

≤
X

ϕ(i)1>M

|aϕ(i) 逫
X

ϕ(i)1≤M
ϕ(i)2>N

|aϕ(i)|

≤
∞X

m=M+1

∞X
n=1

|amn|逫
MX
m=1

∞X
n=N+1

|amn|

< ε.

由遃遡遵遣遨遹准则逬 A的任意排列求和均收敛逮

逨進逩 由题设逬 左端二重级数收敛逻 由A任意排列均收敛逬 可按反对角线选

取排列逬 得到右端每个
∞P
m=1

amn收敛逮 根据逨週逵逮週逩逨週逵逮進逩两式逬 对任给的ε > 逰逬
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存在M,N 逬 使得对任意n0 > N 逬 有����� n0X
n=1

∞X
m=1

amn −
∞X
m=1

∞X
n=1

amn

����� 逽 ������ ∞Xm=1

∞X
n=n0+1

amn

������
≤

������ MXm=1

∞X
n=n0+1

amn

������逫
������ ∞X
m=M+1

∞X
n=n0+1

amn

������
≤

MX
m=1

∞X
n=n0+1

|amn|逫
∞X

m=M+1

∞X
n=n0+1

|amn|

≤
MX
m=1

∞X
n=N+1

|amn|逫
∞X

m=M+1

∞X
n=1

|amn|

< ε

故两端的二重级数相等逮 �

15.2.9 设fn一致收敛于f 逬 且对所有的n极限 遬適遭
x→x0

f逨x逩均存在逮 证明逺 两个极

限 遬適遭
x→x0

f逨x逩和 遬適遭
n→∞

�
遬適遭
x→x0

fn逨x逩
�
均存在且相等逨注意这里不假定任何的连续

性逩逮

证明: 逨適逩 遬適遭
x→x0

f逨x逩存在逮

由一致收敛性逬 对∀ε > 逰逬 ∃N > 逰逬 当n > N时逬 有

|fn逨x逩− f逨x逩| <
ε

逳
逨週逵逮逳逩

对任意x成立逮 又由 遬適遭
x→x0

fN+1逨x逩存在知∃δ > 逰逬 当逰 < |x1 − x0| < δ, 逰 <

|x2 − x0| < δ时逬 有

|fN+1逨x1逩− fN+1逨x2逩| <
ε

逳
逨週逵逮逴逩

则综合逨週逵逮逳逩逨週逵逮逴逩两式可见

|f逨x1逩− f逨x2逩| 逽 |f逨x1逩− fN+1逨x1逩 逫 fN+1逨x1逩− fN+1逨x2逩 逫 fN+1逨x2逩− f逨x2逩|

≤ |f逨x1逩− fN+1逨x1逩|逫 |fN+1逨x1逩− fN+1逨x2逩|逫 |fN+1逨x2逩− f逨x2逩|

< ε

故ωf 逨x0, δ逩 ≤ ε逮 进而ωf 逨x0逩 ≤ ε逬 遬適遭
x→x0

f逨x逩存在逮

逨適適逩 遬適遭
n→∞

�
遬適遭
x→x0

fn逨x逩
�
均存在且与 遬適遭

x→x0
f逨x逩相等逮

事实上逬 由逨週逵逮逳逩式立即有���� 遬適遭x→xn
fn逨x逩− 遬適遭

x→x0
f逨x逩

���� 逽 遬適遭
x→x0

|fn逨x逩− f逨x逩| ≤ 遬適遭
x→x0

ε

逳
< ε.
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由ε的任意性即得逮 �

15.2.10 设fn一致收敛于f 逬 且所有的函数fn均仅有第一类间断点逮 证明逺

f亦仅有第一类间断点逮

证明: 将遅選 週逵逮進逮逹的结论分别应用于左右极限的情况即得逮 �

15.2.11设fn在遛a, b遝上一致收敛于f 逮 设Fn逨x逩 逽
R x
a fn逨t逩遤t, F 逨x逩 逽

R x
a f逨t逩遤t逮

证明逺 Fn在遛a, b遝上一致收敛于F 逮 如果把遛a, b遝换为R结论是否成立逿

证明:由一致收敛性逬 ∀ε > 逰逬 ∃N > 逰使得∀n > N 逬 有

|fn逨x逩− f逨x逩| <
ε

b− a
.

故

|Fn逨x逩− F 逨x逩| ≤
Z x

a
|fn逨t逩− f逨t逩|遤t ≤

Z x

a

ε

b− a
遤t ≤ ε.

即Fn逨x逩在遛a, b遝上一致收敛于F 逮

若将遛a, b遝换为R逬 结论不一定成立逮 有反例逺

fn逨x逩 逽

8><>: 週

n
, 適遦 |x| ≤ n

逰, 適遦 |x| > n

fn一致收敛于f ≡ 逰逬 但其积分值恒等于進逮 �

15.2.12 一个集合A ⊂ R的特征函数χA为R上的函数逬 定义为

χA逨x逩 逽

8<:週, 若x ∈ A逬

逰, 若x /∈ A逮

称形如

f逨x逩 逽
nX
j=1

cjχ[aj ,bj)

的函数为阶梯函数逬 其中遛aj , bj逩为两两不交的区间逮 证明逺 紧致区间上的连

续函数是阶梯函数的一致极限逮

证明:由定义域紧致性逬存在分割T使得‖T‖ → 逰逮 因为f连续逬又可见f一

致连续逮 故∀週/n > 逰逬 ∃δn > 逰逬 ∀|x1 − x2| < δ均有|f逨x1逩− f逨x2逩| < ε逮 取分

割Tn使得‖Tn‖ < 遭適遮{δn/進, 週/n}逬 记其中各区间为遛a
(n)
j , b

(n)
j 遝 逨j 逽 週, ..., jn逩逬

取

fn逨x逩 逽
jnX
j=1

f逨a
(n)
j 逩χ

[a
(n)
j ,b

(n)
j )

.
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则由选取过程逬 即有fn一致趋于f 逮 �

15.2.13 称紧致区间遛a, b遝上的连续函数为线性样条逬 是指存在区间的一个分

割逬 该函数限制在每个子区间上为一次函数逮 证明遛a, b遝上的每个连续函数都

是线性样条的一致极限逮

证明: 将遅選 週逵逮進逮週進中的各个区间端点用直线段连接即可逮 �

15.2.14 给出遛逰, 週遝上的一列连续函数列{fn}逬 它们逐点收敛于逰逬 但是

遬適遭
n→∞

Z 1

0
fn逨x逩遤x 6逽 逰.

解: 令fn逨x逩 逽 nxn逨週− xn逩逬 则它们逐点收敛于逰逬 但Z 1

0
fn逨x逩遤x 逽

n2

逨n逫 週逩逨進n逫 週逩
→ 週

進
6逽 逰.

�

15.2.16 设R上的函数f定义为f逨逰逩 逽 逰逬 f逨x逩 逽 e−1/x2 逨x 6逽 逰逩逮 证明逺

逨週逩 f是R上的光滑函数逻

逨進逩 f关于原点无幂级数展开逮

证明: 逨週逩 我们归纳地证明

f (k)逨x逩 逽

8><>:逰, 適遦 x 逽 逰

P
�
週

x

�
e−1/x2 . 適遦 x 6逽 逰

其中P 逨x逩为多项式函数逮

k 逽 週时显然成立逬 若k 逽 n成立逬 通过求导逬 不难验证k 逽 n 逫 週仍然成

立逮 故f逨x逩是R上的光滑函数逮

逨進逩 若f在原点处有幂级数展开逬 应有形式逺

f逨x逩 逽
∞X
n=0

f (n)逨逰逩

n逡
xn ≡ 逰.

但在x 逽 逰的任意小邻域内逬 f都不恒为逰逬 矛盾逮 故f在原点处无法展开成幂

级数逮 �

15.2.17 对于任意不等于週的实数x0逬 给出
週

週− x
的关于x0的幂级数展开逬 并

写出收敛区间逮
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解: 我们有

週

週− x
逽

週

逨週− x0逩− 逨x− x0逩
逽

週

週− x0

∞X
n=0

�
x− x0

週− x0

�n
.

其收敛半径为R 逽 |週− x0|逮 �

注记: 从这里我们可以看出逬 同一个具有幂级数展开的函数逨解析函

数逩逬 在不同点处展开的幂级数具有不同的收敛半径逬 但在这里逬 收敛域均

在x 逽 週逨原函数的发散点逩处终止逮 在不同点处作展开时逬 其新的收敛域不一

定能覆盖整个区间逮

实际上逬 我们有下面一般的结果逨这也是遅選 週逵逮進逮週逸做法正确性的保证逩逺

命题 设函数

f逨x逩 逽
∞X
n=0

an逨x− x0逩
n

的收敛半径为R > 逰逬 则f逨x逩在∀y0 ∈ 逨x0−R, x0 逫R逩处也可以展开成收敛到

其自身的幂级数逬 且具有展开式

f逨x逩 逽
∞X
n=0

f (n)逨y0逩

n逡
逨x− y0逩

n.

这个新的幂级数的收敛半径至少为r 逽 R− |x0 − y0|逮

15.2.18 设
∞P
n=1

anx
n和

∞P
n=1

bnx
n在区间逨−R,R逩 逨R > 逰逩内收敛逬 集合E定义为

E 逽

(
x ∈ 逨−R,R逩

����� ∞X
n=0

anx
n 逽

∞X
n=0

bnx
n

)
.

证明逺 若集合E有一个聚点属于逨−R,R逩逬 则an 逽 bn逬 n 逽 逰, 週, 進, · · · 逮

证明: 记f逨x逩 逽
∞P
n=0

逨an − bn逩xn逬 则E是f的根集合逮

逨適逩 此聚点为逰逮 由幂级数的连续性逬 有f逨逰逩 逽 a0 − b0 逽 逰. 注意

到E\{逰}中的任何点仍然为f1逨x逩 逽 f逨x逩/x 逽
P∞
n=0逨an+1 − bn+1逩x

n的根逬

故再次由幂级数的连续性就有f1逨逰逩 逽 a1 − b1 逽 逰逮 如此循环往复即

得an − bn 逽 逰对任何n成立逮

逨適適逩 此聚点为x0 6逽 逰 逨不妨考虑x0 > 逰逩逮 f在x0附近仍然可以展开成幂级

数逬 从而有

f逨x逩 逽
∞X
n=0

f (n)逨x0逩

n逡
逨x− x0逩

n.

它有收敛半径r ≥ R− x0逮 则由逨適逩的讨论可知f逨x逩 ≡ 逰逬 ∀x ∈ 逨x0− r, x0 逫 r逩逮

若逰 ∈ 逨x0−r, x0逫r逩逬则结论已经成立逮否则逬进一步考虑在x1 逽 逨x0−r逩/進处
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展开逬 其有收敛半径r1 ≥ R − x1 ≥ 進R − 逳x0/進 > 進逨R − x0逩逮 因此如此循环

往复逬 必然能包含逰点在内逮 故结论成立逮 �

注记:也可以使用遒遯遬遬遥定理得到逨適逩与逨適適逩中的结果逮

15.2.19 设{bn}是单调递减的非负数列逮 证明逺 级数
∞P
n=1

bn 遳適遮nx一致收敛的

充分必要条件是 遬適遭
n→∞

nbn 逽 逰逮

证明:必要性逮 由一致收敛性可知逬 对任给的ε > 逰逬 存在N 逬 使得当n >

N时对任何x均成立 ������2n−1X
j=n

bj 遳適遮 jx

������ < ε.

对任意固定的n > 進N 逬 取x 逽 π/逴n逮 注意到数列bn递减逬 有

進nb2n ≤ 進b2n

�
2n−1X
j=n

遳適遮遛逨jπ逩/逨逴n逩遝

遳適遮π/逴

�
≤ 進
√
進

�
2n−1X
j=n

bj 遳適遮
jπ

逴n

�
< 進
√
進ε.

同时逬 对逨進n− 週逩b2n−1也可做类似的估计逬 这就说明nbn → 逰逮

充分性逮 由 遬適遭
n→∞

nbn 逽 逰逬 ∀ε > 逰逬 ∃N > 逰逬 有 遳遵遰
n>N

nbn < ε逮 因为所证级

数有周期進π逬 因此我们只要证明对任何p逬 有������ n+pX
j=n+1

bj 遳適遮 jx

������ < Cε 逨週逵逮逵逩

对任何x ∈ 遛逰, 進π遝成立逬 其中C为常数逮

逨適逩 若x ∈ 遛逰, π/逨n逫 p逩遝逬 则

逰 ≤
n+pX
j=n+1

bj 遳適遮 jx ≤
n+pX
j=n+1

bjjx ≤
π

n逫 p

n+pX
j=n+1

jbj ≤ π 遳遵遰
n>N

nbn < πε.

逨適適逩 若x ∈ 遛π/n, π遝逬 则������ n+pX
j=n+1

遳適遮 jx

������ 逽 ����遣遯遳逨n逫 週/進逩x− 遣遯遳逨n逫 p逫 週/進逩x

進 遳適遮逨x/進逩

���� ≤ 週

遳適遮逨x/進逩
≤ π

x
≤ n.
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进而������ n+pX
j=n+1

bj 遳適遮 jx

������ 逽
������
�
bn+p

n+pX
j=n+1

遳適遮 jx

�
逫

24n+p−1X
j=n+1

逨bj − bj+1逩

�
jX

k=n+1

遳適遮 kx

�35������
≤ bn+p

������ n+pX
j=n+1

遳適遮 jx

������逫 n+p−1X
j=n+1

逨bj − bj+1逩

������ jX
k=n+1

遳適遮 kx

������
≤ nbn+p 逫 n

n+p−1X
j=n+1

逨bj − bj+1逩

≤ nbn+p 逫 n逨bn+1 − bn+p逩

≤ 進 遳遵遰
n>N

nbn

< 進ε

逨適適適逩 若x ∈ 遛π/逨n 逫 p逩, π/n遝逬 注意到逨適逩逨適適逩的放缩分别与上下限有关逬 可

记k 逽 bπ/xc ∈ 遛n, n逫 p遝逬 则������ n+pX
j=n+1

bj 遳適遮 jx

������ ≤
������ kX
j=n+1

bj 遳適遮 jx

������逫
������ n+pX
j=k+1

bj 遳適遮 jx

������
< πε逫 進ε

逽 逨π 逫 進逩ε

逨適遶逩 若x ∈ 遛π, 進π遝逬 则由

n+pX
j=n+1

bj 遳適遮 jx 逽
X

n+1≤j≤n+p
j=2i

b2i 遳適遮遛進i逨x− π逩遝−
X

n+1≤j≤n+p
j−1=2i

b2i−1 遳適遮遛進i逨x− π逩遝

亦化为以上形式逮

综合以上逬 只要取C 逽 π 逫 進即得逨週逵逮逵逩式逮 �

15.2.20 设{fn}为紧致区间遛a, b遝的一致收敛的连续函数列逮 证明逺 {fn}一致
有界且一致等度连续逮

证明: 注意到事实逺 f作为fn的一致极限逬 它连续且一致连续逻 f与fn作为

紧致区间的连续函数均有界逬 将之依次记为M0逬 Mn逮

逨週逩 因一致收敛逬 存在固定的N 逬 使得∀n > N有|fn逨x逩 − f逨x逩| ≤ 週逬

故|fn逨x逩| ≤M0 逫 週逮 则遭遡選{M1, · · · ,MN ,M0 逫 週}即为{fn}的一致上界逮

逨進逩 同样因一致收敛逬 ∀ε > 逰逬 存在固定的N 逬 ∀n > N有|fn逨x逩− f逨x逩| <
ε/逴对∀x成立逮 由f一致连续逬 存在δ0 > 逰逬 ∀|x − y| < δ有|f逨x逩 − f逨y逩| <
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ε/進逮 同样地逬 f1, · · · , fN也分别一致连续逬 对应地存在δ1, · · · , δN 逬 分别使
得f1, · · · , fN满足上式逮 令δ 逽 遭適遮{δ0, δ1, · · · , δN}逬 ∀|x−y| < δ逬 当n ≤ N时逬

根据δn的取法即有

|fn逨x逩− fn逨y逩| < ε逻

当n > N时逬 亦有

|fn逨x逩− fn逨y逩| ≤ |fn逨x逩− f逨x逩|逫 |f逨x逩− f逨y逩|逫 |f逨y逩− fn逨y逩| < ε.

因此{fn}一致等度连续逮 �

15.2.21 证明逺 遛逰, 週遝上的函数列{遳適遮nx}不存在一致收敛子列逮

证明: 由遅選 週逵逮進逮進逰的结论逬 只要证明{遳適遮nx}不存在一致等度连续的子
列逮 注意到∀ε < 週逬 ∀δ > 逰逬 ∀n > 逨進δ逩/π逬 ∃x 逽 逰, y 逽 π

2n < δ逬 有

| 遳適遮nx− 遳適遮ny| 逽 週 > ε.

故{遳適遮nx}的任一子列均不等度连续逮 �

15.2.23 设{fn}是紧致区间上一致等度连续的函数列逬 且{fn}逐点收敛于f 逮
证明逺 fn一致收敛于f 逮

证明: 因{fn}一致等度连续逬故∀ε > 逰逬 ∃δ > 逰逬 ∀n,∀|x−y| < δ有|fn逨x逩−
fn逨y逩| < ε逮 对该紧致区间上的任意收敛点列xn → x逬 一方面逬 存在N1逬

∀n > N1有|xn − x| < δ逻 另一方面逬 因fn在x处趋于f 逬 故存在N 逬 ∀n >

N有|fn逨x逩− f逨x逩| < ε.因此

|fn逨xn逩− f逨x逩| ≤ |fn逨x逩− fn逨x逩|逫 |fn逨x逩− f逨x逩| < 進ε.

这说明fn逨xn逩→ f 逮 由定理15.36即有fn一致收敛于f 逮 �

15.2.27 证明逺 由遛逰, 週遝上次数不超过N 逬 且满足|P 逨x逩| ≤ 週逬 ∀x ∈ 遛逰, 週遝的多项

式P 逨x逩全体构成的函数族一致等度连续逮

证明: 注意到每一个遛逰, 週遝上次数不超过N的多项式可以被逰, 週/N, · · · , 週处
的值唯一确定逬 反之这些点处的值也可以唯一确定一个次数不超过N的多

项式逨见週逵逮逳节的Lagrange插值多项式逩逮 我们令y0, · · · , yN为逨N 逫 週逩个介

于−週到週之间的实数逬 表示多项式在以上逨N 逫 週逩个点处所有可能的取值逮 则

任意多项式P 逨x逩均可以写为

P 逨x逩 逽
NX
k=0

�
yk

Y
0≤j≤N
j 6=k

x− j

N
k

N
− j

N

�
逽

NX
k=0

�
yk

Y
0≤j≤N
j 6=k

Nx− j
k − j

�
.
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令

Qk逨x逩 逽
Y

0≤j≤N
j 6=k

Nx− j
k − j

,

则Qk逨x逩 逨k 逽 逰, · · · , N逩在遛逰, 週遝上连续且一致连续逮 因这里只有有限个函数逬

故∀ε > 逰逬 存在一个一致的δ > 逰逬 ∀k, ∀|x− y| < δ逬 有

|Qk逨x逩−Qk逨y逩| < ε.

因此逬 对任何满足题设的多项式P 逨x逩有

|P 逨x逩− P 逨y逩| ≤
NX
k=0

|yk||Qk逨x逩−Qk逨y逩| ≤
NX
k=0

|Qk逨x逩−Qk逨y逩| < Nε.

这便说明逬 该多项式族是一致等度连续的逮 �

注记:不难看出逬 这里对多项式定义域和值域在遛逰, 週遝上的限制不是本质

的逮

15.3 连续函数的多项式逼近

15.3.2 设f是遛a, b遝上的C1函数逮 证明逺 存在一个次数不超过逳的多项式P使

得f − P及其导数在区间端点为逰逮

证明: 设多项式P 逨x逩 逽 px3 逫 qx2 逫 sx逫 t, P ′逨x逩 逽 逳px2 逫進qx逫 s.则只

需要 h
P 逨a逩 P ′逨a逩 P 逨b逩 P ′逨b逩

iT
逽
h
f逨a逩 f ′逨a逩 f逨b逩 f ′逨b逩

iT
.

也即 2666664
a3 a2 a 週

逳a2 進a 週 逰

b3 b2 b 週

逳b2 進b 週 逰

3777775
2666664
p

q

s

t

3777775 逽

2666664
f逨a逩

f ′逨a逩

f逨b逩

f ′逨b逩

3777775 .
这是一个线性非齐次方程组逮 因

遤遥遴

2666664
a3 a2 a 週

逳a2 進a 週 逰

b3 b2 b 週

逳b2 進b 週 逰

3777775 逽 逨a− b逩4 6逽 逰.
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故其可逆逬 方程组有解逬 多项式P存在逮 �

注记:本题可以视作遅選 週逵逮逳逮週的一个特例逮

15.3.3 设f在遛a, b遝上是C1函数逮 构造一个f到整个R上的C1扩充逬 使得它在区

间遛a− 週, b逫 週遝之外为逰逮

证明: 由遅選 週逵逮逳逮進逨上题逩逬 存在多项式P,Q分别使得P (k)逨a − 週逩 逽 逰逬

P (k)逨a逩 逽 f (k)逨a逩逬 Q(k)逨b逩 逽 f (k)逨b逩逬 Q(k)逨b逫 週逩 逽 逰逬 其中k 逽 逰, 週逮 则

遾f 逽

8>>>>><>>>>>:
逰 適遦 x < a− 週 遯遲 x > b逫 週

P 適遦 a− 週 ≤ x < a

f 適遦 a ≤ x ≤ b

Q 適遦 b < x ≤ b逫 週

即符合所需逮 �

15.3.6 定义R上的函数f的支集为集合{x 逺 f逨x逩 6逽 逰}的闭包逬 记为 遳遵遰遰f 逮

逨週逩 证明逺 R上的连续函数f的支集为紧集当且仅当f在一个有限区间之
外为逰逻

逨進逩 设f与g为连续函数逬 且其中之一函数有紧致支集逮 证明逺

遳遵遰遰f ∗ g ⊂ 遳遵遰遰f 逫 遳遵遰遰g.

证明: 逨週逩 遳遵遰遰f是紧集⇐⇒ 遳遵遰遰f有界⇐⇒ f在一个有限区间之外为逰逻

逨進逩 首先证明遳遵遰遰f 逫 遳遵遰遰g是闭集逬 其中已不妨设遳遵遰遰f是紧集逮 事实

上逬 对任意遳遵遰遰f 逫 遳遵遰遰g的聚点x逬 令{xn 逽 yn 逫 zn} ⊂ 遳遵遰遰f 逫 遳遵遰遰g为

收敛于它的子列逬 其中{yn} ⊂ 遳遵遰遰f 逬 {zn} ⊂ 遳遵遰遰g逮 则存在{yn}的子
列{ynk

}收敛至y ∈ 遳遵遰遰f 逬 进而znk
逽 xnk

− ynk
作为收敛数列的差逬 也

是收敛数列逮 由遳遵遰遰g是闭集逬 znk
收敛至z ∈ 遳遵遰遰g逮 故xnk

→ y 逫 z逬 也

即xn → y 逫 z ∈ 遳遵遰遰f 逫 遳遵遰遰g逬 遳遵遰遰f 逫 遳遵遰遰g是闭集逮

以下任取x0 ∈ 逨遳遵遰遰f 逫 遳遵遰遰g逩c逬 均存在δ > 逰逬 使得N 逺逽 逨x0 − δ, x0 逫

δ逩 ⊂ 遳遵遰遰f 逫遳遵遰遰g逮 ∀x ∈ N 逬 对∀y ∈ R逬 或者x−y /∈ 遳遵遰遰f 逬 或者y /∈ 遳遵遰遰g逮

也即逬 或者f逨x− y逩 逽 逰逬 或者g逨y逩 逽 逰逮 这说明

f ∗ g逨x逩 逽
Z ∞
−∞

f逨x− y逩g逨y逩遤y 逽 逰.

故逨x0 − δ, x0 逫 δ逩 ⊂ {x 逺 f ∗ g逨x逩 逽 逰}逬 即x0 ∈ {x 逺 f ∗ g逨x逩 逽 逰}◦ 逽

{x 逺 f ∗ g逨x逩 6逽 逰}c逬 也即x0 ∈ {x 逺 f ∗ g逨x逩 6逽 逰} 逽 逨遳遵遰遰f ∗ g逩c逮
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综合以上逬 有逨遳遵遰遰f 逫 遳遵遰遰g逩c ⊂ 逨遳遵遰遰f ∗ g逩c逬 即遳遵遰遰f ∗ g ⊂ 遳遵遰遰f 逫

遳遵遰遰g逮 �

注记:本题前半部分的证明可以视作遅選 週逴逮逴逮週週逨進逩的一个推广逮

15.3.9 设f为遛a, b遝上的连续函数逬 且∃c逬 f逨c逩 逽 逰逮 证明逺 f在遛a, b遝上的近似多

项式可以取得在c点为零逮

证明: 设多项式Pε逨x逩为f的一致逼近多项式逬 即

|Pε逨x逩− f逨x逩| < ε.

对任何x成立逮 则Qε逨x逩 逽 Pε逨x逩 − Pε逨c逩在c点取零逬 且也是f在遛a, b遝上的一致

逼近逬 因

|Pε逨x逩− Pε逨c逩− f逨x逩| ≤ |Pε逨x逩− f逨x逩|逫 |Pε逨c逩− f逨c逩| < 進ε.

�

15.3.10 设f为遛−週.週遝上的连续偶函数逮 证明逺 若Z 1

−1
f逨x逩x2k遤x 逽 逰,

其中k 逽 逰, 週, 進, · · · 逬 则f ≡ 逰逮

证明: 因遛−週, 週遝关于原点对称逬 f是偶函数逬 故f的奇次矩也为逰逮 由遐遡遧遥

逹逹例子逬 立即有f ≡ 逰逮 �

15.3.11 设在区间遛a, b遝上多项式列{Pn}一致收敛到函数F 逬 且Pn的次数不超
过N 逬 ∀n逮 证明逺 f也是次数不超过N的多项式逮

证明: 首先来寻找连续函数hk使得Z b

a
hk逨x逩x

j遤x 逽 δjk,

其中j 逽 逰, 週, · · · , N 逬 δjk为運遲遯遮遥遣遫遥遲符号逮 事实上逬 对于任意给定的k逬 可以

设hk逨x逩 逽 ao 逫 · · ·逫 aNx
N 逮 由j 逽 逰, 週, · · · , 遞k, · · · , N所确定的N个方程必有

一组非零解逬 记作逨c0, · · · , cN 逩逮 若

b0 逺逽
Z b

a

 
NX
i=0

cix
i

!
xk遤x 逽 逰,
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则 Z b

a

 
NX
i=0

cix
i

!2

遤x 逽 逰,

与逨c0, · · · , cN 逩为非零解矛盾逮 故b0 6逽 逰逬 我们可以取ai 逽 ci/b0逬 ∀i逬 得到的即
为所需要的函数hk逮

通过上面hk的性质逬 我们可以把多项式列{Pn}写作

Pn逨x逩 逽
NX
k=0

xk ·
Z b

a
hk逨x逩Pn逨x逩遤x.

因f是Pn的一致极限逬 我们还有

遳遵遰 |hk逨x逩Pn逨x逩− hk逨x逩f逨x逩| ≤Mk 遳遵遰 |Pn逨x逩− f逨x逩| → 逰,

其中Mk为连续函数hk在遛a, b遝上的上界逮 因上式对任何逰 ≤ k ≤ N成立逬 故对

任何k有Pnhk一致收敛于fhk逮 由定理15.31逬 立即有

f逨x逩 逽 遬適遭
n→∞

Pn逨x逩

逽 遬適遭
n→∞

NX
k=0

xk ·
Z b

a
hk逨x逩Pn逨x逩遤x

逽
NX
k=0

xk · 遬適遭
n→∞

Z b

a
hk逨x逩Pn逨x逩遤x

逽
NX
k=0

xk ·
Z b

a
hk逨x逩 遬適遭

n→∞
Pn逨x逩遤x

逽
NX
k=0

xk ·
Z b

a
hk逨x逩f逨x逩遤x.

这就说明f是次数不超过N的多项式逮 �

15.3.12 计算χ[0,1] ∗ χ[0,1]逮
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证明: 我们有

χ[0,1] ∗ χ[0,1]逨x逩 逽
Z 1

0
χ[0,1]逨x− y逩遤y

逽
Z x

x−1
χ[0,1]逨y逩遤y

逽 m逨遛逰, 週遝 ∩ 遛x− 週, x遝逩

逽

8>>><>>>:
逰 適遦 x ≤ 逰 遯遲 x ≥ 進

x 適遦 逰 < x ≤ 週

進− x 適遦 週 < x < 進

,

式中m逨·逩表示某线段的长度逨测度逩逮 �

15.4 Fourier级数的收敛性

若无特别说明, 以下15.4节的各题中的函数都是周期为進π的连续函数.

15.4.1 证明逺 存在常数c > 逰使得Z π

−π
|Dn逨t逩|遤t ≥ c

�
週 逫

週

進
逫 · · ·逫 週

n

�
≥ c 遬遮n.

证明: 因为Z π

−π
|Dn逨t逩|遤t 逽

Z π/2

−π/2

����遳適遮逨進n逫 週逩t

遳適遮 t

����遤t
逽
Z π

0

����遳適遮逨進n逫 週逩t

遳適遮 t

����遤t
逽

2nX
k=0

Z [(k+1)π]/(2n+1)

(kπ)/(2n+1)

����遳適遮逨進n逫 週逩t

遳適遮 t

����遤t
≥

2nX
k=0

進n− 週

逨k 逫 週逩π

Z [(k+1)π]/(2n+1)

(kπ)/(2n+1)
|遳適遮逨進n逫 週逩t|遤t

逽
2nX
k=0

進

π逨k 逫 週逩

≥ 進

π

nX
k=1

週

k
,

第一个不等号成立逮
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又因为

遬遮n 逽
Z n

1

週

n
遤x 逽

n−1X
k=1

Z k+1

k

週

x
遤x ≤

n−1X
k=1

Z k+1

k

週

k
遤x ≤

nX
k=1

週

k
,

第二个不等号成立逮 �

15.4.3 设f 遒適遥遭遡遮遮可积且在点x0连续逮 证明逺 σnf逨x0逩→ f逨x0逩 逨n→∞逩逮

证明: 模仿定理15.51即可证明逮

由f在x0处的连续性逬 对任意ε > 逰逬 存在固定的δ > 逰逬 当|t| ≤ δ即

有|f逨x0逩− f逨x0 逫 t逩| < ε/逨進π逩逮 由于{Kn}是单位近似逬 对于这个δ逬 对充分大

的n均有
R
δ≤|t|≤πKn逨t逩遤t < ε/逨逴M逩逮 注意到f 遒適遥遭遡遮遮可积而有上界遍逬 我

们有

|σnf逨x0逩− f逨x0逩| ≤
週

π

Z π

−π
|f逨x0 − t逩− f逨x0逩|Kn逨t逩遤t

逽
週

π

�Z
0≤|t|≤δ

逫
Z
δ≤|t|≤π

�
|f逨x0 − t逩− f逨x0逩|Kn逨t逩遤t

<
週

π

Z
0≤|t|≤δ

ε

進π
Kn逨t逩遤t逫

週

π

Z
δ≤|t|≤π

進MKn逨t逩遤t

<
週

π
逨
ε

進
逫
ε

進
逩

< ε.

如所欲证逮 �

15.4.4 设f在点x0之外都连续且x0是跳跃间断点逮 证明逺

σnf逨x0逩→
遬適遭
x→x+0

f逨x逩 逫 遬適遭
x→x−0

f逨x逩

進
, n→∞

逮

证明: 注意到函数f,Kn均有周期進π逬 由积分在一个周期上的不变性逬 不

妨设x0 逽 逰逬 令

g逨x逩 逽

8>>>>><>>>>>:
逰 適遦 −π ≤ x < 逰

遬適遭
x→x+0

f逨x逩 適遦 x 逽 逰 
遬適遭
x→x−0

f逨x逩− 遬適遭
x→x+0

f逨x逩

!
適遦 逰 < x ≤ π

.
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则h逨x逩 逺逽 f逨x逩− g逨x逩是遛−π, π遝上的连续函数逮 从而

σnf逨x0逩 逽
週

π

Z π

−π
f逨t逩Kn逨x0 − t逩遤t

逽
週

π

Z π

−π
h逨t逩Kn逨x0 − t逩遤t逫

週

π

Z π

−π
g逨t逩Kn逨x0 − t逩遤t

逽 σnh逨x0逩 逫
週

進π

 
遬適遭
x→x−0

f逨x逩− 遬適遭
x→x+0

f逨x逩

!Z π

−π
Kn逨t逩遤t

逽 σnh逨x0逩 逫

 
遬適遭
x→x−0

f逨x逩− 遬適遭
x→x+0

f逨x逩

!
進

→
遬適遭
x→x−0

f逨x逩

進
逫

 
遬適遭
x→x−0

f逨x逩− 遬適遭
x→x+0

f逨x逩

!
進

逽

遬適遭
x→x+0

f逨x逩 逫 遬適遭
x→x−0

f逨x逩

進
.

这其中已用到Kn是偶函数以及定理15.51逮 �

15.4.6 证明逺 若连续函数列{fk}一致收敛于f 逬 则fk的遆遯遵遲適遥遲系数收敛

于f的遆遯遵遲適遥遲系数逮

证明: 设an, bn, a
(k)
n , b

(k)
n 分别是f 逬 fk的遆遯遵遲適遥遲系数逮 则由一致收敛性逬

∀ε > 逰逬 ∃N 逬 ∀k > N 逬 ∀x逬 有|fk逨x逩− f逨x逩| < ε逮 故

|a(k)
n − an| ≤

週

π

Z π

−π
|fk逨x逩− f逨x逩|| 遣遯遳nx|遤x <

週

π

Z π

−π
ε| 遣遯遳nx|遤x ≤ 進ε.

对任何n ≥ 週成立逮 同理也有a
(k)
0 → a0与b

(k)
n → bn逮 �

15.4.8 对于周期为進π的连续函数f, g逬 设

f ∗ g逨x逩 逽
Z π

−π
f逨x− y逩g逨y逩遤y.

问f, g和f ∗ g的遆遯遵遲適遥遲系数之间有何关系逿

证明: 设f, g的遆遯遵遲適遥遲系数分别为a1n, a2n, b1n, b2n逬 f ∗ g的遆遯遵遲適遥遲系数
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为An, Bn逮 则

An 逽
週

π

Z π

−π

�Z π

−π
f逨x− y逩g逨y逩遤y

�
遣遯遳nx遤x

逽
週

π

Z π

−π
g逨y逩

�Z π

−π
f逨x− y逩 遣遯遳nx遤x

�
遤y

逽
週

π

Z π

−π
g逨y逩

�Z π

−π
f逨x− y逩 遣遯遳逨ny 逫 nt逩遤t

�
遤y

逽
Z π

π
a1ng逨y逩 遣遯遳ny − b1ng逨y逩 遳適遮ny遤y

逽 π逨a1na2n − b1nb2n逩.

其中b10 逽 b20 逺逽 逰逮

同理可得Bn 逽 π逨a1nb2n 逫 b1na2n逩逬 ∀n ≥ 週逮 �
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Chapter 16

度量空间的连续函数

16.1 Rn与度量空间

16.1.4 证明逺 若‖ · ‖为Rn上的范数逬 则存在正常数M使得‖x‖ ≤ M |x|逬 ∀x ∈
Rn逬 其中|x|是遅遵遣遬適遤范数逮

证明: 设e1, · · · , en为Rn的标准正交基逬 并不妨令M 逽
√
n遭遡選

i
{‖ei‖} >

逰逬 则

‖x‖ ≤
nX
i=1

|逨x, ei逩|‖ei‖ ≤
M√
n

nX
i=1

|逨x, ei逩| ≤M

Ì
nX
i=1

逨x, ei逩2 逽M |x|.

�

16.1.5 称集合M上的两个度量d1逬 d2等价逬 是指存在两个正常数c1, c2逬 使

得∀x, y ∈ M 逬 d1逨x, y逩 ≤ c2d2逨x, y逩且d2逨x, y逩 ≤ c1d1逨x, y逩同时成立逮 证明逺

若d1与d2等价逬 则按d1度量xn → x逬 当且仅当按d2度量xn → x逮

证明: 按d1度量xn → x⇐⇒ d2逨xn, x逩 ≤ c1d1逨xn, x逩→ 逰⇐⇒ d1逨xn, x逩 ≤
c2d2逨xn, x逩→ 逰 ⇐⇒ 按d2度量xn → x逮 �

16.1.9 设週 ≤ p <∞逬

`p 逺逽

(
逨x1, x2, · · · 逩

����� ∞X
k=1

|xk|p <∞, xi ∈ R
)
.

对于x 逽 逨x1, x2, · · · 逩, y 逽 逨y1, y2, · · · 逩 ∈ `p逬 定义

d逨x, y逩 逺逽

 ∞X
k=1

|xk − yk|p
!1/p

.

逴週
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证明逺 逨`p, d逩是完备度量空间逬 且依度量收敛蕴含每个坐标分量收敛逮 举例说

明每个坐标分量收敛不蕴含依度量收敛逮

证明: 定义`p空间到R的映射逺

‖x‖ 逺逽
 ∞X
k=1

|xk|p
!1/p

,

容易验证这是一个范数逨其中三角不等式是由遃遨 週逴逮進的遍適遮遫遯遷遳遫適不等式保

证逩逬 且它自然诱导该度量d逮 该空间有等价的定义`p 逺逽 {x 逺 ‖x‖ <∞}逮
逨適逩 这是一个完备赋范空间逨进而为完备度量空间逩逮

任取遃遡遵遣遨遹列{x(n)} ⊂ `p逬 则∀n逬 ∃Nn逬 使得∀k > Nn有‖x(k) − x(Nn)‖ ≤
進−n逮 不妨令Nn+1 > Nn逬 我们得到了一个子列{x(Nn)}逬 下面来说明它收敛逮

为此逬 记

y(n) 逺逽 x(N1) 逫
nX
i=1

�
x(Ni+1) − x(Ni)

�
逽 x(Nn).

则y(n) → y逬 其中

‖y‖ 逽
x(N1) 逫

∞X
i=1

�
x(Ni+1) − x(Ni)

� ≤ ‖x(N1)}逫
∞X
i=1

週

進i
逽 ‖x(N1)‖逫週 <∞,

即y ∈ `p逮 故点列{x(Nn)}收敛逮 由遅選 週逶逮進逮逴逬 该空间完备逮

逨適適逩 因为对任何K逬 有|xK − yK | ≤ ‖x− y‖逬 故依度量收敛蕴含各分量收
敛逮

逨適適適逩 对任何的p逬 取x(n) 逽 逨n−1/p, · · · , n−1/p, 逰, · · · 逩逬 其中前n个分量非逰逬

则其各个分量均收敛于逰逬 但‖x(n)‖ ≡ 週逮 �

16.1.11 设A ∈M逨n逩逮 证明逺

逨週逩 若A 逽 AT 逬 则它的范数

‖A‖ 逽 遳遵遰
x 6=0

|Ax|
|x|

等于矩阵A的特征值绝对值的最大值逮

逨進逩 对于一般的A逬 ‖A‖2等于对称矩阵ATA特征值绝对值的最大值逮

证明: 我们首先要注意到性质逺 对任何正交阵O及向量x逬 有|Ox| 逽 |x|逮
逨週逩 设A 逽 OTDO逬 其中O为正交阵逬 D 逽 遤適遡遧{λ1, · · · , λn}为由A的全

部特征值构成的对角阵逮 则

‖A‖ 逽 遳遵遰
x 6=0

|Ax|
|x|

逽 遳遵遰
x 6=0

|OTDOx|
|Ox|

逽 遳遵遰
y=Ox 6=0

|Dy|
|y|

逽 遭遡選
i
|λi|.
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逨進逩 设A 逽 PEQ逬 其中P,Q为正交阵逬 E 逽 遤適遡遧{µ1, · · · , µn}为由A的全
部奇异值构成的对角阵逮 则

‖A‖2 逽

�
遳遵遰
x 6=0

|PEQx|
|Qx|

�2

逽

�
遳遵遰

y=Qx6=0

|Ey|
|y|

�2

逽
�
遭遡選
i
µi

�2

逽 遭遡選
i
λi,

其中λi为A
TA的特征值逮 �

16.2 度量空间的拓扑

16.2.1 证明度量空间中的开集有类似于R1中开集和闭集的性质逨对应于性

质週逶逮逹逬 週逶逮週進逬 週逶逮週逳逩逮

证明: 略逮 只要将第週逴章中相关证明中绝对值改为一般的度量即可逮 �

16.2.2 证明完备度量空间的子空间完备性与闭性等价逨对应于性质週逶逮週逵逩逮

证明: 设完备度量空间逨X, d逩有子集M 逮 则X中的任何遃遡遵遣遨遹列均收敛

至X中的点逮 注意到收敛点列必为遃遡遵遣遨遹列逬 我们有逺

M是闭集⇐⇒M中的任何收敛列收敛至M中的点⇐⇒M中的任何遃遡遵遣遨遹列

均收敛至M中的点⇐⇒M完备逮 �

16.2.4 证明逺 如果度量空间里的遃遡遵遣遨遹列有极限点逬 那么它有极限逮

证明: 设{xn} ⊂ X为度量空间中的一列遃遡遵遣遨遹列逬它有一个子列{xnk
}收

敛到x ∈ X逮 则对任意充分大的n逬 有相应的充分大的nk逬 使得

|xn − x| ≤ |xn − xnk
|逫 |xnk

− x| → 逰.

�

16.2.5 设A为度量空间M的子空间逬 那么A作为M的子空间的遈遥適遮遥逭遂遯遲遥遬性

质与A作为自身的子空间的遈遥適遮遥逭遂遯遲遥遬性质等价逮

证明: 必要性逮 设{Uα}是相对于A的开集逬 且构成A的一个覆盖逬 则存在

相对于X的开集族{Vα}使得Vα ∩ A 逽 Uα对任何α成立逮 {Vα}构成A的一个开
覆盖逬 它存在有限子覆盖{Vi}ni=1逬 进而{Ui}ni=1是有限子覆盖逮

充分性逮 设{Vα}是相对于M的开集逬 且构成A的一个覆盖逮 令Uα 逽

Vα ∩ A是相对于A的开集逬 则{Uα}构成A的一个开覆盖逬 它存在有限子覆

盖{Ui}ni=1逬 进而{Vi}ni=1是有限子覆盖逮 �



逴逴 遃遈遁遐達遅遒 週逶逮 度量空间的连续函数

注记: 由此可见逬 更为简洁地直接定义X本身是一个紧集也是合理的逬 这

也将是以后定义紧集的一种方式逮

16.2.7 设‖ · ‖为Rn的范数逬 x0 ∈ Rn逬 r > 逰逮 Br逨x0逩是范数‖ · ‖诱导的距离所
定义的开球逮 证明逺 Br逨x0逩是一个凸集逮

证明: 设x, y ∈ Br逨x0逩逬 则∀t ∈ 遛逰, 週遝逬 有

‖tx逫 逨週− t逩y − x0‖ ≤ t‖x− x0‖逫 逨週− t逩‖x− x0‖ < tr 逫 逨週− t逩r 逽 r,

从而tx逫 逨週− t逩y ∈ Br逨x0逩逬 这是一个凸集逮 �

16.2.8 证明逺 度量空间逨C遛a, b遝, 遳遵遰逩的紧致子空间作为连续函数族一致等度

连续逮

证明: 设M是C遛a, b遝的一个紧致子空间逮 ∀ε > 逰逬 ∀f ∈ M 逬 因为紧致区

间上的连续函数一致连续逬 ∃δf > 逰逬 使得∀|x − y| < δf 逬 有|f逨x逩 − f逨y逩| <
ε/逳逮 而{B逨f, ε/逳逩 逺 f ∈ M}构成了M的一个开覆盖逬 其存在有限子覆

盖{f1, · · · , fn}逬 令δ 逺逽 遭適遮{δfi 逺 週 ≤ i ≤ n} > 逰逬 则∀f ∈ M 逬 ∃fi ∈ M使
得‖fi − f‖ < ε/逳逮 故∀|x− y| < δ逬 有

|f逨x逩− f逨y逩| ≤ |f逨x逩− fi逨x逩|逫 |f逨y逩− fi逨y逩|逫 |fi逨x逩− fi逨y逩|

≤ 進‖f − fi‖逫 |fi逨x逩− fi逨y逩| < ε,

其中‖ · ‖表示C遛a, b遝上的范数逮 故M是一致等度连续函数族逮 �

16.2.9设`∞为有界复数列{xn}的集合逬 定义d逨{xn}, {yn}逩 逺逽 遳遵遰{|xn− yn| 逺
n ∈ N}逮 证明逺

逨週逩 逨`∞, d逩是完备度量空间逻

逨進逩 由收敛于逰的复数列构成的子空间完备逻

逨逳逩 度量空间逨`∞, d逩无可数稠密子集逮

证明: 逨週逩类似遅選 週逶逮週逮逹逬 我们可以定义范数‖x‖ 逺逽 遳遵遰{|xn| 逺 n}逬 则d由
该范数自然诱导且有等价定义`∞ 逺逽 {x 逺 ‖x‖ < ∞}逮 类似即可证明其完备
性逮

逨進逩 由遅選 週逶逮進逮逶逬 我们只要证明这是一个闭集逮 ∀{yn}不收敛于逰逬 ∃ε > 逰逬

使得∀N 逬 ∃n > N 逬 使得yn > ε逮 则∀x ∈ B逨y, ε/進逩逬 有

|xn| ≥ |yn| − |xn − yn| ≥ |yn| − ‖x− y‖ > ε,
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即{xn}并不收敛于逰逮 这说明由不收敛于逰的复数列构成的子空间是开集逬 其

补集即为闭集逮

逨逳逩 构造映射f 逺 進N → `∞如下逺

f逨A逩 逽 {xn}, 其中xn 逽 週⇐⇒ n ∈ A逬 xn 逽 逰⇐⇒ n /∈ A.

则f从進N到X 逺逽 f
�
進N
�
是双射逬 从而X是一个不可数子集逮 若逨`∞, d逩存在可

数稠密子集A逬 则∀x ∈ X逬 ∃ax ∈ A逬 使得‖x−ax‖ < 週/逳逮 注意到∀x 6逽 y ∈ X逬

‖x − y‖ ≡ 週逮 故x 6逽 y ∈ X 逽⇒ ax 6逽 ay逮 这说明{ax 逺 x ∈ X}作为A的子集逬

是一个不可数的集合逬 矛盾逮 �

16.2.12 设· · · ⊂ A3 ⊂ A2 ⊂ A1是一个度量空间的非空紧致子集列逮 证明逺
∞T
n=1

An 6逽 ∅逮

证明: 略逮 将课本遐逴逸性质14.53中的绝对值改为一般的度量即可逮 �

16.2.15 设A,B是Rn的任意非空子集逬 定义它们的距离为

d逨A,B逩 逽 適遮遦 {|x− y| 逺 ∀x ∈ A,∀y ∈ B} .

逨週逩 证明逺 若E1, E2是两个非空紧集逬 则d逨E1, E2逩 > 逰⇐⇒ E1 ∩E2 逽 ∅逮

逨進逩 请举例说明逬 当E1, E2为闭集时逬 上述结论不成立逮

证明: 逨週逩 必要性显然逬 下证充分性逮 若d逨E1, E2逩 逽 逰逬 则∀n > 逰逬

∃xn ∈ E1, yn ∈ E2使得|xn − yn| < 週/n逮 因E1, E2均紧致逬 故存在收敛子

列{xnk
}, {ynk

}逮 记它们的极限分别为x ∈ E1逬 y ∈ E2逬 则

d逨xnk
, ynk

逩→ d逨x, y逩 逽 逰.

这说明x 逽 y ∈ E1 ∩ E2逬 矛盾逮

逨進逩 可以令n 逽 週逬 取两个不相交的闭集E1 逽 {n 逫
週

n
逺 n ≥ 進}, E2 逽

{n− 週

n
逺 n ≥ 進}逬 但有d逨E1, E2逩 逽 逰逮 �

16.2.16 证明逺 R2的开集与x轴的交是实直线的开集逮

证明: 可不妨设R2的开集U与x轴逨记作遘逩相交非空逮 则∀x ∈ U ∩ X逬

∃r > 逰使得∀|y− x| < r逬 y ∈ U 逮 则区间逨x− r, x逫 r逩 ⊂ U ∩X逬 即U ∩X为开
集逮 �

16.2.17 设D为R2的开集逬 Dc为其余集逬 I为R2的闭矩形逮 证明逺
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逨週逩 R2可以写成无交并逺 R2 逽 D◦ ∪ ∂D ∪ 逨Dc逩◦逮

逨進逩 若I与D有交但是不包含于D逬 则I与∂D有交逮

证明: 逨週逩 由性质16.23逬 R2 逽 D ∪Dc
逽 D◦ ∪ ∂D ∪ 逨Dc逩◦逮

逨進逩 若无交逬 由逨週逩可见I ⊂ D◦ ∪ 逨Dc逩◦逬 从而I 逽 逨D◦ ∩ I逩∪ 逨逨Dc逩◦ ∩ I逩是
两个相对于I的开集之并逬 这与I连通矛盾逮 �

16.2.18 逨週逩 求下列R2的子集的边界逺 A 逽 {逨x, 逰逩 逺 x ∈ R}, B 逽 {逨x, y逩 逺

x2 逫 y2 ≤ 週}, C 逽 Q×Q逻

逨進逩 证明逺 对任意子集A ⊂ R2逬 ∂A 逽 ∂Ac逻

逨逳逩 证明逺 ∂A是闭集逮

证明: 逨週逩 ∂A 逽 A逬 ∂B 逽 S1逬 ∂C 逽 R2逮

逨進逩 ∀x ∈ ∂A逬 有∀r > 逰逬 Br逨x逩与A,A
c相交均非空逬 也即与逨Ac逩c, Ac相交

均非空逮 因此x ∈ ∂Ac逬 ∂A ⊂ ∂Ac逮 反之亦然逬 ∂A 逽 ∂Ac逮

逨逳逩设{xn} ⊂ ∂A敛于x的点列逬下面证明x ∈ ∂A逮 ∀r > 逰逬 ∃N 逬 |xN−x| <
r/進逮 又BxN 逨r/進逩 ⊂ Bx逨r逩与A,Ac相交均非空逬 我们得到x ∈ ∂A逮 �

16.3 度量空间上的连续函数

16.3.7 设映射T 逺 C逨遛逰, 週遝逩→ C逨遛逰, 週遝逩定义为

T 逨f逨x逩逩 逽 x逫
Z x

0
tf逨t逩遤t.

证明逺 T是压缩映射逬 且不动点是微分方程f ′逨x逩 逽 xf逨x逩 逫 週的解逮

证明: 我们有以下事实逺

逭 C逨遛逰, 週遝逩是完备度量空间逨其中自动赋予了度量d逨f, g逩 逽 遭遡選
0≤x≤1

|f逨x逩 −
g逨x逩|逩逻

逭 f是压缩映射逮 因为∀f, g ∈ C逨遛逰, 週遝逩逬 有

d逨Tf, Tg逩 逽 遭遡選

����Z x

0
t|f逨t逩− g逨t逩|遤t

���� ≤ d逨f, g逩 Z 1

0
t遤t 逽

週

進
d逨f, g逩.

由压缩映像原理逬 T存在不动点逬 记作f逨x逩逬 它满足

f逨x逩 逽 x逫
Z x

0
tf逨t逩遤t.
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因f逨t逩 ∈ C逨遛逰, 週遝逩逬 故tf逨t逩是连续函数逮 由《数学分析逨遂週逩》的知识逬 右侧的

变上限积分可导逬 进而f逨x逩也可导逮 对上式两边求导就有

f ′逨x逩 逽 xf逨x逩 逫 週.

�

注记: 为严谨起见逬 本题应先说明此不动点是可导的逨这里要用到连续函

数的变上限积分逩逬 再对两边进行求导逮

16.3.8 设E是遅遵遣遬適遤空间Rn的有界闭集逬 映射f 逺 E → E满足逺

|f逨x逩− f逨y逩| < |x− y|, ∀x 6逽 y ∈ E.

证明逺 f有唯一的不动点逮

证明: 构造函数g逨x逩 逽 |f逨x逩−x|逬则|g逨x逩−g逨y逩| ≤ |f逨x逩−x−f逨y逩逫y| ≤
|f逨x逩 − f逨y逩| 逫 |x − y| < 進|x − y|逬 故g连续逮 而E是有界闭集逬 进而是紧集逬

这说明g在E上可以取得最小值逬 即∃x0使得g逨x0逩最小逮 若g逨x0逩 逽 逰逬 则x0即

为不动点逻 若g逨x0逩 > 逰逬 因为f逨x0逩 ∈ E逬 有g逨f逨x0逩逩 逽 |f逨f逨x0逩逩 − f逨x0逩| <
|f逨x0逩− x0| 逽 g逨x0逩逬 矛盾逮 �

16.3.15 证明逺 映射f 逺 遛逰, 進π逩 → S1 逺逽 {逨x, y逩 ∈ R2 | x2 逫 y2 逽 週}逬
f逨t逩 逽 逨遣遯遳 t, 遳適遮 t逩是一到一的连续映射逬 但它的逆映射f−1不是连续的逮

证明: 显然f是双射逬 且f在逨逰, 進π逩上面连续逬 下面只验证在f逨x逩 逽

逨週, 逰逩处的连续性逮 事实上逬 对任意的包含了逨週, 逰逩的一段逨逆时针定向的逩开圆

弧øAB逬设a, b分别为A,B的唯一原像逬则f−1逨øAB逩 逽 逨a, 進π逩∪ 遛逰, b逩是遛逰, 進π逩的

开集逮 故f在x 逽 逰处连续逬 进而f在遛逰, 進π逩上连续逮 反之逬 注意到f逨逰逫逩 逽

f逨進π − 逰逩 逽 逨週, 逰逩逬 故f−1在点逨週, 逰逩处不连续逮 �

注记: 本题给出了一个连续双射但不同胚的例子逮 事实上逬 同胚是一种

非常强的关系逮 如本题中逬 相当于将x 逽 逰和x 逽 進π处的点粘合起来逬 得到了

一个二维球面S1逮 粘起来之前逬 在这个区间上遜走动逢逬 本质上是没有太大的

差别的逨总是可以连续地把所走动的路径变为从a到b的一段线段逩逻 然而在粘

起来之后逬 在S1上走动的时候逬 按照绕圆圈走动的圈数不同逬 可以将这样的

路径分成很多种逬 同时我们也可以找到遜基逢逨即只走了一圈的路径逩去描述所

有遜不同逢路径的差别逮 从此可见逬 这一映射改变了这个空间的拓扑结构逬 自

然不会是一个同胚逮

16.3.19 设I为区间逮 证明逺 连续函数f 逺 I → R的图像M是R2的连通子集逮
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证明: 对任意逨a, f逨a逩逩, 逨b, f逨b逩逩 ∈ M逨a < b逩逬 令λ逨t逩 逽 逨逨週 − t逩a 逫

tb, f逨逨週− t逩a逫 tb逩逩逬 t ∈ 遛逰, 週遝逮 则由于其各分量连续逬 λ也是连续函数逬 从而是

从逨a, f逨a逩逩到逨b, f逨b逩逩的一条道路逮 这说明M是道路连通的逬 它自然也是连通

的逮 �

注记: 映射f 逺 Rn → R的图逨遧遲遡遰遨逩是Rn+1的子集逬 它可以自然地投影

到Rn中逮 详见週逷逮逵节逮

16.3.20 设A是Rn的非空开集且∂A 6逽 ∅逬 E ⊂ A是一个非空紧致子集逮 证明逺

逨週逩 d逨E, ∂A逩 逽 適遮遦{|x− y| | x ∈ E, y ∈ ∂A} > 逰逻

逨進逩 存在δ > 逰使得集合Eδ 逺逽 {x ∈ Rn | ∃y ∈ E, |x− y| < δ} ⊂ A逮

证明: 逨週逩 此题实际上是第七次作业遅選 週逵逮逳逮逶的一个注记的特殊情

况逮 因为A是开集逬 故∀x ∈ E逬 ∃rx > 逰逬 遳逮遴逮 Brx逨x逩 ⊂ A逮 所以{Brx逨x逩}构
成了E的一个开覆盖逮 由于E是紧集逬 所以它存在有限子覆盖逬 记为E ⊂
nS
i=1

Bri逨xi逩 ⊂ A逮 因此d逨E, ∂A逩 ≥ d逨E,Ac逩 ≥ 遭適遮
i
ri > 逰逮

逨進逩取δ 逽
週

進
d逨E, ∂A逩逮 则∀x ∈ Eδ逬 ∃y ∈ E逬 遳逮遴逮 |x−y| < δ逮 故d逨x,Ac逩 ≥

d逨y,Ac逩− d逨x, y逩 > 週

進
d逨E, ∂A逩 > 逰逬 这就说明x ∈ A逮 �

16.3.21 设A1 ⊃ A2 ⊃ · · ·是一列非空紧致连通集合逮

逨週逩 证明
∞T
n=1

An连通逮

逨進逩 假设每个集合An弧连通逬 逨週逩中的交集是否仍弧连通逿

逨逳逩 如果去掉紧致性条件逬 以上命题是否成立逿

证明: 逨週逩 我们采用反证法逮 否则可设U, V为A 逺逽
∞T
n=1

An 6逽 ∅的非

空不交开子集逮 则存在开集U1, V1 ⊂ A1使得U 逽 U1 ∩ A逬 V 逽 V1 ∩ A逬
且U1 ∩ V1 逽 ∅逨这里可以由遅選 週逶逮逳逮進逰保证逩逮 则对任何i逬 Ai ∩ 逨U1 ∪ V1逩

c在非

空时是一个紧集逮 注意到

∞\
i=1

逨Ai ∩ 逨U1 ∪ V1逩
c逩 逽 A ∩ 逨U1 ∪ V1逩

c 逽 ∅,

由遅選 週逶逮週逮週進逬 存在n使得

n\
j=1

逨Aj ∩ 逨U1 ∪ V1逩
c逩 逽 ∅,

这说明

An 逽
n\
j=1

Aj ⊂ U1 ∪ V1.



週逶逮逳逮 度量空间上的连续函数 逴逹

因为U1 ∩ V1 逽 ∅逬 且U1 ∩ An与V1 ∩ An为相对于An的不交开集逬 由An的连

通性知逬 它必然包含于其中之一逨否则An 逽 逨An ∩ U1逩 ∪ 逨An ∩ V1逩逩逮 不妨

设An ⊂ U1逬 则A ⊂ An ⊂ U1逬 V1 逽 ∅逬 矛盾逮

逨進逩不一定逮我们可以取An 逽
§�
x, 遳適遮

週

x

�
逺 逰 < x ≤ 週

ªS��
逰,

週

n

�
× 遛−週, 週遝

�
,

则
∞T
n=1

An 逽
§�
x, 遳適遮

週

x

�
逺 逰 < x ≤ 週

ªS
{逨逰, y逩 逺 −週 ≤ y ≤ 週}逬 不是弧连通的逮

逨逳逩 不成立逮 我们可以取An 逽
§
逨x, y逩 逺 逰 < y <

週

n

ªS
{逨x, 逰逩 逺 x 6逽 逰}逬

则
∞T
n=1

An 逽 R1\{逰}不连通逮

16.3.23 设n > 週逬 F是Rn的闭子集且F ◦ 6逽 ∅逮 证明逺 ∂F为无限闭子集逬 除

非F 逽 Rn逮

证明: 我们采用反证法逮 若∂F有限逬 则∃a ∈ ∂F 逬 R > 逰使得B逨a, 逳R逩 ∩
∂F 逽 {a}逮 ∀x ∈ ∂B逨a,R逩逬 令

rx 逽

8<:遳遵遰{r 逺 B逨x, r逩 ⊂ F ◦} 適遦 x ∈ F ◦

遳遵遰{r 逺 B逨x, r逩 ⊂ F c} 適遦 x ∈ F c
.

则rx ≤ R逮
首先我们可以断言∃y ∈ ∂B逨x, rx逩 ∩ ∂F 逬 同时根据R的取法逬 可见y唯

一逬 y 逽 a且rx 逽 R逬 ∀x逮 否则若第一条不成立逬 ∀y ∈ ∂B逨x, rx逩逬 ∃ry >

逰使得B逨y, ry逩 ⊂ F ◦或者B逨y, ry逩 ⊂ F c逮 这两种情况不会同时发生逬 因

为∂B逨x, rx逩弧连通逻 若只有前者逬 则B逨x, rx逩取遍了所有x ∈ ∂B逨x, rx逩时构成

了∂B逨x, rx逩的一个开覆盖逬 其存在有限子覆盖逬 于rx定义矛盾逮

又注意到∂B逨a,R逩的连通性逬 且F ◦ 6逽 ∅ 6逽 F c逬 故我们可以顺次选出x逨例

如对每个x ∈ ∂B逨a,R逩均选取半径为R的开球逩逬 使得对于某个δ > R有要

么B逨a, δ逩\{a} ⊂ F ◦逬 要么B逨a, δ逩\{a} ⊂ F c逮 下面分别考虑这两种情形逺

逨適逩 若B逨a, δ逩\{a} ⊂ F ◦逬 则B逨a, δ逩 ⊂ F 逬 这与a的定义矛盾逻

逨適適逩 若B逨a, δ逩\{a} ⊂ F c逬 则我们可以不妨设对于任意a ∈ ∂F均有此情
形成立逮 下面来证明F 逽 ∂F 逮 否则逬 ∃t ∈ F ◦使得B逨t, r逩 ⊂ F ◦对某个r > 逰成

立逬 由于∂F中仅有有限个点逬 我们可以令a为∂F中距离t最近的那一个点逮 取

矩体I ∩ ∂F 逽 ∅逬 其两个对角顶点分别为t与某个s ∈ B逨a, δ逩\{a}逬 则由遅選

週逶逮進逮週逸即得矛盾逮 这说明了F 逽 ∂F 逬 与F ◦ 6逽 ∅矛盾逮 �
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Chapter 17

映射的微分

17.1 线性映射

17.1.2 设f 逺 Rn → R是连续函数逬 f逨ej逩 逽 aj 逬 j 逽 週, 進, · · · , n逮 证明逺

‖f‖ 逽

�
nX
j=1

a2
j

� 1
2

.

证明: 由遃遡遵遣遨遹逭道遣遨遷遡遲遺不等式逬 有������ nXj=1

ajxj

������ ≤
�

nX
j=1

a2
j

� 1
2
�

nX
j=1

x2
j

� 1
2

,

且在x与逨a1, · · · , an逩共线时可以取到等号逮 故

‖f‖ 逽 遳遵遰P
x2i =1

������ nXj=1

ajxj

������ 逽
�

nX
j=1

a2
j

� 1
2

.

�

17.1.3 设遅遵遣遬適遤空间Rn上的线性变换A在标准基下的矩阵表示为A逨ej逩 逽
nP
j=1

ajkej 逮 证明逺

逨週逩 ‖A‖ 逽 ‖A‖逬 其中矩阵A 逽 逨ajk逩逻

逨進逩 ‖A‖ ≤
ÉP
j,k
|ajk|2逻

逨逳逩 若A是对称变换逬 则

‖A‖ 逽 遭遡選{|λ1|, |λ2|, · · · , |λn|},

逵週
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其中λ1, · · · , λn为A的特征值逮

证明: 逨週逩 注意到在Rn中逬 对任何向量的唯一表示x 逽 x1e1 逫 · · ·逫 xnen逬

有‖x‖ 逽
ÈP

x2
j 逮 因此‖Ax‖ 逽 ‖Ax‖逬 ‖A‖ 逽 ‖A‖逮

逨進逩 仍然由遃遡遵遣遨遹逭道遣遨遷遡遲遺不等式有

‖Ax‖ 逽

Í
nX
j=1

 
nX
k=1

ajkxk

!2

≤

Ì
nX
j=1

 
nX
k=1

a2
jk

!
nX
k=1

x2
k 逽

Ì
nX

j,k=1

a2
jk‖x‖.

因此‖A‖ ≤
ÉP
j,k
|ajk|2逮

逨逳逩 由遅選 週逶逮週逮週週及本题逨週逩逬 这是显然的逮 �

17.1.4 证明逺 设A(k)为度量空间L逨Rn,Rn逩中的点列逬 它收敛于线性变换A当
且仅当A(k)在Rn的标准基e1, · · · , en下的矩阵

�
a

(k)
ij

�
1≤i,j≤n

的各个元素构成

的数列{a(k)
ij }收敛于aij 逬 其中逨aij逩为A在标准基下的矩阵逮

证明: 根据遅選 週逷逬週逬逳逬 我们有不等式

遭遡選
i,j
|a(k)
ij − aij | ≤ ‖A

(k) −A‖ ≤

Ì
nX

i,j=1

|a(k)
ij − aij |2.

若线性变换收敛逬 根据第一个不等式有矩阵中的各元素收敛逻 反之若矩阵中

的各元素收敛逬 则根据第二个不等式有线性变换收敛逮 �

17.1.5 设A逨t逩, t ∈ 逨a, b逩是从区间逨a, b逩到L逨Rn,Rm逩的一个映射逬 逨aij逨t逩逩是映

射A逨t逩在标准基下的矩阵表示逮 证明逺 A逨t逩是连续映射当且仅当对任意的i, j逬
aij逨t逩是连续函数逮

证明: 由遅選 週逷逮週逮逴逬 A逨t逩是连续映射⇐⇒ ∀tn → t逬 有A逨tn逩→ A逨t逩 ⇐⇒
∀i, j, ∀tn → t逬 有aij逨tn逩→ aij逨t逩 ⇐⇒ ∀i, j逬 aij逨t逩是连续函数逮 �

17.2 映射的微分

17.2.4 求下列映射的微分和遊遡遣遯遢適矩阵逺

逨週逩 f逨x, y逩 逽 逨x2 − y2, 進xy逩逻

逨進逩 f逨x, y, z逩 逽 逨z − y, x− z, y − x逩逮
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解: 逨週逩 遤f逨x, y逩 逽 逨進x遤x− 進y遤y逩e1 逫 逨進y遤x逫 進x遤y逩e2逬

Jf逨x, y逩 逽

24進x −進y
進y 進x

35 .
逨進逩 因f为线性映射逬 故遤f逨x, y, z逩 逽 f 逬

Jf逨x, y, z逩 逽

2664 逰 −週 週

週 逰 −週
−週 週 逰

3775 .
�

17.2.5 设开集D ⊂ Rn逬 f, g 逺 D → Rm是可微映射逬 证明〈f, g〉 逺 D → R亦为
可微映射逬 并求遤〈f, g〉逮

证明: 固定x ∈ D逬 注意到f, g的可微性逬 有

f逨y逩− f逨x逩 逽 遤fx逨y − x逩 逫 o1逨y − x逩

g逨y逩− g逨x逩 逽 遤gx逨y − x逩 逫 o2逨y − x逩.

则

〈f逨y逩, g逨y逩〉 − 〈f逨x逩, g逨x逩〉

逽 〈f逨y逩, g逨y逩− g逨x逩〉逫 〈f逨y逩− f逨x逩, g逨x逩〉

逽 〈f逨x逩, 遤gx逨y − x逩〉逫 〈遤fx逨y − x逩, g逨x逩〉逫R逨x, y逩,

其中逬 R逨x, y逩 逽 〈f逨y逩−f逨x逩, g逨y逩−g逨x逩〉逫〈f逨x逩, o2逨y−x逩〉逫〈o1逨y−x逩, g逨x逩〉逮
因为这里的x已经固定逬 故

|〈f逨y逩− f逨x逩, g逨y逩− g逨x逩〉|

≤ |f逨y逩− f逨x逩||g逨y逩− g逨x逩|

∼ |y − x|2|遤fx逨e逩||遤gx逨e逩| 逽 o逨y − x逩.

其中e表示沿y − x方向的单位向量逬 遤fx逬 遤gx作为两个固定的线性映射逬

在Rn的单位球面上取值有界逮 对于第二个部分也有|〈f逨x逩, o2逨y − x逩〉| ≤
|f逨x逩||o2逨y − x逩| 逽 o逨y − x逩逮 类似地逬 |〈o1逨y − x逩, g逨x逩〉| 逽 o逨y − x逩逮 综合
这三式就得到R逨x, y逩 逽 o逨y − x逩逮 因此〈f, g〉可微逬 且遤〈f, g〉 逽 〈f逨x逩, 遤gx〉 逫
〈遤fx, g逨x逩〉逮 �



逵逴 遃遈遁遐達遅遒 週逷逮 映射的微分

17.2.6 设开集D ⊂ Rn逬 f, g 逺 D → R3是可微映射逬 x ∈ D逬 证明逺

遤逨f × g逩逨x逩 逽 遤f逨x逩× g逨x逩 逫 f逨x逩× 遤g逨x逩.

证明: 本题计算过程完全同于上题逮 在此不赘逮 �

17.2.7设开集D ⊂ Rn逬线段{逨週−t逩x逫ty | t ∈ 遛逰, 週遝} ⊂ D逬 f 逺 D → R是C1映

射逬 证明逺 该线段上存在一点z满足

f逨y逩 逽 f逨x逩 逫 〈∇f逨z逩, y − x〉.

证明: 设映射γ 逺 遛逰, 週遝→ {逨週− t逩x逫 ty | t ∈ 遛逰, 週遝}逬 γ逨t逩 逽 逨週− t逩x逫 ty逬

则γ是有限维的线性映射逬 进而是C1映射逮 令映射g 逺逽 f ◦ γ 逺 遛逰, 週遝 → R逬
则g作为C1映射的复合逬 也是C1映射逮 故由遌遡遧遲遡遮遧遥中值定理逬 存在t0 ∈
逨逰, 週逩逬 使得g′逨t0逩 逽 g逨週逩− g逨逰逩逮 记z 逽 逨週− t0逩x逫 ty0逬 此即

f逨y逩− f逨x逩 逽 g逨週逩− g逨逰逩 逽 g′逨t0逩 逽 遤f逨γ逨t0逩逩遤γ逨t0逩 逽 〈f逨z逩, y − x〉.

�

17.2.8 设M为Rn的连通子集逬 f 逺 M → Rm是可微映射逬 如果存在一个线

性映射L ∈ L逨Rn,Rm逩使得遤f逨x逩 逽 L逬 ∀x ∈ M 逬 证明逺 f逨x逩 逽 L逨x逩 逫 c逬 其

中c ∈ Rm为常向量逮

证明: 令映射g 逺逽 f − L逬 则遤g逨x逩 逽 遤f逨x逩 − 遤L逨x逩 ≡ 逰逮 由推论17.11逬

存在常向量c逬 使得g逨x逩 ≡ c逬 即f逨x逩 逽 L逨x逩 逫 c逮 �

17.2.9 设f 逺 遒n → R是可微函数逬 遾e1, · · · , 遾en是Rn的一组单位正交基逬

用
∂f

∂遾ej
表示f沿遾ej方向的方向导数逮 证明逺

nX
j=1

�
∂f

∂遾ej

�2

逽
nX
j=1

�
∂f

∂xj

�2

.

证明: 存在正交阵P 逬 使得h
遾e1 遾e2 · · · 遾en

i
逽
h
e1 e2 · · · en

i
P.

则 �
∂f

∂遾e1

∂f

∂遾e2
· · · ∂f

∂遾en

�
逽
�
∂f

∂e1

∂f

∂e2
· · · ∂f

∂en

�
P.
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因此

nX
j=1

�
∂f

∂遾ej

�2

逽
�
∂f

∂遾e1

∂f

∂遾e2
· · · ∂f

∂遾en

� �
∂f

∂遾e1

∂f

∂遾e2
· · · ∂f

∂遾en

�T
逽
�
∂f

∂e1

∂f

∂e2
· · · ∂f

∂en

�
PP T

�
∂f

∂e1

∂f

∂e2
· · · ∂f

∂en

�T
逽
�
∂f

∂e1

∂f

∂e2
· · · ∂f

∂en

� �
∂f

∂e1

∂f

∂e2
· · · ∂f

∂en

�T
逽

nX
j=1

�
∂f

∂xj

�2

.

�

17.2.10 在Rn的一个凸区域M上的函数f 逺 M → R称为凸函数是指逺 ∀x, y ∈
M 逬 ∀t ∈ 遛逰, 週遝逬 有

f逨逨週− t逩x逫 ty逩 ≤ 逨週− t逩f逨x逩 逫 tf逨y逩.

设f是可微函数逬 证明逺 f是凸函数当且仅当对任意x, y ∈M 逬

f逨y逩− f逨x逩 ≥ 遤fx逨y − x逩.

证明: 首先设f是凸函数逬 则对任何t ∈ 逨逰, 週逩有

f逨逨週− t逩x逫 ty逩− f逨x逩
t

≤ f逨y逩− f逨x逩.

注意到f的可微性逬 令t→ 逰即得

遤fx逨y − x逩 ≤ f逨y逩− f逨x逩.

反之逬 任意固定x, y ∈M及t ∈ 逨逰, 週逩逬 有

f逨x逩− f逨逨週− t逩x逫 ty逩 ≥ 遤f(1−t)x+ty逨t逨x− y逩逩 逨週逷逮週逩

f逨y逩− f逨逨週− t逩x逫 ty逩 ≥ 遤f(1−t)x+ty逨逨週− t逩逨y − x逩逩. 逨週逷逮進逩

在逨週逩式两边分别乘逨週− t逩逬 逨進逩式两边分别乘t逬 两者相加逬 并注意到遤f的线性

性逬 就有

逨週− t逩f逨x逩 逫 tf逨y逩− f逨逨週− t逩x逫 ty逩 ≥ 逰,

即f为凸函数逮 �
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17.2.11 设Ω ⊂M逨n逩是可逆矩阵的全体逮 定义映射ϕ 逺 Ω → Ω逬 ϕ逨A逩 逽 A−1逬

证明ϕ是可微映射逬 并且求它的微分逮

证明: 因行列式映射遤遥遴 逺 M逨n逩 → R是连续映射逬 故Ω 逽 遤遥遴−1逨R\逰逩是
开集逬 下述运算是合理的逮

对给定的A ∈ Ω逬 ∀B ∈M逨n逩使得‖A−B‖充分小逬 有

ϕ逨B逩− ϕ逨A逩 逽 B−1 −A−1 逽 A−1逨A−B逩A−1 逫R逨A,B逩,

其中R逨A,B逩 逽 A−1逨A − B逩B−1逨A − B逩A−1逮 因ϕ是连续映射逬 且A已经固

定逬 故在t→ 逰时逬 有

‖R逨A,B逩‖ ≤ ‖A−1‖2‖B‖‖A−B‖2 逽 o逨A−B逩.

这就说明ϕ是可微映射逬 且它的微分为遤ϕA逨X逩 逽 −A−1XA−1逮 �

17.3 逆映射定理

17.3.2 举例说明存在同胚映射f 逺 R → R使得f是C1映射逬 但f−1不是C1映

射逮

解: f逨x逩 逽 x3逮 �

注记: 类似同胚映射逬 微分同胚映射也需要保证f−1的相应性质逮

17.3.3 设f 逺 R2 → R2逬 逨u, v逩 逽 f逨x, y逩 逽 逨x2 逫 y2, x2 − y2逩逮

逨週逩 求f的值域V 逽 遉遭逨f逩逻

逨進逩 求f的临界点集合W 逽 {P ∈ R2 | 遤遥遴 Jf逨P 逩 逽 逰}逻
逨逳逩 设U 逽 {逨x, y逩 ∈ R2 | x > 逰, y > 逰}逬 证明f |U是单射逬 且f逨U逩 逽 V ◦逬

并求f−1逮

证明: 逨週逩 由進x2 逽 u 逫 v ≥ 逰逬 進y2 逽 u − v ≥ 逰就有V 逽 {逨u, v逩 | u ≥
|v| ≥ 逰}逮

逨進逩 设P 逨x, y逩逬 则有

Jf逨P 逩 逽

24進x 進y

進x −進y

35 ,
遤遥遴 Jf逨P 逩 逽 −逸xy逮 故临界点集合为W 逽 {逨x, y逩 | xy 逽 逰}逮
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逨逳逩 设f逨x, y逩 逽 逰逬 则有x 逽 y 逽 逰逬 从而遫遥遲 f |U 逽 逰逬 f |U为单射逮

再由逨週逩中类似的方法也可以算出f逨U逩 逽 V ◦逬 及逨x, y逩 逽 f−1逨u, v逩 逽

逨

r
u逫 v

進
,

r
u− v
進

逩逮 �

17.3.4 证明逺

逨週逩 同胚保持逨弧逩连通性和紧致性逻

逨進逩 Rn与Dn 逺逽 {x ∈ Rn | |x| < 週}同胚逮

证明: 逨週逩 因为同胚是最理想的几何关系逬 故这两条显然逮

逨進逩 我们可以构造同胚映射f 逺 Rn → Dn为

f逨x逩 逽
x

進
χ{|x|≤1/2} 逫

�
週− 週

進|x|

�
xχ{|x|>1/2}.

�

17.3.5 设f 逺 R2 → R2逬 逨u, v逩 逽 f逨x, y逩是C1映射逬 满足遃遡遵遣遨遹逭遒適遥遭遡遮遮方

程逺
∂u

∂x
逽
∂v

∂y
,
∂u

∂y
逽 −∂v

∂x
.

证明逺 如果遤f在一点可逆逬 则在该点附近的逆映射f−1也满足遃遡遵遣遨遹逭

遒適遥遭遡遮遮方程逮

证明: 设Jf逨x逩 逽 逨aij逩逬 Jf
−1逨x逩 逽 逨aij逩逮 则a11 逽 a22逬 a12 逽 −a21逮

由Jf逨x逩Jf−1逨x逩 ≡ I2知逬 Jf−1元素也具有相同性质逬 即a11 逽 a22逬 a12 逽

−a21逮 这就是f−1的遃遡遵遣遨遹逭遒適遥遭遡遮遮方程逮 �

注记:本题说明逬 复全纯函数具有比实可微函数更好的性质逮 即双全纯映

射逨全纯的双射逩的逆映射也为全纯映射逬 但可微双射的逆则不一定可微逮

17.3.6 证明对每个与单位矩阵In很靠近的n阶方阵M都存在平方根逨即方

程A2 逽M的解逩逬 并且若A与In很靠近逬 那么方程A2 逽M的解是唯一的逮

证明: 设映射ϕ 逺 M逨n逩→M逨n逩定义为ϕ逨A逩 逽 A2逮 则有

ϕ逨A逫X逩− ϕ逨A逩 逽 AX 逫XA逫X2,

余项R逨X逩 逽 X2 逽 o逨X逩逮 故遤ϕA逨X逩 逽 AX 逫 XA连续逬 遤ϕIn 逽 進 遉遤可逆逬

其中遉遤表示恒同映射逮 这说明存在In的邻域U与V使得ϕ|U 逺 U → V可逆逬 且

逆映射ϕ−1逨A逩 逽
√
A连续逮 由双射也知这唯一逮 �
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17.4 隐映射定理

17.4.2 设a 逽 逨a1, · · · , an逩 ∈ Rn是一个非零向量逬 定义多项式

fa逨x逩 逽 xn 逫 a1x
n−1 逫 · · ·逫 an−1x逫 an.

证明逺 如果a∗ ∈ Rn满足逺 方程fa∗逨x逩 逽 逰有n个互不相同的实根逬 则存在a∗的

邻域U使得方程fa逨x逩 逽 逰逨∀a ∈ U逩也有n个互不相同的实根逬 且它的根是系

数的光滑函数逮

证明: 考虑映射F 逺 R2n → Rn逬 F 逨a, x逩 逺逽 逨fa逨x1逩, · · · , fa逨xn逩逩逬 这显然
是一个可微映射逮 设a∗Rn使得fa∗逨x逩 逽 逰有n个互不相同的实根b1, · · · , bn逬 则
我们有分解

fa∗逨x逩 逽
nY
i=1

逨x− bi逩.

记b 逺逽 逨b1, · · · , bn逩逬 在点逨a∗, b逩处逬 有

逨JF(a∗,b)逩x 逽 遤適遡遧{f ′a∗逨b1逩, · · · , f ′a∗逨bn逩}

可逆逨因bi不再是fa∗的根逬 否则与重数矛盾逩逮 在点逨a∗, b逩处应用隐映射定

理逬 由F的连续性逬 存在一个充分小的邻域U使得x 逽 ϕ逨a逩逬 F 逨a, ϕ逨a逩逩 逽 逰逬

b 逽 ϕ逨a∗逩逬 且x的分量各不相同逮 由于F是一个光滑映射逬 对它求相应阶次的

微分即得ϕ在U上的光滑性逮 �

17.4.3 设f 逺 R3 → R是C1映射逬 那么由命题f逨x, y, z逩 逽 逰推出

∂z

∂y

∂y

∂x

∂x

∂z
逽 −週

需要什么条件逿

证明: 根据隐映射定理可知逬 只要保证∇f的各个分量均不为零即可逮 �

17.4.4 设f是定义在R3上的光滑函数逬 a ∈ R3逬 f逨a逩 逽 逰逬 ∇f 6逽 逰逬 则f 逽

f逨x1, x2, x3逩 逽 逰在点a附近定义了一张曲面逮 证明逺 存在点a附近的新坐标系逬

在新坐标系下曲面f 逽 逰表示为平面逮

证明: 由f的光滑性逬 可以不妨设
∂f

∂x1
逨a逩 6逽 逰逮 定义ϕ 逺 R3 → R3逬

逨u1, u2, u3逩 逺逽 ϕ逨x1, x2, x3逩 逺逽 逨f逨x1, x2, x3逩, x2, x3逩逮 则

Jϕa 逽

264 ∂f∂x1
逨a逩 ∗

逰 I2

375
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可逆逮 这说明ϕ在a附近是C1同胚逮 将逨u1, u2, u3逩作为新坐标系逬 则曲面f 逽

逰即为u1 逽 逰逬 是平面逮 �

17.4.5 设f 逺 Rn → Rm是C1映射逬 证明逺 对任意x0 ∈ Rn逬 在x0的一个邻域内

遲遡遮遫f逨x逩 ≥ 遲遡遮遫f逨x0逩

成立逮

证明: 否则逬存在x0 ∈ Rn逬以及{xn} → x0逬使得遲遡遮遫f逨xn逩 < 遲遡遮遫f逨x0逩逬

∀n逮 因为f为C1映射逬 故对Jfxn的任意大于等于遲遡遮遫f逨x0逩阶子式均为x的连

续函数逬 且它的值为逰逮 而这对任何n成立逬 令n→∞逬 就有Jfx0的任意大于等

于遲遡遮遫f逨x0逩阶子式为逰逮 这是矛盾逮 �

17.4.6 设f 逽 f逨x1, x2逩 逺 R2 → R是C3函数逮

逨週逩 证明逺 若f逨逰, 逰逩 逽 逰逬 则存在C2函数g1, g2满足

f逨x1, x2逩 逽 x1g1逨x1, x2逩 逫 x2g2逨x1, x2逩,

且gi逨逰, 逰逩 逽
∂f

∂xi
逨逰, 逰逩逬 i 逽 週, 進逮

逨進逩 设P 逨x0
1, x

0
2逩是f的驻点逬 并且f的二阶导数矩阵在点P处非退化逬 证

明逺 存在P的一个邻域U上的参数变换ϕ 逺 U → V 逬 ϕ逨P 逩 逽 逨逰, 逰逩逬 使得对任

意逨u1, u2逩 ∈ V 逬 有

f ◦ ϕ−1逨u1, u2逩 逽 f逨P 逩 逫 ε1u
2
1 逫 ε2u

2
2,

其中ε1, ε2 ∈ {±週}逮

证明: 逨週逩 注意到

f逨x1, x2逩 逽
Z 1

0

遤f

遤t
逨tx1, tx2逩遤t 逽 x1g1逨x1, x2逩 逫 x2g2逨x1, x2逩.

其中已经令

g1逨x1, x2逩 逽
Z 1

0

∂f

∂x1
逨tx1, tx2逩遤t, g2逨x1, x2逩 逽

Z 1

0

∂f

∂x2
逨tx1, tx2逩遤t,

符合所需逮
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逨進逩 不妨设x0
1 逽 x0

2 逽 逰逬 以及f逨P 逩 逽 逰逨否则考虑作平移即可逩逮 注意

到P为f的驻点逬 类似逨週逩逬 我们可以令

h11逨x1, x2逩 逽
Z 1

0

Z 1

0
t
∂2f

∂x2
逨stx1, stx2逩遤t遤s,

h12逨x1, x2逩 逽
Z 1

0

Z 1

0
t
∂2f

∂y∂x
逨stx1, stx2逩遤t遤s,

h21逨x1, x2逩 逽
Z 1

0

Z 1

0
t
∂2f

∂x∂y
逨stx1, stx2逩遤t遤s,

h22逨x1, x2逩 逽
Z 1

0

Z 1

0
t
∂2f

∂y2
逨stx1, stx2逩遤t遤s.

且有g1逨x1, x2逩 逽 x1h11逨x1, x2逩 逫 x2h12逨x1, x2逩逬 g2逨x1, x2逩 逽 x1h21逨x1, x2逩 逫

x2h22逨x1, x2逩逬 以及

h11逨P 逩 逽
週

進

∂2f

∂x2
逨P 逩,

h12逨P 逩 逽
週

進

∂2f

∂y∂x
逨P 逩,

h21逨P 逩 逽
週

進

∂2f

∂x∂y
逨P 逩,

h22逨P 逩 逽
週

進

∂2f

∂y2
逨P 逩.

记H逨x1, x2逩 逺逽 逨hij逨x1, x2逩逩2×2逮 则

f逨x1, x2逩 逽
h
x1 x2

i
H逨x1, x2逩

24x1

x2

35 .
由f是C3映射逬 H是对称阵逻 由f的遈遥遳遳遥阵在P点处非退化逬 遤遥遴H逨P 逩 6逽 逰逮 因

此h11h22|P与h12h21|P不同时为零逮 不妨设h11逨P 逩 6逽 逰逬 否则考虑作C1同胚的

参数变换 h
y1 y2

i
逽
h
x1 x2

i 24週 週

逰 週

35 .
同理不妨设h22逨P 逩 6逽 逰逮 再不妨设h11逨P 逩 > 逰逬 否则考虑作C1同胚的参数变

换 h
y1 y2

i
逽
h
x1 x2

i 24−週 逰

逰 週

35 .
同理不妨设h22逨P 逩 > 逰逮 由f是C3的逬 故h是C1的逮 因此存在点P的一个邻

域U 逬 使得h11, h22逨x1, x2逩 > 逰逬 且遤遥遴H逨x1, x2逩不变号逨不妨设为正逩对U中所
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有点成立逮 我们可以对∀逨x1, x2逩 ∈ U作C1同胚的参数变换ϕ逺

逨u1, u2逩 逽 ϕ逨x1, x2逩

逽
h
x1 x2

i 266664
週

−
È
h11逨x1, x2逩

逰

逰

È
h11逨x1, x2逩È

h22h11 − h12h21逨x1, x2逩

377775
264 週 逰

−h21

h11
逨x1, x2逩 週

375 ,
利用H逨x1, x2逩的对称性逬可见在这组逨u1, u2逩坐标下逬 f◦ϕ−1逨u1, u2逩 逽 u2

1逫u
2
2逬

如所欲证逮 �

17.5 条件极值

17.5.1 下面方程中实常数取何值时逬 方程定义了一个C1曲面逿 如果可以逬 请

找出局部的函数图像表示逮

逨逳逩 xyz 逽 c逮

解: 在c 6逽 逰时方程定义了C1曲面逬 其局部函数图像表示为f逨x, y逩 逽

逨x, y,
c

xy
逩逮 而c 逽 逰时逬 在原点处其各偏导数均取值为逰逬 故不是C1曲面逮 �

17.5.3 设M ⊂ Rn是m维C1曲面逬 f 逺 M → R是C1函数逮 证明逺 对于M上的

每点逬 存在一个Rn中的邻域U 逬 使得存在C1函数F 逺 U → R满足F 逨y逩 逽 f逨y逩逬

∀y ∈M ∩ U 逮

证明: 对M上的任意点逨x1, x2逩逬 存在Rm中的邻域V 逬 使得在V上各点有

表示逨x1, ϕ逨x1逩逩逬 其中x1 ∈ Rm逬 ϕ ∈ C1逨U,Rn−m逩逮 将V视作Rn中的集合逬 再

取它的邻域U 逬 并定义U上的函数F 逨x1, x2逩 逺逽 f逨x1, ϕ逨x1逩逩逮 则F是C
1函数逬

且∀y ∈M ∩ U 逬 F 逨y逩 逽 f逨y逩逮 �

17.5.7 证明逺 Rn1中的m1维曲面M1和Rn2中的m2维曲面M2的直积M1 ×
M2是Rn1+n2中的m1 逫m2维曲面逮 并且用M1上点x的切空间与M2上点y的切

空间表示M1 ×M2上点逨x, y逩的切空间逮

证明: 任取逨x, y逩 ∈ M1 ×M2逬 则可以不妨设存在x与y的开邻域U1与U2逬

使得在U1逬 U2上分别有局部表示x 逽 逨x1, ϕ1逨x1逩逩逬 y 逽 逨y1, ϕ2逨y1逩逩逬 其中ϕ1 ∈
C1逨Rm1 ,Rn1−m1逩逬 ϕ2 ∈ C1逨Rm2 ,Rn2−m2逩逮 对逨x, y逩在Rn1+n2中的邻域V 逺逽

U1 × U2逬 逨x, y逩 逽 逨x1, ϕ1逨x1逩, y1, ϕ2逨y2逩逩逬 也即有局部的C
1表示逺 ϕ逨x1, y1逩逬

ϕ ∈ C1逨Rm1+m2 ,Rn1+n2−m1−m2逩逬 故M1 ×M2是m1 逫m2维C
1曲面逮
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注意到逨x, y逩处的切向量由坐标表示为

{逨e1, 逨ϕ1逩x1 , 逰, 逰逩, · · · , 逨em1 , 逨ϕ1逩xm1
, 逰, 逰逩,

逨逰, 逰, e1, 逨ϕ2逩y1逩, · · · , 逨逰, 逰, em2 , 逨ϕ2逩ym2
逩}

的向量组张成逬 而x, y处的切向量恰好由坐标表示为

{逨e1, 逨ϕ1逩x1逩, · · · , 逨em1 , 逨ϕ1逩xm1
逩}, {逨e1, 逨ϕ2逩y1逩, · · · , 逨em2 , 逨ϕ2逩ym2

逩}

的向量张成逬 其中下标表示对相应的变元求偏导数逮 将后者自然地视作前者

的子空间逬 则TM1×M2逨x, y逩 逽 TM1x × TM2y逬 其中各切向量采用相应的坐标

记法逮 �

17.5.9 证明逺 行列式等于週的n阶方阵全体是Rn2
中的n2 − 週维C1曲面逮

证明: 设A 逽 逨aij逩n×n逬 则遤遥遴A 逽 P 逨a11, · · · , ann逩是关于A全体元素的
多项式逮 注意到遲遡遮遫 遤遥遴 ≤ 週逬 且遲遡遮遫 遤遥遴A 逽 逰 ⇐⇒ A 逽 逰逬 故这是n2 −
週维C1曲面逮 �

17.5.10 证明逺 n阶正交方阵的全体是Rn2
中的

n逨n− 週逩

進
维C1曲面逮

证明: 定义映射F 逺 Rn2 → R
n(n+1)

2 为fij 逽
nP
k=1

aikajk − δij逨週 ≤ i ≤ j ≤

n逩逬 F 逨A逩 逽 逨f12, · · · , f1n, · · · , fn−1,n, f11, · · · , fnn逩逬 其中A 逽 逨aij逩 ∈ Rn2
逮

则n阶正交方阵的全体即为F ≡ 逰逮 容易计算

JFA 逽

266666666666666666666666666666664

α2 α1 · · · 逰
逮逮逮

逮逮逮
逮 逮 逮

αn 逰 · · · α1

逰 α3 · · · 逰
逮逮逮

逮逮逮
逮 逮 逮

逰 αn · · · α2

逮逮逮
逮 逮 逮

逮逮逮

逰 · · · αn αn−1

進α1

進α2

逮 逮 逮

進αn

377777777777777777777777777777775

,
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其中α1, · · · , αn依次为A的n个行向量逮

由{αi}i的正交性知逬 任何αk不可被其它向量线性表出逬 故JFA是行

满秩的逮 因为F定义在|α1| · · · |αn| 6逽 逰的开集上逬 故这是n2 − n逨n逫 週逩

進
逽

n逨n− 週逩

進
维C1曲面逮 �

17.5.11 设M是Rn中的C1曲面逬 y0 ∈ Rn\M 逮 设x是M上与y0的距离最大或

者最小的点逮 证明逺 连接x与y的线段与曲面M垂直逨即与x点的切空间垂直逩逮

证明: 设在x0的局部M有方程表示f逨x逩 逽 逰逮 令函数F 逨x逩 逽
P
i逨xi −

y0
i 逩

2表示曲面上点x到点y0距离的平方逬 遌遡遧遲遡遮遧遥辅助函数H逨x, λ逩 逽 F 逨x逩 逫

λf逨x逩逬 则两者都是C1的逮 因x为最值逬 它必然也是局部极值逬 即为驻点逮 则

有〈進逨x0 − y0逩, Jfx0〉 逽 逰逬 即x0 − y0与f逨x逩 逽 逰的任意分量的梯度场垂直逬 进

而与切空间垂直逮 �

17.5.13 利用遌遡遧遲遡遮遧遥乘数法决定下列函数f在约束条件G 逽 逰下的极值逺

逨逳逩 f逨x, y, z逩 逽 x2 逫 y2 逫 z2逬 G逨x, y, z逩 逽 x2 逫 逴y2 − 進z2 − 週逮

证明: 构造遌遡遧遲遡遮遧遥函数H逨x, y, z, λ逩 逽 f逨x, y, z逩− λG逨x, y, z逩逮 则驻点
方程组 8>>>>><>>>>>:

進x逨週 逫 λ逩 逽 逰

進y逨週 逫 逴λ逩 逽 逰

進z逨週− 進λ逩 逽 逰

G逨x, y, z逩 逽 逰

,

遈遥遳遳遥阵 遤適遡遧{進 逫 進λ, 進 逫 逸λ, 進 − 逴λ}逮 容易得到驻点有解为逨x, y, z, λ逩 逽

逨±週, 逰, 逰,−週逩, 逨逰,±週/進, 逰,−週/逴逩逮 分别代入遈遥遳遳遥阵后发现逬 在约束在切空间

内取值时逬 前者的二次型不定逬 后者的二次型正定逮 故前者不是极值点而后者

是极小值点逬 f有极小值为週/逴逮 �

17.5.16 证明逺 定义熵逨遥遮遴遲遯遰遹逩E 逺逽
nP
j=1

xj 遬遮xj 逬 则在约束条件
nP
j=1

xj 逽 週下逬

熵在点
�
週

n
, · · · , 週

n

�
取最小值逮

证明: 作遌遡遧遲遡遮遧遥辅助函数

H逨x, λ逩 逽
nX
j=1

xj 遬遮xj 逫 λ

�
nX
j=1

xj − 週

�
.



逶逴 遃遈遁遐達遅遒 週逷逮 映射的微分

有驻点方程组 8>><>>:
週 逫 遬遮xj 逫 λ 逽 逰 ∀j
nX
j=1

xj 逽 週

与遈遥遳遳遥阵 遤適遡遧
�
週

x1
, · · · , 週

xn

�
逮 故唯一驻点对应二次型正定逬 该点处为极

小值− 遬遮n ≤ 逰逮 下面我们归纳地证明这是最小值逮 在n 逽 進时逬 在有定义

的集合{逨x1, x2逩 逺 x1 逫 x2 逽 週, xj > 逰 ∀j}的边界处逬 E → 逰逬 故这是最小值逮

以下假定对n − 週已经成立逬 则考虑上面相应集合的边界处逬 E的最小值就

是− 遬遮逨n− 週逩逬 这说明n时也成立逮 �

17.5.17 设x 逽 逨xij逩 ∈ M逨n逩是n阶实方阵逬 v1, · · · , vn是它的n个行向量逬 证

明逺

|遤遥遴x| ≤
nY
i=1

|vi|.

证明: 通过伸缩变换可以不妨设|xj | 逽 週对所有j成立逬 那么我们只要证

明有|遤遥遴x| ≤ 週逮 作遌遡遧遲遡遮遧遥辅助函数

F 逨x逩 逽 遤遥遴x逫
nX
i=1

λi

nX
j=1

逨x2
ij − 週逩.

则有驻点方程组 8>><>>:
Xij 逫 進λjxij 逽 逰 ∀i, j
nX
j=1

x2
ij 逽 週 ∀i

,

其中Xij表示x的代数余子式逮 则在驻点处遤遥遴x 逽 −進λj 逺逽 −進λ对所有j成立逮

注意到x∗ 逽 逨Xij逩 逽 逨−進λxij逩逬 从而由

x∗x 逽 遤適遡遧逨遤遥遴x, · · · , 遤遥遴x逩,

可见逨遤遥遴x逩n 逽 逨−進λ逩n逨遤遥遴x逩2逮 这说明了在驻点处有遤遥遴x 逽 −進λ 逽 ±週逮 注
意到我们所定义的曲面是紧致的逬 故遤遥遴作为连续函数可以取到最值逮 因此这

极大值和极小值就分别为最值逬 | 遤遥遴x| ≤ 週逮 �



Chapter 18

Riemann积分

18.1 R進的有面积集合

18.1.2 证明逺 逨逰, 週遝上函数f逨x逩 逽 遳適遮
週

x
的图像在R2中的遊遯遲遤遡遮测度为逰逮

证明: ∀ε > 逰逬 由例18.1.1逬 存在有限个矩形Q1, · · · , QN 逬 使得

{逨x, f逨x逩 | ε
逴
≤ x ≤ 週} ⊂

n[
i=1

Qi, 且
nX
i=1

|Qi| <
ε

進
.

再添加上矩形Q0 逺逽 遛逰,
ε

逴
遝× 遛−週, 週遝逬则Q0, · · · , QN构成函数图像的一个覆盖逬

且
NX
i=0

|Qi| < ε,

这就说明了f逨x逩图像遊遯遲遤遡遮零测逮 �

18.1.3 设D为R2的有界子集逬 证明下述三个结论等价逺

逨週逩 D是零测集逻

逨進逩 对任意ε > 逰逬 存在有限个区间I1, · · · , In逨n 逽 n逨ε逩逩使得

D ⊂
n[
k=1

Ik 且
nX
k=1

σ逨Ik逩 < ε逻

逨逳逩 对任意ε > 逰逬 存在有限个开区间I1, · · · , In逨n 逽 n逨ε逩逩使得上式成立逮

证明: 逨週逩 逽⇒ 逨進逩逮 显然逮

逨進逩 逽⇒ 逨逳逩逮 由逨進逩逬 ∀ε > 逰逬 存在有限个闭区间I1, · · · , In使得

D ⊂
n[
k=1

Ik 且
nX
k=1

σ逨Ik逩 <
ε

進
.

逶逵
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将这其中的每个矩形向外扩张为一个开矩形逬 且面积之差小于
ε

進n
即可逮

逨逳逩 逽⇒ 逨週逩逮 因为σ逨Ik逩 逽 σ逨Ik逩逬 故这显然逮 �

18.1.4 设D可测逬 且D◦ 逽 ∅逬 证明逺 σ逨D逩 逽 逰逮

证明: 显然对任何固定分割π逬 σ−π 逨D逩 逽 逰逬 故σ−逨D逩 逽 逰逮 因为D可测逬

故σ逨D逩 逽 σ−逨D逩 逽 逰逮 �

18.1.5设D可测逬证明逺 对任意ε > 逰逬存在紧致集合E ⊂ D逬且σ+逨D\E逩 < ε逮

证明: 不妨设D有界逮 因为σ逨∂D逩 逽 逰逬 由遅選 週逸逮週逮逳知逬 ∀ε > 逰逬 存在有限

个能够覆盖∂D的开区间I1, · · · , In逬 使得

σ+逨U逩 ≤
nX
k=1

|Ik| < ε,

其中U 逺逽
nS
k=1

Ik是开集逮 令E 逽 D\U ⊂ D逬 则E 逽 D ∩ U c 逽 D ∩ U c是紧集逬

且σ+逨D\E逩 ≤ σ+逨U逩 < ε逮 �

18.1.6 设D是R2的一个开集逮 一个开子集列{Dn, n 逽 週, 進, · · · }称为D的竭尽
递增列逬 如果满足

週◦ 每个Dn是有界开集逬 且遊遯遲遤遡遮可测逻

進◦ D1 ⊂ D2 ⊂ · · · ⊂ Dn ⊂ · · · 逬 且
∞S
n=1

Dn 逽 D逮

证明逺 如果D是有界可测集逬 则

遬適遭
n→∞

σ逨Dn逩 逽 σ逨D逩.

证明: 对可测集合D逬 由遅選 週逸逮週逮逵知逬 ∀ε > 逰逬 存在紧致子集E ⊂ D逬

使得σ逨D逩 逽 σ+逨D逩 ≤ σ+逨E逩 逫 σ+逨D\E逩逬 σ+逨E逩 ≥ σ逨D逩 − σ+逨D\E逩 >

σ逨D逩 − ε逮 因为{Dn}构成了紧集E的一个开覆盖逬 故存在N 逬 使得E ⊂ DN 逬

从而∀n > N 逬 σ逨Dn逩 逽 σ+逨Dn逩 ≥ σ逨DN 逩 ≥ σ+逨E逩 > σ逨D逩− ε逮 又σ逨Dn逩 ≤
σ逨D逩逬 故 遬適遭

n→∞
σ逨Dn逩 逽 σ逨D逩逮 �

18.1.10 设E是R2的紧致子集逬 E ⊂
∞S
n=1

En逬 并且每个En是零测集逮 证明逺

E也是零测集逮

证明: ∀ε > 逰逬 ∀n逬 存在有限个能够覆盖En的开区间In1, · · · , Inkn 逬 且满
足

knX
i=1

|Ini| <
ε

進n+1
.
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记Un 逽
knP
i=1

Ii是开集逬 则U1, · · · , Un, · · ·构成E的一个开覆盖逬 它有有限子覆

盖逬 即有有限个开矩形J1, · · · , Jm可以覆盖E逬 且满足

mX
i=1

|Ji| ≤
∞X
n=1

knX
i=1

|Ii| < ε.

由遅選 週逸逮週逮逳逬 σ逨E逩 逽 逰逮 �

18.2 Riemann积分

18.2.1 设A,B是平面的子集逬 证明逺

逨週逩 χA∪B 逽 χA 逫 χB − χA∩B逻
逨進逩 χA∩B 逽 χA · χB逮

证明: 显然逬 在此不赘逮 �

18.2.2 设A,B是平面的可测子集逬 证明逺 A ∪B,A ∩B,A\B都是可测集逬 且

σ逨A ∪B逩 逫 σ逨A ∩B逩 逽 σ逨A逩 逫 σ逨B逩,

σ逨A\B逩 逽 σ逨A逩− σ逨A ∩B逩.

证明: 注意到对任意可测子集D逬 χD可积逬 且ZZ
χD遤x遤y 逽 σ逨D逩.

故由遅選 週逸逮進逮週立得逮 �

注记: 以上两题的结论在概率论中比较十分常见逮 其中遅選 週逸逮進逮週在

取n个集合时可以用来证明容斥原理和它的一些相关不等式逮

18.2.3 设D1, D2是平面的可测集逬 且D1 ∩ D2零测逮 函数f在D1和D2上分别

可积逬 证明逺 f在D1 ∪D2上可积逬 且Z
D1∪D2

f遤σ 逽
Z
D1

f遤σ 逫
Z
D2

f遤σ.

证明: 由性质18.18及遅選 週逸逮進逮週逬 有f的可积性以及Z
D1∪D2

f遤σ 逽
Z
D1

f遤σ 逫
Z
D2

f遤σ −
Z
D1∩D2

f遤σ 逽
Z
D1

f遤σ 逫
Z
D2

f遤σ.
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�

18.2.4 设D可测逬 D1是D的可测子集逬 f是定义在D上的可积函数逮 证明逺

f在D1上可积逮

证明: 因D1可测逬 χD1可积逮 由于f · χD可积逬 故f · χD1 逽 f · χD · χD1作

为可积函数的积逬 仍然可积逮 �

18.2.5 设开集D可测逬 f是定义在D上的连续非负可积函数逬 证明逺

遬適遭
n→∞

�Z
D
fn遤σ

� 1
n
逽 遳遵遰

P∈D
f逨P 逩.

证明: 因为f可积逬 故fn可积逮 令M 逺逽 遳遵遰 f逨P 逩 <∞逮 ∀ε > 逰充分小逬 存

在P ∈ D使得f逨P 逩 > M − ε逮 由f连续性逬 存在r > 逰使得∀Q ∈ Br逨P 逩 ⊂ D逬

f逨Q逩 > M − 進ε逮 注意到Br逨P 逩可测逬 由遅選 週逸逮進逮逴逬 fn在其上可积逬 故�Z
D
fn遤σ

� 1
n ≥

�Z
Br(P )

fn遤σ

� 1
n

≥
�Z

Br(P )
逨M − 進ε逩n遤σ

� 1
n

逽 σ逨Br逨P 逩逩
1
n · 逨M − 進ε逩逻�Z

D
fn遤σ

� 1
n ≤

�Z
D
Mn遤σ

� 1
n
逽 σ逨D逩

1
n ·M.

两式结合逬 令n→∞并注意到ε的任意性逬 即得欲证之式逮 �

18.2.6 设f是可测集D上的可积函数逬 P ∈ D是一个内点且f在点P处连续逬

证明逺

遬適遭
r→0

週

σ逨Br逨P 逩逩

Z
Br(P )

f遤σ 逽 f逨P 逩.

证明: ∀ε > 逰逬 ∃δ > 逰逬 使得∀Q ∈ Bδ逨P 逩逬 |f逨P 逩− f逨Q逩| < ε逮 则∀r < δ逬���� 週

σ逨Br逨P 逩逩

Z
Br(P )

f遤σ − f逨P 逩
���� ≤ 週

σ逨Br逨P 逩逩

Z
Br(P )

|f逨Q逩− f逨P 逩|遤σ < ε.

�

18.2.7 设f是定义在一个可测集D上的函数逬 设f+逨P 逩 逽 遭遡選{f逨P 逩, 逰}逬
∀P ∈ D逬 f−逨P 逩 逽 −遭適遮{f逨P 逩, 逰}逮 证明逺 f可积当且仅当f+与f−可积逬 且Z

D
f遤σ 逽

Z
D
f+遤σ −

Z
D
f−遤σ.
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证明: 充分性显然逮

为证明必要性逬 我们首先证明逺 若f可积逬 则|f |可积逮 事实上逬 对任何矩

形Ikl逬 记f, |f |在其上的最值分别为Mkl,mkl,M
′
kl,m

′
kl逬 则

M ′kl −m′kl ≤Mkl −mkl.

因此由定义就得到了|f |的可积性逮 注意到

f+ 逽
f 逫 |f |

進
以及 f− 逽

|f | − f
進

,

故这两者均可积逮 由f+ − f− 逽 f 逬 也有Z
D
f遤σ 逽

Z
D
f+遤σ −

Z
D
f−遤σ.

�

18.2.11 将遅選 週逸逮週逮逶中的开集条件去掉逬 证明相同的结论逮

证明: 据遅選 週逸逮週逮逶及遅選 週逸逮進逮進逬 我们要证明E 逺逽 D\
� ∞S
n=1

D◦n

�
是一个零

测集逬 那么就有σ逨D逩 逽 σ逨D逩 逽 σ逨D\E逩 逽 遬適遭
n→∞

σ逨D◦n逩 逽 遬適遭
n→∞

σ逨Dn逩逮

注意到

E 逽

"
∂D

\ ∞[
n=1

D◦n

!c#[" ∞[
n=1

Dn

!\ ∞[
n=1

D◦n

!c#
逽 ∂D

[( ∞[
n=1

"
Dn

\ ∞[
n=1

D◦n

!c#)
⊂ ∂D

[ ∞[
n=1

∂Dn

!
,

因此E也有界逮由E的定义知它还是闭集逬故E是紧集逮由于D,D1, · · · , Dn, · · ·均
可测逬 故它们的边界测度均为零逮 而E能够被它们完全包含逬 根据遅選 週逸逮週逮週逰逬

立即有σ逨E逩 逽 逰逮 �

注记: 以上证明的所有的结论逬 将成为以后遌遥遢遥遳遧遵遥积分时十分自然的

结果逬 其中週逸逮進逮逷结论将用来定义逨如在遌遥遢遥遳遧遵遥测度上逩任意函数的积分逮



逷逰 遃遈遁遐達遅遒 週逸逮 遒遉遅遍遁過過积分

18.3 可积函数类

18.3.2 设f逨x, y逩是区间I 逽 遛a, b遝× 遛c, d遝上的可积函数逬 设

ϕ逨x逩 逽
Z d

c
f逨x, y逩遤y 以及 ψ逨x逩 逽

Z d

c
f逨x, y逩遤y

分别是f关于变量y的下积分和上积分逬 证明逺 ϕ逨x逩和ψ逨x逩可积逬 且Z
I
f遤σ 逽

Z b

a
ϕ逨x逩遤x 逽

Z b

a
ψ逨x逩遤x.

证明: 容易发现

S逨ϕ逩 逽 遳遵遰
πx

X
πx

適遮遦
xk−1≤x≤xk

逨ϕ逩逨xk − xk−1逩

逽 遳遵遰
πx

X
πx

適遮遦
xk−1≤x≤xk

8<:遳遵遰
πy

X
πy

適遮遦
yl−1≤y≤yl

逨f逩逨yl − yl−1逩

9=; 逨xk − xk−1逩

≥ 遳遵遰
πx

X
πx

適遮遦
xk−1≤x≤xk

8<:遳遵遰
πy

X
πy

mkl逨f逩逨yl − yl−1逩

9=; 逨xk − xk−1逩

≥ 遳遵遰
πx

X
πx

遳遵遰
πy

X
πy

mkl逨f逩逨yl − yl−1逩逨xk − xk−1逩

≥ 遳遵遰
Ikl

X
Ikl

mkl逨f逩逨xk − xk−1逩逨yl − yl−1逩

逽 S逨f逩.

同理也有S逨ϕ逩 ≤ S逨f逩逮 由f的可积性即得ϕ的可积性逬 且两者积分值相等逻 同

理也有ψ可积且与f的积分值相等逮 �

注记: 本题说明了累次积分与多重积分的关系逮

18.3.5 设D是一个平面可测集逬 σ逨D逩 > 逰逬 f是D上一个可积函数且f > 逰逮

证明逺 Z
D
f遤σ > 逰.

证明: 不妨设D是一个紧集逬 否则依据遅選 週逸逮週逮逵的证明过程逬 我们可以

选取一个可测紧集D′ ⊂ D逬 且σ逨D′逩 > 逰逮 若
R
D f遤σ 逽 逰逬 由遅選 週逸逮進逮逸逬 Dn均

为遊遯遲遤遡遮零测逮 由遅選 週逸逮週逮週逰逬 紧集D作为可数个遊遯遲遤遡遮零测集的并逬 它也是

零测集逮 矛盾逮 �
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18.3.6 设D是平面遊遯遲遤遡遮可测集逬 {fn}是定义在D上的可积函数列逬 一致收

敛到函数f 逮 证明逺 f在D上可积且Z
D
f遤σ 逽 遬適遭

n→∞

Z
D
fn遤σ.

证明: 将達遨遭 週逵逮逳週中各个一维区间换为二维区间即可逮 �

18.3.7 设Dn是一列非空遊遯遲遤遡遮可测开集逬 满足Dn ⊂ Dn+1逨n 逽 週, 進, · · · 逩逬 并
且D 逽

∞S
n=1

Dn也是遊遯遲遤遡遮可测集逮 设f在D上可积逬 证明逺Z
D
f遤σ 逽 遬適遭

n→∞

Z
Dn

f遤σ.

证明: 由遅選 週逸逮進逮逴逬 右侧各个积分均有意义逮 设f有界M 逬 则由遅選 週逸逮週逮逶逬

有

遬適遭
n→∞

����Z f逨χD − χDn逩遤σ

���� ≤M 遬適遭
n→∞

σ逨D逩− σ逨Dn逩 逽 逰.

�

18.3.8设E是一个紧致集合逬证明逺 E是遊遯遲遤遡遮零测集当且仅当它是遌遥遢遥遳遧遵遥零

测集逮

证明: 必要性是显然的逬 下面只证明充分性逮 由于E为遌遥遢遥遳遧遵遥零测集逬

故可以取到一列区间{In}覆盖E逬 且
P
σ逨In逩 < ε/進逬 ∀ε > 逰逮 我们可以不妨

将每个区间适当扩大为开区间遾In逬 使得
P
σ逨遾In逩 < ε逬 且{遾In}仍然覆盖E逮 因

为E为紧集逬 故存在有限子覆盖逬 这就说明σ+逨E逩 <
PN
i=1 σ

+逨遾In逩 < ε逮 �

18.3.9 设f是可测集D上的非负可积函数逬 且
R
D f遤σ 逽 逰逬 证明逺 集合D0 逺逽

{P ∈ D | f逨P 逩 > 逰}是遌遥遢遥遳遧遵遥零测集逮

证明: 由遅選 週逸逮進逮逸逬 D0 逽
∞S
n=1

Dn是可数个遊遯遲遤遡遮零测集之并逮 由遃遯遲

週逸逮進逴的证明过程可见它就是遌遥遢遥遳遧遵遥零测的逮 �

18.4 重积分换元公式*

18.4.1 设GL逨n,R逩是n × n可逆矩阵全体逬 可以将它看作Rn2
的开集逮 设f 逺

Rn2 → R是连续非负具有紧致支集的函数逮 证明逺 对于任意y ∈ GL逨n,R逩逬Z
GL(n,R)

f逨xy逩|遤遥遴x|−n遤x 逽
Z
GL(n,R)

f逨x逩|遤遥遴x|−n遤x
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成立逮 又问如果把xy换成yx逬 结论是否成立逿

证明: 考虑线性映射x 逽 ϕ逨u逩 逽 uy−1逬 则它连续且C1逮 可以计算J逨u逩 逽

| 遤遥遴逨遤ϕ逨u逩逩| 逽 |遤遥遴 y|−n逮 则Z
GL(n,R)

f逨xy逩| 遤遥遴x|−n遤x 逽
Z
GL(n,R)

f逨u逩| 遤遥遴xy−1|−nJ逨u逩遤u 逽
Z
GL(n,R)

f逨x逩| 遤遥遴x|−n遤x.

若把xy换成yx逬 结论仍然成立逬 只要采用x 逽 ψ逨v逩 逽 y−1v逬 或将yx取转

置即可逮 �

18.4.3 设f为Rn上具有紧致支集的连续函数逮

逨週逩 对任意t > 逰逬 tx 逽 逨tx1, · · · , txn逩逬 证明逺Z
Rn
f逨tx逩遤x 逽 t−n

Z
Rn
f逨x逩遤x逻

逨進逩 再设f在原点的一个邻域内恒为逰逬 证明逺Z
Rn

f逨tx逩

|x|n
遤x 逽

Z
Rn

f逨x逩

|x|n
遤x,Z

Rn

f逨x/|x|2逩
|x|n

遤x 逽
Z
Rn

f逨x逩

|x|n
遤x.

证明: 逨週逩 令x 逽 ϕ逨u逩 逽
u

t
逬 则ϕ是连续C1映射逨因t > 逰逩逮 可以计算逬

J逨u逩 逽 | 遤遥遴逨遤ϕ逨u逩逩| 逽 週

un
逮 则由换元公式逬Z

Rn
f逨tx逩遤x 逽

Z
Rn
f逨u逩J逨u逩遤u 逽 t−n

Z
Rn
f逨x逩遤x.

逨進逩 第一式采用逨週逩相同的换元逬 有Z
Rn

f逨tx逩

|x|n
遤x 逽

Z
Rn
tn
f逨u逩

|u|n
J逨u逩遤u 逽

Z
Rn

f逨x逩

|x|n
遤x,

其中t > 逰逮

由于f在原点的一个邻域内恒为逰逬 故d逨逰, 遳遵遰遰f逩 > 逰逮 令u 逽 ϕ逨x逩 逽
x

|x|2
逬 则它在遳遵遰遰f上是C1函数逮 再利用换元公式就有Z

Rn

f逨x/|x|2逩
|x|n

遤x 逽
Z
Rn
|u|nf逨u逩J逨u逩遤u 逽

Z
Rn

f逨x逩

|x|n
遤x,

其中已应用J逨u逩 逽 |u|−2n逮 �


