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第四版前言

首先非常感谢所有使用本教材的高校教师、学生和对本教材感兴趣的读者!

本教材第四版修订的重点放在习题与配套的数字资源上.

习题的修订如下.每章习题都是配合课程相关内容而设置，做习题是为了进

一步巩固所学的课程内容，第四版教材增加了各章习题的参考答案.本版教材在

部分章补充了少量习题，增补习题是为了更全面地覆盖课程内容，或是为了拓展

课程内容，加星号的题目作为选做题.计算方法习题与微积分和线性代数的习题

的形式并不完全相同，计算方法做题的重点是在计算机上编程完成.本教材一直

包含编程习题作业，我们更鼓励学生结合专业课程自己选择编程题.教材上的习

题主要是用二维三维简单的数据来模仿计算机上的计算过程，这也是检查学生是

否掌握课程内容简单而直接的方法.例如，选代法求解方程组，罪法求矩阵按模最

大的特征值.

关于参考答案，对于计算题我们给出简明计算步骤和计算结果，或只给计算

结果.对证明题有的给出解题提示，有的给出解题思路.面对近百道习题，参考答

案的编写力求解题思路清晰，解题步骤简明.

教材的数字资源的增加内容包括 Matlab 编程实例、应用案例和各章的课堂

教学 PPT 文档，这部分内容读者通过扫描书中二维码即可学习.

希望本版教材的修订对提高学生掌握课程内容有所帮助，有益于读者开拓数

值计算的思路，提高计算的准确度，真正掌握计算方法核心思想，提开在计算机上

的实践能力.

感谢徐宽教授、傅孝明副教授和张瑞博士!他们提供了 Matlab 编程实例、应

用案例和 PPT 文档.

感谢中国科学技术大学数学科学学院研究生许曾豪、李诛对习题参考答案内

容所做的工作 l

感谢数学科学学院研究生秦欧源和化学与材料科学学院本科生刘兮扬对Mat­

lab 编程所做的工作!

感谢中国科学技术太学数学科学学院和科学出版社对本版教材出版的支持!

编者

2022 年 2 月



第三版前言

本教材从 2000 年 1 月第一版第一次印刷至今己历经 16 年， 2006 年 9 月修

订为第二版，并入选普通高等教育"十一五"国家级规划教材

本次修订前，编者征求我校信息与计算科学专业的相关教师和主讲教师的意

见，张梦萍教授、徐岩教授、童伟华副教授、段雅丽副教授、夏银华副教授、张明

波搏士和陈先进博士都提出了建设性的修改建议和意见，在此深表感谢.

下列是本版教材的修订内容.

对章节目录做了适合教学结构的部分调整，对有些章节的顺序做了变动.将

原版各章 C 语言例题统一放在附录 2 中，将用数学软件 Mathematica 做题的例

题放在附录 3 中.

增加了部分内容的定理证明例如: (第 4 章附录中)直接法误差分析; (第 5

章中) Gauss-Seidel 迭代的收敛性证明等.

在部分章节增加了图示，用图示表明几何意义.例如:图示向量范数、图示复

化 Simpson 积分公式积分系数.

在部分章节增加了例题，将拓宽的内容融合在例题中.例如:构造中心差商的

外推公式，用 Householder 变换作出矩阵 A 的 QR 分解.

本教材仅提供了数值计算方法课程的基本内容，主讲教师在教学中常会针对

所在院系的部分章节内容做更深入的展开，也会根据学时的要求做相应的内容删

减.为适应不同学时的课程要求将教材中部分内容表以星号供选择.

本教材的 C 语言程序和大部分插图由中国科学技术大学陈长松博士(现公安

部第二研究所的研究员)和窦斗博士(现南京大学数学学院副教授)完成，在此向

他们表示感谢!

感谢校内外使用本教材的教师和学生!

感谢科学出版社和中国科学技术大学教务处对第三版教材的出版支持!

编者

2016 年 7 月



第二版前言

数值计算方法，是一种研究井解决数学问题的数值近似解方法，简称计算方

法.计算数学中的数值计算方法是解决‘计算"问题的桥梁和工具计算机是数值

计算方法最常用的计算工具，随着计算机技术的迅速发展和普及，计算方法课程

已成为所有理工科学生的必修课程.我们知道，计算能力是计算工具和计算方法

的效率的乘积，提高计算方法的效率与提高计算机硬件的效率同样重要.科学计

算己用到科学技术和社会生活的各个领域中.目前，理论方法、实验方法和数值计

算方法称为科学研究并列的三种方法.

本书覆盖了计算方法最基本的内容，包括插值、数值微分和数值积分、曲线

拟舍的最小二乘法、非线性方程求解、解线性方程组的直接法、解线性方程组的

法代法、计算矩阵的特征值和特征向量、常微分方程数值解.最后一章给出用符

号计算语言 Mathematica 做各章计算方法的例题.

本书参考了国内外多本计算方法教材.例如，由教育部高等教育司推荐的国

外优秀信息科学与技术系列教学用书; Richard L. Burden 的《数值分析)) (Nu­

merical Analysis) ，并吸取了这些书的优点，例如，给出大部分方法对应的算法，

通过算法缩短数学方法和计算机实现的距离.

本书例题丰富，通过典型例题帮助学生进一步理解计算对象、计算公式、限定

条件和计算步骤.学习计算方法中的逼近和法代等数学思想，掌握常用的数值方

法，获取近似计算的能力，激发学生的学习兴趣，扩大学生数值计算的知识面，并

能触类旁通地应用到各自的科研和技术领域中，培养学生的数学综合分析能力和

计算能力.

本书在每章的"程序示例"中，给出用 C 语言编写的方法的程序和计算实例，

这些程序基于数值计算公式，没有进行优化处理，其目的是通过编程上机，观察方

法动态运行过程，训练和提高计算机应用技术能力和水平.在编程中领会和理解

方法的计算要领和步骤，在编程中思考问题的条件和限制范围，在编程中理解一

般问题和特殊问题的区别，在编程中体验数值实验方法.

本书从 2000 年出版后已被多所学校选用作为教材，在此深表感谢.为了给要

深入学习计算方法的学生做铺垫，第二版增加了高斯积分简介和 "QR 初步"等标

注星号(*)的内容供选择.

本书适合作为 40 学时的计算方法课程教材，为了适应不同层次的读者，少部



• Vl • 第二版前言

分标注星号(*)的内容可作为选修部分，主讲教师可根据专业需求增加或减少各

章节内容.

本书 E程序示例"部分由中国科学技术太学数学系博士生陈长松和窦斗完成.

在此表示感谢.编者还要向所有使用本教材的教师和学生表示深切的谢意，感谢

他们对本书提出的建议和修订意见，我们要在修订中不断完善本书.最后感谢中

国科学技术大学教务处和科学出版社对本书出版的支持.

编者

2006 年 3 月



第一版前言

随着现代科学技术的发展和计算机的广泛使用，数值计算方法不仅要面对数

学工作者、数值计算专家，还要更多地面对一般的工程技术人员和各行各业的设计

人员.

为了顾及一般读者，本书力求通俗易懂、简洁实用.其内容按插值、数值微分

和积分、曲线拟合、非线性方程求根、解线性方程组、计算特征值和特征向量、常

微分方程数值解的顺序安排.第 9 章给出调用 Mathematica 软件直接做数值题

目的部分样例.全书约需 40 学时.本书介绍的各类问题的计算方法都有相对的独

立性，可以根据不同的教学对象和要求选择其中的某些章、节和知识点，书中以*

标记略有难度的内容以供选用.

本书以能正确选择计算对象的计算方法为前提，领会计算原理和掌握计算步

骤为主干线，淡化数学定理证明中的严谨性部分，强化数值方法与计算机技术的

应用能力训练，为此取书名为

掌握数值计算中的基本凰想和方法，培养自行处理常规数值计算问题的能力，为

深入学习数值方法打好基础，也为部分读者调用各类程序包解决问题创造条件.

此次出版主要做了修订和勘误工作i 在内容上增加了少量的在应用软件中的

实用算法，例如:用牛顿插值构造埃尔米特插值的方法;汇集了部分上机作业题，

供学生上机实习时选用.

本书是作者在中国科学技术大学多年讲授计算方法课程的基础上编写而成

的，可作为一般理工科(非数学系和计算机系)以及工商科专业的计算方法教材，

也可作为工程技术人员的参考用书.

本书的插图和大部分程序由中国科学技术大学数学系陈长松博士完成，部分

程序和例题由窦斗硕士完成.在此表示感谢.

编者还要向使用本教材的教师和学生表示深切的谢意，感谢他们对本书提出

的修订意见.最后，感谢科学出版社和本书责任编辑对出版本书所做的工作.

编者

1999 年 3 月



第四版前言

第三版前言

第二版前言

第-版前言

目录

绪论……~...~..~.~..~.~.~..~.~..~.~.~..~.~.~..~.~..~.~.~..~.~..~...~..…… 1

0.1 数值计算方法与算法………………………………………… 1

0.2 误差与有效数字…………………………………………… .2

0.3 矩阵和向量范数…………………………………………… .4

0.3.1 向量范数……………………………………………… .4

0.3.2 矩阵范数……………………………………………… .7

0.3.3 矩阵的条件数…………………………………………..四

第 1 章插值………………………………………………………四

1.1 Lagrange 插值多项式……………………………………… · 四

1.1.1 线性插值……………………………………………… 16

1.1.2 二次插值……………………………………………… 18

1.1.3 π 次拉格朗日插幢多项式………………………………. .…20 

1.2 Newton 插值多项式…………………………………………25

1.2.1 差商及其计算………………………………………….. 26 

1.2.2 Newton插值……………………………………………28

飞3 Hermite 插值………………………………………………32

1.4 三次样条函数………………………………………………38

1.4.1 分段插值……………………………………………… 38

1.4.2 三次样条插值的 M关系式………………………………… 41

1.4.3 三次样条插值的 m 关系式………………………………… M

习题 1…..…………………………………………………… .45

第 2 章最小二乘拟合…………………………………………….. 48 

2.1 拟合函数………………………………………………….48

2.2 多项式拟合……………………………………………… ..51

2.3 矛盾方程组……………………………………………… ..56



. x. 目录

习题 2 …….................................................. .………四

第 3 章非线性方程求解…………………………………………… 62

3.1 迭代法…………………………………………………… m
3.1.1 实根的对分法………………………………………… ..62

3.1.2 不动点选代…………………………………………… .64

3.2 Newton 迭代法…………………………………………… .67

3.3 弦截法…………………………………………………… 70

3.4求解非线性方程组的 Newton 方法…………………………… 72
习题 3.. ....... ....... ..... ....... ..... ....... ..... ....... ..... .....… .75 

第 4 章求解线性方程组的直接法…………………………………… 77

4.1 Gauss 消元法………………………………………………78

4.1.1 Ga1l8s 顺序消元法……………………………………… .79

4.1.2 Ga1l8s 列主元捐元法…………………………………….. 83 

4.2 直接分解法……………………………………………… ..87

4.2.1 Doolittle 分解………………………………………… ..88

4.2.2 Crout 分解…………………………………………… .91

4.2.3 特殊线性方程组…………………………………. .…… .93 
习题 4.......................................................... . . . … .. 97

附录直接法误差分析………………………………………… ..98

第 5 章求解线性方程组的迭代方法………………………………… 100

5.1 简单 (Jacobi) 迭代……………………………………… ..101

5.1.1 Jacobi 选代计算公式…………………………………… .101

5.1.2 Jacobi 法代收敛条件…………………………………… .103

5.2 Gauss-Seidel 法代…………………………………. .…… .104 

5.2.1 Ga1l8s-Seidel 选代计算…………………………………… 104

5.2.2 Gauss-Seidel 迭代矩阵…………………………………… 105

5.2.3 Ga1l8s-Seidel 选代算法……·……………………………..106

5.3 松弛迭代………………………………………………… 108

5.3.1 松弛迭代计算公式……………………………………… 108

5.3.2 松弛迭代矩阵………………………………………… .108

叮4 经典迭代格式的统一……………………………………… .109

习题 5.......... ...... ........................................... ..... .110 

第 6 章数值积分和数值微分……………………………………… .113

6.1 Newton-Co阳数值积分…………………………………… 113

6.1.1 插值型数值积分………………………………………. .114 



目录 • Xl' 

6.1.2 N回ton-Cotes 积分…………………………………… . . 115 
6.2 复化数值积分…………………………………………… .120

6.2.1 复化梯形积分………………………………………… .121

6.2.2 复化 Simpson 积分………………………………………122

6.2.3 自动控制误差的复化积分………………………………… 124

6.2 .4 Rρmberg积分………………………………………… .127

-6.3 重积分计算……………………………………………… .129

"6.4 Gauss 型积分……………………………………………. . 132 
6.4.1 Legendre 多项式………………………………………. .132 

6.4.2 Gsuss-Legendre 积分…………………………………….133

6.5 数值微分………………………………………·……… ..135

6.5.1 差商与数值微分……………………………………… ..135

6.5.2 插值型数值微分……………………………………… ..139

习题 6.......... ...... ........................................... ..... .140 

第 7 章常微分方程数值解………………………………………… 143

7.1 Euler 公式……………………………………………… .144

7.1.1 基于数值微商的 Eul田公式……………………………….144

事 7. 1.2 Euler 公式的收敛性…………………………………… ..147

7.1.3 基于数值积分的近似公式………………………………… 149

7.2 Runge-Kutta 方法………………………………………… 151

7.2.1 二阶 Runge-Kutta方法…………………………………. .151 

7.2.2 四阶 Runge-Kutta 公式…………………………………. .153 

7.3 线性多步法……………………………………………… .155

7.4 常微分方程组的数值解法………………………………… ..158

7.4.1 一阶常微分方程组的数值解法…………………………… ..158

7.4.2 高阶常微分方程数值方法………………………………… 161

事7.5 绝对稳定性……………………………………………… .162

习题 7........................................................... . . … . 166

第 8 章计算矩阵的特征值和特征向量……………………………… 168

8.1 幕法……………………………………………………. .168 
8.1.1 军法计算…………………………………………… ..168

8.1.2 军法的规范运算………………………………………. .171 

8.1.3 原点位移法…………………………………………… 174

8.2 反罪法………………………………………………… ..175

咆3 实对称矩阵的 Jacobi 方法………………………………… .176



• Xll • 目录

.8.4 QR 方法简介……………………………………………. . 183 

8.4.1 QR方法初步………………………………………… .183

8.4.2 矩阵的 QR分解……………………………………… . .184 
习题 8.......... ...... ........................................... ..... .187 

参考文献............................................................ .…… 189 

附录 1 上机作业题……………………………………………… .190

附录 2 C 语言程序示例………………………………………… ..194

附录 3 在符号语言 Mathematica 中做题…………………………. .203 

附录 4 习题参考答案…………………………………………… . . 215



绪论

0.1 数值计算方法与算法

数值计算方法，是一种研究数学问题的数值近似解方法，是在计算机上使用

的解数学问题的方法，简称计算方法.它的计算对象是那些在理论上有解而又无

法用手工计算的数学问题，以及没有解析解的数学问题.例如，解一个有 300 个未

知量的线性方程组i 计算 6 阶矩阵的全部特征值.

在科学研究和工程技术中都要用到各种计算方法.例如，在航天航墅、地质勘

探、汽车制造、桥梁设计、天气预报和汉字字体设计中都有计算方法的踪影.在

20 世纪 70 年代，大多数学校仅在数学系的计算数学专业和计算机系开设计算方

法这门课程.随着计算机技术的迅速发展和普及，现在计算方法课程几乎己成为

所有理工科学生的必修课程.

计算方法是一门理论性和实践性都很强的学科，计算方法既有数学类课程中

理论上的抽象性和严谨性，又有实用性和实验性的技术特征.计算方法的先修课

程是微积分、线性代数、常微分方程和一门计算机语言.

大多数人学习计算方法的目的是为了使用方法，在学习计算方法中，在套用

计算公式、修改计算公式和创建计算公式中，都需要不同程度的专业知识和数学

基础.要注重学习计算方法中的逼近和迭代等数学思想和常用手法，获取近似计

算的能力，并能触类旁通地应用到各个领域中.一些有创造力的工程师不仅擅长

使用某些计算方法，而且能创建出简便有效的计算方法.例如，样条函数、快速傅

里叶变换和有限元方法都是有创造力的工程师们创建的，再由数学家们完善这些

方法的理论基础，并从理论上进行提高和推广.

从方法的计算公式到在计算机上实际运行，两者之间还有距离，这是数学能力

与计算机应用技术能力之间的距离，还与计算机的运行环境和编程工具有关，为了

缩小两者之间的距离，本教材将给出部分计算公式的算法描述.用算法容易准确

而简便地描述计算公式，在算法中能简洁地表达计算公式中的"循环"和"法代"等

操作.有了方法的算法，将它转化成 C 或 PASCAL 等语言的程序上机运行也就容

易了.

在学习计算方法过程中，如果能用某种语言编制该方法的程序并运行通过，那

么有利于准确而深刻地掌握该方法的计算步骤和过程.
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本教材中提供了部分上机作业题，在平时作业中布置一些上机编程题目，其

目的是通过编程上机，加深对方法实施的理解和体会，训练和提高数学与计算机

应用能力和水平.

0.2 误差与有效数字

1.绝对误差与绝对误差界

近似计算必然产生误差，误差表示精确-m与近似值的距离.

定义。.1 设 f 为精确值(或准确值)， x 是 f 的一个近似值，称 e = x"-x 

为近似值尘的绝对误差或误差.

绝对误差=精确值一近似值

误差 e 的值可正可负，如果得不到精确值 f，也就算不出绝对误差巴的值.

常用限制误差绝对值的范围 ε 描述和控制误差的范围

定义 0.2 如果精确值 f 与近似值 z 的误差的绝对值不超过某正数 ε，即

lel = Ix. - xlζε 

称 ε 为绝对误差限或误差限.

精确值f 也可表示为 x. =x士ε. 通常，在误差允许的范围内的近似值 x， 即

认为是精确值，这也是计算中控制循环中止的常用手段.

例 0.1 若经四舍五入得到 x = 123.456，对于数 123.4559 ， 123.4555, 123.4561 , 

123.4564 的近似值都是 x = 123.456，即第四位小数太于 5 时，必然进位到第三位

小数;第四位小数小于 5 时，必然舍去.它的误差限是

lel = Ix.- 叫运 10-4 × 5=j × 10-3

若 x" = 0.0123456，则它的误差限是

lel = 1扩 -xl 运 10-8 × 5=j × 1俨

2. 相对误差与相对误差限

在很多情况下，绝对误差并不能全面地反映近似程度.例如，某电器公司两次

进货的某型号电风扇分别为 1000 台和 2000 台，其中开箱不合格电风扇分别为 8

和 12(绝对误差的值).不合格率分别为 8/1000二0.8% 和 12/2000=0.6%(相对误
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差的值)，这说明该电风扇的质量有所提高.我们把绝对误差与准确值的比值定义

为相对误差.

定义 0.3 ii x. 为精确值， x 是 t 的一个近似值，称 er 斗=主毛主为
x~ x~ 

近似值 z 的相对误差.

在实际计算中，有时得不到精确值 x*， 当 er 较小时 f 可用近似值 z 代替，
即

川-
z

一
一

e-z 
一
-

T PU 

绝对误差 绝对误差
相对误差=一一一一或相对误差=一一一一

精确值 近似值

相对误差冉的值也可正可负，与绝对误差一样不易计算，常用相对误差限控

制相对误差的范围.

定义 0.4 如果有正数 ι 使得 er = I 三 |ζ 乌，则称乌为 f 的相对误差
IX~I 

限.

产生误差的因素很多，产生误差的原因主要如下.

(1) 原始误差.

由客观存在的模型抽象到物理模型产生的误差.包括模型误差和原始数据误差.

(2) 截断误差.

用有限项近似无限项时，由截取函数的部分项而产生的误差，称为截断误差.
N _ 

ZK T「 Zn T「"
例如， e"'=l+x+ 一+…+一+…=) ~一，在计算中用 ez= 〉 :-m

k! 但η!tin!

25ez 的截断误差 E(x) = 立二
n=N+l 

(3) 舍入误差.

在数值计算中，通常都按有限位进行运算.例如，按照四舍五入的原则， 2/3 = 

0.666667 或 2/3 = 0.667，由舍入产生的误差，称为舍入误差.

在实际计算中的数据通常是近似值，它们由观察、估计或计算而得到，这些数

在计算机表示后也会带来进一步误差，即误差的积累和传播.关于误差的传播似

乎没有多少统一的理论，通常积累误差的界是以通例分析为基础而建立的

3. 有效位数

定义 0.5 当 z 的误差限为某一位的半个单位，则这一位到第一个非零位的

位数称为 z 的有效位数.

例如， x = 12.34, Y = 0.004067 均有 4 位有效数字，而 3.00 与 3.0000 分别有
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3 位和 5 位有效位数.

有效位的多少直接影响到近似值的绝对误差和相对误差，因此，在计算中也

应注意保持一定的有效位数.

4. 约束误差

数值计算的近似计算免不了有误差相随，只能尽量约束和控制误差.

(1) 选择收敛的稳定的方法.

对同一问题选择不同的数值计算方法，可能得到不同的计算结果.在计算方

法中，除了给出方法的数值计算公式，还要讨论计算公式的收敛性、稳定性和截断

误差的特性.选择收敛性要求低、稳定性好的方法是约束误差扩张最重要的措施.

例如，样条插值函数比高次多项式的效果好得多，是构造插值函数的首选方法.

(2) 提高数值计算精度

数值在计算机中存放的位数称为字长.有限位的字长是带来舍入误差和抑制

数值计算精度的根源.对同一种方法，在宇长大的计算机上的计算效果要比在宇

长小的计算机上优越.

同一计算问题，筒化计算步骤、减少运算次数、控制除法中分母的值等措施

都会约束和减少舍入误差.

例如，将多项式表达式 f(x) = αnxn + 向-1俨-1 +… +αlX + α。改写为

f(x)=(...(αnx + αn-l)X+'" + αl)X + α。

在计算机上，用同一种数值计算方法对数据选用不同的数值类型，有时会直接

影响到计算效果.例如，对病态的线性方程组，采用单精度数据的 Gauss 消元方法，

其数据解大大失真，而用双精度数据 Gauss 列主元消元方法却可得到满意的数

值解.

0.3 矩阵和向量范数

0.3.1 向量范数

1.向量范数的定义

在一维空间中，实轴上任意两点 α， b 的距离用两点坐标差的绝对值 |α- bl 表

示.绝对值是单变量的一种度量距离的定义.

范数是在广义长度意义下，对函数、向量和矩阵的一种度量定义.任何对象

的范数值都是一个非负实数.使用范数可以测量两个函数、向量或矩阵之间的距

离.向量范数是度量向量长度的一种定义形式.范数有多种定义形式，只要满足向
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量范数定义的三个条件即可定义一个范数.

对任一向量 XεRn，按照一个规则确定一个非负实数与它对应，记该实数为

IIXII，若 IIXII 满足下面三个性质:

(1) 任取 XεRn，有 IIXII 注 0，当且仅当 X=O 时， IIXII=Oj

(2) 任取 XεRn，αεR，有 11αXII=IαIllXllj

(3) 任取 X， Y εR'\ 有 IIX+YIIζIIXII+IIYII ，
那么称实数 IIXII 为向量 X 的范数.

(非负性)

(齐次性)
(三角不等式)

定义 0.6 向量 X= (町，句，… ， Xn)T 的 Lp 范数 (Hölder 范数)定义为

I n \ l/p 

IIX IIp = ( L IXi IP 
) , 1 ~ p ~ +∞ 

其中，经常使用的三种 Lp 向量范数是 p= 1 ， 2 ， ∞，即

1 m:数(曼哈顿范数)

IIXlll= 汇|的1 = Ixd+1句 1 +... + IXnl 
i=1 

2 酒数(欧几里得酒数)

∞范数

IIXII2=岳=川+叫

IIXII"" = }I)碎 {I同 I} = max{lxll, IX21,…, IX..I} 
~~'I~n 

注 IIXII"" = lim (IXIIP + IX21P +… + IX nIP
)I/p = 用再 {I町I}.

p→∞ i町、n

例。.2 计算向量 X = (1 ， 3， α)T 的向量范数.

IIXII1=1+3+1α1=4+1α| 

IIXI12 = (12 + 32 + a2
)1/2 = ViO丰a2

IIXII∞= max{1,3, 1αI} = max{3, 1α1} 

(0.1) 

例 0.3 设 A 是一个正定矩阵，对任何向量 XεRn，定义函数 IIXIIA = 
v'XTAX , IIXIIA 是一种向量范数.
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/ n \ l/p 

例 0.4 当 0< p < 1, IIXllp = I L IXil P I 不是向量范数

证明取 α= (1 ， 0γ.. ,O)T ,ß = (0，…， 0 ， 1)T，则

11αIIp 二 1 ， IIßllp 二 1 ， 11αIIp + IIßllp = 2, 11α + ßllp = 2协 >2

11α+ 叫 Ip> 11αIIp+ IIßllp 
所以 O<p<l 不是向量范数.

2. 不同向量范数的关系

同一向量，在不同的范数定义下?得到不同的范数值.定理 0.1 给出有限维线

性空间 Rn 中任意向量范数都是等价的.

定理 0.1 若 R1 (X) ， R2 (X) 是 Rn 上两种不同的范数定义，则必存在 0<

m<M< ∞，使 VXεRn，均有

或

(证明略)

mR2 (X) ~ R1 (X) ~ MR2 (X) 

R1(X) 
J 一一一运 M (X 并 0)
、 R2 (X)

可以验证，对于向量的 1 ， 2 和∞范数有下列等价关系:

IIXII∞~ IIXlll ~叫 IXII∞

去IIXlll ~ IIXI12 ~ IIXlll 

去IIXI12~ IIXII∞副 IXI12

(0.2) 

例 0.5 R2 中向量 1 范数、 2 范数、 4 范数和∞范数的单位"圆"，如图 0.1

所示.

图 0.1 范数的单位"圆"
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3. 向量的极fll

向量范数的定义提供了度量两个向量的距离标准，即可定义向量的极限和收

敛概念了.

定义 0.7 设 {X(灼 ， k = 1 ， 2，… ， n} 为 R" 上向量序列，若存在向量αεR"

有 tEL||X(k) 一 α11 =0，则称向量列 X(则是收敛的， α 称为该向量序列的极限.

由向量范数的等价性，向量序列是否收敛与选取哪种范数无关.向量的极限

是通过它的所有分量的极限定义的.不论选取哪种范数，向量序列 X(m) = (x俨)，
中)，，，. ， X~m))T 收敛的充分必要条件为其序列的每个分量收敛，即JEzzjk)存在

若占江zjk)=zh 则 X = (xt， xγ . ， X"? 就是向量序列 {X(时 ， k = 1 ， 2，…功
的极限在数倍计算中，当选代的向量序列中相邻两个向量的误差 IIX{k+1 ) -

X(的 11 小于给定精度时，视 X(k+l) 为极限向量 X*.

0.3.2 矩阵范数
1.矩阵范数定义

设 AεRnxn，记方阵 A 的范数为 IIAII ，矩阵范数满足下列性质:

(1) IIAII 注 0，当且仅当 A=O 时， IIAII =0; (非负性)

(2) VλεR， 11λAII=IλIIIAII; (齐次性)
(3) 对于任意两个同阶矩阵 A， B 有

IIA+BIIζIIAII+IIBII 

(4) 设 A， B 为同阶矩阵，则 IIABIIζIIAIIIIBII;
(5) 对 VXεR"，恒有

IIAXIIζIIAII.IIXII 

(三角不等式)

(相容性)

只要满足 (1) ， (2) , (3) 就可以定义一个矩阵范数.矩阵范数可用向量范数

定义.
定义 0.8 设 AεRn×n，定义矩阵范数

IIAXII IIAII = sup 一一一 (0.3) 
妇;. IIXII 

下面简化矩阵范数 (0.3) 的定义.

VXεR"，设 11主11 =1 且 X=tX， 则

IIAXII ____ IIAtXl1 ____ IIAXII ____ 11 叫|IIAII= sup 一一一= sup 斗丁IIll=sup 乌τ产= sup IIAXII = sup IIAXII 
结 ||X|||凯 Iltxll 配 IIXII 配 ||||ml
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即

IIAII = sup IIAXII 

这样， IIAI12 在 R2 上 X 的选取范围由一张平面压缩到单位圆周上;在 R3 上
选取范围由三维空间压缩到单位球面上.

定义 0.9 设 11. 川是 Rn 上的一个向量范数，则由

(0.4) 

定义的实值函数 IIAII 是一个矩阵范数.

这类范数称为算子范数、诱导范数或从属范数.几何直观上，矩阵范数是矩阵

对向量的最大拉伸.

AεRnxn IIAII=.~皿 IIAXII ，
IIXII=l 

2. 常用矩阵范数

(列和植数)

对应于向量的三种范数，相应的三种矩阵范数形式为

IIAlh= 是忠信|句I}

(行和范数)IIAII∞=成(主|句I}
IIAI12=A 

其中 λ1= m皿 |λ斗， λ 是 ATA 的特征值.
J.~l::去n

*证明 矩阵的范数是 Rn 上满足 IIXII = 1 向量范数 IIAXII 的上确界，那
么，找到这个上确界也就找到了矩阵的范数.

(1) 任取 XERn，设 IIXl11 =1，则

α
 

n

艺
H

MW 

J
M
U

叫
"

州

n
Z
H

」
阳
、

I
I
I
/

n
Z
H
问

n
Z
?
艺
创

ζ

邸
,,,, 
.. 
，
‘
飞
、

/
、

2 

AX111= 主 I(叫1=主|主叭

=主(主 |αijl

IIAl11 ~ .粤~ >Jαijl 
民3、nz:

即
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设极大值在 k叫有更刮去|斗争叫，取X=e=(O， O， ' " ，帆
。，… ， 0)\ e 除第 k个分量为 1 外，其余分量均为 0，于是有 IIAel11 = II(α 1k ， α2k ， …， 

灿)T111 = 主|阳1= 战叫(信言乡轩|μ队问α向句4材3
由定义和 |川k嗣川帕忡|忙刷M毗仲e叫叫仙←川|川111=川l俨1 = 1 故配圳叫叫叫|川队川川IA川叫A剧剧巾|川|

|川IA刷111 = 月a愕萎 < ) ~ 1忡α4甘叶.jl>
吨3、nl i:i J 

矩阵和向量范数0.3 

(2) 任取 X， 设 IIXII∞= 1，则

11必11∞=战{I叫}=战{主叫)

运捷总(主 |α叫

IIAII∞节忠信 1a;;I}
即

另一方面，设极大值在 k 行达到，取 X = e = (sgn ak1 , sgn ak2, . .. ， sgnαkn)T， 

这里

α~O 

α<0 
咱
I

1
町
，
-

r
t
』
〈
E
E
K

一
-

a mr gu 

IIAel1∞= L: lakjl 

于是

故

IIAII∞=月悼 <)J句1>
4起s~n l i:i J 

(3) ATA 为半正定对称矩阵，具有非负特征值，并具有 n 个相互正交的单位

特征向量.设 ATA 的特征值为 λ1 ~λ2 ~…注 λn 注 0，相应的特征向量为

吨， U2，'" ， 也n ， 其中盹为相互正交的单位向量.
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设 X = XIUl +X山+… +X巾，并且 IIXI12 = 1, ~:::>~ = 1 则

AT AX = À1XIUl + λ2X2U2 +... +λnXnUn 

IIAXII~ = (AX, AX) = (AT AX, X) = L ÀiX~ 运 λ1~二 z?=λl

即对任意 IIXI12 = 1 均有
IIAXI12ζ v>:;. 

故 IIAI12 ~ .;>:; = (ρ (AT A))!. 取 X= 间，则有

IIAXI12 = sup IIAXI12 = v>:;. 
IIXII=l 

得到

IIAI12=A 
如果 A 是对称矩阵，那么 ATA = AA， 设 A 的特征值是{白， i = 1, 2,… ,n}; 

则有

IIAI12 = m皿{叫=战{I乌I}

按 (0.3) 定义的矩阵范数满足矩阵范数中所需的各种条件，称它为从属于该

向量范数的矩阵范数.由 (0功定义对一切非零向量 X，有

IIAXIIζIIAIIIIXII (0.5) 

使得 (0.5) 成立的矩阵与向量范数称为相容性.根据定义，对任一种从属范数

有 11111 = 1，即单位矩阵的范数是1.
还要介绍一种矩阵范数，称为Frobenius 范数，用 IIAIIF 表示，其定义为

11←(会主10，， 1') (0.6) 

因为Frobeniu日范数易于计算，在实用中是一种十分有用的范数.但它不能从属

于任何一种向量范数，因为 IIIIIF =n!. 
与向量范数的等价性质类似，不同定义的矩阵范数之间也是等价的.

例 0.6 47 :)，分别求 11川
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解 IIAll1 = max{I-11 + 5,3+ 7} = 10 

IIAlloc = max{I- 11 + 3,5 + 7} = 12 

飞
、
B
E
E
t
-
'

qLDO qdtu tuqL 
n
，
"
"
。

/
'
E
E
E
-
、
飞

-
一

飞
飞E
E

』

I
'
'

q
d

町4

咱
i-5 J

'
'
E
E
E
飞
、

、
-
E
E
』

F
/

，
。
町
，

咱
i-3 /

'
'
1
1
1
飞

--A

为

f

恤特的
A T A 

λ1 = 77.7771 ， λ2 = 6.2229 

IIAI12 =..;汗有在= 8.8191 

IIAIIF = (1 + 9 + 25 + 49)1/2 =..;豆豆= 9.1652 

3. 谱半径与收敛矩阵

若 λ 是矩阵 A 的特征值， X 为其特征向量， AX= λX，对任一相容的矩阵

范数

|λ川 IXII=IIλXII=IIAXIIζIIAIIIIXII

|λ| 运 IIAII (0.7) 

即矩阵特征值的模不大于矩阵的任一范数.

定义 0.10 ρ(A) = max{1λil}，这里机， λ2，…， Àn 为 A 的特征值， p(A) 称

为 A 的谱半径.

由矩阵谱半径定义，可得到矩阵范数的另一重要性质， ρ (A) ~ IIAII. 由矩阵

谱半径定义，记 IIAI12 = (ρ(AT A))1/2. 
定义 0.11 设 {A例 ， k = 1 ， 2，…}为 R饵阳上的矩阵序列，若存在 Aε

Rnxn，使得

此 IIA(k) - AII = 0 

则称序列 {A(的 ， k = 1 ， 2，…}是收敛的，并称 A 为该序列的极限

由矩阵范数的等价性，矩阵序列 {A(k) ， k = 1 ， 2，…}的收敛性与矩阵范数的

定义无关.

定义 0.12 当 tzAK=0 时，称 A 为收敛矩阵

定理 OA JEZAK=0 的充分必要条件是 ρ(A) < 1. 

证明 每个复方阵都可以相似到 Jordan 标准形，故只需考虑 A= λι +N

是 Jordan 块的情形. Ak = λk] +C~λk-1N + … +CT1川-n+1Nn-1 ， 其中

ci = k(k - 1) … 1(k-4+1) 
一
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是关于 k 的 4 次多项式当 |λ1<1 时， AAK=0 当 |λ| 注 1 时， HKAK= 。

不成立证毕.

推论 )im Ak =0 的一个充分条件是存在范数 11.11 ，使得 IIAII < 1. 
黯--?O。

证明 IIAkl1ζIIAk-lIIIIAII 运 IIAk-2 111IAWζ … ζIIAW. 则

由范数的性质得

0.3.3 矩阵的条件数

IIAII < 1 斗 IIAllk → 0 斗 IIAkl1 → o

lim Ak = 0 
K→∞ 

在解方程组时，我们总是假定系数矩阵 A 和常数项 b 是准确的，而在实际问

题中，系数矩阵 A 和常数项 b 往往是由前面的近似计算所得，元素的误差是不可

避免的这些误差会对方程组 Ax = b 的解 z 有多大的影响?矩阵的条件数给出

一种粗略的衡量尺度.

定义。.13 若 A 非奇异，称 Condp(A) = IIAIl1' IIA-1 111' 为 A 的条件数.其

中 11'111'表示矩阵的某种范数.
Cond(A) 注 1，当 A 为正交矩阵时 Cond(A) = 1. 

注 Cond(A) = IIA-IIIIIAII 注 IIA-IAII = IIIII = 1. 
用矩阵 A 及其逆矩阵 A-l 的范数的乘积表示矩阵的条件数，由于矩阵范数

的定义不同，因而其条件数也不同，但是由于矩阵范数的等价性，故在不同范数下

的条件数也是等价的.

对于线性方程组 Ax=b， 若常数项 b 有小扰动品，设 A(x+ðx) = b+ 品， ðx 

受到品的影响表示为

所以

lI ðxll .... ri___H .6' lI ðbll 
一一 ζ Cond(A)一一IIxll --- -----,--, IIbll 

分析 A.ðx= 品， ðx = A-1品，lIðxllζ IIA-1 1111品11 ，

IIbll Ax = b, IlbllζIIAllllxll ， 11叫卜一一
r IIAII 

11州1 .... 11 A-lll 11 .6 11 lI ðbll ri___H A' 11品11一一~ IIA-I I1I1 AIII:~一 = Cond(A)一一IIxll --- W- 11 W-II IIbll -----,--, IIbll 

若系数矩阵有小扰动 ðA， 这时方程组的解也有扰动缸，于是

(A+ðA)(x+ðx) = b 

(0.8) 
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ðx 受到 ðA 的影响表示为

IlðA11 
Cond(A)一一

lIðxll./ ~~-~\'~， 1IAII 
Ilxll 吨 11 ðA 11 

1- Cond(A)一一
IIAII 

定理 0.3 设 AεRnxn， b ε Rn， Ax = b, A 非奇异， ðA 和品是 A 和 b 的

扰动，

(0.9) 

IIA-1 11116AII < 1 

则

11 6x 11 .... Cond(A) fllðAII , lIðbll\ 
IIxll 吨 1- Cond(A) 飞 IIAII I IIbll) (0.10) 

矩阵条件数的大小是衡量矩阵

矩阵为

的失真.一般说来，若 A 的按模最大特征值与按模最小特征值之比值较大时，矩

阵就会呈病态.

例 0.7 方程组

(10肌0肌=2
0.9998x1 + 1.0002X2 = 2 

的准确解为

x = (X1 , X2)T = (1, I)T 

对常数项 b 引入小扰动 ðb = (0.001 , -O.OO1)T，则
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A-1 = ( 1250.25 -1249.75 , 
\ -1249.75 1250.25 J 

一 116xll∞ 11ðb 11∞ 故Condoo(A) = 2.2500 = 5000 一一一= 2.5 一一一=一一= 0.0005，解的
, Ilxll∞.~， Ilbll∞ 

相对误差是右端项相对误差放大 5000 倍.

从几何上看，这两个方程是平面上的两条直线，求方程组的解是求两条直线

的交点，条件数大表明这两条直线接近平行，求解中对误差必然敏感.
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对常数项 b 引入小扰动品= (0.0001，一0.0001)T，则
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注 本节矩阵范数内容可以结合第 4 章内容学习更便于理解掌握.本节习题

请看习题 5 第 1 ， 2 题.



第 1 章插值

什么是插值?简单地说，用给定的未知函数 f(x) 的若干点的函数值构造近似

函数 ψ(x) ， 称函数 ψ(x) 为 f(x) 的插值函数.

在实际问题中 f(x) 作为未知函数，通过测量或经验只能得到函数 f(x) 的一

些离散点的值{(町， f(Xi)) ， i = 0 ， 1，… ， n}; 或者函数 f(x) 的表达式过于复杂而

不便于运算.这时我们需要构造 f(功的近似函数 ψ(x). 例如，在服装店订做风衣

时，选择好风衣的样式后，服装师量出并记下你的胸围、衣长和袖长等几个尺寸，

这几个尺寸就是风衣函数的插值点数值，在衣料上画出的裁剪线就是服装师构造

的插值函数 ψ(x) ， 裁剪水平的差别就在于量推插值点和构造合乎身材的插值函数.

在数学上常用的函数逼近的方法有插值和拟合.本章讨论用插值方法构造近

似函数.第 2 章讨论用拟舍逼近函数.

定义1.1 f(x) 为定义在区间 [α， b] 上的函数， {xo , Xl ， …，均}为 [α ， b] 上

n+l 个互不相同的点， φ 为给定的某一函数类.若 φ 上有函数 ψ(x) ， 满足

ψ(Xi) = f(叫， i = 0, 1,… ,n 

则称ψ(x) 为 f(x) 关于节点{句，町，… ， xn} 在φ上的插值函数.称点{岛， Xl ，'" , 

Xn} 为插值节点;称{(町， f(同))， i=O， l，… ， n} 为插值型值点，简称型值点或插

值点， f(x) 称为被插函数.在本章中我们约定 α = Xo < Xl < … < X,.. = b. 

这样，对函数 f(x) 在区间 [α，叫上的各种计算，就用对插值函数 ψ(X) 的计算

取而代之.

构造插值函数需要关，~，下列问题:

0 插值函数是否存在?

。插值函数是否唯一?

。如何表示插值函数?

φ 如何估计被插函数 f(x) 与插值函数 ψ(功的误差?

1.1 Lagrange 插值多项式

可对插值函数的类型作多种不同函数的选择.由于代数多项式具有简单和一

些良好的特性，例如，多项式是无穷光滑的，容易计算它的导数和积分，故常选用

代数多项式作为插值函数.
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1.1.1 线性插值

1.线性插佳问题

问题1.1 给定两个插值点 (Xo ， f(xo)) , (xt, f(X1)) ， 其中 Xo 并且，怎样做通

过这两点的线性插值函数?

过两点作一条直线，这条直线就是通过这两点的一次多项式插值函数，简称

线性插值，如图1.1 所示.

U 

R均

。
z 

图1.1 线性插值函数 Ll(X)

在初等数学中，可用两点式、点斜式或截距式构造通过两点的一条直线. 下面

先用待定系数法构造插值直线.

设直线方程为 L1(X) = α+ 怡，将 (Xo ， f(xo)) , (町， f(X1)) 分别代入直线方程

L1(X) 得

(叶bX1 = f(X1) 

1 Xo 
设 Xo 1正同时，因 1: "'u I 并 0，所以方程组有解，而且解是唯一的.这也表

1 X1 

明，任给平面上两个不同点，有且仅有一条直线通过，这是大家所熟知的用待定

系数法构造插值多项式的方法简单直观，容易看到解的存在性和唯一性，但要解

一个方程组才能得到插值函数的系数.困解方程组的工作量不便向高阶推广，故

待定系数法常用来证明插值函数的存在性和唯一性，而不用在构造插值函数中.

设 Xo 并且时，若用两点式表示这条直线，则有

L1(X) = 乒车f(均)+~二年f(xl) (1. 1) 
;.(;0 - ;.(;1 ;.(;1 - ;.(;0 

称这种形式为 Lagrange 插值多项式.
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一咂‘ 币一咂A
记 lo(x) = 二一~， h(x) = 一一一旦，称 lo(功 ， h(x) 为插值基函数，计算

。- Xl Xl - Xo 
lo(x) , ll(X) 的恒，易见

14(Zj)=64j={!'jTJ(12) 
I U, 't 严 3

在 Lagrange 插值多项式中可将 Ll(X) 看作两条直线乒导f(xo) ，
面。-;L;l

乒车f(Xl) 的叠加，可以看到两个插值点的地位和作用都是平等的
;L;l- ;L;O 

拉格朗日插值多项式形式免除了解方程组的计算，易于向高次插值多项式形

式推广.

2. 线性插佳误差

定理 1.1 记 Ll(X) 是以 {(Xo ， f(xo)) , (Xl , f(Xl))} 为插值点的插值函数，町，
Xlε[α， b] ， xo 并且，设 f(x) 一阶连续可导， t'(x) 在 (α， b) 上存在，则对任意给定

的 zε[α， b] ， 至少存在一点 5ε[α，时，使

f气ç)
R(x) = f(x) - Ll(X) = 一一位 - xo)(x 一划， 但 [x川] (1.3) 

2! 

证明令 R(x) = f(x) - L1 (x). 困 R(xo) = R(Xl) = 0，旬，且是 R(x) 的

根，可设

R(x) = k(x)(x - xo)(x - Xl) 

对任何一个固定的点尘，引进辅助函数 ψ(t) ，

ψ(t) = f(t) - L1 (t) - k(x)(t - xo)(t - x t) 

则 ψ(x，) = 0, i = 0,1. 
由定义可得 ψ(x) = 0，这样 ψ(t) 至少有 3 个零点不失一般性，假定 Xo < 

x< 町，分别在 [xo ， x] 和 [X ， Xl] 上应用 Rolle 定理，可知 cp' (t) 在每个区间至少存

在一个零点，不妨记为&和缸，即扩(Çl) = 0 和 ψ'(6) = 0，对旷(t) 在[白， 6] 上

应用 Rolle 定理，得到 ψ气t) 在[白， 6] 上至少有一个零点巳 ψ气ç) = O. 

对 ψ(t) 求二次导数，其中 L~(t) = 0，有

ψ气功 = f" (t) - 2!k(x) 

f" (ç) 
代入 ç，得t'(ç) - 2!k(x) = 0，所以 kh)=3广

f气ç)
R(x) = 飞1'" (x - xo)(x - Xl) , ç E [xo, Xl] 



. 18 . 第 1章插值

对于不同的 x， ç 的值一般也不相同，即 ç = ç(x). 
定理1.1给出了线性插值的截断误差，插值函数的截断误差也称余项.

1.1.2 二次插值

1.二次插佳问题

问题1.2 给定三个插值点{(句， f(x ,)), i = 0, 1, 2}，其中 x， 互不相等，怎样
构造函数 f(x) 的二次(抛物线)插值多项式?

平面上的三个点能确定一条二次曲线，如图1.2 所示

1自

。
z 

图1.2 二次(抛物线)插值函数 L2(X)

用插值基函数的方法构造二次插值多项式 L2(x).
设 L2(X) = lo(x)f(xo) +l, (x)f(x ,) +12(x)f(x2) 每个基函数 l， (x) 是一个二

次函数，对 lo(x) 来说，要求 Xl ， X2 是它的零点，因此可设

lo(x) = A(x - x,)(x - X2) 

同理 1， (x) ， 12(x) 也有相应的形式，得

L2(X) =A(x - x t) (x - x2)f(xo) + B(x - xo)(x - x2)f(xt) 
+C(x - xo)(x - X,)f(X2) 

将 x=xo 代入 L2 (x) ， 得

所以

L2(xo) = A(xo - x,)(xo - x2)f(xo) = f(xo) 

A= 一一 1一
(xo - x,)(xo - X2) 



1.1 L咿'ange 插值多项式 .19. 

(x - Xl)(X - X2) 
lo(x) = A(x - x t) (x - X2) = 

(xo - x t) (xo - X2) 

同理将 x= 町 ， X=X2 代入 L2(X) 得到 B 和 C 的值，以及 h(x) 和 l2(功的
表达式

B= 一一 1
一 (Xl - XO)(Xl - X2)' 

C一一一 1-
(X2 - XO)(X2 - Xl) 

即

(x - XO)(x - X2) , f __\ (x - XO)(x - x t) 
h(x) = f ,- ...U~~... -~/ \' h(x) = 

(Xl - XO)(Xl - X2)' -"',-/ (X2 - XO)(X2 - Xl) 

得到

(X - x t) (x - X2) 1" 1_ \, (x - xo)(x - X2) 
L2(z)=f(20)+f(21) (xo - Xt) (xo - X2) J ,-UI ' (Xl - XO)(Xl - X2) 

(X - xo)(x - Xl) 
\" /(X2) (1.4) 

(X2 - XO)(X2 - Xl 

容易验证插值基函数仍然满足

-qJ-qJ =4T -ae-nb 
唱

i
n
U

，
E
E
J
飞
E
E

、

一
一

'
饨
，

= 
·
咽J

Z ，
，
.
‘
、

, •• 
''au 

2. 二次插佳函数误差

/(3)(f.) 
R2(X) = ~厂(X - xo)(x - Xl)(X - X2) , 

Eε[min{XO ， Xl ，岛，斗， max{句， Xl ， X2 ， X}] (1.5) 

上式证明完全类似于线性插值误差的证明，故从略

插值作为函数逼近方法，常用于函数的近似计算.当计算点落在插值点区间

之内叫做内插，否则叫做外插.内插的效果一般优于外插.

例1.1 给定 sin 11 0 = 0.190809, sin 120 = 0.207912, sin 130 = 0.224951.构

造二次插值函数并计算 sin 11 030'. 

解

(X - 12)(x - 13) n 1 nnonn , (X - l1 )(x - 13) 
L2(X) = 

(11 - 12)(11 - 13) 

+ ，~X - l1 )(x -12) n nn..n t!' 

(13 - 11)(13 - 12)- 一-…
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L2 (11.5) = 0. 199369，准确值 sin 11 030' = 0.199368. 

图1.3 是本题二次基函数及基函数和的图示.

Mathematica 
实现

3.0~1o(功
2.5 

2.0 
1.5 
1.0 

0.5 

1 

11 

14 

14 

3.0 05

0505 

32

2110 

电(x)

其中 T(功= 岛(x)H(x)+乌(x)

图 1.3 二次插值基函数

例1.2 要制作三角函数 smx 的函数值表， 己知表值有四位小数， 要求用线

性插值引起的截断误差不超过表值的舍入误差， 试确定其最大允许步长.

解 设 h = hi = Xi - Xi - l , 

I f气çL __ \(_ __\1 Isin(çL__ \( __ _J 
IR(x )1 = I丁「(z - zz 仰 - Xi)1 = I丁「(z - zz 忡 - Xi)1 

1 I (Xi-l + Xi 飞 (Xi-l + Xi 飞|
《豆 I (x - Xi-l)(X - xi)1 气 1~~'-"2' 一 - Xi-l ) ~ ~，- " 2 '一- Xi) 

h2 1 A 

= ;;.1(Xi-l 一 问)(叫 - Xi - l )1 = 一 < ~1O-4 8 - 2 

最大允许步长 h (; 0.02. 

1.1.3 n 次拉格朗日插值多项式

1. n 次插值多项式问题

问题1.3 给定平面上两个互不相同的插值点 { (町 ， f(问))， i = 0，月，有而且
仅有一条通过这两点的直线; 给定平面上三个互不相同的插值点 {(叭 ， f(Xi)) ， i = 
0， 1 ， 2}，有而且仅有一条通过这三个点的二次曲线;给定平面上 η +1 个插值点
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{(町 ， f(句))， i = 0， 1 ， 2，…，叶，向互不相同，是杏有而且仅有一条不高于 n 次的
插值多项式?如果曲线存在，如何做出这条 n 次插值多项式曲线?

分析 "次多项式凡(X) = α。 +αlX+ … +αnXn， 它完全由 n+1 个系数
{α肌肉，…，向}决定.若曲线凡(X) 通过给定平面上 n+1 个互不相同的插值点

{(xi , f(Xi))' i = 0， 1，… ， n} ， 则 Pn(X) 满足 {Pn(Xi) = f(均)， i = 0, 1, 2,… ,n}, 
事实上一个插值点就是一个插值条件.

将 {(Xi' f(Xi)) , i = 0, 1, 2，… ， n} 依次代入凡(X) 中得到线性方程组

L咿'ange 插值多项式1.1 

α0+αlXO +α2zi+···+αnXö = f(xo) 
α0+α1X1 + α2X~ + … +αnXî = f(X1) 

(1.6) 

句 +αlXn+ α923+···+αnX~ = f(x..) 

= n (Xi -Xj) 

方程组的系数行列式是 Vandermonde 行列式

饵
o
n
-
-
·
·

由
而

ZZ6·aZ 20212n zzz Xo 
X1 

1 

1 
V(Xo ， 町，… ， Xn) = 

Xn 

当 Xi 互异时， n (尘i - Xj) 判，方程组(1.6) 的解存在唯一.即问题1.3
o~二j<i~n

的解存在而且唯一.

通过求解(1.6) 得到插值多项式 Pn(功，因其计算量太大而不可取，下面用
Lagrange 基函数，构造 n 次 Lagrange 插值多项式.

对于 η+1 个互不相同的插值节点 {(Xi' f(Xí)) , i = 0 ， 1 ， 2，…，叶，由 n 次插
值多项式的唯一性，可对每个插值节点岛作出相应的 n 次插值基函数 {li(X) ， i = 

0 ， 1 ， 2，…，叶，要求

1 

忡)=643=J!'!?
I U, z 严 3

{XO ， 町，… ， Xí-b 向+1，… ， Xn} 是 li(X) 零点，因此可设

li(X) = 向(X-XO)(X-Xl)"'(X- 的-t)(X - Xi+l) . . . (x - Xn) 

由 l，(町) = 1，将 X =Xí 代入 l，(x) 得到

li(Xi) = α， (Xi - XO)(Xi - X1)'" (Xi - Xi-1)(Xi - XH1)'" (x, - Xn) = 1 
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(x - xo) … (x 一句-l)(X 一句+1)… (x-x.") π X-Xj 
Idz)= =川一一-J (1.7) 

(X, - xo) … (x, - x,-t)(x. - XHl) … (Z4-Zn)042愧 x， - Xj 

作其组合

L..(x) = El，(x)f(町) (1.8) 
.=0 

那么 L.，， (x) 为一至多 n 次多项式且满足 {L.，， (x.) = f(Xi) , i = 0， 1 ， 2，…，吟，

故 L..(x) 就是关于插值点 {xo， 且，… ， x...} 的插值多项式，这种插值形式称为 La­

grange 插值多项式. l，(x) 称为关于节点{句，町，… ， xn} 的 Lagrange 基函数.

例1.3 用下列插值节点数据(表1.1)，构造三次 Lagrange 插值多项式，并

计算 f(0.6).

z ‘ 
f(x‘]

解 基函数为

-2.00 

17.ω 

表1.1

0.00 

1.00 
1.00 

2.00 
2.∞ 

17.00 

lo(x) = 
(x - x i) (x - X2)(X - X3) (x - O)(x - 1.00)(x - 2.00) 

(xo - Xl)(XO - X2)(XO - X3) (-2.00 - 0)(-2.00 - 1.00)( -2.00 - 2.00) 

=-lz(z-1)(z-2) 
24 
(x - xo)(x - X2)(X - X3 ) 1 

h(x) = (~- ::u;t": -:_/\~-_ -~ \ = ~(x + 2)(x - 1)(x - 2) 
(Xl - XO)(Xl - X2)(Xl - X3) 4 

(x - xo)(x - Xl)(X - X3) 
l2(X) = (~- ::u;t": -_:/\~-_ -~ \ = -~(x + 2)x(x - 2) 

(X2 - XO)(X2 - Xl)(X2 - X3) 
(x - xo)(x - Xl)(X - X2) 

la(X) = (~- ::u;t": -_:/\~-_ -~ \ = ~(x + 2)x(x -1) 
(X3 - XO)(X3 - Xl)(X3 - xt) 

三次 Lagrange 插值多项式

17 , _" _, 1 
L3(X) =一:~X(X -l)(x - 2) + ~(x + 2)(x -l)(x - 2) 一豆 (X + 2)x(x - 2) 

4 
17 
+百(x + 2)x(x - 1) 

f(0.6) 但 L3(0.6) = 0.256 

2. n 次插值多项式的误差

定理1.2 设 L.，， (x) 是 [α， b] 上过{(町， f(町))， i=O， l，…，叶的 π 次插值
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多项式，向 εIα， b] ， Xi 互不相同，当 fε cn+1[α， b] 时，插值多项式的误差

f(n+1)(ç-) 
ι(x) = 一一-7(z-zo)(z-Z1) … (X - xn ) , 其中枉忡，叫 (1.9) 

气叩 1- 1)! 

*证明记儿(X) = f(x) - Ln(x). 因 L饵(叫) = f(x小 i = 0, 1,… ,n ,{xo , 
町，… ， xn } 是乓I(X) 的根，于是可设凡l(X) = k(x)(x - xo)(x - Xl) … (X - xn). 

下面的目标是算出 k(x). 为此引入变量为 t 的函数 ψ(t):

cp(t) = f(t) - Ln(t) - k(x)(t - xo)(t - Xl)'" (t - xn) 

令 t= 町，得 ψ(Xi) = 0, i = 0, 1,… ,n; 
令 t=x， 由定义 ψ(x) = f(x)-Ln(x)-k(x)(x-xO)(X-Xl) … (X-Xn) = 0, 

即 ψ(t) 至少有 n+2 个零点，由于 fε cn+1[α，时，由 Rρlle 定理，旷(t) 在相邻的

两个零点之间至少有一个零点，即旷(t) 至少有 n+l 个零点，同理再对矿'/(t) 应

用 Rρlle 定理，即 ψ气t) 至少有 π 个零点，反复应用 Rρlle 定理得到 ψ(n+l) (t) 至

少有一个零点 ξ

再对 ψ(t) 求 n+l 阶导数，

ψ(饵+1)(t) = f(n+1 )(t) - k(x)(n + 1)! 

令 t= 己，有

得到

。 =ψ(n+1)(ç-) = f(n+1)(ç-) - k(x)(n + 1)! 

f(n+1)(ç-) 
k(x) = 一一一一

(η+ 1)! 

f(n+均(ç-)
凡(x) = 一一-7(z-zo)(z-R) … (x - xn), ç- ε 恒，叫

飞川 1- 1)! 

由于 ψ(n+1)(t) 的零点 5 与 ψ(t) 的零点怡，句，… ， xn} 有关，因而￡为 z 的

函数.n 次插值多项式的误差凡l (x) 是插值多项式 Ln (x) 的截断误差，每个插值

条件都在余项凡1 (x) 中有所贡献.

若 If(n+l) (X)Iζ M， x ε[α ， b] ， 则 ι (x) 可表示为

|川I~半』|z 一句|
、 w …J-11

由插值多项式的存在唯一性，对于函数 {!(x) =xk,k=O, 1，…，叶， f(畔。(x)

=0=争 ι(x) = 0，关于节点 {xo， Xlγ.. ， xn} 的 Lagrange 插值多项式就是其
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本身，

Ln(X)=Lli(X)X~=Xk， k=O, 1,..., n 
;=0 

令 k=O， 得到汇 l， (x) 三 1

定理1.2 给出了当被插函数充分光滑时的插值误差或称插值余项表达式，但

是，在实际计算中，常常不知道 f(功的具体表达式，得不到 f(n+l) (x) 的形式或

较精确的误差界.在实际计算中，可对误差计算用下面的事后估计方法.

给出 n+2 个插值节点{吨，町，… ， Xn+l} ， 任选其中的 π+1 个插值节点，不

妨取 {x. ， i = 0 ， 1，…，叶，构造一个 n 次插值多项式，记为 L.. (x) ， 在 n+2 个插

值节点中另选 n+1 个插值点，不妨取{町， i = 1, 2,… ,n+ 1}，构造一个 η 次插

值多项式，记为 L" (x) ， 由定理1.2，可得到

f(..+1) (el) 
f (x) - L.. (x) = 一一一一一位 - xo) (x - Xl) . . . (x - xn) 

(n + 1)! 

fh十1) (6) 
f (x) - Ln (x) = J I , ~~:/ (x - x l) (x - X2) … (x - Xn+1) 

(n + 1)! 

设 f(n+l) (x) 在插值区间内连续而且变化不大，设 f(n+l) (6) 臼 f(n+l) (6) , 
则有

f (x) - Ln(x) 阳 x-xo

f(x) - Ln(x) x - Xn+l 

得到
f(x) 自主- Xn+l Ln(x) + _ x - Xo L..(x) 

;.{;o - ;.{;..+1 ;.{;n+l - ;.(;o 

x - XO Fr " ;: f(x) - L..(x) ~一一一一(L..(x) - Ln(x)) (1.10) 
Xo - X n +l 

3. Lagrange 插值多项式的算法

下面用伪码描述 Lagrange 插值多项式的算法.

stepl 输入:插值节点 π，插佳点序列{(町，执)， i = 0 ， 1，…，叶，要计算

的函数点 x.

step2 for i = 0 to n !i 控制 Lagrange 基函数序列

{ 2.1 { tmp:= 1; !tmp 表示 L鸣r四ge 基函数 li (x); 
for j = 0 to i - 1 

tmp: =tmp*(x - Xj)/(x. 一句) ; 
for j = i + 1 to n 
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tmp: =tmp*(x - Xj)/(Xi - Xj) j } 

2.2 fx: =fx+tmp*Yi 

} !计算 Ln(x) = 汇li(X)Yi= fXj 

i=O 
step3 输出 Ln(功的计算结果 fx

伪码是描述算法的过程设计语言，它是某种高级语言和自然语言的温杂语言，

它取某种高级语言中的一些关键字，用于描述算法的结构化构造和数据说明等.

伪码的语句中嵌有自然语言的叙述，伪码易于理解和修改，也易于转化为程序代

码，是一种使用频率较高的描写算法的语言.在伪码中，惊叹号!表示注释语句.

本教材中算法重在理解和描述计算过程，没有做优化处理

例1.4 设岛，1(X) 是由点{(町， f(xo)) ，(町 ， f(xI))} 构造的 Lagrange 插值

多项式，设 Pl，2(X) 是由点 {(Xl， f(Xl))' (X2 , f(X2))} 构造的 Lagrange 插值多项

式，则
(X - xo)I丑，2(X) 一位 - X2)岛，1(X)

岛，1，2(X) = 
X2 -xo 

是由点{(岛， f(同))， i = 0, 1, 2} 构造的二次 Lagrange 插值多项式.

分析 按插值定义，验证 PO，1 ， 2(岛) = f(Xi) , i = 0, 1, 2. 

证明

(Xo - XO}P1，2(XO) 一位。 - X2)PO,1 (xo) 
马，口(zo)==f(zo)

X2 - Xo 

(Xl - XO)P1，2(X1) 一 (Xl - X2)PO,1 (Xl) 
凡，m(Z1)==f(21)

X2 -XO 

一(X2 - XO)P1，2(X2) 一位2 一句)PO，1(X2)
岛，1 ，2(X2) 一 = f(X2) 

X2 -XO 

由插值多项式的唯一性，岛 1，2(X) 是由点 (X" f(Xi)) , i = 0 ， 1 ， 2 构造的二次插

值多项式.

由点{(缸， f(Xi)) ， i = 0, 1，… ， n} 按 Neville 方法构造的 n 次插值多项式:

一位 - XO)P1,2,... ，n(x) 一位 -X..)凡，1 ，...，n-1(X)
岛，1，..' ,n(X) = Xn -XO 

1.2 Newton 插值多项式

Lagrange 插值多项式的优点是格式整齐和规范，它的缺点是没有承袭性质，

当需要增加插值节点时，需要重新计算所有插值基函数 li (x). 本节给出具有承袭

性质的 Newton 插值多项式.在 Newton 插值中需要用到差商计算
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1.2.1 差商及其计算

1.差商定义

定义1.2 (一阶差商) 称函数值的差 f{xt) - f(xo) 与自变量的差 Xl - Xo 

之商比值为 f(x) 关于点{旬， Xl} 的一阶差商，记为 f [xO ， 叫，

而称

f [XO ,x t] = 
f (Xl) - f{xo} 

:1;1 -:1;0 

f [Xl' x2l- ![xo , xll 
f[x口，町， x2l=一-

;.(;2 -;.(;0 

为 f(x) 关于点町，町，岛的二阶差商.

函数 f 关于町的零阶差商即为函数在 Xo 的函数值 ![xol = f(xo}. 

设 f(x) 在包含 Xo 和町的区间上可徽，则由中值定理有

f[xo , xll = !'但}， eε [xo ， xll 

定义1.3 (k 阶差商) 设 XO ， Xl ， … ， Xk 互不相同， f(x) 关于 XO， Xl ， …，冉
的 k 阶差商为

f [X l, X2 … ,xkl- f[XO ,Xl ,… ,Xk-ll 
f [XO ,Xl ,… ,xkl = 

Xk -xo 

关于差商有很多性质，我们仅列举其中的两条.

(1.11) 

性质1.1 k 阶差商 f[xo ， 町，… ， xkl 是由函数值 f(xo) ， f(xt)， … ， f(Xk) 的

线性组合而成.

仇Z叽1，'" ， X句牛k
匀(队Z叫4 一 Z均叫0ρ)... (Xi - Xi-l)(同一句+1)'" (Xi - Xk 

用归纳法可以证明这一性质.

例如，

f [Xl ,X2l- f[XO ,Xll f [xO , Xl , X2l = 
:1;2 -;.(;0 

- f (xo ) f (Xl) , f(X2) 
(xo - Xl)(XO - X2) , (Xl - XO)(Xl - X2) . (X2 - XO)(X2 - Xl) 

性质1.2 若{句，缸，…， ik} 为 {O， l，…，的的任一排列，则

![XO,Xl ,… ,xkl =![矶。 ， Xh ， … ， Xikl 
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该性质表明差商的值只与节点有关而与节点的顺序无关，即差商对节点具有

对称性，这一性质由性质1.1 可直接推出.

性质1.3 若 f(x) 为 m 次多项式，则![町，町，… ， Xk-l ， x] 为 m-k 次多

项式.
f (x) - f(xo) 

事实上 f(x) - f(xo) 有因子 z 一句，故 f[xo ， x] = 为 m-1 次
x-xo 

多项式，于是可归纳证明此性质.

Newton 插值多项式1.2 

2. 差商的计算

按照差商定义用两个 k-1 阶差商计算 k 阶差商，通常用差商表的形式存放

和计算(表1.2).

差商表

三阶差商

表1.2

一阶差商 n 阶差商

、
叫

1

叫

zz 2 z ,. 140' zs 
。
"
-

h-z 
f

到

I[xo , X1 , X2] 
I[Xl , X2 , X3] 

I[Xn-2'Xπ-l'Xn] 

一阶差商

I[xo , x 1] 
I[X1 , X2] 
l[x2 ,x3] 

I[Xn-1'Xn] 

I(x,) 
I(xo) 
I(xl) 
I(X2) 
I(X3) 

I(xn) 

··-0123" z-zzzz 

... 

z 

4-0123··n 

由于差商对节点具有对称性，可以任意选择两个 k-1 阶差商的值计算 k 阶

差商.例如，

l[xo ,x1"" ， X饨]

I[Xl' X2] - f[xo , Xl] I[xo ， 白]- I[x口，叫] f[xl ,x2]- f[xo ,x2] 
f[句，町，白]=

2 - Xo X2 - Xl Xl - Xo 

等多种形式.

例1.5 计算 (-2， 17) ， (0, 1), (1, 2) , (2 ， 19) 的一至三阶差商(表1.3).

表1.3

frx• 1. x .1 f[Xi_2 , X• 1 , Xi frx←旦 ， Xi_2 ， X‘-1. xil 

1[-2,0,1] = 3 
1[0,1,2] = 8 

1[-2， 叫= -8 
1[0, 1] = 1 
1[1,2] = 17 

L2hpli z--E12 ···-0123 

1[-2,0,1,2] = 1.25 

f[-2， 叫= (1 -17)/(0 一 (-2)) =-8 
1[0,1] = (2 - 1)/(1 - 0) = 1, f[1 ,2] = (19 - 2)/(2 - 1) = 17 
1[-2,0, 1] = (/[0,1]- 1[-2， 0])/(1 一 (-2)) = 3 
1[0,1,2] = (/[1,2] - f[O , 1])/(2 - 0) = 8 
f[-2 , 0, 1, 2] = (/[0, 1, 2]- f[-2 , 0 ， 1])/(2 一 (-2)) = 1.25 

解
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1.2.2 Newton 插值

1.线性插佳

问题1.4 给定两个插值点 (Xo ， f(xo)) , (x t, f(x t)) ， xo 笋町，怎样构造线性
插值函数的 Newton 形式?

用点斜式构造线性插值函数，设 N1 (x) = α。 +αI(X - xo) ， 将 x = xo,x = Xl 

代入 N1(x) 得

N1(xo) = α。 = f(xo) , N1(Xl) = f(xo) + α1 (Xl - Xo) = f(Xl) 

f(Xl) - f(xo) 
α1= 一一 = f[Xo,Xll 

;.r;1 -;.r;0 

得到线性插值的 Newton 形式:

N1(x) = f(xo) + (x - xo)f[xo ，叫 (1.12) 

由插值唯一性，线性插值的 Newton 形式风(x) 与 Lagrange 形式 Ll(X) 为

同一个多项式，仅是表达形式不同而己.

2. 二次插值多项式

问题1.5 给定{(句， f(Xi)) ， i = 0, 1, 2}，吗互不相同，怎样构造二次 Newton

插值多项式?

分析 Newto卫插值基函数 {1 ， x 一句， (x - xo){x - Xl)} 

N2{x) = α0+αl{X - xo) + α2(X - xo)(x - Xl) 

由
N2 (xo) = f(xo) , N2 (Xl) = f(Xl) 

α。 +αl{X - XO) 就是 f(x) 关于町，町的线性 Newton 插值 N1{x) ， 即

N2(x) = N1(x) + α2(X - xo)(x - Xl) 

在构造 N1{x) 过程中已经计算出 α。，也将 X=岛代入上式得

N2(X2) = f(xo) + f[句，叫](X2 - 均)+α2{X2 - XO)(X2 - Xl) = f(X2) 

整理得
f[X日， X2l - f[xo , x t] 

α2==fhhZhhl 
ai2 -;.r;1 

得到二次插值的 Ne帆on 形式:

N2(x) = f(xo) + (x - xo)f[xo, xll + (x - XO){X - Xl) f[XO, Xt, x2l (1.13) 
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3. n 次 Newton 插值函数

问题1.6 给定{(町， f(町))， i=O， l ， …，叶，其中同互不相同，怎样构造 n

次 Newton 插值多项式?
f(x) - f(xo) 

用数学归纳法给出构造过程.由一阶差商的定义 f[x， xol = 

f(x) = f(xo) + (x - xo)f忡， xol

注 (1. 14) 式是 f(x) 的零次插值， f(x) = No(x) + Ro(x). 
f[x , xol - f[xo , xll 

为了进一步展开 f忡， xol ，由 f[x，句 ， xll = 
;.(; -;.(;1 

f[x , xol = f[xo , xll + (x - x t) f[x , XO，同l

面 -;.(;0

(1.14) 

(1.15) 

将(1.15) 代入(1.14) 得到 Ne呐on 线性插值多项式:

f(x) = f(xo) + f[xo , Xl](X - Xo) + f[x , XO, Xl](X - xO)(x - Xl) 

f(x) = N1(x) + Rl(X) 

设 k=n-1 时，有

f (x) =f (xO) + (x - xo) f[xo ， 同1+ (x - xo) (x - Xt) f[xo ， Xt，叫+...

+ (x - xo) (x - Xl) … (x 一句-2) f [Xo，町，… ， xn-ll + 凡-l(X)

f(x)=凡-l(X) + (x - xo) (x - Xl) … (x - Xn-l) f [x, XO，町，… ， xn-ll (1.16) 

有

其中

由
_f[x， 句，… ， xn-ll - f[xo , Xll … ,xnl 

f忡， xo ， … ， xnl = x-xn 

f忡， xo，…， xn- t] = f[XO ,Xl' … ,xnl + (x - xn)f[x, Xo ,… ,xnl (1.17) 

将(1.17) 式代入(1.16) 得到

f(x) = Nn(x) + 凡l(X)

凡 (x) = f (xo) + (x - xo) f[xo , x t] + . . . 
+ (x - xo) (x - Xl) … (x - xn-t) f[xo , Xl ,… ,xnl 

ι(x) = (x - xo) (x - Xl) … (x - xn) f忡，句，町，… ， xnl
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Nn(x) 至多为 n 次多项式，可以验证 N(x，) = f(x,), i = 1 ， 2，… ， n. 称 N(x)

是过 n+1 个插值点的(至多)n 次 Newton 插值多项式.也记

N(x) = f[xol +艺 f[xo ， xl， …，叫(x - xo)(x - Xl) … (x - Xk-l) 

其中

R (x) = f[x , Xo , Xl ,… ,xnl II (x - Xi) 
,=0 

为插值多项式的误差.

由插值多项式的唯一性得到 Lagrange 插值多项式 L(x) 与 Ne呐on 插值多

项式 N(x) 是完全相同的，它们是同一插值多项式在不同基下的不同表达形式，因

此 Lagra且ge 插值多项式的余项与 Newton 插值多项式的余项也完全相等.故当

fεcn+1恒，叫时，有

故有

f(n+1) (ç)古古
R(x) = 一1-!-1\~' ll(x 一句) = f[x ,xo ,…, xnlll (x 一句)

V tArti tz 

f(n+l) (ç) 
一一一一 = f[x , Xo , Xl ， …?叫
(n + 1)1 

(1. 18) 给出函数差商和导数之间的关系式.

记 Nn(x) = 汇t.(x)f[xo ， …， x，l ，其中

也有

i=O 

to(X) 三 1 ， ti(X) = (x - Xi-l}ti- 1 ( 

(tdzMj<4 
t,(Xj) :并 0， j =i 

(1.18) 

可以看到 Lagrange 插值多项式是基函数 {li(X) ， i = 0, 1，… ， n} 的线性组合，

Newton 插值多项式是基函数{乌(x) ， i = 0 ， 1，… ， n} 的线性组合.

Newton 插值多项式的承袭性质表现在

Nk(x) = Nk- 1 (X) + tk(X)j[Xo, Xl ,… ,xkl 

对于 k-1 阶 Newton 插值多项式 Nk-1 (X) ， 只需增加一项 tk(x)f[xo ， Xl ,…, 

则，即可得到 k 阶 Newton 插值多项式 Nk(x).



1.2 Newton 插值多项式 .31. 

例1.6 设 f(x) = 10x3 -100x+1，计算 f[句，町 ， X2 ， X3] , f[xo , Xl ， 句，句，叫.

其中 {x川= 0， 1，…， 4} 任取.
f(3)(e) 60 

解 f[xo , Xl , X2 , X3] = 一一一=一= 10 
3! 6 
f(4) (e) 

f[句，町 ， X2 ， 句 ， X4] = 一一一=一 =041 41 
例1.7 给定如表1.4 所列插值节点的值，构造 Newton 形式插值函数，计算

N 2(O.9) , N 3(0.9). 

z ‘ 
f(x.) 

-2 

17 

表1.4

0 1 

2 

2 

19 

解 N2(x) = f(xo) + (x - xo)f[xo , Xl] + (x - xo)(x - x t) f[xo , x l> X2] 

取 Xo = -2,Xl = 0,X2 = 1，周例1.5 中算出的差商代入上式，得到二阶

Newton 插恒多项式:

N2(x) = 17 - 8(x + 2) + 3(x + 2)x 

N2(0.9) = 17.0 - 8(0.9 + 2) + 3(0.9 + 2) . 0.9 = 1.63 

N3(x) = N2(x) + f[xo ， 町，句，均](x - 均)(x - Xl)(X - X2) 

取 Xo = -2,Xl = 0,X2 = 1，均 =2，得到三阶 Newton 插值多项式:

N3 (x) = 17 - 8(x + 2) + 3x(x + 2) + 1.25x(x + 2)(x -1) 

N3(0.9) = N 2(O.9) + 1.25.0.9. (x + 0.9)(0.9 - 1.0) = 1.30375 

构造的(x) 的嵌套乘法形式，计算 N3(x) 只需 3 次乘法.

Na (x) = f(xo) + (x -xo) [f[xo , Xl] + (X-Xl) [f[xo ， 町 ， X2] + (X-X2)f[XO , Xl , X2 ， 叫]]

N3(x) = 17 + (x + 2)[-8 + 3[x + 1.25(x -1)]] 

一般地，记 90 = f[xo] , 9k = f[:句，町，… ， Xk] ，

N..(x) = 90 + (x - XO)队 + (x - Xl) [g2 + … + (x - Xn-l)肌-1 + (x - X..)9n]]] 

计算 Nn(x) 的计算量为 n 次乘法.

4. Newton 插值的算法

stepl 输入插佳节点数 n ， 插值点序列 ({x(í) , f(í)) , i = 1, 2,… ,n} 
要计算的插佳点也
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Btep2 形成差商表 {9k ， k = 0 ， 1，…， π} !gk 表示 f[xo ， 町，… ， Xk]

Btep3 直初始佳 t = 1; newton = go 

Btep4 for k = 1 t。 η

t = t(u - Xk-1) 

newton = newton + t . gk 

step5 输出 f(u) 的近似数值 N..(u) = newton 

从表1.2 的差商计算中可以看到，在给定的 π+1 个插值点，似乎存放所有

差商值需要 d 个存储单元，而在 Newton 插值表达式中只用到![町，叫，![町，町，

X2] ， … ，J[Xo ， 町，… ， X..] 对角线上的差商值，在计算中可用一维数组 g间， i = 0, 1, 

2，… ， n 存放这些差商值

下面对 step2 算法形成差商表 {g(k) , k = 1 ， 2，… ， n} 作进一步展开

(1) 对 {g川= 0， 1 ， 2，… ， n} 初始化， {gi = f(x.) , i = 0, 1 ， 2，…， η}; 

(2) 计算一阶差商时除了 go 以外，其余函数值 {g [j]， j = n ,n - 1，…， 1} 以

后不再使用，因此可将一阶差商 f[Xj-1 ， Xj] 放在 {gj ， j = n,n -1 ， …， 1} 中，其

中 go = f(xo); 

(3) 计算二阶差商后也不再调用 f[Xj-1' 叫，即岛，可将 {f[Xj-2' Xj-1 , Xj] ,j = 

n,n - 1，…， 2} 放在 gj 中，这时有 g1 = ![XO ， X1]' …，一直做到 n 阶差商

f[XO ,Xll … ,X..] , g.. = f[xo , Xll … ,X..]. 
计算差商算法:

for i=O to n 如 = f(白)

for k = 1 t。 η !计算 k 阶差商

{ for j = n to k 

岛 = (gj - gj-1)/(勾 - Xj-k) } 

*1.3 Hermite 插值

在构造插值时，如果不仅要求插值多项式节点的函数值与被插函数的函数值

相同，还要求在节点处的插值函数与被插函数的一阶导数值或更高阶导数值也相

同，这样的插值称为 Hermite 插值或称密切插值

常用的 Hermite 插值描述如下:对于 f(x) 具有一阶连续导数，以及插值点

{x. ,i = 0， 1，…，叶， X. 互不相同，若有至多为如 +1 次的多项式函数 H2n+1 (X)
满足

H2n+l (Xi) = f(x.) , H~n+l (Xi) = f'(x.) , i = 0, 1,… ,n 

则称 H2n+l(X) 为 f(x) 关于节点 {x.， i = 0 ， 1，…，叶的 Hennite 的插值多项式.
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问题1.7 给定 f(xo) = 仇， f(X1) = 且， f' (xo) = 刑。 ， f' (X1) = mI， xO 并 X1'
怎样构造给定两个节点的函数值和一阶导数值的 Hermite 插值多项式?

分析 用 4 个条件，至多可确定 3 次多项式.设三次 Hermite 插值多项式为

Ha(x) = α0+α1X + α2X2 + 句Z3，将插值条件代入 Ha(x)， 得到线性方程组

方程组的系数行列式

α0+α1XO + α2z3+α3X~=YO 
ao+ α由 +α2X~ + aaX~ = Y1 
α1+ 2α2XO +3αaX~ =mo 

α1+ 2α矶 +3α叫 =ml

1 Xo x~ X~ 

X~ 1= 一(Xo - X1)4 并 01 X1 x~ 

o 1 2xo 3x~ 

o 1 2Xl 3x~ 

所以方程组有解且唯一，关于节点句，Xl 的 Hermite 插值多项式存在唯一.类似

于构造 Lagrange 插值多项式的方法，通过插值基函数作出 H3(X)，

要

可设

设

H3(X) = h。但) YO + h1 (x) Y1 + 90 (x) mo + 91 (x) m1 

H3 (xo) = ho (xo) Yo = Yo 

ho (xo) = 1, h1 {xo} = 0, 90 {xo} = 0, 91 (XO) = 0 

同理由 Ha (Xt) =的 ， H~ (XO) = mO , H~ (XO) = mO，得到

ho (XO) = 1, I h1 (XO) = 0, I 90 (xo) = 0, 

ho (X1) = 0, J h1 {Xl} = 1, J 90 (Xl) = 0, 

h~ (xo) = 0, I hi (xo) = 0, I 9Ö (xo) = 1, 

h~ (Xl) = 0, l hi {Xl} = 0, l 9Ö (Xl) = 0, 

91 (xO) = 0 

91 (X1) = 0 

9i (XO) = 0 

9i (Xl) = 1 

由 ho (x) 至多为二次多项式， Xl 是它的二重根，可设

问 (x) = (川ρ) (仨去)2 = (α0+叫 (x)
由

ho (XO) = (α。 + boxo) l~ (Xo) = (α。 + boxo) = 1 
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解出

同理可得

由

令

h~ (xo) = bo1~ (x) + (α。 + boxo) 2lo (xo) 1'0 (xo) = 0 

ho(x) = (1- 2(x - xo)l~(xo)) 培(x)

ho(← (1-2仨去) (ξ旷

h1(← (1-2仨去) (仨去)

go(xo) = 0, g(Xl) = g'(xt) = 0 

go(x) = α(x - xo)碍(x)

由 gö(xo) = 1，得 α=1 ，

如何) = (x - xo)l~(x) 

同理

gl(X) = (x - xl)l~(x) 

得到以吨， Xl 为节点的 Hermite 插值为

H3(X) = ho(x)f(xo) + h1(x)f(Xl) + go(x)f'(劣。) + gl(x)f'(Xl) 

H3(X) = (1 - 2(x - xo)吗 (xo)) l~(x)f(xo) + (1- 2(x - xl)I~(xI)) 可(X)f(Xl)

+ (x - xo)l~(x) + (x - xl)l~(x) (1.19) 

H3(X) = 毛 -2:3jtt) 队)+乎 -2:二三jtt)f(Z1)

+ (x一叫 (1.20) 

容易证明，当 fε04队 b] 时插值误差为

f(4)(~) 1_ _ \2 ,_ _ \2 
R(x) = f(x) - H3(X) = 一一一(x - xoY(x - xtyo!, ~ E 忡， b] (1.21) 

4! 

如果要构造 f(x) 关于节点 {xi ， i = 0, 1，…，叶的 n+1 个节点的 2n+1 次

Hermite 插值多项式，设

H2n+l(x) =艺hi(x)f(民)+艺 gi(x)f'(Xi)
'=0 '=0 
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这里 {h;(x) ， g;(x) ， i = 0, 1，…， π} 分别为不高于 2π+1 次插值多项式，分别满足

{ :的)=句， urt(Zj)=0
h~(xj) = 0，一 gHxj) = Óij 

类似于问题1.7 的推导: h;(x) = (1 - 2(x - x;)l'(句)) l~(x) 

h;(x) = 11 - 2(x 一句)~~一 Il~(x) (1.22) \ . #i 冉一句1

g,(x) = (x 一句)l;(x)

其中 l， (x) 为关于节点 {x; ， i = 0， 1，…，叶的 Lagrange 基函数.

当 fε C2n+2[α， b] 时，误差为

f(2n+2)(~) 1_ __ \2/_ _ \2 
R(x) = 一一一寸(x - XO)"(X - Xl) … (x - Xn)2 , μ[州 (1.23) 

飞2n+ 2)! 

例1.8 给定 f(-1) = 0,/(1) = 4,1'(-1) = 2,1'(1) = 0，求 Hermite 插值

多项式，并计算 f(0.5).

解 H3(X) = ho(x) .0+ h1(x) .4 + go(x) .2 + gl(X) . O. 

显然本题不必计算 ho(x) ， gl (吟，

h仲

如何)=x 一 (-1) (丑)2=~(X+1川2

H3(• h1(x) .4+ 如何) .2= (2 - x)(x +仙j(z+仰-1?
H 3 (0.5) = 3.5625 

利用构造基函数方法做插值多项式广泛地被应用在不同的插值条件中.

倒1.9 给定 f(xo) = 怖，f' (xo) = mo , f(x t) = 仇，构造二次插值多项式
函数.

解 设凡(x) = to(x)yo + tl(X)Yl + t2(x)m口， to(x) , t 1 (x) , t2 (x) 均为不高于
二次的多项式，它们分别满足

(toho)=1 
吨位。) = 0, 
tO(Xl) = 0, 

{:仁Uι口口tl(协阳ωl(巾灿州(归阳刨Z勾叫0ω)
t吨i(xoρ) = 0, 
tl(Xl) = 1, 

(… 吨(xo) = 1 

t2(Xt) = 0 
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利用基函数的性质马(X) 可表示为

X - Xl { X - Xo 飞
乌(X) = (αox+bo)~一一~Yo+αd 一一一旦 I Yl +α2(X - xo)(x - Xl)刑。

Xo - Xl 飞 Xl - xoJ 

由 to(Xo) = 1，得 αOXo + bo = 1; 由吨位。) = 0，得

得到

类似地得到

α。芋斗 +(αOXo +句)::-土-=0
aio - ail aiO - ail 

1 • 2xo - Xl 
ao = 一一一一一一一， 00 =一一一一一一-

Xo - Xl Xo - Xl 

(2xo -Xl - X) (X - Xl) to(X) = \-~U ~~ -/一一一一
。- Xl (xo - Xl) 

(X_XO)2 .L f_\ (X - XO)(x - x t) 
tl(X) = 一一一一一， 句(X) = 

(Z1-zo)2zo-Zl 

2Xo - Xl- X X - Xl ,( X - Xo \ 2 _ , (X - XO)(X - Xl) 
凡(X) = --U -L - 一一-_: Yo + (一一一~I

。 - Xl Xo - Xl 飞Xl - Xo / Xo - Xl 

周扩展的 Newton 插值构造 Hermite 插值需要引入推广的差商定义.

设 f(x) 充分可微，则定义

f(X t) - f(xo) 
f[xω] = lim f[x川] = lim ~ \-L/ ~ \-Uj = f' (xo) (1.24) 

:1: 1 →:1:司J 2: 1•:1: 0 Xl - Xo 

仇 ， Xo向0俨 卢护f尸户尸(归例川n时)

对于一部分节点相同的情况类似于(口1.24钊)的定义.例如，

f[Xo ，叫一 f[xo ， xol _ f[xo , Xl]- f' (XO) 
f[.句 ， XO ， Xl] = 

1 - Xo Xl - Xo 

问题1.8 对给定的插值点的函数值和一阶导数值 (Xi ， f(Xi)' f' (Xi)) , i = 0, 

1，…， π，定义序列 {Z2i = Z2i+l =町， i = 0， 1，…，叶，用 Newton 插值构造
Hermite 插值多项式.其中

Zo = Zl = XO ,Z2 = Z3 = Xl ,… , Z2n = Z2n+l = Xn 

f(如) - f(Z2•1) 
f[知-lJ Zμ]= 户户

"'2i - "'2i-l 
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f[Z2i ,Z2i+l] = 1'(叫， i = 0, 1,… ,n 

在差商表中用 f'(XO)，f'(Xl) ， …，f'(Xn) 代替 f[zo ， zI], f[句， Z3] ， …， f[Z2n ，
句n+1]， 其余差商公式不变，得到差商型 Hermite 插值公式:

2n+l 

H2n+1 (X) = f[zo] + 艺 f[zo ， Zl ,'" ,Zk](X - zo)(x - zI)... (x - Zk-l) (1 却)

例1.10 用 Newton 插值重做前两个例题

(1) 给定 f(-1) = 0, f(1) = 4,/,(-1) = 2,/,(1) = 0，构造 Hermite 插值多
项式.

(2) 给定 f(xo) = 脚，/， (Xo} = mo, f(Xl) = 仇，构造二次插值多项式函数.

解 (1) 由例 1战给定 f(-I) = O, f(l) = 4,/,(-1) = 2,/,(1) = 0，有(表

1.5) 

h

一
」4
1
1

表1.5

J(z‘) J(Z,-1 ,Z.‘) J(z‘-2 ， Z"-1 ， 均)
。

。 2 
4 2 。

4 。 一1 一0.5

H3(X) = 2(x + 1) - 0.5(x + l?(x - 1} 

更一般地，给定 {XO， f(xo) , f'(x)} , {Xl , f(x I), /'(Xl月，记 f'(Xo) = m口， f' (Xl} 
=mt，得到下列至多 3 次的 Hermite 插值多项式(表1.6}

3:, z‘ J(z‘) 
J(3:0) 
J(3:o) 
1(3:1) 
1(3:1) 

表1.6

I(z• 1 , Zi) J(z，-~， Z ,_1 , Zi) 

3:0 

3:0 

n
u

噜
A
m
a
-
-
o

zzzz 

mo 
J[3:口，3:1]3:1 

3:1 m1 
(J[3:口 ， X1] - mO)/(3:1 - 3:0) 
(m1 - 1[3:0,3:1])/(3:1 - 3:0) 

f[:句，叫]-mH3(z)=uo+mo(z-zo)+ 。 (z-zo)2
òlil 一面。

m1 - 2f[xo, Xl] + z mo(z-zo)2(z-Z1) 
1 - Xo 

(2) 由例1.9，给定 f(xo) = Yo , f(xo) = mO , f(Xl) = 缸，有(表1.7)
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z. 
Xo 

Xo 

X1 

表1.7

f(z• 1, Z.‘) f(z• 2 ,%.• 1 , z.) 

何问

Y1 f[xo , X1J 
f[x肌肉J-mo

3:1 -:1: 

f[xo，叫]-mH2(z)=Uo+moh-20)+ 。 (z-zo)2
;t;1 -;t;o 

例1.11 用下列数据(表1.8) 构造 Hermite 插值多项式并计算 f( 1.36).

z 

f(x) 
f'(x) 

解 计算差商，如表1.9 所示.

表1.8

表1.9

f(x ‘) f[x• 1, Xi] f[x←2 ， X‘_l~X‘l f[X.-3 ， X‘_2 ， X‘-l~Xi] 
1.2 0.6 
1.2 0.6 0.5 
1.4 0.9 1.5 5.0 

1.4 0.9 0.7 -4.0 -45 

1.6 1.1 1.0 1.5 13.75 145 

1.6 1.1 0.6 一2.0 一 17.5 一76.25 -553.125 

H5(X) =0.6 + 0.5(x -1.2) + 5(x - 1.2)2 - 45(x - 1.2)2(X -1.4) 

+145(x - 1.2)2(x - 1.4)2 - 553.125(x - 1.2)2(X - 1.4)2(X - 1.6) 

1.4.1 分段插值

1. Runge 现象

H3(1.36) = 0.8655 

1.4 三次样条函数

在构造插值多项式时，根据误差表达式(1.9)，你是否认为多取插值点总比少

取插值点的效果好呢?答案是不一定.对有些函数来说，有时点取得越多，效果越

不尽如人意.请看下面的例子.

例1.12 给定函数 f(x) = 1 • ~.. ..'}, X ε[-1， 1] ，构造 10 次插值多项式- 1 + 25x2 , 
L lO(X). 
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解
2 

对 [-1 ， 1] 作等距分剖，取 h = '-A = 0.2, Xi = -1 + 0.2i ， 取插值点为
10 

(X盯d叫， i = 0, 1,…, 10 

L叫工)如图1.4 所示.从图中可看到，在零点附近， LlO (X) 对 f(x) 的逼近效

果较好，在 X = -0.90, -0.70, 0.70 ， 0.9。这些点的误差较大.下面列出 LlO (X) 和

f(x) 的几个插值点的数值(表 1. 10).

z 

J(x) 
L lO (X) 

! .'~x:. 

= 
‘' 、，1 

-0.90 

1.57872 

0.04706 

图1.4

自

2 

1 

。

LlO (X) 和 f(x)

表1.10

0.70 

0.07547 

0.22620 

LlO(X) 

f(功

Z 

1 

一0.50

0.13793 

0.25376 

一0.30

0.30769 

0.23535 

这个例子是由 Runge 提出的，也称插值多项式在插值区间内发生剧烈振荡的

现象为 Runge 现象. Runge 现象揭示了高次插值多项式的缺陷它说明高次多项

式的插值效果不一定优于低次多项式的插值的效果， 同时表明等距插值不能保证

有较好的插值效果.

在插值过程中，误差由截断误差和舍入误差组成， (1.9) 给

出的是插值函数 ψ(x) 与原函数 f(功 的截断误差， 在近似计算

过程中还会产生舍入误差?舍入误差在插值计算过程中可能被

扩散或放大， 这就是插值的稳定性问题.而高次多项式的稳定

性就比较差? 这从另一角度说明了高次插值多项式的缺陷

2. 分段线性插佳

演示1 Lagrange 
插值与Runge现象

既然增加插值点并不能提高插值函数的逼近效果， 那么采用分段插值效果如

何?对给定区间 [α， b] 作分割

α = Xo < Xl < … < X n = b 
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在每个小区间 [Xi' Xi+1] 上作 f(x) 以 {x" 同+1}为节点的线性插值， 记这个
插值函数为 p(x) = Pi(吟，则

- Xó -l ‘ X - Xó 
p,, (X) = 二 -'T~ f(x，，) 十一一~f(;旦+1)， Xi ~ X 运 X'+1

í - XHl . XHl - Xi 

把每个小区间的线性插值函数连接起来，就得到了 f(x) 的以 α= Xo < Xl < 
.. < x n = b 为剖分节点的分段线性函数 p(X) ， 如图1.5 所示， p(X) 在 I町， 向+1]

上为一个不高于一次的多项式.事实上 p(X) 是平面上以点(句， f(Xi)) 为折点的折

线.由线性插值误差公式，当 zε [X们的+11 时，

因而

其中

f(2) (f.) 
f(x) - p(x) = f(x) - Pi(X) = 一寸一位 - Xi)(X - Xi+1) 

2! 
y 

2 

l 

z 
-1 1 

圄1.5 分段线性插值 p(x) 和 f(x)

If(x) - p(x)1 ζ 号 I(X 一句)(X一阳)1
M? 1. ." M? 

运」一(町+1 - Xi)2 = 手(XHl 一句)22 4 \-'T~ --., 8 

M2=J23Eb|f气功|

于是，当区间分割加密， m皿(XHl - Xi) → 0 时，分段线性插值收敛于 f(x).

事实上，只要 f(x) 连续，分段线性插值序列就能收敛于 f(x).

分段线性插值算法简单，只要区间充分小，就能保证它的误差要求. 它的一个

显著优点是它的局部性质，如果修改了某节点 (X. ， f(Xi)) 的值，仅在相邻的两个

区间[岛-1 ，叫， [缸 ， Xi+1] 受到影响.分段线性插值的缺点是在插值节点处不光滑.

图1.5 给出分段线性插值的(X)(虚线表示)和 f(x) 的图形，可以看到分段线

性插值的效果明显好于整体的 Lagrange 插值效果.
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例1.13 对下列数据(表1.11) 作分段线性插值，并计算 f( 1.2) ， f(3动.

z ‘ 
f(tx.) 

-3 

12 

-1 

5 

表 1.11

2 

1 

3 

6 

9 

12 

解 P(X) = Pi(X) = 主二生卫f(Xi) + 之二主~f(XH1)，托 [X川件1]'
Xi - XH1 . Xi+1 - Xi 

由1.2ε[-1，坷，有

1.2 - 2 _. 1.2 + 1 
P(1.2) = Pl(X) = 一一一 x5+ 一一一 x 1 = 2.0667 

一1-2 -. 2+1 

由 3.3ε[3， 9] ，有

3.3 - 9 3.3 - 3 
P(3.3) = P3(X) = 一一一 x 6+ 一一一 x 12 = 6.3 

-6 

1.4.2 三次样条插值的 M 关系式

在制造船体和汽车外形等工艺中，传统的设计方法，首先由设计人员按外形

要求，给出外形曲线的一组离散点值{(町， Yi) ， i = 0， 1，…，叶，施工人员准备好样

条(竹条或钢条)和压铁，调整样条的形状，使其通过点 {X，:， 执}并自然光顺，将压

铁放在点{凡的}的位置上，这时样条表示一条插值曲线，我们称为样条函数.从

数学上看，这一条分段的 3 次多项式，在节点处具有一阶和二阶连续微商.样条函

数的主要优点是它的光滑程度较高，官保证了插值函数二阶导数的连续性，对于

三阶导数的间断，人类的眼睛己难以辨认了样条函数是一种隐式格式，最后需要

解一个三对角形系数矩阵的方程组，它的工作量大于多项式 Lagrange 或 Newton

等显式插值方法.

定义1.4 给定区间 [α，叫上 n+l 个节点 α= Xo < Xl <… < Xn = b 和

这些点上的函数值 {f(向) = Yi , i = 0， 1，…，叶，若 S(X) 满足: {S(均) = Yi ,i = 

0 ， 1，…，叶， S(x) 在每个小区间[町， XH1] 上至多是一个三次多项式; S(x) 在 [α，同

上有连续的二阶导数，则称 S(X) 为 f(x) 关于剖分 α= Xo <町<… < Xn = b 

的三次样条插值函数，称 {Xo， Xl ， … ， Xn } 为样条节点.

要在每个子区间[矶，XHt]上构造三次多项式

S(X) = 乌(X) = 向X3 + bix2 + l;X + dt , X ε[町，同+1] ， 4=0， 1，… ， n-l

共需要知个条件，由插值条件 {S(同)=钩， i = 0, 1，…， π} 提供了 n+l 个条件;

用每个内点的关系建立条件

S(Xi + 0) = S(町- 0) 
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S'(Xi + 0) = S'(Xi 一 0)

S气向 +0) =8气的 -0)， 4=1,… ,n-1 

又得到 3n-3 个条件;再附加两个边界条件，即可唯一确定样条函数了.用待定

系数法确定了构造样条函数的存在性和唯一性.下面给出构造二次样条插值的 M

关系式和 m 关系式的方法.

引入记号 {Mi = S气的)， mi = S'(xi) ,i = 0， 1，… ， n}. 用节点处二阶导数表
示样条插值函数时称为大 M 关系式，用一阶导数表示样条插值函数时称为小 m

关系式.

问题1.9 给定插值点{(町，J(均))， i = 0， 1，…，叶，怎样构造用二阶导数

表示的样条插值函数，即怎样构造 M 关系式?

记 S(X) 在区间 [Xi ， Xi+1 1 上的表达式为马(X) ， S(x) 是三次多项式， S"但)是

线性函数，用插值点{(町， 8"(向))， (XHl' S"(岛+1))}作线性插值，记 S"(白) =M" 

S"(向+1) = M i +1' 

X - Xi+ 1 ~ r , X - X; 
S;'(X) = 一一一~M，+ 一一一'_ MHl , X. ~ X ζXHl 

Xi - XHl XHl - Xi 

对 S"(X) 积分两次，记 h. =X忡1 一句，

忡忡1 -X)3 (z 一句?
S(X) = S,(X) = \-'-r~L -, Mi + 一一一.LMi+1 + ω +d 6h; ---, , 6hi 

(XHl _X)3 H , (X 一明，)3
= 地+一一」-M+1+C(的十1 - X) + D(x - X,) 6hi ---.' 6hi 

将 S(X，) = Yi , 8(Xi+1) = Yi+l 代入上式解出

c='#_￥ hiM， 如+1 hiM'+l = 一一2. D= 
h. 6'- h. 6 

(Xi+l - x)3屹 + (x - Xi)3 M i+l 忡忡1 - X)Yi + (x - Xi)YHl 
S(X) = 

6hi hi 

-3[(均+l-X灿 (X - xi)Mi+ll , X E [Xi' Xi叫仰)
在内节点町，由乓(Xi) = SLl(同)可得到

h~ _ _ h: 
f(町，同+1)一':"Mi 一」MM=f(Z41，向)+旦二iMH+ 旦二!_Mi3 -'-... 6 -~-'liï.L J \-~-

整理后得到
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向M'-1 + 2M, + 沁Mi+1 = di , i = 1 ， 2，…，π- 1 (1.27) 

其中

λ 一 -2Lut=1 一 λt
s-ht+h4-1' 俨

6 {执+1 - Yi 执 - Yi-l 、
dí = 一一一-(一一一一一一一一-~ I = 6f(的-1，町，的+1)

hi + hí-1 飞 hi hi- 1 } 

式(1.27) 称为样条插值的 M 关系方程组，解方程组(1.27) 得到 {M;川=

1 ， 2，… ， Mn-汁，再加上两个端点条件，满足端点条件的样条插值函数 S(X) 在 [Xi ，

Xi+ll 上的表达就是式(1.26).

下面分三种情况讨论边界条件.

(1) 给定 Mo， Mn 的值，此时 n-1 个方程组有 n-1 个未知量 {M;川= 1, 

2，… ， n-1}. 当地 =0，凡 =0 时，称为自然边界条件

2λ1 

μ2 2λ2 

μn-2 2λn-2 

μ..-1 2 

M) 

M 2 

M二-2

M二-1

一

d1 一 μlMO

d2 

dn-2 
dn- 1 一 λn-l占4

(2) 给定 S'(Xo) = mo , S'(xn) = mn 的值，将 S'(Xo) = mo , S'(x.".) = m" 的值

分别代入 S'(x) 在[吨，叫 ， [xn-l ， xnl 中的表达式，得到另外两个方程:

圳+M= ￡[f[叫 -mol= 出

M n- 1 +2Mn =亡[mn - f[x川nll =仇

得到 n+1 个未知量， n+1 个方程组

2 1 Mo 

μ1 2 λ1 M) 

μ2 2 λ2 M 2 
-

μn-2 2 λn-l M n- 1 
1 2 M .. 

do 
d1 
d2 

d..-1 

d .. 
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(3) 被插函数以 Xn -xo 为基本周期时，即 f(xo) = f(xn) ， 即

8 (xo) = 8 (xn) , 8' (xo) = 8' (xn) , 8" (xo) = 8" (xn) 

即 mo = m.., Mo = Mn， 将 8'(xo) = 8'(x..) 加入方程组，此时化为 n 个变量， n
个方程的方程组.

样条插值构造的 M 关系式是对角占优的三对角带状矩阵，可用第 4 章中追

赶法求解

例1.14 给出离散数值表(表1.12). 取 Mo=M二 =0，构造三次样条插值

的 M 关系式，并计算 f(1.25).

y‘ 
1.1 

0.4000 

u-2-m 
t
L
E
'
A
-
0
。

-au 
表
-

1.4 
1.6500 

1.5 

1.8∞o 
z ‘ 

解 由表1.12 中 (Xi' Yi) 的数值，计算得

ho = 0.1, h1 = 0.2, h 2 = 0.1 

(…毗
μ1 = 0.3333, 

d1 = 5, d2 = -55 

由 Mo=M.，. =0 的边界条件，得

[ O.6~7 。 γ][ :: 1 ~ [ -~5l 
解得 M1 = 13.125, M 2 = -31.875. 

因此，三次样条插值的分段表达为

r 21.875x3 一 72.1875x2 + 83.1875x - 32.875, X ε[1.1，1.2] 

8(x) = < -37.5x3 + 141.5625x2 
- 173.75x + 59.725, X ε[1.2，1.4] 

l 53.125x3 
- 239.0625x2 + 358.0625x - 179.05, X ε[1.4，1.5] 

特别地， f( 1.25) 阳 8(1.25) = 1.0436. 

1.4.3 三次样条插值的 m 关系式

问题1.10 给定插值点{(岛， f(叫))， i = 0 ， 1，…，叶，怎样构造用节点处一

阶导数表示的样条插值函数，即怎样构造 m 关系式?



习题 1 .45. 

对给定的插值点{(町， y (Xi)) , i = 0，…，叶，先假定己知 8' (Xi) = mi ， 在每

个小区间[町， Xi+l] 上作 Hermite 插值，在整个 [Xo ， Xn] 上是分段的 Hermite 插值，

在 [Xi' Xi+l] 上 8(功的表达式为

I x-x 飞 I X - X' -L 1 \ , I X - X， 川飞

8 (x) = [1 - 2--:二÷二川二÷旦 I Yi + (x 一叫[ -二÷主 I mi 
\ ~i - ~i+lj \~i 一生"i+lj \~i 一..Li十1j

+(1-t告) (古兰J 执+1
+ (x - X i+ l) (古兰:) "" m i+ l 

再用 8"(Xi + 0) = 8"(Xi - 0) 得到方程组

(1.28) 

入m←1 + 2mi + μimi+l = Ci , i = 1, 2,… ,n - 1 (1.29) 

λz=-fL一， μi = 1λ盯 Ci = 3 [λi Y [Xi-l' Xi] + μiY [Xi' Xi+l]] 
h i + h i - 1 

再附加两个边界条件，即可解出 mi 的值.附加的边界条件情况同 M 关系式中类

似，不再详说.

例1.15 对 f(x) = 一 1 一作样条插值，插值效果如图1.6 所示.可以看
1 + 25x2' 

到样条插值效果优于分段插值效果.

2 

l 。

图1.6 样条插值图示

习题 1

案例1 三次样条函数
用于优化算法中障碍

函数的设计

1. 作出插值点{(-1.00, 3.00), (2.00,5.00), (3.00， 7.00)} 的二次 Lagrange 插值多项式

L2 (叫， 并计算 L2(0)

2. 作出插值点{(-2.00, 0.00) , (2.00,3.00), (5.00， 6.00)} 的二次 La在range 插值多项式

L2 (吟，并计算 L2(- 1.2) ， L 2(1.2). 
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3. 作出下列插值点的三次 Lagrange 插值多项式.

(1) (-1 , 3), (0，一1/2) ， (1/2， 0) ， (1， 1);

(2) (-1 , 2) , (0, 0) , (2, 1) , (3, 3). 
4. 设 fε G2 [a， 时，且 f(α) = f(b) = 0，证明:

|削|寸(b - a)2屿， a~x υ 

其中 M2=ztEb|f"(z)|·
5. f(x) = vx 在离散点有 {f(81) = 9, f(100) = 10, f(121) = 1吨，用插值方法计算

v'1õ5的近似值，并由误差公式给出误差界，同时与实际误差作比较.

6. 给出函数表1.13. 作出差商表，作出三次 Newton 插值多项式，并计算 f(1.2) 的近似值.

z 

f( :li) 
-1.00 
3.00 

表1.13

2.00 
5.00 

3.00 
7.00 

4.∞ 

5.∞ 

7. 若函数 f(x) 足够光滑， 1(4) = 1, /[1 ,4] = 2,1[1, 3,4] = 1, /[1 ,2,3,4] = -1. 

(1) 写出 f(功的 Newton 插值多项式;

(2) 计算 f(2) 和 f[2， 3， 4].

8. 耍制作三角函数 sin x 的函数值表，己知表值有四位小数的近似值，要求用钱性插值引

起的截断误差不超过表值的舍入误差，试决定其最太允许步长

9. f(x) = x7 
- 125x5 + 237x3 

- 999，计算差商 f[2日， 2吁， f[20 ， 21，…， 2可以及

1[20 , 21 ,…, 28
]. 

10. 给出函数表1.14. 构造分段线性函数，并计算 f(1.075) 和 f(1.175) 的近似值.

z 

f( :li) 
1.05 

2.12 

表1.14

1.10 

2.20 
1.15 

2.17 

11.给定数据 f(O) ， f(1) , 1'(1)， 作出三次插值多项式，并写出插值余项.

1.20 
2.32 

12. 给定数据 f(3) = 5.00, f(5) = 15.00, 1' (5) = 7.00，作出二次插值多项式，写出插值余
项，并计算 f(3.7) 的近似值.

13. 给定数据 f(O) ， f(I) , f(3) , 1'(3) ， 作出三次插值多项式，并写出插值余项.

14. 给定数据 f(O) = 1.0, f(1) = 0.75, f(3) = O.妃， 1' (3) = O.邸，作出三次插值多项式，
并写出插值余项.

15. 给定数据 1(1) = 0.5, 1(2) = 1, 1'(1) = 0.5 , 1'(2) = -1, 1气2) = 1，构造四次插值
多项式，并写出插值余项.

16. 试求满足表1.15 中数据和 8"(-2) = 0, s'气2) = 0 的三次样条函数，并计算 8(0)

的值.

z -2.00 
f( :li) -4.00 

表1.15

-1.00 
3.00 

1.00 

5.00 
2.∞ 
12.00 
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17. 试求满足表1.16 中数据和 8'(-1) = 5, 8'(3) = 29.00 的三次样条函数，并计算 8(2)

的值.

z 

f(x) 
•1. 00 

2.00 

表1.16

0.00 

3.00 

1.00 

4.00 

3.00 

29.00 
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2.1 拟合函数

插值和拟合是构造逼近函数的两种方法.通过观察或测量得到一组离散数据

{(Xi' 如)， i 二 1 ， 2，… ， m}. 当所得数据存在函数关系 Yi 二 f(问)时，可构造插值函

数 ψ(X) 逼近客观存在的函数 f(x). 插值的原则是要求插值函数通过这些数据点，

即 {ψ(Xi) 二 Yi ， i 二 1 ， 2，… ， m}. 此时，向量 Z 二 (ψ(Xl) ， ψ(X2) ， …， ψ(Xm)) 与

y= (Yb 饨，… ， Ym) 相等.
如果数据 {(Xi' Yi) , i = 1 ， 2，… ， m} 含有误差或"噪声"(图 2.1)，如果数据无

法同时满足某个特定函数(图 2.2)，那么只能要求逼近函数以X) 尽量靠近数据点，

即向量 z = (ψ(Xl) ， ψ(X2) ， …， ψ(Xm)) 与 y = (Yb 的，… ， Ym) 的误差或距离最
小.按 Z 与 Y 之间误差最小的原则构造的逼近函数 ψ(X) 称为拟合函数.

0.2 

一0.2 卡. • 
50 ..• 100 

.… . 
·、

150 2DO....:... 250 

、…. :: 

φ，.. 

一0.41:! . • , 

'··U 
H· 

-0.6 
.. o. • _ • 

00 0 . 0 00 

.....a二. .-
•• 2·.2.，仇J

or •• .. -0.8 

图 2.1 含有"噪声"的数据

• 
1.0, 

• • 
• • • 

• • 

0.5 

• • 
• -0. • 

• • 
• • -1. 

图 2.2 非函数型的数据
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向量 Z 与 Y 之间的误差或距离有各种不同的定义方式.例如，各种向量范数

特别地，

IIZ-YI11 =去|仰川
i=l 

IIZ-YII∞=月陪 |ψ(Xi) - Yil 
i走马‘雪是n

;=1 

Q = IIZ - YII~ =汇(阳) - Yi)2 

称为误差平方和，由于计算误差平方和最小值的方法容易实现而被广泛采用.按

误差平方和达到极小构造拟合曲线的方法称为最小二乘法.本章主要讲述用最小

二乘法构造拟合函数 ψ(X).

在运筹学、统计学、逼近论和控制论中，最小二乘法都是很重要的求解方法.

例如，它是统计学中估计回归参数的最基本方法.

关于最小二乘法的发明权，在数学史的研究中尚未定论.有材料表明 Gauss

和 Legendre 分别独立提出这种方法. Legendre 在 1805 年第一次公开发表关于最

小工乘法的论文，这时 Gauss 指出，他早在 1795 年之前就使用了这种方法.但数

学史研究者只找到了 Gaus8 约在 1803 年之前使用这种方法的证据.

在实际问题中，怎样由测量的数据构造和确定"最贴近"的拟合函数? 关键在

于选择适当的拟合函数类型有时根据专业知识和工作经验即可确定拟合函数类

型如果对拟含函数一无所知，不妨先绘制数据的粗略图形，或许从中观察出拟合

函数的类型.一般地，我们从已知函数族 {ψa(X)} 中挑选拟合函数，利用最小二乘

法原则，求参数 α 使 Q(α)=艺 (CPa(同)一旷最小
1=1 

例 2.1 表 2.1 是 1950 年至 1959 年我国的人口数据资料.

表 2.1 (单位: 亿人)

年份民 1950 1951 19陇 1953 1954 19日 1956 1师7 1958 19明

人口执 5.52 5.63 5.75 5.88 6.03 6.15 6.28 6.46 6.60 6.72 

解 观察数据的散点图，发现数据点大约在一条直线上，故可进行线性拟

合.设

ψ(X) = α + b(x -1950) 

Q(a, b) = 艺 (α +b(问一 1950) 一旷
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解得当 α= 5.48945, b = 0.136121 时， Q(α ， b) 达最小值 0.00331879.

伊(x) = 5.48945 + 0.136121(x - 1950) 

拟合直线如图 2.3 所示.根据专业知识，也可作形如 ψ(x) = α . b" 类型的函

数拟合，请见例 2.5.

6.5 

6.0 

1954 1956 1958 1960 

图 2.3 人口增长的线性模型

最小二乘法的思想不仅可用于离散数据的拟合，也可用于连续函数的逼近­

iJIJ 2.2 构造 ψ(x) = α+ 忧，在 [-1 ， 1] 上逼近 f(x) =e". 

解 根据最小二乘法的思想，定义 Q= 汇|仰) - f叫叫恒量 ψ(x)
与 f(x) 接近程度的标准，求 α， b 使 Q 最小.

(' . _.. _ _. 2 
Q= I (α + bx - e")2dx = 2α2 + ~b2 _ 2(e _ e-')α 4e-'b + ~(e2 _ e-2) 1-,'-- -,--- 3 

由

解得

所以

(θQ 否E=4α-2(e-e-')=0

80 4_ 
-_--: = '::b - 4e- 1 = 0 
δb 3 

(→(e 一-')臼1.1752
b = 3e-' 自1.1036

ψ(x) 臼1.1752 + 1.1036x. 
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多项式拟合

给定一组数据{(缸，执)， i=1， 2， … ， m}. 当拟合函数 ψ(x) 形如 α。 +α1X+

..+αnxn 时，拟合问题称为 π 次多项式拟合，即求 α =(α。，肉，…， αn) 使得

2.2 

Q(α)=艺 (α0+α1X， +... +αnz?-ut)2 

达到最小值.

首先考虑最常见的线性拟合，即 n=l 情形.由微积分知识，我们知道 Q 的

最小值一定存在，并且最小值点 α 满足

结 =22(…叫一执)=。

在 =22(…岛一的)Xi = 。

mao+ (主十=争
(会)α0+ (会)α1=艺ω

整理得到线性方程组

(2.1) 
三二 Yi

2二X，Yi
-
一

飞
飞t
t

『
，
/

hu'A α
α
 

J
'
'
E
E
E
飞
、

LXi 

LX~ 

m 

LXi 

或写成矩阵形式

式 (2.1) 称为法方程，其公式解为

一(剖(剖-(兰同)(争执)
mzzj 一(兰的)
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m
艺
创
2
\
J，，
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飞
叮
-
m
z

m
艺
创
7
1
\

ω
-
m
Z
H
 

mZH-m 
.52. 

α1= 

倒 2.3 P.Sale 和 R.Dybdall 两年间在某处做的鱼类抽样调查如表 2.2 所

示，其中 z 为鱼的数量， y 为鱼的种类数目用线性函数拟合鱼的数量和种类数目

表 2.2

36 

17 
贝

-
u
-
m
-
u

"-u-m-n "-u-mM-u m-u-m-M ma-n-uM-n n-u-m-a 
到

-
u
-
ω
-
u

m
-
1
-臼
-
n

m-m-a-u 
"
-
u
-
ω
-
u
 

白
一
如
-
向
一
如

设 ψ(x) = α +bx. 将表 2.3 数据代入法方程 (2.1) 得到解

表 2.3
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ψ(x) = 8.20841 + 0.179522x, 

拟舍直线如图 2.4所示.

下面考虑一般的 π 次多项式拟合.与线性拟合类似， Q(α) 的最小值一定存

在，并且最小值点 α 满足

Q = 111.0 

j = 0 ， 1，…， π 
θQι 
言.... = 2) :(α0+α山+… + anxf - Yi)X~ = 0, 
…-一

整理得多项式拟舍的法方程
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• 
~ 

30 

25 1: • 

刽lt. /' . 
15f ri0 . 
10" /"ii 

• I ....,...., 
o 20 4且 60 80 100 120 140 

图 2.4 线性拟合

m m m 

m I>也 L>~ 2二百也
i=l i=l i=l 

m m m m 

LX; LX~ 艺z?+1 2二则，
i=l i=l i=l i=l (2.2) 

m 

LX? LX~+l ... LX~n LX?Yi 
i=l i=l i=l 也~1

线性方程组 (2.2) 的系数矩阵 A 显然是对称的，我们还可以证明 A 是半正定的，

并且线性方程组 (2.2) 对任意仇， Y2 ，'" ， 自m 都有解.尽管如此，在实际应用中 A
很有可能是病态的，需要使用一些高精度或专门的数值算法以保证解的准确性.

~J 2.4 用二次多项式拟合下列数据(表 2.4).

Zi 

1比

3 

4 
2 

2 

1 

3 

表 2.4

。

。

解设 ψ(X) = α。 +αlX+ α2沪，如表 2.5 所示.

相应的法方程为

1 

2 

2 

3 

5 

:)(::)=(主) =争 (:)=(jiZ) 
ψ(X) = 0.666667 - 1.39286x - 0.130952x2 
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Q= 艺(叭叭) - Yi)2 = 3.09阳

第 2 章.54. 

的
-
3
1
8

巳
-
7

2

飞
一
剖83
0

一

-
J
J
-

XiYi 

12 
-4 

-3 

0 
-1 

-4 

15 

-39 

fz!il125-u
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A
4
2
3
E

一
一
→

-
1

4216L)L61-wm 
z
-
8
1

]
(

]
1
8

一
卫

表 2.5
3 Xi 

-27 

-8 
-1 

0 
1 

8 

27 

0 

拟合曲线如图 2.5 所示.
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一
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-
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0
1
2
3
-
o

z-1234567-2 

例2.4的Mathematica
实现

通过对多项式拟含的考察，我们发现 ψ(X) 是否是关于 3 的线性函数并不重

要.只要 ψ(X) 是关于未知参数 α= (α1 ， α2，… ， an) 的线性函数，则误差平方和

{θQ ~. • ~ 1 
Q 是关于 α 的二次函数，方程组{一一 = O,j = 1, 2,… ,n ~是关于 α 的线性方

lθαj -]J -'-7 J --J 
程组.因此，多项式拟合的方法可以推广到其他类型的函数拟合.

例 2.5 根据 Ma1thus 关于人口在自然状态下增长的理论模型，对例 2.1 中

的数据作形如 ψ(X) = α . bX 的函数拟合.

Q(α， b) = 汇 (α 俨 _ Yi)2 的最值点不容易求得为此，我们首先对数

据作预处理，令民 =1丑切，然后对 (Xi' fli) , i = 1 ， 2，…， m 作形如 hψ(X) = 1丑α+

x 1nb 的线性拟合即求 Co = 1n a , Cl = 1n b 使得 Q(句 ， Cl) = 汇 (Co +川岛)2

二次拟合曲线图 2.5

解

达到最小值.
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相应的法方程为

(;:4)(:)4230 斗 (:)=(oi236)

拟合曲线如图 2.6 所示，艺 (α . b'"‘ - Yi)2 = 0.00158641 与例 2.1 的结果相
,=1 

比较，指数增长模型优于线性增长模型

6.5 

6.0 

1952 1954 1956 1958 1960 

圄 2.6 人口增长的指数模型

类似的数据预处理方法可以在其他类型的函数拟合中出现.例如， 作双曲函

数拟合 ψ(x) = 卢豆'可令

Q=艺 (α+h-D2
α。 +αlX + … +α xP

作有理函数拟合 ψ(z)= P ，可令
1 +b1x + … +bqxq 

Q= 汇 (ao + alXi + … +αpxf - b1附一… - bqX~Yi - Yí)2 
i =1 

需要指出的是，不进行预处理，也可以用最小二乘法求得拟合函数.预处理的

目的是提高求解效率，但是同时有可能降低求解精度.预处理后求得的拟合函数， 其

误差平方和并非最小.我们实际上是定义了一个新的尺度来衡量 z=(ψ(Xl) ， ψ(X2) ，

… , cp(xm)) 与 Y = (Yl， 的γ.. ， Ym) 之间的误差或距离.
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矛盾方程组

上节用最小二乘法构造拟合多项式，本节从线性代数的角度对此方法进行分

析和推广.给定一组数据 {(Xi' Yí) , i = 1 ， 2，… ， m}. 假设拟合函数 ψ(X) 具有

2.3 

ψ(X) = α1叭(X) + α2ψ2(X)+'.'+ αn伊n(X)

的形式，其中轨(功，白(X) ， …，向(X) 是己知的函数， α1 ， α2，'" ， αn 是未知的参

数记

噜
4
n
4

"
。

"
3y= 

α1 

α2 
α= 

ψn(X1) 

ψn(X2) 

ψn(Xm) 

ψ2(X1) 

ψ2(X2) 

ψ2(Xm) 

轨 (Xl)

叭 (X2)

叭(Xm)

A= 

Ym αn 

则误差平方和

Q(α)=汇 (ψ(同)一旷 =IIAα 一 YII~

于是，在最小二乘法意义下，拟合问题转化为:已知矩阵 AεRmxn 和向量 Yε

R饵，求向量 αεRn 使得 IIAα-Y112 最小.

当线性方程组 Aα =y 有解 α 时，拟合函数 ψ(X) 经过所有数据点i 当线性

方程组 Aα =y 无解时，称为矛盾方程组.使 IIAα-Y112 最小的 α 称为矛盾方

程组 Aα =y 的最小二乘解.

定理 2.1 给定矩阵 AεRmxn，向量 YεRm:

(1) rankAT A = rankAT, 
(2) 线性方程组 ATAα =ATy 恒有解 α，

(3) IIAα- Yl12 达最小值当且仅当 ATAα =ATy，

(4) 使 IIAα-Y112 达最小值的 α 是唯一的当且仅当 rankA = n. 

证明 (1) 若 Ax =O， 则 ATAx = O. 若 ATAx = 0，则 xTAT Ax = II AxII~ = 
0, Ax = O. 因此线性方程组 ATAx = 0 与 Ax = 0 同解.从而 rankATA = 

rankA = rankAT. 

(2) 由 rar削ATA) ζrank(ATA , ATy) 运 rankAT 和 (1) 可得 rank(ATA, ATy) 

=rankATA，从而线性方程组 ATAα =ATy 有解.

(3) 证法1. IIAα-Y112 达最小值仲 (Aα-y)j_A 的列空间特 AT(Aα-Y) = 
0，即 ATAα =ATy.
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证法 2. 设 z 满足 ATAx =A吨，任取 Y， 记 Y = :z: + (y - :z:) = :z: + e，则

IIAy - bl12 
= IIA:z: + Ae - bll~ = (A:z: - b+ Ae)T(A:z: - b + Ae) 

= (A:z: - b)T(Ax - b) + 2(Ae)T(A:z: - b) + (Ae)T(Ae) 

= IIA:z: - bll~ + IIAell~ + 2eT(AT A:z: - ATb) 

= IIA:z: - bll~ + IIAell~ 注 IIA:z: - bll~ 

由于 U 是任取的，故法方程组 ATAX = ATb 的解为极小问题国nllAX - bll~ 的解
(4) 由 (3) 可知，使 IIAα-Y112 达最小值的 α 是唯一的特 ATAα =ATy 有

唯一解件 detATA 并 0 件 rankA =η. 证毕.

线性方程组 ATAα =ATy 称为矛盾方程组 Aα =y 的法方程.

在通常情况下， m> η且 rankA=n， 则 ATA 是正定的，矛盾方程组Aα =y

有唯一的最小二乘解 α，可以使用多种数值算法求解，详见第 5 章在某些情况

下， ATA 是近似奇异的，这表明白(时，如(:z:)，…，仇(:z:)之间存在一定的相关性，

需要修改拟合函数以:z:)的形式.

重新考察多项式拟合问题 ψ(:z:) =α0+α1:Z:+… +αn:Z:饵'即向(z)=zk-13 则

噜
E

企

n
A
·
·
·
·

"
'
"
。

y= 

α。

α1 

n
1
"
2

凡

m

zz 

.. 

44 

:Z:1 

:Z:2 

1 

1 
A= α-

Ym 

法方程 ATAα =ATy 与式 (2功完全相同.

例 2.6 给定数据序列{(:z:"执)， i = 1 ， 2，… ， m}， 用求矛盾方程组的最小二

乘解的方法作拟合直线 p(:z:) = α。 +α1:Z:.

解 如果要直线 p(:z:) 过这些点，则 p(:z:.) = α。+向民=仇， i = 1, 2,… ,m. 

αn :Z:m 1 

α。 +α1:Z:1 = Yl 

α。 +α1:Z:2 =的

即

α。 +αl:Z:m =Ym 

Yl 

Y2 

Ym 

-
一

、
飞E
E
E
E
F
/

。
U
'
A

α
α
 

/
t
E
E
-
-
、

:Z:1 

:Z:2 

:Z:fn 

1 

1 

1 

写成矩阵形式
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根据定理 2.1 ，

(;;二 x~ ) 

1 Xl 

1 X2 1

白

1

叫

J
'
'
E
E
E
飞
、

一
一

、
、
‘E
E
E
F
/

n
u

咽
A

a
α
 

/
t
E
E
-
-
、

飞
飞t
t

『
，
/

1

句

Yl 

Y2 

1 Xm U恫

得到线性拟合的法方程

m ~二 Xi
一
一

、
E
E
E
『

F
J

n
u
τ
A
 

α
α
 

J
F
E
E
t
-
1

、

mz 
i=l i=l 

(2.3) 

EXi ~二 z? EXiYi 
i=1 i=1 i=1 

倒 2.7 求解例 2.4.设拟合函数 ψ(X) = α0+αlX + α2X2 ， 法方程 ATAα=
ATy， 其中

1 -3 9 4 

1 -2 4 2 

1 一l 1 

α=(:) 
3 

A= I 1 。 。 , y= 。

1 1 1 一1

1 2 4 -2 

1 3 9 一5

则
、
、B
E
E
E
E
E

，
，
，
，

归

7

1

」
一

'
'
'
'
『

E
E
E
E
E飞
飞

-­Y T A 
、
、E
E
E
E

』
』
，
f
a

i6 MMAnuhud 
e
d

唱
1

0

细
0

7
0

绵

，
，
，
，
E
E
E
E
E
-
‘
飞
、

-­A T A 

解得
α。= 0.666667， α1 = -1.39286， α2 = -0.130952, 

ψ(X) = 0.666667 - 1.39286x - 0.130952x2 

例 2.8 对下列数据(表 2.6) 用最小二乘法求形如 ψ(X) = α + bX3 的经验

公式.

表 2.6

y, 
-3 
14.3 

-2 
8.3 

一1

4.7 

2 

-8.3 

4 

-22.7 z ‘ 
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解 列出法方程 ATAα =ATy， 其中

1 一27 14.3 

1 -8 

α~(n 
8.3 

A= I 1 -1 , y= 4.7 

1 8 -8.3 

1 64 -22.7 

则 、
E
E
B

，
，
/

A

哇

ρ
O

民
u

qonud 

4 

5m r
F
E
E
t
‘
飞
、

一
­

A T A fY=(L) 
解得

α= 2.25017, b = -0.415302， ψ(x) = 2.25017 - 0.415302x3 

例 2.9 解矛盾方程

Xl +X2 +X3 = 2 
Xl + 3X2 - X3 = -1 

2Xl + 5X2 + 2X3 = 1 
3Xl - X2 + 5X3 = -2 

解 写出法方程

111)(2 (:;;二)U II i1 

J (:: ) ~ C il : ~1 ) lJ: 1 -1 2 5 J I _ _ _ I \ X3 J \ 1 -1 2 5 
3 -1 5 J ' -" , \ -2 

即

(…)门 u:)11 36 3 I I X2 I = I 6 

19 3 31 J \ X3 J \-5 

解得

(::)~U提)
习题 2

1 求呐使 1
1

(V'X一 (a+ bx)问达到最小
2. 构造线性函数，在 [-1 ， 1] 上逼近 f(x) = x2

• 
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3. 给出数据如表 2.7，分别用一次、二次多项式拟合这些数据，并给出最小平方误差.

表 2.7

1归

-1.00 

0.22 

-0.50 

0.80 

。 ω

2.∞ 

0.25 

2.50 

0.75 

3.80 
z ‘ 

4. 对下列数据(表 2.8) 用最小二乘法求形如 y{x) = α +bx2 的经验公式.

表 2.8

1归

-3 

14.3 

-2 
8.3 

一1

4.7 

2 

8.3 

4 

22.7 
z ‘ 

5. 对数据 data={{1, 3.5}, {2, 4.3284}, {3, 4.9641}, {4, 5.5日用最小二乘法求形如 f{x) = 
a+býX 的经验公式.

6. 对下列数据(表 2功用最小二乘法求形如 ψ(x) = α+bsinx 的经验公式.

表 2.9

1/.‘ 

0.3 

1.37731 

0.5 

1.48766 

0.6 

1.53899 

0.7 

1.58653 

0.9 

1.67 
z ‘ 

7. 对下列数据(表 2.10) 用最小二乘法求形如 ψ(x) = α∞sx + bsinx 的经验公式.

11‘ 
0.20 

1.36 

表 2.10

0.25 
1.20 

0.30 
1.02 

0.50 

0.32 
m‘ 

8. 对下列数据(表 2.11) 用最小二乘法求形如 y= αebz 的经验公式.

1/. 

-0.70 

0.99 

2
布
一
山

表
-

0.25 

2.57 

0.75 

4.23 

X~ 

9. 对下列数据(表 2.12) 用最小二乘法作形如 f(x) = ~一的拟合函数.
+b 

U‘ 
2.1 

0.6087 

q
a
-

响
啤

-
-
s
-

刨

2-2-M 
表
-

2.8 

0.7368 

3.2 

0.8111 
z ‘ 

10. 用最小二乘法求解下列矛盾方程组:



习题 2

I Xl + 2X2 = 5, 
(1) { 2Xl +X2 = 6, 

l Xl + X2 = 4; 

r Xl - 2X2 = 1, 
I Xl + 5 X 2 = 13.1 吨(2) { :< . --~ :-~- ' 
I 2 X l + X 2 = 7.9, 
l Xl + X2 = 5.1 

演示2 最小二乘拟合 本章课件

.61. 



第 3 童非线性方程求解

在自然界中非线性问题远多于线性问题.例如，汽车导航的 GPS 定位取决于

解一个非线性方程组.解非线性方程(组)也是计算方法中的一个主题.一般地，

我们用符号 f(x) 来表示方程左端的函数，方程的一般形式表示为 f(x) = 0, x 称

为方程的根或函数的零点.

与线性方程相比，非线性方程问题无论是从理论上还是从计算公式上都要复

杂得多对于一般的非线性方程，在准确解的意义下没有求解方梧的根的数学公

式例如，求解高次方程 7x6 - X 3 + X -1.5 = 0 的根，求解含有指数和正弦函数的
超越方程 eX - cos(3t x) = 0 的零点

对于非线性方程(组)用法代法可以计算其近似数值解.通常，非线性方程的

根不止一个，因此，在求解非线性方程时，要给定初始值或求解范围.

3.1 迭代法

3.1.1 实根的对分法

1.使用对分法的条件

对分法或称二分法是求方程近似解的一种简单直观的方法.设函数 f(x) 在

恒， b] 上连续，且 f(α)f(b) < 0，则 f(x) 在 [α ， b] 上至少有一个零点.这是微积分中

的介值定理，也是使用对分法的理论基础.计算中通过对分区间，缩小区间范围的

步骤搜索零点的位置.

例 3.1 用对分法求 f(x) = x3 - 7.7x2 + 19.2x - 15.3 =。在区间 [1 ， 2]

的根.

解 f(x) = 泸 - 7.7x2 + 19.2x -15.3. 
(1) f (1) = -2.8, f (2) = 0.3，由介值定理可得有根区间忡， b] = [1, 2]; 

(2) 计算町= (1 + 2) /2 = 1.5, f (1.5) = -0.毡，有根区间 [α ， b] = [1.5, 2]; 

(3) 计算白= (1.5 + 2) /2 = 1.75, f (1.75) = 0.078125，有根区间 [α， b] = 

[1.5, 1. 75]，一直做到 If (xn ) 1 <ε(计算前给定的精度)或 |α-bl <ε 时停止.详细

计算结果见表 3.1.



创造代法

k 

。

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

z J(x) 
1 一2.8

2 0.3 

1.5 一0.45

1.75 0.078125 

1.625 一0.141797

1.6875 -0.0215332 

1.71875 0.03078 

1.71创12 0.00525589 

2. 对分法求根算法

表 3.1

求解区间

[1, 2] 

[1.5,2] 

[1.5, 1.75] 

[1.625，1.7叫

[1.6875,1.75] 

[1.6875,1.71875] 

[1剧75，1.70312]

IXk - Xk-ll 

0.5 

0.25 

0.125 

0.0625 

0.03125 

0.015625 

step1 输入求根区间 [α ， b] 和误差控制量 ε，定义函数 f(x) , 
if (f{α)f(b) < 0) then step2 

else 选用其他求根方法

step2 while 1α-bl>ε 时

(1) 计算中点 x={α +b) /2 以及 f (x) 的佳，

(2) 分情况处理

If (x)1 < ê: 停止计算 x* = x ， 转向 step4

f(α)f(x) < 0: 修正区间怡， x] → [α，叫

f(x)f(b) < 0: 修正区间 [x， b] → Iα，叫

end while 
- ~α+b 

step3 x. =-2 

step4 输出近似根 f

图 3.1 给出对分法的示意图.

百

z 

圄 3.1 逐步对分区间

. 63 . 
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在算法中，常用 sgn(f(α)) . sgn(f(x)) < 0 代替 f(α) . f(x) < 0 的判断，以避
免 f(α) . f(x) 数值溢出.

对分法的算法简单，然而，若 f(x) 在 [α ， b] 上有几个零点时，只能算出其中一

个零点.另一方面，即使 f(x) 在 [α ， b] 上有零点，也未必有 f(α)f(b) < 0，这就限
制了对分法的使用范围对分法只能计算方程 f(x) = 0 的实根.

3.1.2 不动点迭代

对给定的方程 f(x) = 0，将它转换成等价形式: x= ψ(x). 给定初值町，由此

来构造迭代序列 Xk+1 = ψ(Xk) ， k = 1 ， 2，….如果以x) 连续且迭代收敛，

.lim Xk+1 = .limψ(Xk) = α 
缸--1胁。o 11:--+口。

则有 α=ψ(α)，而 α 就是方程 f(x) = 0 的根.
例如，代数方程 x3 -2x-5 = 0 的四种等价形式及其迭代格式:

(1) x3 = 2x + 5, x = ~2x + 5; 法代格式 Xk+1 = 铲2Xk丰5;

(2) 2x = x3 
- 5，迭代格式句+1 =号1

2x + 5 'oL 10, U.. __b. 2Xk + 5 
(3) x3 = 2x + 5, x = 丁主一，选代格式 Xk十1= 斗EL;

""k 

(4) x=x3 -x-5， 迭代格式 Xk+1 = x~ - Xk - 5. 

对方程 f(x) = 0 构造的多种选代格式 Xk+1 = ψ(Xk) ， 怎样判断构造的选代格

式是否收敛?收敛速度与哪个量有关?收敛是否与选代的初值有关?

定理 3.1 若 ψ(x) 定义在 [a， 叫上，如果 ψ(x) 满足

(1) 当 zε[α，同时有 α 运 ψ(x) ζb;

(2)ψ(x) 在 [α ， b] 上可导，并且存在正数 L < 1，使对任意的 zε[α， b] ， 有

|ψ'但)1 运 L.

则在恒， b] 上有唯一的点 f 满足 x* - ψ(x*) ， 称 f 为 ψ(x) 的不动点.而且迭代

格式 Xk+1 = ψ(Xk) 对任意的初值 Xo E [a， b] 均收敛于 ψ(x) 的不动点 x. ， 井有误

差估计式
Tk 

V 一叫 ι 二L一 IX1 - xol 
飞 l-L

证明 (1) 令 ψ(x) = x 一 ψ(功，则有

ψ(α)=α 一 ψ(α)ζ0， ψ(b) = b 一 ψ(b) 注。

由介值定理，存在 x. ， αζ x. ~ b， 使得

ψ(x*) = 扩一 ψ(x*) = 0 或扩 =ψ(扩)

(3.1) 
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另一方面，若另有扩*满足 x** = ψ(x**) ， 则由

Ix"-x"'"l = 1ψ(x*) 一 ψ(x"*)1 = 1ψ'但){x. - x")1 运 Llx" - x""I , çε[α， b] 

以及 L < 1，得到 x* = x**. 

(2) 当 Xo ε[α， b] 时可周归纳法证明，选代序列 {Xk} c [α， b] ， 由微分中值定理

Xk+l- X• = ψ(Xk) 一 ψ(x*) = ψ'(Ç)(Xk - x*) , çε[α，叫

和忡'(x)1ζ L， 得

IXk+l - x*1ζ L IXk - x* 1 = L 1 <P(Xk-t) 一 ψ(扩)1

ζ L2lxk_l - x*1ζ … ζ Lk+l lxo 一扩|

因为 L < 1，所以当 k →∞时， Lk+l • 0, Xk+l → x" ， 法代格式 Xk+l = 

ψ(Xk) 收敛.

(3) 误差估计:

IXk+l - xkl = 1ψ (Xk) 一 ψ (Xk-l) 1ζ Llxk - Xk-ll ζ …运 Lk IXl - xol 

设 k 固定，对于任意的正整数 p 有

IXk+p -xkl 运 IXk+p - Xk+p-ll + IXk+p-l - Xk+p-21 + … + IXk+l -xkl 

运 (Lk+P-l + Lk+p-2 + … + Lk) I Xl 一叫 Lk(I-V)|Z1-zo|
l-L 

由于 p 的任意性及 lim Xk+ J1 = 矿，故有
p-+oo 

Tk 

IX" -xkl ζ- 一 IXl - xol 
l-L 

要构造满足定理条件的等价形式一般不容易做到.事实上，如果 f 为 f(x)

的零点，若能构造等价形式 X= ψ(吟，而 |ψ'(x*)1 < 1，由旷(X) 的连续性，一定

存在 f 的邻域伊 -ρ， X* + p] ， 其上有 |ψ'(x)1 < L < 1，这时若初始值 Xo ε
(X* - ρ， X*+ ρ)，选代也就收敛了由此构造收敛法代格式，有两个耍素.某一，等

价形式 X= ψ(X) 应满足忡'(x")1 < 1; 其二，初始必须取自 f 的充分小邻域，这

个邻域大小决定于函数 f(x) ， 以及做出的等价形式 x= ψ(x).

例 3.2 求代数方程 x3 -2x-5 = 。在 Xo = 2 附近的实根.
解 (1) x 3 = 2x + 5, Xk+l = 扩2Xkτ5.
因为

1 1 
旷(x) = 一一一一一， 忡'(x)1 < 1, 当时[1.5， 2.5] ，

3(2x+5)j 
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所以构造的迭代序列收敛.

取 Xo = 2，则
X1 = 2.08008, X2 = 2.09235, X3 = 2.094217 

X4 = 2.094494, X5 = 2.094543, X6 = 2.094550 

准确解是

二r; = 2.09455148150 

(2) 将选代格式写为

|州1=1子1>1
当 zε[1.5， 2.呵，迭代格式 Xn+1 = 阳(Xn) 不能保证收敛.

向(←斗豆，x~ - 5 
饥+1 =→了'

法代法的几何意义:迭代格式 Xk+1 = g(Xk) ， 求直线 y=X 与曲线 y = g(x) 

交点的横坐标 x* ， 如图 3.2 所示.

例 3.3

y 
y=x 

z 

。 3it x. ~ 

图 3.2 X Io+t = g(xlc) 的圄示

f(x) (, f(x)f气x) 飞 -1
解方程 f(x)=O 的 Hell可公式 g(x) =x一一-l1一一一一一~)

f'(x) 飞 2(f'(X))2 ) 

试写出求解y'5的法代公式 Xk+1 = g(Xk) ， 取初始值 2.0，法代计算 3 步.

解 f(x) = x2 - 5, f'(x) = 2x, f气x) = 2. 

Xk十1 = 9(Xk); 
z zi-5/1 2(吨一叫-1

k +t =Xk - 2石飞一写2Xk)2 ) 

Xo = 2.0, 1 = 2.0- 旦主主 11- ~X (22 
- 521-

1 

2 x 2 1- 8 X 22 1 

X2 = 2.23607, X3 = 2.23607 

38 
=一= 2.23529 

17 
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3.2 Newton 迭代法

1. Newton 法选代公式

对非线性方程 f(x) = 0 可以构造多种选代格式 Xk+l = ψ(Xk) ， Newton 迭代
法是对函数 f(x) 作 Taylor 展开取其线性部分构造的一种迭代格式，即非线性问

题的局部线性化.

作 f(x) 在 Xo 的 Taylor 展开:

f气xo)f(x) = f(xo) + f'(x仰 -20)+-E厂(x - XO)2 + 

取展开式的线性部分作为 f(x) 目。的近似值，则有

设 f'(xo) 并 0，则

令

f(xo) + f' (xo)(x - xo} 剧。

z=Zn-f(zo) 
u f' (xo} 

Xl =Xo 一旦旦L
L -U f'(xo} 

再作 f(x) 在町的 Taylor 展开并取其线性部分得到

x? = Xl - 旦旦i
.. -L f'(町)

一直做下去得到 Newton 法代格式:

f(Xk) 
=Xk 一一一一， k = 1, 2,… (3.2) f'(Xk) 

f(x) 
Newton 选代对应于 f(x) = 0 的迭代方程是 ψ(x) =x 一一一f'(x) , 

f(x) f" (x) 
cp'(x) = 一一-7 (33) 

飞f'(x))

若 α 是 f(x) 的单根时， f(α) = 0, f'(α) 并 0，则有 |ψ，(α)1 = 0，只要初值 Xo

充分接近 α， 1ψ'(xo)1 < 1, Newton 法代则收敛.
定义 3.1 若存在 M>O，

1!一 lek+1 1 们 IXk+l 一 α1 H 
…一一 一…
…一-…一…
巳马 lekl n 汇;马 IXk 一 α1" … 

(3.4) 
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称迭代格式收敛的阶为 n.

分析 Newton 法代法收敛的阶:

Xk+l 一 α=ψ(Xk) 一 ψ(α)

(Xk 一 α)2 _, 
=ψ(α) + (Xk 一 αh:，'(α-一ψ'(e) 一 ψ(α)

(Xk 一 α)2 _, 
=--2厂'!_ r.p" (e) 

IXkH 一 α1 1:__ lekHI m 一一一一 =lim 一丁=旷(α)
k→∞ IXk 一 α12 k→∞|可|

因此求单根 Newton 法代是二阶法代方法

设 α 为 f(x) 的 p 重根时，记

f(x) = (X- α)Ph(x) 

(z 一 α)Ph(x)
ψ(x) = x 一

p(x 一 α)p-1h(x)

ψ(x) = x - pl 
(z 一 α)h(x)

(, 1 、 2h'(x) . 1_ _\2 h气x)
11 一:: I + (X 一 α)一一一 + (x 一 α)2一一一\ - p)' \- -/ ph(x) . \- -, p2h(x) 

旷(x) = 飞 /F 『 2r, . (_ _ \ h' (x) 1" 11+ (x 一 α)一一|L - . \ - -, ph( x ) J 

内)=1-j

仍然有|旷(α)1 < 1，当初始值在根 α 附近，选代也收敛，这是一阶选代方法，收敛

园子为 1-j 若 α 为 f(x) 的 p 重根时，这时取下面迭代格式，仍是二阶方法

Xlo.L l = Xle - V {(~k~ 
kH = ò.lik - l' f'(Xk) , k = 1,2,… (3.5) 

2. Newton 法的几何意义

以 f'(xo) 为斜率作过 (xo ， f(xo)) 点的直线，即作 f(x) 在 Xo 点的切线方程

y - f(xo) = !, (xo)(x - xo) 

令 y=O， 则得此切线与 z 轴的交点町，即

Xl = Xo - f(xo)/ !'(xo) 

再作 f(x) 在 Xl 处的切线，得交点句，逐步逼近方程的根 α. 如图 3.3 所示.
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f(均

U 

~ x 
!Il.l 。

牛顿切结法示意图图 3.3

周 Newton迭代法求方程x3-7.7x2+19.2x-15.3 = 。在 Xo = 1 附近例 3.4

的根.

解 f(x) = x3 - 7.7x2 + 19.2x -15.3, 

z z~ - 7.7x~ + 19.2xk 一 15.3
k+1 = Xk - .. 3x~ _ 15.4xk + 19.2 

z((Xk 一 7.ηXk + 19.2)xk - 15.3 
k+1 = Xk - (3Xk _ 15.4)xk + 19.2 

计算结果列于表 3.2 中.

表 3.2

x ,. 

1 ∞ 
1.41176 
1.62424 

1.6923 
1.69991 
1.7 

f(x) 
-2.8 

-0.727071 
-0.145493 

一0.0131682

-0.0001515 

。

k-012345 

比较表 3.1 和表 3.2 的数值，可以看到 Newton 选代法的收敛速度明显快于

对分法.

Newton 迭代法也有局限性.在 Newton 迭代法中收敛与否与选代初始值 Xo

密切相关，当选代的初始值 z。在某根的附近时送代才能收敛到这个根，有时会

发生从一个根附近跳向另一个根附近的情况，尤其在导数 f'(Xo) 数值很小时，如

图 3.4所示.

如果 f(x) = 0 没有实根，初始值 Xo 是实数，则选代序列不收敛.图 3.5 给出

迭代函数 f(x) = 2 +沪，初始值 Xo = 2 的发散的迭代序列.
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1目

d 

图 3.4 失效的 N何ton 法

1自 f(x) 

.:l.3 :q UI :l与'" ~x 

图 3.5 Newton 选代序列不收敛

3. Newton 迭代算法

stepl 定义函数 f(x) ， g(吟，输入选代初始值x_kO 和控制精度值 epsilon

step2 for k = 1 t。阻AXREPT
f(x) 

= g(xo) / / g(x) = x 
f' (x) 

if ( IXl - xol < epsil。丑)
then {输出满足给定精度的近似解町，结束E

根元z rJ 
近附nu z 

q

在

=r·· 

。

h
H

I
J山L
m

ze 

qJU nr e +M RM 

3.3 弦截法

1.弦截法选代格式

f(Xk) 
在 Newton 迭代格式中: Xk+l=Xk-一一一';-' -. f' (Xk) 

f(Xk) - f(xk-1) 
用差商 f[xk-l ， xkl = ' \~二---一一代替导数 f'(Xk) ， 并给定两个初始值 Xo

:Lk - :Lk-l 
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和町，得到弦截法送代格式.

Zι1 =ιf(Xk)(Xk - Xk- t) 
叶， - -. f(Xk) - f(x• 1) , 

也可用 {Xk-1 ， f(Xk-1)}' {Xk , f(Xk)} 做线性插值， Xk+l 是线性插值函数与 z
轴的交点，用弦截法迭代求根，每次只需计算一次函数值，而用 Newton 迭代法

每次要计算一次函数值和一次导数值，但弦截法收敛速度稍慢于 Ne晴ton 迭代法.

弦截法为1.618 阶迭代方法.

(3.6) k = 1,2, 

2. 弦截法的几何意义

作过(町， f(xo)) 和 (X1，!(X1)) 两点的一条直线(弦)，该直线与 z 轴的交点

就是生成的迭代点岛，再作过(町 ， f(X1)) 和(旬，!(X2)) 两点的一条直线， X3 是该

直线与 z 轴的交点，继续做下去得到方程的根 f(O/.) = 0，如图 3.6 所示

x 

U 

。

弦截法示意图

用弦截法求方程 X3 - 7.7x2 + 19.2x - 15.3 = 0 的根，取 Xo = 1.5, 

图 3.6

~J 3.5 

X, = 4.0. 

解
f(x) = 护一 7.7x2 + 19.2x - 15.3 

Z叩 =X是 f(Xk)(Xk - Xk-1) 
叶A 而 f(Xk) - f(Xk-1) 

计算结果列于表 3.3 中.

表 3.3

x. 
1.5 
4 

1.90909 

1.65543 

1.71748 

1.70116 

1.69997 

1.7 

f(x) 

0.45 

2.3 

0.248835 

0.0805692 

0 四87456

0 田195田2

-0.0000539246 

9.459 X 10-8 

k-01234567 
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3. 弦截法算法

step1 定义函数 f(x) ， 输入控制精度 epsilon，迭代初始值 Xl ， X2 

计算

fl := f(x l) !町 ， X2 表示 Xk-l ， Xk 

step2 for k = 2 to MAXREPT 

2.1 f2:= f(X2) 

2.2 x:= X2 - f2(X2 - x l)/(f2 - fl) !x 表示 Xk+l

2.3 if ( Ix - x21 < epsilo丑) OR Cl f(x)1 < epsilon) 

then { 输出满足给定精度的近似解 x ， 结束 } 

2.4 fl:= f2 !为下一次迭代准备数值

Xl := X2 

X2:= x 

endfor 

step3 输出:在初始值 Xl ， X2 附近 f(x) 元根

演示3 弦截法求
解非线性方程
Matlab演示

3.4 求解非线性方程组的 Newton 方法

为了叙述简单，我们以解二阶非线性方程组为例，演示 Newton 迭代求解的方

法和步骤，类似地可以得到解高阶非线性方程组的方法和步骤.

设二阶方程组

u叶O
g(x ,y) = O 

x， ν 为自变量.为了方便起见，将方程组写成向量形式: F(ω) = 0，其中

、.. 11lt1/ zuu /
f
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t
t
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飞
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一

ω
 

、
、
、
‘
E
E
E
E
E
'
'
'

'

η
u
u
u
 

zz ，
，
l

飞

'
'
'
1、

rJQd 
/
/
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、
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'
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F 

对 f(x， y) , g(x ， υ) 在 (句，如)作二元 Taylor 展开， 并取其线性部分，得到方

程组

(θf(xo， Yo) 川)f(x , y) 勾 f(xo ， Yo) + (x - xo)一万7一 + (y - Yo)一万7一 =0

θg(xo ， Yo) θg(xo ， Yo) 
g(x， y) 自 g(旬，的)+(z - zo)-7Z一 十 (ν - uo)-77一 =0

令 x - Xo = .6.x ,y - Yo = .6.y ， 则有
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(3.7) 

θf(xo ， yo) θf(xo ， yo) 
x -8王一 +.ðy一丁百一 = -f(xo ,yo) 

θ'g(xo ， Yo) , ^ _. 8g(xo, Yo) z一万'JO} +.ðy一石一=才(川。)

求解非线性方程组的 Newton 方法3.4 

肘
，-
n
句
句
一
句

衍
，
一
伽
句
一
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如果

并 0det(J(xo , Yo)) = 

(XO ,1I0) 
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解出 .ðx， .ðy 

。f(xt，Yl)δf(Xl ， yt) 
一一一一位 -Xl) + 一一一一(y - yl) = -f(Xl'Yl) 

8y 
8g(Xl' Yl)θIg(Xl' Yl) 

8x 一(z-21)+-3F一(y - Yl) = -g(xt, Yl) 

再列出方程组

解出

.ðx = X - Xl , .ðy = Y - Yl 

2 ~ (吼叫~(:)Yl +.ðx 的

继续做下去，每一次选代都是解一个类似式 (3.7) 的方程组

J (Xk , Yk) ( 俨) = ( -f~x叫~ ) 
\ Ll.Y I 飞 -glXk， Yk) I 

.ðy = Yk+l - Yk .ðx = Xk+l - Xk , 
即

Yk+l = Yk +.ðy 

直到 max(l .ðxl ， I.ðYI) <ε 为止.
Newton迭代法求解二阶非线性方程组的几何意义:分别作出!t(x, y) , h(x, y) 

在 (xo ， YO) 处的切平面，

{~尸俨F贝邱(归叶2
G(仰X， yω) = g(怡xo ， Yo叶) + (x - X句叫o)gx(xo仇， y，铀ω0) + (ωy-y，铀ω0ω)g:掣(怡Z句o ， Yo)) 

Xk+l = Xk + .ðx , 
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F(x, y) = 0, G(x, y) = 0 分别称为 F(x， y) 和 G(x， y) 的零曲线，零曲线是一

条直线，两条零曲线的交点为 (Xl ， Yl).
例 3.6 求解非线性方程组

(Vrγ俨俨h川巾协1(巾(伊队勿叽…，
f2 (x凯， yω)=l-e♂m-U=0
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川。)=(-A8 匀， (:1::10=(-42J

解方程得

(:;)=(foj;239) 
所以

ωl~(:)+( 之)~(斗 +(r;;;;:9)=(Jijt;;;9)
继续做下去，直到 max(lðxl , lðyl) < 10-5 时停止
将两个变量的非线性方程组推广到 n 个变量的非线性方程组:

/1 (XI, X2,… ,Xn) = 0 

f2 (Xl , X2 ,… ,Xn) = 0 

fn(Xl ,X2 ,… ,Xn) = 0 

记 x= (且，吨，… ， X..)T ， F(x) = (!1 (x) ,f2(x) ,…, fn(X))T. 

用 Newton 迭代法求方程组 F(x) = 0 的选代公式为

X(k+l) = X(k) _ J-1(X(k))F(X(k)) 
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或
J(X(k))(X(k+l) _ X(k)) = -F(X(k)) 

其中
δ!I (X) 。fl(X) 0元 (X)

。Xl 。'X2 âXn 
âh(X) âh(X) âh(X) 

J(X) = âXl 。'X2 âXn (3.8) 

。fn(X) 。fn(X) 。fn(X)

。Xl 。'X2 âXn 

迭代计算公式
J(X(k))ðX(k) = -F(X(k)) 

X(k+l) = X(k) + ðX(k) (3.9) 

一直做到 IlðX(的 11∞小于给定精度为止
在 X 的邻域中若 ρ(X) < 1 或 IIJ(X)II∞< 1，而初始值充分接近于解，则迭

代收敛.

我们知道，多变量函数组的 Jacobi 矩阵 J(X) 相当于单变量函数的导函数，

解单个变量的 Newton 迭代公式可写为 Xk+l = Xk - (f'(Xk))-lf(Xk) ， 则对应的求

解非线性方程组 F(X) = 0 的 Newton 法代公式为 Xk+1 = X k - J-l(Xk)F(Xk) 
也是十分自然的结果.

习题 3

1 
1. I(x) = x - ~ - sinx，作等价形式 x= ψ(X) = ~ + sinx，用法代 Xk+l = ψ(Xk) ， 求解

I(x) 在 [1 ， 2] 的根，计算到 IXk+l - Xk 1 < 10-3 时停止

2. 方程 2x3 - 5x2 
- 19x + 42 =。在 x =3.0 附近有根，写出该方程的三种不同的等价形

式，并判断迭代格式在 x= 3.0 的收敛性.

3. I(x) = x3 + x2 
- 1，取 ε=104，用三分活求 I(x) 在 [0.6 ， 0呵上的根.

4. 写出解非线性方程 2x= 血(x) + ∞s(x) 的 Newton 法代格式

5. 用 Newton 法代法对方程 I(x) = ♂ -a=O 导出计算 O/X 的法代公式

6. 正实数 α 的平方根为 I(x) = x2 一 α 的零点，用 Newton 迭代法

Xk+l = ~ (Xk+ 去)
计算v"ll，取 Xo =4，误差控制量 E: = 10-4 • 

7. 计算 W，取 Xo = 2，直到 IXk+l - Xk 1 < 10-2 时停止计算
8. I(x) = x3 - 3x - 2，取 E: = 10斗， Xo = 1. 5，用 Newton 法代法计算 I(x) 的棍
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9. f(x) = x 3 - 3x - 2 ，取 ε= 10-3 , xo = 1, Xl = 3， 用弦截法计算 f(x) 的根.

10. 用 Newton 法代法求解非线性方程组

取(;:)=(::)误时 II .ð.WII < 10-3 

本章课件



第 4 章求解线性方程组的直接法

求解方程和方程组是中国古代数学研究的中心问题.在数值计算和工程应用

中，求解方程组也具有核心的地位.许多问题的关键是求解一个线性方程组. 例

如，样条插值中形成的 M 关系式、函数拟合形成的法方程等，都归结为求解一个

线性方程组;非线性方程组的 Newton 选代法的思想也是用线性方程组来局部近

似非线性方程组.

线性方程组具有一般形式

αllX1+ α12X2 +... +α1nXn = b1 

α21X1 + α22X2 +... +α2nXn = b2 

αm1X1 + αm2X2 +... +αmnXn = bm 

其中句，句为常数，町， X2 ， … ， Xn 是未知量.式 (4.1) 也可写成矩阵形式

Ax=b 

(4.1) 

(4.2) 

mxn 矩阵 A=(αij) 称为系数矩阵，何维列向量 X = (X1 ， X2 ， … ， Xn)T 称为解向
量， m 维列向量 b = (b1 ， b2 ， … ， bm)T 称为常数向量本章仅考虑 A 是 n 阶可逆

实方阵的情形.此时，线性方程组 (4.2) 存在唯一解.

当如η 较小时毗， Cαr山叩r 法削则给制出盯了础线性盯方程翻组的拙公式鹉解{←Xi严=今会尝， i俨叫t仨问叫=1，川'
n} ， 其中 A 是 A 的行列式， ßi 是把 A 的第 4 列换成 b 之后所得方阵的行列式

Cramer 法则需要计算 n+l 个行列式，每个行列式有 n! 项，每项是 n 个矩阵元

素的乘积.因此，线性方程组的公式解是一个非常复杂的表达式.当 π 较大时，我

们难以承受它的计算量.例如，周 Cramer 法解一个 100 阶的线性方程组，计算量

约为 10162 次浮点运算，使用每秒 33.86 千万亿次浮点运算的"天河二号"超级计

算机，也需要近 10138 年的时间.

求解线性方程组的经典算法是初等变换方法，其理论运算量为 O(n3) . 目前

普通的家用计算机可进行每秒 1010 次浮点运算，一秒钟之内即可求解一个 1000

阶的线性方程组.随着大数据时代的到来，实际问题中经常会遇到需要求解大规
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模线性方程组的情形(如 n = 100000)，如何快速准确地求解一个大规模线性方程
组是计算数学中的一个重要研究课题.

线性方程组的解法可分为直接解法和法代解法.

直接解法经过有限次四则运算，得到线性方程组的解，运算量通常是固定的或

相差不多的.直接解法没有系统误差，对系数矩阵和常数向量也没有特殊要求.当

句，乌都是符号时，直接解法也可进行下去，得到线性方程组的公式解.当句，句
都是浮点数时，由于在计算过程中完全杜绝舍入误差是不可能的，直接解法得到

有误差的数值解，有时句， b， 会严重影响误差的大小.

迭代解法的思想是逐步逼近线性方程组的真实解，随着法代次数的增加，减少

系统误差.在使用迭代解法时，通常限制迭代次数，得到满足一定精度的近似解.

因此，迭代解法的运算量和精度都受句，岛的影响.迭代解法还有针对性.例如，

针对句，凡的都是整数的 Hensel 方法不适用于句，句，的都是津点数的情形.又

如，当 A 是稀疏矩阵时， A 与向量的乘积所需的运算量可能远小于 O(n巧，可以有

与一般法代法不同的快速实现

在数值计算历史上，直接解法和迭代解法交替生辉.两种解法有各自的优缺

点和适用范围，与实现解法的计算机软硬件环境也是密切相关的.一般说来，直接

解法比迭代解法准确可靠，但是对计算机的要求高.当线性方程组的规模很大时，

直接解法难以在一般的计算机上实现，迭代解法是唯一的选择.

4.1 Gauss 消元法

首先考虑儿种相对容易求解的线性方程组，并设其系数矩阵 A 可逆.

对角形

当 A 是对角方阵时，显然，线性方程组 (4.1) 的解为

ZFit= 山，. ,n .... ....u 

求解过程的运算量为 n 次.

下三角形
α11Xl = b1 

αilXl +… +α"X， = 比

αnlXl +αn2X2 + … +αnnXn = bn 

当 A 是下三角方阵时，由上列线性方程组的第 1 个方程，解得叫 b1 把
α11 
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Xl 代入第 2 个方程，解得 X2 = 坠二旦旦1 依次做下去，把町，吨，… ， Xi-l 代入
α22 

第 4 个方程，解得

Xi = 乒(bi - aí1xl 一 - ai，i-冉小 i=叭 ， n (4.3) 
…… 

依次解出{Xl> X2 ， … ， Xn}. 这种解法称为回代法.计算每个的需要←1 次减

法、 i-l 次乘法和 1 次除法运算因此，回代法的四则运算量合计为艺 (2i - 1) 

=n2. 

上三角形

当 A 是下三角方阵时，同上可依次解出

X， = ι -aυ+山+1- … -αi ，nXn ， 4=n，π-1，…， 1 (4.4) 
国"

求解过程的四则运算量也是 n2•

消元法的基本思想就是通过对方程组作初等变换，把一般形式的方程组化为

等价的具有上述形式的容易求解的对角形或三角形方程组.

4.1.1 Gauss J顺序消元法

消元法的基本思想是对方程组作同解变形，同时减少每个方程中所含变量的

个数.消元法不仅是求解线性方程组的基本方法，也是符号求解非线性代数方程

组的基本方法.对线性方程组消元的基本方式是:对线性方程组作初等变换，把线

性方程组变为同解的对角形或三角形线性方程组.早在汉代时期，中国数学家就

已经掌握了这种消元解法，并记载在数学专著《九章算术》中.该方法通常被称为

Gauss 消元法.线性方程组的直接解法大多是在 Gauss 消元法的基础之上做了改

进和推广.

例 4.1 以 n=4 演示 Gauss 消元法步骤和过程.

解方程组

的增广矩阵为

αllXl+ α12X2 +α13X3 +α14X4 = b1 

α21Xl +α22X2 + α23X3 + α24X4 = 句

α31Xl +α32X2 + α33X3 + α34X4 = b3 

α41Xl + α42X2 + α43X3 + α44X4 = b4 
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α11 α12 α13 α14 

~l~[α 
b1 

(A ,b) = I a21 α22 α23 α24 ~α2 b2 
α31 α32 α33 α34 b3 α3 b3 
α'41 α42 α43 α44 b4 α4 b4 

k= 1: 设 α111正 O.

第一行分别乘以 -a2dα11 ，一α3dα11>一α4dα11 对应加到第二行、第二行、 第

四行上，得到

即

其中

即

其中

即

A(I) = 

α11α12α13α14 b1 
0(1)(1)(1)L(1) 

α22α23α24 O2 
。 ~~) a~~) a~~) b~l) 

α32α33α34 v3 

。~~) a~~) a~9 b~l) α'42α43α44 v4 

A(I)X = b(l) 

(1)αil 
α-i-i -α" 一一一-α17 ， i ,j = 2,3,4 

"J - α11 -

bj1)=b4 一生~bl ，
' α11 

í = 2,3,4 

f。r 4=2tM J-211α1+ 问→ α. ， 一旦与1 + bi →岛;
l a11 α11 J 

k=2: 设 α2 乒 O.
将第二行分别乘以一αiP/α2，一αii)/α2 对应加到第二行、第四行上，得到

A(2) = I 
α11 α12 α13 α14 b1 
。 α2(12 ) (1) (1) 哈1)

α23 α24 A(2) X = b(2) 
α3(23 ) (2) bf) 。 。 α34 

。 。 α4(23 ) (2) 
α44 bf) 

_(1) 
α归)=dDU42

一一
叨叨 (IL(I) , i ,j = 3,4 

α22α2j 

_(1) 

b~2) = bP) 一」豆豆一
α2bi1)' 

i = 3,4 
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for i = 3 乞04 ~一旦旦α2+α4 → α们一旦旦~ +bi • bi ~ 
lα22α22 J 

k=3: 设 α密乒 O.
将第三行乘以一αCJIα段加到第四行上，得到

α11 α12 a13 α14 b1 

。
(1) α2(13 ) (1) bi1) α22 α24 

1=(丘， b) 
α3(23 ) α(2) bj2) 。 。 34 

。 。 。 α4(34 } bis) 

其中

。
3

znv 
刻
，3
-刻
，3

t
'、
a
"
E
E
t
'

、
，
d

α
-
α
 

吃一
一

份
、4

'nv 仰
"

α
 

剖
，
必
一
间
"
"

α
-
α
 

剖
，
"

α
 一

一

句
"

α
 

即

lαi3 ai3.. ,, 1 
for i = 4 乞04 <-~α3+α4 →句， -~b3 +bi →比}

lα33α33 J 

A 己是上三角阵，于是得到了与原方程等价的易解形式的方程组:

aUX1 + α12X2 + α13X3 + α14X4 = b1 
(1)_ I _(1)_ I _(1)_ _ J..(1) 

α22X2+ α23X3+ α24X4 = b2 
43)Z3+αi?z4=bi2) 

α224=bf) 

再对上三角方程组 (4.5) 依次回代解出 {X4' 句，句， X1}'
汇集上列分析得到下列 n=4 的 Gauss 消元的步骤和算法:

for k = 1 to 3 

for i = k + 1 to 4 

f 

(4.5) 

α(i， k) = α(i ， k)1α(k， k) ; 
for j = k+ 1 乞o 4 , 
α(i， j) = α(i， j) 一 α(i ， k) * α(k， j}j 
b(i) = b(i} - a(i, k) * b(i) j 

>

下列为求解 n 阶线性方程组 Gauss 消元法算法.
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法
)
元
-
J

肖

h

z

，
四

so 
晴

-
l

au GU 

m 

-u 4d 
法
回
算

h
f

/事化方程组为土三角形申/

for k = 1 t。 η-1

for i = k + 1 to n 

f 
α(i ， k) = α(i ， k)jα(k ， k); 

for j = k + 1 to n. α(i ， j) = α(i， j) - a(i , k) * α(k， j); 

b(i) = b(i) 一 α(i， k) * b(k); 
} 

/串回代卓解 *1

for i = n to 1 

f 
for j = i + 1 t。 π • b(i)=b(i)-a(i, j)*b(j )j 
b(i) = b(i)jα(i ， i); 

} 

return(b) 
>

不考虑算法实现所需的额外运算量，在求解过程中，消元部分的运算量为

221272 (n - i)(2n - 2i + 3) = ~n3 + ~n 一 ~n = ~n3 + O(n2
) 3 . 2 6 3 

回代过程的运算量为 nd2，故 Gal

Gauss 消元法把线性方程组转化为上三角形，用回代法求解解. Gua斟.ss萨-Jor咀dann l 

消元法则把线性方程组转化为对角形，直接求解. Guass-Jordan 消元法也是线性

代数中周初等变换计算逆矩阵的方法.

算法 4.2 Gauss-Jordan 消元法

阳ssJordanElimination(a ， b)

f 
1* 化方程组为土三角形串/

for k = 1 to n - 1 

for i = k + 1 to n 

f 
α(i ， k) = α(i ， k)jα(k ， k); 



4.1 Gauss 消元法

} 

} 

for j = k + 1 t。 π ， α(i ， j) = α(i ， j) 一 α(i ， k) * α怡， j); 
b(i) = b(i) 一 α(i， k) * b(k); 

1* 化方程组为对角形 *1

for i = n to 1 

f 
b(i) = b(i)jα(i ， i); 
for j = 1 to i - 1 b(j) = b(j) 一 α(j， i) * b(i); 

} 

return(b) 

.83. 

Gau胁Jordan 消元法的运算量与 Gauss 消元法的数量级相同，但是运算顺序

不同，舍入误差也略有不同. Gauss-Jordan 消元法也是在线性代数中用初等变换

计算逆矩阵的方法.

4.1.2 Gauss 列主元消元法

在上面的消元法中，未知量是按照在方程组中的自然顺序消去的，也称顺序

消元法.在消元过程中假设对角元素 αitl) 并 0，实际要求 k 阶主子式不为零才
能顺利进行消元，故顺序消元法可行的充分必要条件是 A 的各阶顺序主子式不为

零.但是，只要 det A 并0，方程组 Ax =b 就有解.故顺序高斯消元法本身具有局

限性.

定理 4.1 以下三个命题等价:

(1) Gauss 消元过程可顺利进行;

(2) 存在矩阵分解 A=LU， 其中 L 是单位下三角方阵， U 是上三角方阵;

(3) A 的各阶顺序主子式都不是 O.

证明 Gauss 消元的每一步相当于对线性方程组的系数矩阵左乘一个初等

方阵 1ij( -t) ， 其中 í > j , Tij(-t) = 1 - tEij 和 (1ij(-t))-l = 1 +tEij 都是单位
下三角方阵单位下三角方阵的乘积仍然是单位下三角方阵因此， (1) =争 (2).

假设 A=LU， 则 A 的 kxk 主子矩阵 Ak =Lk吭，其中 Lk， Uk 分别是 L， U

的 kxk 主子矩阵.由 detA = det U 并 0，可得 det Ak = det Uk 并 O. 因此，

(2) 斗 (3).

在利用第 i-l 个方程消去第 4 个方程中的阳之后，由 det~ = a11α22 … αii 并

0，可得 αii 并 Q. 故可利用第 4 个方程作 Gauss 消元.因此， (3) 斗 (1). 证毕.

另一方面，即使 Gauss 消元法可行，如果 |α泣。|很小，在运算中用它作为除

法的分母， (αs.1 ← αi 一旦旦 . akj )会导致其他元素数量级的严重增长和舍入误
飞 αkk - I 



.84. 第 4 章求解线性方程组的直接法

差扩散.

倒 4.2 方程组

( 0 0∞0ω0ω…3加h如川z叫U川…1什1 + 3.0叶叩3ω00∞0…0∞0∞01 ① 
1.0000Xl + 1.0000X2 = 1.0000 ② 

的精确解为 21=1， 22=2. 在 GaUBS 消元法计算中保留 4 位小数.3' -~ 3 

解方程① x (-1)/0.0003+ 方程②得

{: 凡3.0∞删删阳肌0∞删蜘叫0∞伽阳0伽问Z句2=2 ω 

9999.0X2 = 6666.0 

(4.6) 

X2 = 0.6667，代入方程①得 Xl = O. 此时方程组的解误差较大，如果交换两个方
程的顺序，得到等价方程组

经 GaUSB 消元后有

(γ尸1ω川0∞0肌1.0∞0∞0∞0…Z句牛卢……2俨川川=1斗叫1川1.00∞00∞0 

0.0003Xl + 3.0000X2 = 2.0001 

c肌1.0吟1.0000
2.9997x2 = 1.9998 

得到 X2 = 0.6667, Xl = 0.3333. 

在本例中调换方程组的次序，抑制了舍入误差的增长如果不调换方程组的

次序，取 6 位有效数字计算方程组 (4.6) 的解，得到 X2 = 0.666667, Xl = 0.33 ; 取

9 位有效数字计算方程组 (4.6) 的解，得到 X2 = 0.666667，同= 0.333333. 由此可

见有效数字的作用.

调换方程组的次序是依照在运算中作分母量的绝对值尽量得大，以减少舍入

误差的影响.如果在一列中选取按模最大的元素，将其调到主干方程位置再作消

元，则称为列主元消元法.周列主元方法可以克服 GaUSB 消元法的额外限制，只要

方程组布解，列主元消元法就能畅通无阻地顺利求解，同时又提高了解的精确度.

更具体地，第一步在第一列元素中选出绝对值最大的元素 m悼 {Iαill} = 
且"，.莲、而

|αmll，交换第一个和第 m 个方程的所有元素，再作化筒 {α21， α31，…，向1} 为
霉的初等变换.

对于每个 k = 1, 2,… ,n - 1，交换第 k 行和第 m 行，在消元前，选出

{lak~-l)l ， Iα;21|，…， Iαii-1)|} 中绝对值最大的元素 α后1)，再作消元运算，这就
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是列主元消元法的操作步骤由于 d的A 抖，可证 {αithi乍!Lg·-vαit-1)} 中
至少有一个元素不为零，因此，列主元消元总是可行的列主元消元法与 Gauss 消

元法相比，只增加了选列主元和交换两个方程(即两行元素)的过程.

算法 4.3 列主元法

GaussEliminationWithPartialPivoting(a,b) 

f 

for i = 1 to n 

f 

>

k =i; 

forj=i+lton. if(1α(k， i)1 < Iα(k， i)l) k=j; 

f or j = i to n { t = α(i， j); α(i ， j) = α(k ， j); α(k， j) = t; } 

t=b(i); b(i)=b(k); b(k)=t; 

for j = i + 1 to n 

f 

} 

a(j, í) =α(j， í)/α(i ， i) ; 

for k = i + 1 to n { a(j, k) = α心， k)-a(j， i)* α(í ， k); } 

b(j) = b(j) - a(j, i) * b( i); 

for i = n to 1 

f 

for j = í + 1 to n. b(i) = b(i) 一 α(i， j) * b(j); 

b(í) = b(i)/α(í， í); 

} 

return(b) 

} 

例 4.3 用列主元法求解线性方程组

(-z+32+22=4 

X2 +X3 = 2 

3X1 +2X2 = 5 
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对方程组的增广矩阵作如下初等变换，

。

1 
2 

2 

1 

3 

第 1 列选主元
2 

1 

。

3 

1 
2 

解

2 

5 

口
一3
5
-
u

。

5 
11 

2 

2 
u-3 

3 

。

。

2 

2u-31 

第 23日J选主元

。

化为上三角形，回代求解，得(町 ， X2 ， X3) = (1 , 1,1). 

在算法 4.3 中，选第 4 列的主元，就是选出绝对值最大的一个元素， Iαvil = 

m皿 |α叫，然后交换第 i，p 行，把 αμ 换到 (i， i) 位置.于是，消元变换所对应的初
S毡II:~三n

等方阵 1ij(-t) 都满足 Itlζ 1.若选取 |α'pql = .!';l~ Iαkll ， 然后交换第 4 行和第
t唱二k，l运n

p 行，交换第 4 列和第 q 列，把 α'pq 换到 (i， i) 位直，则这种操作称为选全主元，对

应的算法称为全主元法.

。1 

与 Ga叫元法相比，列主越多了汇 (n一←斗旦次酬，全主元法

FlqM-MM) 
多了 > ~(n - i? = 次查找，总的:I8算量仍是 O(n3) 次浮点运算.

乞:6

一般情形下，列主元法比全主元法有时间上的优势.

倒 4.4 线性方程组

1 

1 

1 

1 

1 

一

Xl 

X2 

Xs 

X3 

X4 

1-wo--441-31-2 
1

玄
。

1
τ
b
1
-
4
1
-
3
1
-
2

1-71-61-514T41-3 1-81-71-61-51-4 1-91-81-71-61-5 

1 

-120, 5). 现用 Gauss 消元法求解方程组， C-1120, 630, 的精确解♂= (630, 
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语言编程，单精度浮点运算，得近似解

x = (628.6064，一 1117.144 ， 628.1019, - 119.5570, 4.975977) 

Ix; - Xí I 
最大相对误差 m皿|一~I = 4.8 x 10-3 . 而用列主元法求解该线性方程组， C

1::>;i::>;51 x; I 
语言编程，单精度浮点运算，得近似解

X = (629.7418, - 1119.485, 629.6718, - 119.9284, 4.996587) 

IX; -的|
最大相对误差 maxl一~I = 6.8 x 10-4. 比 Gauss 消元法的精度有了明显

1~二i~二51 X; I 
改善.

有关系数矩阵和常数项误差对方程组解的影响请参考 0.3.3 节.有关直接解

法的误差分析放在本章的附录中供参考.

4.2 直接分解法

许多计算问题中，我们会遇到需要多次求解相同系数矩阵的线性方程组问题.

如果每次都用 Gauss 消元法对系数矩阵进行初等变换，会有太多的重复计算.用

直接分解法解方程 Ax = b， 首先作出分解 A=LU， 则线性方程组 Ax = b 可转

化为线性方程组 Ly=b 和 Ux=y， 分解后再解方程组只需 O(n2) 运算量即可解

出 x.

在例 4.1 中通过一系列的初等变换把方和组 (4.1) 变换为上三角方程组 (4.5) ，

把系数矩阵 A 变换为上三角矩阵 U， 以 Tij 表示一个初等变换，记

T34 …巧lT21A = U, T = T34 …巧lT21， L = T-1 

Tij 是下三角阵，下三角阵的乘积 T 是下三角阵，下三角阵的逆 L 还是下三角阵

得到矩阵的三角分解

TA=U=争 A=LU

其中
1 。 。 。

T = I -l21 1 。 。

-l31 -l32 1 。

-l41 -l42 -l43 1 

设 L 不是单位下三角阵， U 不是单位上三角阵， dk 1正 O ， k = 1, 2, 3, 
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当 L 和 U 都不是单位下三角或单位上三角阵时，分解不唯一.

LU 分解有多种变形.设 A=LU， 其中 L 是下三角方阵， U 是单位上三角方

阵，这种分解称为 Crout 分解，可称为 AT 的 Doolittle 分解.

设 A=LDMT， 其中 L， M 是单位下三角方阵， D 是对角方阵，这种分解通常
称为 LDMT 分解.当 A 是正定实方阵时， A=LDLT， 其中 L 是单位下三角方阵，

D 是对角方阵，这种分解通常称为 LDLT 分解.若令 P=L"/万，则有 A=PPT，

P 是对角元素大于零的下三角方阵，这种分解称为 Chol，臼ky 分解

4.2.1 Doolittle 分解

1. Doolittle 分解步骤

设 A 的各阶主子式不为零， A=LU， 其中 L 为单位下三角阵， U 为上三角阵，

all α12 

α21α22 

aln Ull U12 

-

1 

l21 1 U22 

Uln 

U2n a2n 

αnlαn2 αnn lnl ln2 1 U nn 

(4.7) 
矩阵 L 和 U 共有 d 个未知元素，按照 U 的行 L 的列的顺序，逐行逐列对

每个 aij 按照矩阵乘法规则列出式 (4.7) 两边对应的元素关系式，一个关系式解出

一个 L 或 U 的元素.

·计算 U 的第一行元素 Ull ， 也12，…，也ln'

要计算也1j ， 则列出 A=LU 两边的第 1 行第 j 列元素的关系式

-qJ 
唱
A

U --
、
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E
E
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晶
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一
一

.,
J 唱

Aα 

得到

Ulj = α1j ， j=1， 2，… ， n 

·计算 L 的第一列元素缸，缸，… ， lnl' 

要计算 li1 ， 则列出 A=LU 两边的第 4 行第 1 列的元素
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αil = 汇 lirUrl = (l i1 ••• li ,i-l 1 0 喃
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得到
lil = αil/Ull' i = 2, 3,… ,n 

再计算 U 的第 2 行元素，计算 L 的第 2 列元素.假设己算出 U 的前 k-1

行， L 的前 k-1 列元素.

·计算 U 的第 k 行元素 Ukk， Uk，k+l ， …，句，n'

Ulj 

何 = LlkrUrj = (lkl lk2 .•. lk,k-l 1 0 ... 0) 
U. -ï JJ 
0 

。

因为 U 是上三角阵，所以行标 kζ 列标 j ，

何=艺M俨j= 艺如均=艺lk1'Urj + Ukj 
俨=1 r=1 1'=1 

k-l 

均 =αkj - Ll内j ， j = k , k + 1,." ,n 
铲=1

·计算 L 的第 k 列元素 lk+怡 ， lk+2 ,k' … , ln,k' 

(4.8) 

Ulk 

句=艺l衍U1'k = (lil ... lí,i-l 1 0 ... 0) Ukk 

O 

。

因为 L 是下三角阵，所以行标 4 注列标 k，

αik = Llí1'U俨k = LlirU俨k = LlirU1'k + líkUkk 

1'=1 r=1 俨=1

1" ~ (αgk-E叫/Ukk , i = k + 1, k + 2,'" , n (4.9) 

一直做到 L 的第 n-1 列 U 的第 n 行为止.
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用 LU 直接分解方法与求解方程组所需要的计算量基本相当，仍为 O(n3). 可

以看到在分解中 A 的每个元素只在 (4.8) 或 (4.9) 中做而且仅做一次贡献，如果

需要节省空间，可将 U 以及 L 的元素直接放在矩阵 A 相应元素的位置上

2. Doolittle 直接分解算法

算法 4.4 Doolittle 分解

step1 输入:方程组阶数 η、系数矩阵 A 和常数项 b

step2 for k = 1 to n 
{ !计算 U 的第 k 行元素

for j = k to n Ukj:= αkj - L: 1kru忖
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step3 for i = 1 to n !解方程纽 LY=b

执:= bi - L: 1ij的

step4 for i = n to 1 !解方程纽 ux=y

Xi := ( Yi - ~二旬的) / Uii 

飞 j=i+1 I I 

step5 输出方程组的解町， i = 1, 2,… ,n 

例 4.5 周 Doolittle 分解求解方程组n…+X3 =4 
X1 + 3X2 + 2X3 = 6 
X1 + 2X2 + 2X3 = 5 

1 、 I 1 0 0 飞 I U11 

2 I = I 121 1 0 I I 0 

2 J 飞 131 132 1 J 飞。

咱

i
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n
4

n
4
1
A

唱
i

,,,,,, 
...... 

E
·
·‘.
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U12 U13 \ 

U22 U23 I 

o U33 J 
解

k = 1: U1j = α巧， j = 1 ， 2， 3; 也11 = 2, U12 = 1, U13 = 1 

1i1 = αiduu ， i = 2,3; 121 = 1/2 = 0.5, 131 = 1/2 = 0.5 

k = 2: U22 = α22 -121U12 = 3 - 0.5 = 2.5 

U23 = α23 - b1U13 = 2 - 0.5 = 1.5 

2= 土 (α32 - la1 U12) = 土(2 - 0.5) = 0.6 
也22 \ --~~ ~~ -- .~， 2.5 

k=3 :也33 =α33 - 131U 13 - 132u 23 = 0.6 
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方程组LU分解
Matlab演示

4.2.2 Crout 分解

1. Crout 分解步骤

矩阵 A=LU 的 Crout 分解形式:

α11 α12 α1n 

ι)[' 
U12 U1n 

α21 α22 α2n b2 l U2n 

αn1 αn2 αnn ln1 ln2 1 

矩阵 Crout 分解的次序与 Doolittle 分解的次序不同，按计算 L 的第 1 列， U

的第 1 行，… ， L 的第 k 列， U 的第 k 行的顺序进行计算，下面用矩阵分块推导

计算公式.

1 U2n 

1 U12 … U1n 

A = (A1' A2' … ,An) = (L1' L2' … ,Ln) 

1 

Ak = 艺LrUrk = 艺L州 + Lk' Lk = Ak - ~二 Lru
r=1 r=l r=1 
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Lk 的分量形式:

lik = αik 一艺M州 i = k ,k + 1,'" ,n (4.10) 

豆1){t11 , ( ~: 
An I 飞 ln1 l...2 l"... I 飞 Un

Ak = 生 lk铲hEM叫民- (Ã'号叫 /lkk
Uk 的分量形式:

均叫-(←α句kj号叫/lk协 j护=扑川叫1，川，
2. Crout 直接分解算法

Crout 分解步骤

for k = 1 t。 η

for i = k t。 ηl优=阳 - LlirUrk 

阳 j = k + 1 to n 均 -(αkj-EMTj)/IKK
LU 分解的基本思想是作一系列下三角形的初等行变换，把方阵 A 变为上

三角.

(一二'b n(:)-(n 
即使下三角方阵的所有元素绝对值都不超过 1，其条件数也可能达到 0(2") . 为了

减少舍入误差，提高计算的稳定性，可用一系列正交变换代替下三角形的初等行

变换，同样可以把方阵 A 变为上三角.常用的正交变换有 Givens 旋转
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和 Householder 反射

Ho.,ß = 1 - 2vvT , Ho.,ßa = ß 
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Tα-ß 其中 β= (11α112 ， 0，…， O)T， V =一一一一.因此，存在正交阵 P， 使得 PA 是上2] ""] ].....,' - 11α 一 β11 2
三角方阵.从而 A=QR， 其中 Q 是正交阵， R 是上三角方阵，这种分解称为 QR

分解. QR 分解也可通过对 A 的列向量作 Gram-Sch皿idt 正交化得到.假设己知

A 的 QR 分解，则线性方程组 Ax=b 可转化为上三角形 Rx = QTb. 

与 Gauss 消元法相比， QR 分解法的精度高，稳定性好，但运算量是 Gauss

消元法的数倍，并且编程实现比较繁琐，这里仅给出简单介绍. QR 分解法在计算

矩阵的特征值、近似秩等问题中也有重要的应用.有兴趣的读者可查阅相关书籍

文献

4.2.3 特殊线性方程组

前面考虑的线性方程组的系数矩阵 A 都是一般形式.当 A 具有某些特殊性

质的时候，可以有针对性地修改通用算法，使之更有效率，如节省存储量和计算量、

提高精度和稳定性等.

1.三对角方程纽

形如
α1 b1 

句句 ~
A= 

马1-1αn-1 bn - 1 

马zα"

的矩阵称为三对角矩阵.其特征是非零元素仅分布在主对角线及两侧副对角线的

位置.在样条插值函数的 M 关系式中就出现过这类矩阵.许多连续问题经离散化

后得到的线性方程组，其系数矩阵也是三对角、五对角等形式的带状矩阵通常用

三个维数分别是初，n-Ln-1} 的数组(或一个 3π-2 维数组)表示三对角矩

阵三对角形方程组作 Gauss 消元的时候，系数矩阵始终是三对角.因此， Gauss 

消元法可精筒如下.

采用 Crout 分解法，求解三对角方程组 Ax=f. 容易验证

α1 b1 

C2α2 b2 

乌1-1αn-l bn - 1 

。‘ αn

一

U1 

W2 U2 

W n Un 

比较 A=LU 两边元素，可得到叫 = t;, i = 2, 3,… ,n. 

若规定 Cl = 0 ，可得到三角阵分解的计算公式

1 Vl 

l 

Vn-l 

1 
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(uk=?-c肌 k = 1 ， 2，"'， η 
Vk = Dk/Uk , 

( 4.12) 

再解线性方程组 Ly=f， Ux=y , 

yi = (λ - c';Yi-l)/屿， i = 1, 2,… ,n ( 4.13) 

设

问 =0，同=执 -V向+1 ， i = n , n - 1,…, 2, 1 (4.14) 

将 (4.12) 和 (4.13) 合并到一个循环语句中，俗称迫，回代求解 X 称为赶.

算法 4.5 追赶法求解三对角方程

for k = 1 to n !追

包k= αk - CkV k-l 

Vk = bk/Uk 

Yk = (lk - CkYk-t) /Uk 

for i = n to 1 !赶

Xk = Yk - Vk X k+l 

也称上述方法为追赶法或 Thom田算法.追赶法的计算量为 8n 次.也可以

使用列主元法解三对角形方程组，此时系数矩阵有可能变成五对角，计算量仍为

O(n) 次浮点运算

2. 对称丘定矩阵的 LDLT 分解

对称正定矩阵也是很多物理问题产生的一类矩阵，正定矩阵的各阶主子式大于零.

由线性代数中的理论，若 A 正定，则存在下三角矩阵 U， 使 A = UUT ， 直接分解
A=UUT 的分解方法，称为平方根法.对于对称正定矩阵，常用的是 LDLT 分解.
对 A 作 Doolittle 分解 A=LU.

1 Ull U12 … Uln 

1 U22 … U2n 

/提出矩阵 U 的对角元素/

lnl ln2 .. . 1 U nn 

1 Ull 1 U12 Uln 

t 21 1 U22 1 U2n 

.en1 .en2 .. . 1 钮nn 1 
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由 A 对称正定，可得也ii > 0，令

D = diag{ uu，也比…，也nn} = diag{dll ,d22,… ,d....} 

1 U12 Uln 

1 U2n 
可证|

1 d 1 
) ( 1 

lt2 lt，咀

i 21 1 d 2 1 l2 ... 

i..1 i..2 1 d也/飞 1 

L 是对角元素为 1 的单位下三角阵.

对矩阵 A 作 Doolittle 或 Crout 分解，要计算 d 个矩阵元素;对称矩阵的

LDLT 分解，只需计算豆豆土旦个元素咱减少了近一半的工作量.借助于 Doolittle, . ...~ .. _. 2 . , -~. , 

或 Crout 分解计算公式，容易得到 LDLT 分解计算公式.

设 A 有 Doolittle 分解形式

A = L(DLT
) = LU = 

1 

l21 1 

d1 d1lt2 

d2 

d1lt .. 

d212 .. 

1..1 ln2 1 dn 

其中

Üij = 也lij = dilji 

在分解中可套用 Doolittle 分解公式，只要计算下三角 L 和 D 的对角元素 d，..

计算中只需保存 L = (iij) 的元素， LT 的 4 行 j 列的元素用 L 的 iji 表示. 由于

对称正定矩阵的各阶主子式大于零，直接调用 Doolittle 或 Crout 分解公式可完成

LDLT 分解计算，而不必借助于列主元的分解算法.

分析 d,. = Ü,.k = αkk - ~二 lkr阳 =αkk - ~二 lkrdrlrk
铲=1 铲=1
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算法 4.6 对称矩阵的 LDLT 分解算法

stepl 输入:方程组阶数 η，系数矩阵 A 和常数项 B

step2 for k = 1 to n 

dk :=αkk - Ld，.l~ 铲

for i = k + 1 to n 

l..:~ (阳-E叫) /d. 
step3 咯去解方程组步骤

由 L(DLT)X = b， 解方程组 Ax=b 可分三步完成:

(1) 解方程组 Lz 斗，勾=比-L l梢， i =口， ，叫

(2) 解方程组 Dy=z， 执 =z&/命， i = 1 ， 2，…， π; 

(3) 解方程组 LTX = y, X卢如 - L ljiXj , i = n ,n - 1,'" , 1 
j=Hl 

例 4.6 用 LDLT 分解求解方程组

(-11)/川/
-1 3 -2 I I X2 I = I -8 

-2 4.5 飞 X3 / \ 12 

解 k = 1: d1 = α11 = 1, l21 = α2ddl = -1, lal =α3ddl = 1 

k=2:d2 = α22 - l~l d1 = 2, l32 = (α32 -lall21dl)/d2 = -0.5 

k=3:d3 = α33 -l~ldl -l~2d2 = 3 
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LDLTX = b, LZ = b, Z = (4,-4,6)T 

DY=Z, Y=(4,-2,2)T 

山 X~
( ~1 ) 



习题 4 .97. 
习题 4

1.分别用 Gauss 消元法和列主元法求解方程组(计算过程中取四位有效数字):I 0.002X1 + 87.13x 2 = 87.15, 'A' I 0.01X1 - 69.47x2 = -138.93, (1){'(2){ 
I 4.453x1 一 7.26x2 = 37.27; , , 1 2.01x1 + 8.51x2 = 15.01. 

2. 用 GauBB 消元法编程解方程组

(Ur山山山山7η叩牛……2缸如……Z川川…+叶叩2μ…3X2 -户…一斗叫…4她~………缸如……+叶咐叫0.5恼5X4 = 览
1.3X1 + 6.3x2 一 3.5x3 + 2.8x4 = 1.8 

5.6x1 + 0.9X2 + 8.1x3 一 1.3X4 = 16.6 

1.5X1 + 0.4X2 + 3.7x3 + 5.9x4 = 36.9 

3. 用 Gauss 消元法计算行列式:

I -1 3 2 I I 10 -2 -1 (1) 1 2 1 -2 1; (2)1 -2 10 -1 
I 3 6 2 I I -1 -2 5 

4. 用 Gauss-Jordan 捎元法求解方程组:

(1)(;1:)(i)=(;}471:)(i)=(1) 
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r -6Xl + 3X2 + 2X3 = -4, 
(1) < 3Xl + 5X2 +X3 = 11, 

l 2Xl + X2 + 6X3 = -8; 

9. 用迫赶法求解三对角方程组:
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a11 a12 … allc 

(1) A 的 LU 分解存在当且仅当 A 的各阶顺序主子式 ð.k=
a:11α22 a2k 

并 0，

akl ak2 … akk 
Vk = 1， 2，…， π. 

(2) Gauss 列主元捐元法可以报述为2 存在置换方阵 P1，鸟，…，凡-1 和元素绝对值都不

超过 1 的单位下三角方阵 Ll ， 句，'" ， Ln-1，使得 Ln-l凡-1 … L2月LIHA 是上三角方阵.

(3) 存在置换方阵 P， 元素绝对值都不超过 1 的单位下三角方阵 L. 以及上三角方阵 U， 使

得 A=PLU. 这种矩阵乘积分解称为 A 的 PLU 分解.

附录直接法误差分析

线性方程组的直接解法没有系统误差作浮点运算的时候会有舍入误差.建

立如下模型来估计舍入误差的大小.

考虑计算模型 z=A-1b，其舍入误差

ðx = (ðA-1)b + A-1ðb = -A-1(ðA)A- 1 + A-1ðb 

设 ε=max(II t5AII , 11 t5bll), 11. 11 是矩阵和向量的范数，则有

II t5xllζ(1IA-1 11 2 + IIA→ 11)ε 

考虑 Gauss 消元法的计算模型 (5.3)，其舍入误差

n-l 
t5x = L Qn-l . . . Qi+1 (ðQ,)Qi-l . . . QID - 1 Pn-l . . . P1b 

+Qn-l . . . QID-1 (t5D)D-l凡-1'" P1b 

+艺Qn-l" .QID - 1Pn_l" .PH1 (阴阳-1'" P1b 

+Qn-l" .QID - 1Pn_l" .P1t5b 



附录 直接法误差分析

设 ε= max(IIÓP111 ,…, IlóPn-111 , IIóQ111 ,…, IlóQn-111 , IlóD11 ， llóbll) ， 由

IIQn-1 … Qi+111 = 11 U- 1 DQl1 . • . Qi111 

可得

~ IIU-1 DII.IIQ11. .. Qi1 11ζIlu-1 DII. IID-1UII 
IIQi-l … QID-1凡-1 … P1 bll = IIQi1... Q;;-~1A-1bll 

~ IIQi1... Q;;-~111'IIA一句 11 ~ IID-1UII. IIA一切 11
IIQn-1 … Q1D-1凡…Pi+111 = IIA- 1P1- 1 …尺i-111

~ IIA- 111 .llpl-1... Pi-1 11 运 IIA-111.IILII
IIPi-1 … P1bll 二 Ilpi- 1 . . . p;; l L - lbll 

运 Ilpi-1 .. .Pk-111'IIL一句 11 ~ IILII.IIL一句 11

Ilóxll ~ ((η-1) IIU甘II . IID句11211A飞11+llu→ 11 . IID- 1L可11

+(η- 1) IIA-111'IILI1 2 1IL叫|ε+ IIA-111)ε 

=0 ((IILI121IL可十 IID句11 2 11 u叫1) IIA-111.llbll. nE) 

.99. 

由以上分析可知，为了控制舍入误差，可从降低 IILI121IL-l ll 和 IID- 1 uI1 2 1Iu- 1DII 
入手

本章课件



第 5 章求解线性方程组的迭代方法

迭代法求解线性方程组 Ax = b 与第 3 章非线性方程求根的方法类似，由

Ax=b 构造等价方程组，拆分 A=N-P， 设 N 可逆，得到同解方程组

X = N- 1pX +N-1b, 

令 M=N-1 p , 9 = N-1b, X = MX +g， 构造迭代关系式

X(的 = MX(k-l) +g 

/、T

任取初始向量 X(口)=(z10 ， z203 …， zf)) ，代入上面迭代式中，得

到迭代序列 {X(l) , X(2) ， …}称 M 为迭代矩阵.

若迭代序列 {X(k)} 收敛，设 {X(k-l)} 的极限为 X飞对迭代式两边取极限

li皿 X(k) = 卫皿 (MX(k-l) + g) 
fI:--+oo fI:-+口。

即 X* = MX* +g, X* 是方程组 Ax= b 的解，此时称法代法收敛，否则称迭代

法发散.

计算中给定控制精度 ε，当 IIAx-bll <ε 或 IIX(k) - X(k-l)11 <ε 时，停止迭
代计算，取 X* = X(k). 

设 f 为方程组 Ax=b 的解，则有

X* =MX*+g 

再由法代公式 X(k) = MX(k-l) + g， 得到

IIX* - X(的 11 = IIM(X* - XCk- 1))11 = IIM2(X* 一 X(k-2))11

=…= IIMk(X* - X(O))II :S;; IIMkllll(X* - X(O))II • 0 

出IIMkl1 =0特此Mk = 0.... 

由线性代数定理可知， iE巳Mk=O 的充分必要条件是谱半径 p(M) < 1.若
IIMllp 为矩阵 M 的范数，则总有 IIMllp 注 p(M). 因此，若 IIMllp < 1，则 M 必
为收敛矩阵与非线性方程迭代方法的区别在于，线性方程组的迭代收敛与否完
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全决定于迭代矩阵的性质，与迭代初始值的选取无关.迭代法的优点是占用存储

空间少，程序实现简单，尤其适用于高维稀疏矩阵;不足人意之处是要面对法代是

否收敛和收敛的速度问题.

要特别注意，当 IIMlll > 1 或 IIMII∞ >1 时，并不能判断送代序列发散.范

数小于 1 只是判断迭代矩阵收敛的充分条件，而非充分必要条件.当选代矩阵的

一种范数使 IIMII >1，并不能确定迭代矩阵是否收敛例如， M = ( ~.~ ^O^ ) 
\ 0.2 0.8 I 

IIMII∞= 1.0, IIMl11 = 1. 1，但它的特征值是 0.9 和 0.8. p(M) < 1, IIMI12 = 

0.9677, M 是收敛矩阵.

5.1 简单 (Jacobi) 迭代

5.1.1 Jacobi 迭代计算公式

n 元线性方程组 AX=b，

αl1Xl + a12X 2 + ... +αlnXn = b1 

α21Xl + α22X2 +... +α2nXn = b2 

α饵lXl +αn2X2 +... +αnnXn = b.而

(5.1) 

设 αii =1 0, i = 1 ， 2，…爪，将式 (5.1) 中每个方程组的句句留在方程的左边，

其余各项都移到方程的右边，方程两边除以 α..，得到下列同解方程组

Xl = 土(b1 一 α12X2 一… - alnXn ) 
α11 

X2 = 土(b2 一 α21Xl 一…一切向)
α22 

1 ,_ 

Xn = 丁-lQn 一句1叫一句2句一.. .一 αn，n-lXn-l)
~nn 

构造法代格式:

ik+1)= 土他1-a124) 一 - alnX俨)
α11 

7+1)= 土(b2 - a21X~k) 一…一 α川俨)
α22 

(k+l) _ 1 凡 (k) _ _(k) _ _(k) 飞
Xñ = 丁-~On - anlxì 一 αn2X:à 一…一 αn，n-l乌":'1)

~nn 

(5.2) 
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迭代计算式 (5.2) 称为简单送代或称 Jacobi 迭代.任取初始向量 X(0〕，由

(5.2) 得到法代向量序列 {X(时 ， k = 1, 2,…}. 

1. Jacobi 选代矩阵

令

D = diag{α11 ， α饵，…， αn..} ， AX = (D + A - D)X = b 

得到等价方程组z

DX = (D - A)X + b 

设 D 可逆，
X(k+1) = D-1(D - A)X(的 +D-1b

记

R = 1 - D-1 A , 9 = D-1b 

R 是法代 (5.2) 的迭代矩阵， g 是常数项向量. (5.2) 可写成矩阵形式:

X(k+l) = RX(k) + 9 (5.3) 

ì(间Xì r12 .. . 
(k+l) 

。 .. . r2n I I X~k) I I 9向2 X2 
+ 

r..l r n 2 。 X~) n 
X~k+l) 
饵 gn 

其中

rij =-a材/αii ， 如 = bi/αii ， rii = 0 

例 5.1 用 Jacobi 方法解下列方程组

民
U

咱
i

'··A -8= =--3 
q
u
q
d

咿
比

zzo --­mana-­zz-2 
E
w
h
U

咿
曲

γ
+
+
 

'
A

噜
E
A

噜
A

ZZZ F
E
E
t
F
飞
E
E
E

飞

解 方程组的迭代格式z

(zi+)=obf)叫) - 2.5 
(k+l) _ n 'l_(k) I n 'l_(k) 

X 2 - 一O.2xt' + O.2xr' + 1.6 
(k+l) _ n 1_(k) n 1_(k) Xã = 一O.1xt' - O.lxr' + 1.1 

取初始值 X(O) = (1, 1, 1户，计算结果由表 5.1 所示.



. 103. 简单 (Jacobi) 选代5.1 

表 5.1

Ilx<的 _x<"-ll ll∞

2.5 
0.48 
0.355 
0.0425 
0.05695 
0.013872 
0.0096815 

Z(h) 
3 

1 

0.9 
1.ω 

1.017 
0.9847 
O.ω711 

1.∞26 

1.ω049 

z!的
2 

1 

1.6 
2.08 
2.068 
1.9864 
1.98844 
2.∞231 

2.∞197 

x~"l 

-1.5 
-1.25 
-0.915 
-0.9575 
-1.01445 
-1.00722 
-0.997543 

k 
01234567 

方程组的准确解是 {-1， 2, 1}. 

为了简单起见，设 αii 1正 O， i = 1 ， 2，… ， n， 并设由系数矩阵 A 构造的迭代矩

阵 R 是收敛的.

定义和输入系数矩阵 A 与常数项向量 b 的元素

x1 = {O, 0, . .. ,0V , x2 = {1, 1,… ,1V 
!戚初始值• x1 和 x2 分别表示 X(k) 和 X(k+l)

Ilx1- x2川∞> 10-6 

x1 = x2 

2. Jacobi 追代算法

stepl 

step2 

while step3 

x2 = R*x1 + 9 
! for u = 1 to n 

! { 8=0; 

for v = 1 to n {8 = 8 +α(u， v) . x1(v)}; 

! x2(u) = (b(u) - 8 +α(u， u) . xl(u))jα(u， u) } 
endwhile 

输出方程组的解 x2.step4 

Jacobi 迭代收敛条件

对于方程组 AX=b， 构造 Jacobi 法代格式， X(k+1)=RX(k)+g，当选代矩

阵的谱半径 p(R) = _II_l~ 1λ1<1 时，迭代收敛，这是收敛的充分必要条件. 迭
1返i~n

代矩阵的某范数 IIRII < 1 时，迭代收敛，这是迭代收敛的充分条件.在例 5. 1 中

IIRlll = 0.7, Jacobi 选代收敛.
当方程组的系数矩阵 A 具有某些特殊性质时，可直接判定由它生成的 Jacobi

迭代矩阵是收敛的.关于 Jacobi 迭代的收敛性，有下列理论结果.

设 M=(叫)是 n 阶复方阵若对任意 4 都有 Im..1 注汇 1m材 1 ，则 M 称为
j于6.

5.1.2 
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行对角恍若对任意 j 都有 Imjjl 注汇 Im.jl，则 M 称为列对角优;若对任意 4 都
t手j

有 1m.:. I >艺 1m材 1 ，则 M称为严格行对角优i 若对任意 j 都有 Imjjl> 汇|叫 1 ，
j手4 详i

则 M称为严格列对角优.行、列对角优统称对角优;严格行、列对角优统称严格对

角优.

定理 5.1 若 M 为严格对角优，则 M 可逆.

证明 当 M 为严格行对角优时，假设 M 不可逆，则存在非零向量 X = 

(X1' … ， X..)T 使得 Mx =0. 不妨设 IX.I = max(IX11 ，…， lx..l)，则有 ImiiXil = 

Lm;jXjl ζ 汇|叫1'lx;1 < 1m叫，矛盾当 M 为严格列对角优时， MT 为严
j手; I j手4

格行对角优.综上， M 可逆.证毕.

定理 5.2 当 A 为严格对角优时， J缸obi 法代收敛.

证明 当 A 为严格行对角优时，

~I句|p(I - D-1 A) ~ 111 - D-1 AII∞=皿脏了一一
:!ó; i:!ó;.. 乡:|阳|

当 A 为严格列对角优时，

~Iι| p(I - D-1A) = p(I - AD叮 ζ III-AD叮|l=m缸艺 1~1.1 1
《陆台j|αjjl

5.2 Gauss-Seidel 迭代

5.2.1 Gauss-Seidel 迭代计算

证毕.

在 Jaoobi 选代中，用 {xík) ， x~k) ， . .. ， x~k)} 的值代入选代公式 (5.2) 中计算出

{X~叫

zjk+1)=ZmjhE二 mjhg4 (5.4) 
;=1 ;=τ+1 

事实上，在计算 zjk+1) 前，已经得到 2俨飞··， zjtl) 的值，不妨将己算
出的分量直接代入选代式中，及时使用最新计算出的分量值，这种迭代格式称为

Gauss-Seidel 迭代

zjk+1)=ZmjM)+Zm;hgt (5.5) 
j=1 j=i+1 
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即用 {X~k) ， X~k) ，... ， X~k)} 计算 z?+1) 的值，用价?+1) ， zf) ， · · JF}} 计算
zf+1) 的值，…，用 {zf+1)3 …， zjTLzjk}，…， zf)} 计算 zjk+1) 的值

构造方程组 AX=b 的 Gauss-Seidel 迭代格式步骤与 Jacobi 类似.设 αíif

O, i = 1 ， 2，… ， n， 将 (5.1) 中每个方程组的句句留在方程的左边，其余各项都移

到方程的右边，方程两边除以句，对方程组对角线以上的巧取第 k 步迭代的值，

对角线以下的句取第 k+l 步选代的值，即将 Jacobi 选代格式 (5.2) 的下三角元

素冠以 k+l 的迭代构造 Gauss-Seidel 选代格式

4叫 =J二(b1-Mik}--ML的)
(.1,11 

zik刊) = ~二(b2-Mik+1}--MF))
1.1.22 

(k+I) _ 1 
0 , ~ ~(k+I) ~ ~(k+1) ~ ~(k+l)飞X;. 一丁-lDn 一句lXì 一 αn2X2 一…一句，而-IX;'_:l

• 
) 

四nn

若记 Tij = -aij/αii ， g， = 句/αii ， Ti'Ì = 0, 
(k+ l) _ 

_ 
_(k) I 

_ 

_(k) I I 
_ _(k) 

xr" -, = T12X 2"' + T13X 3"' +… + rlnX~" + gl 
(k+1) _ _ 

_(k+l) I 

_ 

_(k) I I 
_ _(k) 

x 2"" -, = T21Xì'"'~' + T23X 3"' + … + r2nxri.~' + g2 

(k+1) _ _ 
_(k+I) I 

_ 

_(k+1) I I 

_ 

_(k+1) 
x~'" -, = TnlXr" -, + TnlX2"" -, +… + Tn，n-lX~~l-' + gn 

5.2.2 Gauss-Seidel 迭代矩阵

设

A=D+L+U 

α11 

α22 

ann 

。 α12 … αln

0 … α2n 
+ 

。

写成等价矩阵表达式

o 
a21 0 

+ 

αnl αn，由 1 0 

AX = (D+L+U)X = (D+L)X +UX = b 

(5.6) 

(5.7) 
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(D+L)X=-UX+b 

构造迭代形式:
(D + L)X(.k+l) = -UX(.k) + b 

有
X(k+1) -一(D + L)-lUX(.k) + (D + L)-lb 

令

s= 一(D + L)-lU, f = (D + L)-lb 

记 Gauss-Seidel 法代为
x(k+1) = SX(.k) + f 

称 S 为 Gauss-Seidel 迭代矩阵

5.2.3 Gauss-Seidel 迭代算法

(5.8) 

Gau胁Seidel 迭代的程序实现与 Jacobi 迭代步骤大致相同，在前面的 Jacobi

算法中，假定 Jacobi 选代矩阵为 R， Xl 表示 x(剖 ， X2 表示 X(k+1)，其选代的

核心部分是白 = R * Xl + g , Gauss-Seidel 迭代格式的核心部分是计算迭代式
向 = R * X2 + g， 在计算中岛的分量不断更新，计算中需要及时将 zjM) 放到
zjk) 的位置上

Gauss-Seidel 迭代算法:

while Ilxl 一句 11∞> 10-6 

for u=l t。 η Xl(U) = X2(U) 

for i=l to n 

{ s=O; 

for j=l to n 

{ s = s+ α(i， j) . X2 (i)} !注意 X2ω) 

x2(i) = (b(i) - s + α(i ， i). x2(i))/α(i ， i)} 

endwhile 

上述算法是在假定迭代收敛的前提下，使用当型 (while) 结构控制循环.也可

将上述算法中 while 循环改为 for 循环，通过控制循环次数和计算误差终止循环.

例 5.2 用 Gauss-Seidel 法代解例 5.1 中的线性方程组并写出法代矩阵.

解 取初值 X(O) = (1 ， 1 ， 1)，误差下界 ε= 0.001，方程的迭代格式z

(叫价)间Xr'~J = 0.5xrJ + 0.5xfJ - 2.5 
X~k+l) = -0.2X~k+l) + 0.2X~k) + 1.6 ① 
zf+1)=-0.12俨) - O.lx~k+l) + 1. 1 ③ 
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取初始值 XCO) = (1 ,1,1). 

k = 1: xi1) = 0.5 . 1 + 0.5 . 1 - 2.5 = -1.5 

X~l) = -0.2. (-1.5) + 0.2.1 + 1.6 = 2.1 

X~l) = -0.1 . (-1.5) - 0.1 . 2.1 + 1.1 = 1.04 

计算结果见表 5.2. 比 Jacobi 迭代的收敛速度要快许多.对于同一方程组，

如果由它构造 Gauss-Seidel 迭代和 Jacobi 法代都收敛，那么多数情况下， Gauss­
Seidel 迭代比 Jacobi 迭代的收敛效果要好，但是情况并非总是如此.

Gauss-Seidel 选代5.2 

表 5.2

| IAx川 -bll∞
5 

1.14 
0.1524 
0.012984 
O.∞065984 

x~的
3 

1 

1.04 
0.9936 
1.0∞62 
0.999964 

xS的2 

1 

2.1 
1.994 
1.99996 
2.00007 

x~的1 

1 

-1.5 
-0.93 
-1.0062 
-0.999708 

k 

n
U
唱
4
0
4

句
。
a
m唱

计算迭代矩阵

方法 1 可用式 (5.8)8 =一(D + L)-lU 计算迭代矩阵.
方法 2 对于 3 阶矩阵可将式①代入式②中得到

X~k+1) = -0.2(0.5x~k) + O.5X~k) - 2.5) + O.2X~k) + 1.6 

将式①和式①代入式①中得到

zf+1)=-01(0.5zik)+0.5zf}-2.5)-01(-Olzik}+Olzf))+1.1 

I 0 0.5 0.5 、

8 = I 0 -0.1 0.1 I 
飞 o -0.04 -0.06 I 

关于 Gauss-Seidel 迭代的收敛性，有下列理论结果.

定理 5.3 当 A 为严格对角优时， Gauss-Seidel 迭代收敛.

*证明 设 λ 是 I一 (D+L)-lA 的任意非零特征值， α 是属于 λ 的特征向量.

由 (D+L-A)α=λ(D+L)α，可得 (D+L+ λ-lU)α=0. 若 |λ| 注 1，则 M=

D+L+ λ-lU 为严格对角优，与 M 不可逆矛盾因此， ρ(1 一 (D+L)-lA) < 1, 

迭代收敛.证毕.

定理 5.4 当 A 正定时， Gauss-Seidel 迭代收敛.

证明 由 A 的对称性， U=LT• 设 λ 是 I 一 (D + L)-lA 的任意非霉特征
值， α 是属于 λ 的特征向量.由 (D+L-A)α=λ(D+L)α，可得

法代矩阵
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α
 

L α
-
F
 

时
-
U
N

A
U一α

二
D

-H 
一
α

一
α

士
、•• 
/ 

α
-
L
 

E--T H

一
α
-
n
u
 

--( 
-H 

一
α

、

A

一αHUα

αHAα 一 αHUα

由 A 的正定性， αHAα 和 αHDα 都是正数.注意到 αHUα 与

αHLα 是一对共辄复数 z土yi. 若 Z 注 0，由 |αHDα+αHLα1>

|αHLα1 ，可得 |λI < 1.若 zζ0，由 |αHAα 一 αHUα1>

|αHUα1 ，亦得 |λ1< 1.因此， ρ(1 一 (D+L)-lA) < 1，迭代
收敛.证毕.

5.3 松弛迭代

案例2
Gauss-Seidelj运代法在
物理模拟中的应用

5.3.1 松弛迭代计算公式

设 A=D+L+U， 用矩阵表示 Gauss-Seidel 法代形式 (5.7) 为

X(k+1) = -D一 1LX(k+1) _ D - 1UX(k) + D - 1b 

Å 
王平

￡ =-D-1L， C=-D-1U， g=D-lb 

Gauss-Seidel 的法代计算公式

X(k十1) = Lx(k+1) + U X(k) + 9 

对 X(k) 和由 Gauss-Seidel 迭代计算的 X(k+1) 加权平均，得到的法代格式称

为松弛迭代， ω 称为松弛因子， ω=1 时为 Gauss-Seidel 迭代.

X(k+1) = (1 一 ω)X(k) + ωX(k十1)

X(k+1) 二 (1 一 ω )X(k) 十 ω(ιX(k十1) + UX(k) + g) 
(5.9) 

松弛迭代的计算公式

Xik+1) = (1 一 ω)xik) + ω(T12zf)+Tuzf)+·+T川ik)+gI)
X~k+1) = (1 一 ω) X~k) + ω(r川ik+1)+T23zik)+···+T2nzf) 十 g2)

(5.10) 

X~k+1) = (1 一ω)X~k) +ω(MiM)+wiM)+ 坷，nJJJfji1)+gn)

5.3.2 松弛迭代矩阵

将式 (5.9) 中的 X(k+1 ) 与 X(灼的项分别放在方程的两边:

(1 一 ω L)X(k十1) = ((1 一 ω)1 +ωU)X(k) + ωg 
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x(k+1) = (1 一 ωι)-1 ((1 一 ω )1 + ωÜ)X(k) + ω (1 一 ωι)-1g

用

L = -D-1L , Ü = -D-1U, 9 = D-1b 

代入，得

X(k+ l) = (I + ωD-1 L)-1((1 一 ω )1 一 ωD-1U)X(k) + ω (1 + ωD-1 L)-l D-1b 

令
Sω = (1 + ωD-1 L)-l [(1 一 ω)1 一 ωD-1 叫
f= ω (1 + ωD-1 L)-l D-1b 

则松弛因子为 ω 的迭代矩阵为

X(k+1) = S，ωX(k) + f 

*5.4 经典法代格式的统一

线性方程组 Ax = b 的迭代解法是由己知的近似解 X(k-l) 构造新的近似解

x(的，使序列 AX(k) - b 收敛到零向量.一种选代想法是，设可逆方阵 Ã~A 并且

线性方程组h斗容易求解，则线性方程组 Ax =b可变形为 Ãx= (豆-A)x+b，
由此得法代格式

X(k 叫 =Ã-•1 ((凶Aι一-A均仿A)x(忡川x(沪(仪(k) + 

另一种迭代想法是'选取矩阵 C， 令

AX(k+ l) - b = (1 - AC)(Ax(的 - b) 

由此得迭代格式

(5.11) 

X(k+l) = x(k) - C(Ax(k) - b) 或 X(k+l) = (1 - CA)x(k) + Cb (5.12) 

I-CA 称为选代 (5.12) 的矩阵

若令 C=A-1，则式 (5.11) 与 (5.12) 是等价的，只是运算顺序不同，代

表同一个选代格式的不同实现方式.当 III-ACIIζ r < 1(r 是常数)时，由
IIAx(k) - bll ~ r k IIAx(O) - bll 可知，对任意 x(o) 迭代 (5.8) 收敛.当 III-CAII ~ 
r<1 时，由 I-AC 与 I-CA 相似， IIAx(k) - bllζ rk-l IIAx(O) - bll. Cond(A) 

可知，迭代 (5.12) 也收敛.当 T 越小时，迭代收敛越快.通常预设迭代步数 K 和

误差下界 ε，当 k 注 K 或 IIAx(k) - bll ~ε 时，停止迭代，输出近似解 X{k)

算法(线性选代法〉
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Linearlteration(α ， b, c) 

f 
k=o; x=xo; r=MarixProduct(α ， x)-b; 

while(k < K and Norm(r)>epsilon) 

f 
x=x-MatrixProduct(c, r); 

r=MarixProdu的归， x)-b; 

>

return(x) 

>

在程序 Linearlterati。以〉中，子程序 Norm( )和 MarixProduct( )分

别计算向量范数、矩阵与向量的乘法.在实际应用中，矩阵 A， C 不一定是以 A=

(αij) ， C = (句)的形式表示，故需要编写专门程序来实现矩阵与向量的乘法.

下列为几种经典的迭代格式.

(1) Jacobi 选代: C = D-1 ; 

(2) Gau卧Seidel 法代: c= (D+L)-l; 

(3) JOR 法代: c= ωD-1i 

(4) SOR 迭代: C = (ω-lD+L)-l， 

其中 A=L+D+U， D 是 A 的对角部分， L 是 A 的严格下三角部分， U 是 A 的

严格上三角部分， ω 是正实数.

习题 5
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3. 己知方程组
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lOXl - X2 

-Xl + 10X2 - X3 

= 1 

= 0 

- X2 + lOx3 - X4 = 1 

-X3 + 10X4= 2 

(1) 写出解方程组的 Jacobi 迭代计算式，并以 x(口) = (O， O， O， O)T 为初值，选代计算 x(吟，
x(刻 ， X(3) 

(2) 写出解方程组的 Gauss-Seidel 选代计算式，井以 x(O) = (O ， O， O， O)T 为初值，法代计算
X(I) , x(刻 ， X(3) 

(3) 分别写出 Jacobi 选代、 Gau四~Seidel 选代的矩阵，并讨论其选代收敛性.

4. 以 X(Ol = (O， O， O)T 为初值，用 Jacobi 选代求解下列方程组的 X(ll ， X(2l: 

12x I- X2+ X 3=-1, 

(1) < 3Xl + 3X2 + 9句 =0，

I 3Xl + 3X2 + 5X3 = 4; 

I 5X1 - X2 - X3 = -1, 

(2) < 3X1 + 6X2 + 2X3 = 0, 

I X1 - X2 + 2X3 = 4. 

5. 用 Gauss-Seidel 选代求解:

r 10X1 - 2X2 - X3 = 0, 
(1) < -2X1 + 10X2 - X3 = -21, 

1 -X1 - 2X2 + 5X3 = -20. 
停止.

自取初始值，当 IIX(k+1l - X仙III∞< 10-4 时迭代

r 5X1 - X2 - X3 = 16, 
(2) < 3X1 + 6X2 + 2X3 = 11, 

I Xl -X2 +2X3 = -2. 
选代停止

I X1 + tX2 = b1 6. 方程组~ oßJ.1. I U o6j 41 -Ll.1. 

I tX1 + 2X2 = b2. 

取 x(')~ UJ 当 Ilx…

(1) 写出解方程组的 Jacobi 送代的迭代矩阵，并讨论迭代收敛条件

(2) 写出解方程组的 Ga圃~Seidel 选代的选代矩阵，并讨论选代收敛条件.

7. 设有系数矩阵

、
、E
E
E
E

『
，
/

内
4

1
1

一

唱
i一
-
-

qL'A'i f
'
t
Z
E
E
-
-

飞

= B 
和

、
飞E
B
B
-

，
/

内
，
"

一
1
1

内
，
"
咱
i
n
4

唱
A

唱
i

内
4

,,, 
•• 
『E
E
E
-
-
·
、
、

-­A 

证明: (1) 对系数矩阵 A， Jωbi 选代收敛，而 Gaus胁Seidel 选代不收敛.

(2) 对系数矩阵 B， J配obi 选代不收敛，而 Gauss-Seidel 选代收敛.

*8. 选用一种直接方法或一种法代方法，在计算机上编制程序计算下列矩阵的逆z



.112. 

11201\ 

1) A = I -1 0 2 3 I (1) A = I ~- : ~ : I j 
I 2 3 1 5 I 

飞 o 1 7 3 / 

第 5 章 求解线性方程组的迭代方法

1 3 

(归= I ~3 
飞 1

3 -2 1 \ 

5 3 -4 I 

2 6 1 I 

2 -1 3 / 

|α11X1 + α12X2 = 仇，
*9. 考虑线性方程组{ 其中创刊22 并 o. 求证.求解此方程组的

|α21X1 十 α22X2 = 句，

Jacobi 途代和 Gauss-Seidel 迭代收敛的充要条件都是 |α12α211 < 1α11α221. 

I 3 2 \. 13\ 
*10. 给定线性方程组 Ax = b、其中 A=I V - l , b=1 V 1. 使用如下法代公式求

\ 1 2 1. \ -1 I 

解方程.

产1) = X(k) + α (b - AX(k)) ， αεR 

(1) 写出迭代公式的迭代矩阵3

(2) 求出 α 的取值范围，使得迭代收敛，并指出 α 取何值时法代收敛速度最快.
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6.1 Newton-Cotes 数值积分

在微积分中用 Newton-Leibniz 公式计算连续函数 f(x) 的定积分z

l b 

f(x)dx =附一时
但是，当被积函数是以点列{(町， f(x，))， i = 0， 1，…，叶的形式给出时;当被积

函数 f(x) 的原函数附)不能用初等函数表示时，如 1
2

sin地则无法用
N ewton-Leibniz 积分公式计算.有时当被积函数的原函数过于复杂时，也不宣套

用积分公式计算积分，而用数值积分公式计算定积分.

在微积分中，定积分是Rieman卫和的极限，它是分割小区间趋于零时的极限，

即

ff(Z)dz=Aoef川.)
在数值积分公式中，用有限项的和近似上面的极限，通常由函数在离散点列

函数值的线性组合形式给出.记

I忏f仲)也川)=主向f(x，)

在本章中，周 1(f) 表示函数 f(x) 精确积分值，周 1n(f) 表示近似积分值，

{Xi} 称为求积节点， α，称为求积系数，确定 ι(f) 中积分系数甸的过程就是构造

数值积分公式的过程.

怎样判断数值积分公式的效果?代数精度是衡量数值积分公式优劣的重要标

准之一.

代数精度 记 [α， b] 上以{町， i = 0， 1，… ， n} 为积分节点的数值积分公式为

ι(f)= 艺αd(均)
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若 ι(f) 满足

En(xk) = I(xk) - In(Xk) = 0, k = 0, 1,…, m 

而

En{xm+l) 并 0

则称 ι(f) 具有 m 阶代数精度.

由此可知，当 ι(f) 具有 m 阶代数精度时，对任意的不高于 m 次多项式 f{x)

都有 I(f)= ι(1).

6.1.1 插值型数值积分

对给定的被积函数 f{x) 在 [α， b] 上的点列 ({Xí' f{的))， i = 0 ， 1，…，叶，作

L叩叫值多项式 Ln协

l
b仰自l

b

叫dx= l
b

仨i{x)f(Xi)dx =到l
b

i叫制

ß D:i = l b 

ii(X)dx ， 附

In(l) = l
b

叫也毛呐斗
数值积分误差也就是对插值误差函数的积分

时) = l b 

Rn{x)dx =时叫bfM)任何))生 (x - xi)dx 

或

阳1)= l
b

ωu 叫坠- Xí)也
对一般的函数 En(l) 手 0，若 f(x) 是一个不高于 n 次的多项式，由于

f(n+l)(x) = 0，而有 En(l) = O. 因此， n 阶插值多项式形式的数值积分公式至

少有 n 阶代数精度.

制 6.1 建立 [0， 2] 1:以归， Xl =叫2=2为节叫:问蜘
积分公式.



6.1 Newton-Cotes 数值积分

得

解 以节点 Xo = 0, Xl = 0.5, X2 = 2 构造二次插值多项式

L2(X) =汇αo!(x.)
.=0 

12 (1) = 1
b

陆阳协恻(何ωZ功)肿ι仰川仰川
马(1)= α0/(0时)+αd(归0.5时)+α2/(2勾) 

0= 1
2

俨扑μ2飞弘Lt岛以0叫(阳2

1=ft1(Z)dz=fd; 二:;(;二)dx = 19
6 

α2 = J02 f2阳 =12 t; 二 32二:;;由=;
得到数值积分公式

hU)=;[-3f仲 161(0川1(2)]
6.1.2 Newton-Cotes 积分

. 115. 

对积分区间川等分，协助 h= 午，取等分点 {Xi = α+仇 i=
0， 1，… ， n} 为数值积分节点，构造 Langrange 插值多项式 Ln(x) ，

1b州也自1b L叫
由此得到的数值积分称为 Newton-Cotes 积分.下面可以看到， Newton-Cot部

积分系数和积分节点以及积分区间无直接关系，系数固定而易于计算.

1.梯形积分

以 (α，J(α)) 和 (b， /(b)) 为插值节点构造的线性函数 Ll(X) ， 有

1b阳臼1b

1
b 

L仰 =1
b 

(10刨付出十W
α0= 1

b 

10阳

α1=fldz)dz=ftffdz=j(b- 时 = (b - a)ci1) 
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提取公因子 (b - α) 后，得到 Newton-Cotes 的积分组合系数 41)=l c(1}=l 2' "1 - 2' 
它们己与积分区间没有任何关系了，即

l
b 

记

T (f) =牛 [f(α) + f(b)] (6.1) 

称 T(f) 为梯形积分公式.梯形积分的儿何意义是用梯形面积近似代替积分的曲

边面积(圄 6.1).

y 

。 a 

图 6.1 梯形面积

怎样确定梯形积分公式的代数精度?

取 f(x) = 1 时，

f(功

b 

Iω = l b 

dx = b 一 α =Tυ
取 f(x) = x 肘，

z 

Iω = l b 

xdx = ~尹侧+ f(b)) = 与主 = T (f) 

取 f(x) = x2 时，

I伴f巾并兰主制+ f(b)) = T (f) 

得梯形求积公式具有一阶代数精度.

由
f气。

f(x) = Ll{X) + 丁「(z 一 α)(x 一时， αζ ￡ ζb 
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(b f气e)
且(x) = 人 τ(x 一 α)(x - b)dx 

因为 (x - a)(x - b) 在 [a， b] 上不变号，所以由第二积分中值定理得到梯形求积公

式的截断误差z

f气η) {b f _ _ \( _ 1.\ _.J_ f气η)
且(z)=7人 (x一仰 -b)dx=-J 1~"(b-a)3， α 《 η=二 b (6.2) 

2. Simpson 积分

对区间 [α，叫作二等分，记 Xo = 吼叫 =(α + b)j2，白 =b.

以 (α， f(α)) ， ((α + b)/2 ， f((α + b)j2)) 和 (b， f(b)) 为插值节点构造的二次插值

函数 L2 (功，那么

f削但 1
b

L2(x)dx = 1b 

(lo(x)f(x川(X)f(X1) + 乌(X)f(X2))dx

"b "b I x一半) (x - b) , 
α0= I lo(x)dx = I ~了 zf dz=;(b 一 α) = (b 一 α)C{2)

叫 Ja ，~一亏二1(α - b) ~ 

α1 = 1bh阳=;(b-a)=(b 一α)cí2)

α2=fl2(Z)dz=i(b-a)=(b-d) 

得到积分组合系数z
~(2) _ 1 ~(2) _ 4 ~(2) _ 1 
吨- 6' ....1 - 6 咀

f bja| 件~) + f{b) ~ f(x)dx 阳马(f) = S(f) = 一一 If(α) + 4f I - ~ - J + f{b) I (6.3) 

称 S(f) 为 Simpson 或抛物线积分公式

它的几何意义是用过 3 点的抛物线面积近似代替积分的曲边面积(图 6.2).

倒 6.2 设 f{x) = eX sinx，圈 6.3 分别是 1
1

f(x)dx r::::: 11 

Ln(x)dx Ö<J梯形
积分和 Simpson 积分.

分别将 f(x) = 1 ， x， x2 ， x3 代入到 I(f) 和 S(f) 中，得到 S(f) = I(f)， 但
f(x) = x4 时 S(f) 并 I(f)， 表明 Simpson 公式对于次数不超过三次的多项式准确

成立， S(f) 具有三阶代数精度.
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自

z 
a α+b 
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b 

图 6.2 抛物线积分面积
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图 603

关于 Newton-Cotes 积分误差，这里不作证明给出如下结果:

(1) 若 n 为奇数， j ε cn+1 [α， b]， 则有

j(n+l) (η) rb 
En(f) = 一一-7l(z-zo)(z-21) … (X - xn)dx 

(n -j叮.λ

即积分公式有 η 阶代数精度;

(2) 若 n 为偶数， j ε cn+2 [α， b]， 则有

j(n+2) (η) rb 
En(f) = 一一-7l z(z-zo)(z-21) … (X - xn)dx 

(n + 2)!λ 
即积分公式具有 n+1 阶代数精度.

例如，若 f ε C2 [α ， b]， 梯形公式误差为

j(2)(η) rb ( __ _ \ ( __ L \ _] __ j气η)
町) 二7人 (X 一 α)(X - b)dx = 一τ(b 一 α)气 α 主二 η ~b 
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梯形公式具有一阶代数精度.

而若 fε c4忡， b] , Simpson 公式误差为

/(4)(η) rb 
_1_ _ \ ( _ a + b \ 

马(f)=7人仰- a) l x - ~ ~ ~ ) (x - b)dx 

/(4)(η) IL _ \5 
=一一一一(b 一 α)气 αζηζ b (6.4) 

2880 

Simpson 公式具有三阶代数精度.

3. Newton-Cotes 积分系数

n 等分区间忡， b] ， 取等分点为积分节点 {Xi = α+ 仇， i = 0 ， 1，…，叶，其中

h=于以川(x.)) ， i= 队 ， n} 为插值节点构造插值函数 L..(x) ，

2 2,J' α
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rb 
n (_ \_l _ rb (x - xo)(x - Xl) … (x-x• l)(X - Xi+1) … (x-x而)

= I l.(x)dx= I Ja -'\-'-- Ja (x‘ - XO)(Xi - Xl) … (Xi 一句-l)(X， - Xi+1) … (x. 一岛、

令 x=a+仇，向 =α+仇，代入 α4 得

r t(t - 1) ... (t - i + 1)(t - i - 1) ... (t - n) I -,- -, '-.,," ~.J.~'.. -, " -', hdt 
,- Jo i!(n - i)!( -1)"• 

(b - α) (-1)"-. r 
=一一一一一一;\1 I t(t - 1) … (t-i+l)(t-i-l) … (t - n)dt 

i!(n -1)! 10 
= (b 一 α)c~n)

(n) 一 (-1)"-4 户ctJ = ., ~ _ -, ." _ I t(t - 1) … (t-i+l)(t-i-l) … (t - n)dt (6.5) 
i!(n-i)!n10 

称 dn) 为 Newton-Co旬s 积分系数.可见在取等距节点时，积分系数 dn) 与
积分节点和积分区间无直接关系，只与插值的节点总数有关，而在例 6.1 中的积分

系数是需要用由插值点的基函数计算而得，这就简化了数值积分公式，而不必对

每一组插值节点的都要计算一组相应的积分系数 αr 在公式 (6.5) 中取 n = 1, 

即为梯形积分系数;取 n= 2， 即为 Simpson 积分系数.在表 6.1 中列出 n 从 1 到

8 的 Newton-Cotes 积分系数.
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表 6.1

n (π) 
Cò 

(n) 
Cì 

(π) 
C2 

C3 (n) C4 (n) (n ) 
C i; 

C6 (n) (n) 
Ci-

(n) 
Cà 

1 1 

2 2 

2 
1 4 1 

6 6 6 

1 3 3 1 
3 

8 8 8 8 

7 
4 

16 2 16 7 

90 45 15 45 90 

5 
19 25 25 25 25 19 

288 96 144 144 96 288 

41 9 9 
6 

34 9 9 41 

840 35 280 105 280 35 840 

751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 
7 

17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 

989 3888 928 10496 4540 10496 928 3888 989 
8 

28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 

定理 6.1 Newton-Cotes 积分系数 {C~n) ， k = 0， 1，…，叶， 当 n 运 7 时数值

积分公式 ι(f) = (b- α) L c~n) f(Xk) 是稳定的
k=O 

证明 设 f(Xk) 有误差缸，

ε=ι(f) - In (f) 

= (b 一 α)艺 c~n) (f (Xk) + 此)一 (b 一 α)艺 c~n) f( Xk) = (b 一 α)艺PSK
k=O k=O 

当 n ~ 7 时， {c~n) > 0, k = 0 ,1,.. . ，叶，记 o = J!l.~ I州，
i飞κ飞n

k=O 

|εI ~ (b 一 α)o~二 Ic~n)1 = (b 一训Lc~n) = (b 一训
k=O k=O 

当 η ~ 7 时误差是可以控制的，计算公式是稳定的. 这里用到
演示5 数值积分 n 、

、 cY = 11

6.2 复化数值积分

由插值的 Runge 现象可知，高阶 Newton-Cotes 积分不能保证等距数值积分
序列的收敛性，同时可证高阶 Newton-Cotes 积分的计算是不稳定的. 因此， 实际
计算中常用低阶复化梯形等积分公式.
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6.2.1 复化梯形积分

把积分区间分割成若干小区间，在每个小区间 [Xi ， Xi+l] 上用梯形积分公式，
再将这些小区间上的数值积分累加起来，称为复化梯形公式.复化梯形公式用

若干个小梯形面积逼近积分[仰X， 比用一个大梯形公式效果显然更好，如
图 6.4所示.这种做法让我们想起定积分定义，被积函数无限分割的代数和.这也

正是计算定积分最朴素的算法.

1日 f(x) 

01 a b 

图 6.4 复化梯形公式积分视图

1.复化梯形积分计算公式

对圳[aα呐州， b叫忡l 作等辄距分钳害割t忡，

I盯(αωf)恒=[ω=写了+1f(Z)d

在 [x" Xi+l] 上，

z 

f'+' f(←争f阶f(zs+1)]-f"(EJE
则有

I(f)=ZG[fhs)+f(24+1)l-mE} 

r 1 n-l 1 1 n-l J.. 3 

= h I ~f(α)+22(句)+jf仙)J - ~!"(e，忘

记 n 等分的复化梯形公式为 Tn(f) 或 T(h) ， 有

T(h) = Tn (f) = h [ ~f(α)+Zf川+ ~f(b)] (6.6) 
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2. 复化梯形公式截断误差

h3~ 
由 En(J) = I (J) - Tn(J) = 一一 )j气Çi)，根据均值定理，当 fε C2 [α，叫

12 但

时，存在￡ ε[α， b] ， 有

L f" (Çi) =时"但)
.=0 

于是

h2 
11. ~\ 1"111...\ _ (b 一 α)3 1"1 

En(f) =一一~ f"(ç) =一一(b - a) f"(ç) =一一一-:: f" (ç), 时￡ο (6.7) 12 ~ ''''' 12 ,- --/~ ''''' 12η2 

由此看到复化梯形公式误差的截断误差按照时或说主的下降速度下降事
n~ 

实上，可以证明，只要 f(x) 在 (α ， b) 上有界并且emann 可积，当分点无限增多时，

复化梯形公式收敛到积分 I(f) = l b 

f(x)由
记 M2=J332Jf"(z)|，则

(b - a)3 H ,.., (飞
IEn(f)1 运一 0_:' M 2 = 0 Iτl 

12n2 飞 π2J

对于任给的误差控制小量 ε> 0, 

(b 一 α)3 ~ r _ _ ...ft _...._ I 
一一τ'-M型 <ε 或 n~ 11/\~ -, _.-~ 1+ 1 12n2 M - - • - ~ I 

就有 IEn(f)1 < ε，式中[.]表示取其最大整数-

6.2.2 复化 Simpson 积分

把积分区间分成偶数 2m 等份，记 n=2例，其中 n+1 是节点总数， m 是

b 一 α
积分子区间的总数. ia h = 一一， {Xi = α+ 仇， i = 0 ， 1，…，叶，在每个子区间

n 

[x刻， X2i+2] 上用 Simpson 数值积分公式，得到复化 Simpson 公式，记为 Sn(f) .

而

1.复化 Simpson 积分计算公式

I(f)=fm=21:飞

172f(Z)dz=如(X2i) + 4f(X2i+l) +阳+2)] 一旦庄严4) ((.) 
2880 

时1)=旱日(X2i)叫
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称

刷圳圳f刀) = ;刊斗牛和[f卡卡f火仲(归α)与f(阳Z句阳灿肌叫2斟斟叩4忡削叫+刊叫1ο川)
为复化 s缸imp阴80咀n 积分公式，它是 f(x) 在 [X2i ， X2i+2] 上采用 Simp80n 积分公式叠

加而得.下面用图 6.5 显示复化 Simp80n 积分计算公式中节点与系数的关系.取
2h _ _ 

n = 8，在每个积分区间上提出因子一后，二个节点的系数分别是 1， 4 ， 1; 将 4
6 

个积分区间的系数按节点的位置累加，可以清楚地看到，首尾节点的系数是 1，奇

数点的系数是 4，偶数点的系数是 2.

则

xo 2丑 电 与 2坦 2与 xo 2即

l 4 1 
1 4 1 

1 4 1 
L一_4

1 4 2 4 2 4 2 4 
图 6.5 复化 Sim阳n 积分系数

2. 复化 Simpson 公式的截断误差

设 f E C4怡，时，在 [X2" x2i+21 上的误差为

旦旦if(4)(&) ， Z2· 《 &ζ X2i
2880 

I(f)-&(f)=-12Eli叶1fH)(&)= 一旦旦f(4) (1;) 
2880:32880 

= 丑斗1与f俨尸尸(归ω叫4吗勺切)气(
4。δUπm4 " ".,." 180n4 

xo 

1 

截断误差按照 M 或主的下降速度下降，可以证明，只要 f(x) 在(呐上有
界并 Riemann 可积，当分点无限增多时，复化 Simpson 公式收敛到积分 1(1)=

f仰z
记

M4=2322|fH)(z)| 

则

|ι(1)1ζ 如草地=o(丰)
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对任给的误差控制小量 ε>0，只要

(b 一 α)5 u _ _ ...ft _.... 1." f(b-a)5M. 
ETτM4 <e 或 m 》 |V28胧二一m4 - ,- - - - I V 

就有 IEn(f)1 < ε. 

例 6.3 计算 1(η= 1
1

他用复化梯形和复化 Simpson 求积公式的分点
应取多少?计算中要求保留 4 位小数.

解 f(x) = e"' , f" (x) = f(4)(X) = e"' , If'(x)1 = If(4)(x)1 ~ e， Oζzζ 1. 

由复化梯形误差公式，

(b - a)3 11(f) - Tn (f) 1 运一一-'" M 2 = 一--::，eζ':;10-4

2n2 _._'" 12n2 - ~ 2 

计算得 n = 67.3，复化梯形公式至少取 π=68.

由复化 Simpson 误差公式，

11(f) - Sn(f )1 ~苟Feζj10-4

在复化 Simpson 中取 m=[~]+1=2或〕

6.2.3 自动控制误差的复化积分

复化积分的误差公式表明，截断误差随分点 n 的增大而减小，对于给定的误

差量 e， 用误差公式计算满足精度的分点数 n， 像是在做一道计算导数 If(n)({) 1 上

界的微积分习题(如例 6.3 所示)，没有可操作的一般性，也就无法确定分点数 n.

在计算中常用误差的事后估计方法，即用|巧n(f) - Tn (f) 1 估计误差.

1. T2n (f) 的计算公式

对定积分 l
b

f(仙，取分点 n= 2， 其中 Z均2=平

b- α ( f(归ωα叫) , f(仙例b的) 飞
叼川) = 7 1 7 + 7 + f h ) ) 

取分点 n=4，

b 一 α ( f(α) , f(b) 飞
叼)=7(7+7+f(叫) + f(句) + f(X3) ) 

=号+平(f(X1) + 队))
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其中

21=j(α+22) ， 23=i(22+b) 
可以看到， T4 (1) 的值是 T2(1) 与新增分点 {f(X1) ， f(X2) , f(X3)} 的组合.如

图 6.6 所示.

ν /(x) f(x) 

。 a '" 
。 a 2与 b 

z 

圈 6.6 T2 (f) 与 T4 (f)

一般地，每次总对前一次的小区间分半，分点加密一倍，并利用老分点上的函

数值，只需计算新增分点的数值后再算其和.

其中

或

对 [a， b] n 等分，凡=午，

Tn (川[~f(α)+言队) + ~f(b)] 
记 [Xi'X忡1] 上的中点为勾+1/2' 则

弘驯川(υ伴f

= 号 l扣护卡;封扣抖f只仲(归α→贝仲削阶Z叫附)忡+ ;封扫叫只f(b)叫(σ例b吩斗)] + 号骂z川) 

L(f)=jl丑(1) + Hn (l)] 

n-1 

H.. (I) = ιE f(X i+1/2) 
i=O 

T2n = 号 +h2n艺 f(α + (2i - 1)h2..) 

(6.10) 
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其中

h?~ = ~一 α2,.. =一一一2n 

类似地，可得积分节点为 n 和 2n 的 Simpson 求积公式的关系式

儿(f)=jsn(f)+i(4Hzn(f)-M))

2.IT2鸭 (1) - T,..(I) 1 与 11(1) - T 2n(l) 1 

由误差公式

(6.11) 

(b-a)L2LII 
1 (1) - Tn (l) = -寸Th f(E)(612) 

(b- α) (h\ 2 
1(1) - T2n(l) = 一丁2~I l ~) !"(η) (6 叫

由于附)=iz凡)，J"(η)= 去 Zf(ηi) 分别为 n 及 2n 个点上的均

值，可视 f气~)何 f气η)，由 (6.12) 和 (6.13) 得到

1 (1) - Tn (l) 臼 4(1(1) - T2n(l)) 

表明瓦(1) 的误差大约是 T2n(l) 误差的 4 倍，或

1(1) - T2nω 但七玛"ω - Tn (l)) (6.14) 

由此，对任给的误差控制量 ε> 0，要 11(1) - T 2n(l) 1 <ε，只需|巧n(l) -
Tn (l) 1 < 3ε 即可，而用 IT2n (l) - Tn (l) 1 作为精度控制方法简单直接.

3. 自动控制误差的算法描述

从数值积分的误差公式可以看到，截断误差随分点 π 的增长而减少，控制计

算的精度也就是确定分点数 η. 在计算中不用数值积分的误差公式确定分点数 n

的理论模式，而用|玛n (1) - T,.. (1) 1 <ε 作为控制，通过增加分点自动满足精度的

方法称为数值积分公式的自动积分法.在计算中构造序列丑，T2n ， T4，..， …，直到

IT2m -Tml 
IT2,.,. -T,.,.1 < ε 或 <ε 时停止计算，并取 1 (1) ~ T2,.,. (1). IT2'm 1 

下面描述复化数值积分公式的自动控制误差算法.

step 1 输入:误差控制精度 e = epsj 初始分点值 n=m

step 2 计算 η 分点的复化梯形积分且 ， T2=Tn 

T1=T2+100 !选代计算中 Tl 和 T2 分别表示且和 T2n



6.2 复化数值积分 . 127. 

step 3 while 1T1-T21>ε 

T1=T2 

H =ι !计算新增节点的值 Hn(l)=hnLI (问)
T2=(T1+H)/2 

h=h/2. n=2n 

end while 

step 4 输出积分值 T2

!将区间一分为二

在自动控制误差算法中初始分点值不宜过小，以防止假收敛.

6.2.4 Romberg 积分

1. Romberg 积分公式

前面得到的 Tn(l) ，巧n(l) 的关系式 (6.14)，将 (Tn(l) - T2n(l)) 作为 T2n (l)
的修正值补充到 1(1)， 即

4_ 1 
1(1) 同 T2n(l) + ~(巧n(l) - Tn (l)) = i T2n - ~Tn = Sn (6.15) 

3-~'. 3 

其结果是将复化梯形求积公式组合成复化 Simpson 求积公式了.截断误差由

O(h2) 提高到 O(h4) 了.这种手段称为外推算法.外推算法在不增加计算量的前

提下提高了误差的精度.外推算法是计算方法中的一种常用手法.

不妨对 S2n (1), Sn (1) 再作一次线性组合.

1(4) ((;) L4h , _. _JL4 

1(1) 一 Sn(l) = 一丁豆「h(b 一 α) 但 4 (6.16) 

1(4)(η) (叭4 I "L _, _. J ( h \ 4 
1(1) - S2n(l) = -一一~" I ~ I (b- α) 阳 dl ~ I 

180 飞 21 飞 j
(6.17) 

24 . (6.17) 一 (6.16):

Iω 局也仙去阳f) - Sn (l)) = Cn(l) 

复化 Simpson 公式组成复化 Cot由公式，其截断误差是 O(h6 ). 同理对 Cot由

公式进行线性组合z

Iω _ C2n(l) = e (~) 6 

1(1) - Cn (l) = eh6 

得到具有 7 次代数精度和截断误差是 O(h8) 的 Romberg 公式z

Rn(l) =马(1) + 声 (C2n(l) 一 Cn(l))
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还可以继续对凡.(f) 做下去.

为了便于在计算机上实现Romberg 算法，将丸， Sn" Cn" R""…统一用 Rk，j

表示，列标 j = 1 ， 2，…分别表示梯形、 Simpson、 Cotes 积分，行标 k 表示分点

数 n2k-1 赫问=忐
Romberg 计算公式z

鸟，j-1 - R必-1 ，j-lRk.i = Rk.←1 十 J- ，L --"'-.1.,:.1 
吨，凡~ , 41-1 -1 k = 2,3,'" (6.18) 

对每一个 k， j 从 2 做到 k， 一直做到 IRk，k - Rk-1 ，k-11 小于给定控制精度时停止
计算

2. Romberg 算法

stepl 输入区间端点 α ， b ， 精皮控制佳 e，循环次数 M， 定义函数 f(x) ，

取 n=1 ， h=b 一 α

step 2 R1,1 = (f(α) + f(b))h/2 
step 3 for k=2 to M 

{ιι←叫1俨寸=(←RιιL扣叶k←归…川川川-→4叶斗1.1川川叫1什1 +hk叶咔hk←川忑-1ξ号1乞言号f川叫
for j = 2 to k 

{Rk,j = Rk,j-1 + (Rk,j-1 - Rk_1,j_1)/(.tV-1 -1)} 
iflRk,k - Rk-1,k-11 < e 退出循环

step 4 输出 Rk，k'

Rρmberg 算法按表 6.2 元素的行序进行运算， {矶，l， R2，1 ， 马岛…}. 对上面

的算法进一步优化，在计算中每个元素只用到上一行和本行的元素，只需保存两

个一维数组;令 Rk，j 为 R1山 Rk-1，j 为Ro山在每计算一行元素后，要将 R1，j => 
{Ro, j , j = 1, 2,… ,k}. 

表 6.2

R 1.1 

R 2.1 R2.2 

Ra.l Rs.2 Ra•a 

R"" , l R Tn,2: R"" ,8 Rrn ,7n 
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*6.3 重积分计算

在微积分中计算二重积分是用化为累次积分的方法进行计算的计算二重数

值积分也是计算累次数值积分的过程.为了简化问题，我们仅讨论矩形域上的二

重积分.有很多非矩形域上的二重积分可作变换将其转换到矩形域上.

l
b

l
d

川崎
其中 α， b， c， d 是常数， f(x, y) 在 D 上连续.像在微积分中一样，将二重积分化为

累次积分

或

J.' t f(x,y)dxdy ~ J.' (t川鸣也

l
b

l
d

川崎~t (J.' f(x， y)年
1.二重积分的复化梯形公式

对区间 Iα，叶和 [c， d]分别选取正整数 m 和 n， 在 z 轴和 u 轴土分别有步长

用复化梯形公式计算 l
d

f(咐

l
d

ρρ仆dV、〉f只巾(何叫Z

再将 U 当作常数，在 Z 方向上计算(何6.19创)中每一项的积分，有

iff叫m;lif(町， uo)+;f(2隅'的)仨仙。)]

i f f Mz 斗 l卡扣i护仇(町川川叫， y.品叫U执ω叫'1'1)们)忏叫+→;川) 乞号f队

IfbE 仲川川'尚拟的ω)灿d由Z = Zff(矶的)也
何 hz lif(ZO，的)+;川)仨贝儿的)]

(6.19) 
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的
z r'' 叫

汇
国

叫Z
H

LM + 
的

z rJ Z
A

一
吨
，
"

+ 
目
，
，

何g
nu z rJ 

1-2 卢
汇
抖

L" 
一
一

则

1b l d 

f队ωdxdy

时k{ ~[f(叫) + f(xm , Yo) + f(川)+仙， Yn)]

+~[匡卧卧z号号f贝(队Z岛叫叫4幻巾， Yo耐驰ω) + E号f(队Z岛川川叫i ， Y巾， y品叫U执ω'n) 仨苦f(阳Z句叫0仇'

+艺艺f(叫)}

=hk LLCi,j f(Xi ,Yj) 

积分区域的 4 个角点的系数是 1， 4 个边界的系数是 l，内部节点的系数是1.4' - . ._,. ~~.. ._-,,- 2 

2. 二重复化梯形的截断误差

(d - c)(b 一 α) (1. 2Ô2 f(η， μ) , J_2 Ô叮(苟，声)飞一E(f)=- 叫 Ih 一一一一 +k 一一一'-1 J , η， ηε[α， b] ， μ，严ε [c， 叫
飞 ÔX2 δy2 ) 

例 6.4 用复化梯形公式计算二重积分 1
112 

sin(x2 + Y问取 h=k=
0.25. 
解 f(x， y) 如表 6.3 所示.

表 6.3

1.∞ 1.25 1.50 1.75 2 ∞ 

0.841471 0.948985 0.997495 0.983986 。 909297

0.25 0.873575 0.966827 0.999966 0.97'ω32 0.88153 
0.50 0.948985 0.997495 0.983986 0.909297 0.778073 
0.75 0.999966 0.970932 0.88153 0.737319 0.547265 
1.00 O.ω9297 0.778073 0.598472 0.381661 0.14112 

Ci，j 的数值列表如表 6.4.
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表 6.4

qaqa ，
，
J

'
A

唱
A

唱
A
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，
J

τ
A

噜
A

1 。

1/4 
1/2 

1/2 

1/2 

1/4 

n
u
'
1

。
4
"
a
A

结

11[2 叫2 + y)dxdy =0.25 * 0.25 [~(0.84阳削叫14四47川9ω0ω鹏阳9归2

+;(0948肌0.9阳5+0.9棚6)

+;(07阳3+0则肌O附则

+;(om75+O叫5+0阳6)

+ ~(0.88153 + 0.7四肌 0.5叫)
+ (0.966827 + 0.999966 + 0.970932 + 0.997495 

+ 0.983986+0.909297+0.970932+0.8削+0.7盯319)]
=0.873601 

11μ1[γ下vIf俨乒仆2飞〉Ls创m叫ln
倒 6.5 计算二重积分的 Si阳I口mp阴80∞n 数值积分公式及其误差差. 
设对 [α ， b] 8 等分，对 [c， 叫 6 等分，复化积分公式系数如表 6.5 所示.

表 6.5

叫-
0
1
2
3
4
5
6

。
。
-
唱
牛A
A哩
。
a
A
u
z
q
L
A
U
Z
'
A

7-4MMSMMBm4 
a
u
-
n
a。
O
A

哇
。
O
A
-
z
e
o
n
4

5-4M8msm4 
A
U
τ
-
q
4。。
A
U
E。
。
4
4
τ
。
。
句
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蚀
。
。

A

缉
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吨
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」
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A
U
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'
A
e
o
唱
A
e
o
'
A
A
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n
u
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4
4

经

n
4
A
U
Z
q
A
A
U
E
唱
A

二重复化 Simpson 数值积分公式:

l b l d 

f(x ， y问=号豆豆切i，jf(x们的)
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二重复化 Simpson 的截断误差;

(d - c)(b一α) (..4♂f(η， μ) , lA ß4 f(哥， ïl)\
E (I)=- ,- :~~ -, I h 一一一一 +k 一一一.!::.!... } , η，奇ε[α，时， μ，声叫c， d] 

飞 θ'X4 θy4 ) 

*6.4 Gauss 型积分

在 6.1 节中阳~，1(贝(俨 1
b

ρbVf仰
积分公式为

ι(1)= 艺αd(Xi)
i=O 

它至少有 n 阶代数精度.本节取积分节点数从 1 到 π，即 {Xl ， 町，… ， Xn} ， 则 1(1)

关于{酌， X2，'" ，时的 Newton-Cotes 数值积分公式 ι(1)= 艺创f(Xi)至少有
i=1 

n-1 阶代数精度.我们要提出的问题是z 具有 n 个积分节点 {X1 ， 吨，… ， Xn } 的
数值积分公式最高能达到多少阶代数精度，代数精度是否与积分节点的选取有关.

定理 6.2 胖1& f(x)也关于积分节点 {X叫 ， Xn} 的数值积分公式

ι(1)= 艺αd(Xi)
i=1 

的代数精度不超过 2n-1 阶

而

证明 取 2π 次多项式 f(x) = (x - Xl)2(X 一句)2... (X - Xn)2 ， 则有

Iω = 1b仰X>O

儿(1)= 汇αd(同)=。

故数值积分公式 ι(1) 的代数精度不可能达到 2n 阶.

6.4.1 Legendre 多项式

π 次多项式
1 d饵"

Ln(x) = 一一 r1:'n (x:.! - 1t 
2nn!d曲

称为 Legendre 多项式， {Ln(x)} 为 [-1 ， 1] 上的正交多项式系，即

ωLM〕 =j;LA均叫dx = 0, m扫
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关于 Ln(x) ， 它具有如下性质z

(1) Ln(x) 在 (-1， 1) 上有 n 个相异的实根 zT) ， z沪，…， zf).
(2)ι(X) 在 [-1 ， 1] 上正交于任何一个不高于 π-1 次的多项式，即若 P(X)

为一个不高于 n-1 次的多项式，则

叫， P(X)) = 1: Ln(x附dx =0 

6.4.2 Gauss-Legendre 积分

对于 I(俨f仰X， 由定理 6.2，具有 η 个节点的数值积分公式的代数精
度不超过 2n-1 阶，若其数值积分节点 {Xl， X2 ， … ， Xn} 可自由选取，那么其数值
积分公式的代数精度是否能达到 2n-1 阶?回答是肯定的.

定理 6.3 对扪圳叫I乓盯(1伴f

点{归Z「俨)'Zr俨)'尸.….….，JZd合俨)}为数值积分节点，则其数值积分公式

ι(1)= 艺α~n) f(x~n)) 
i=1 

具有 2n-1 阶代数精度.

证明 计算数值积分误差

En(l) = 1:州，中， 点、协- xln))(x 一年〕 怡 - x~n))dx 

若 f(x) 为一个不高于如一 1 阶的多项式，由差商性质 1.3 ， n 阶差商函数 fhT) ，
zf)，…， zf) ， zl 为一个不高于 π-1 次的多项式，注意到 (x-xin))(x-x~n)) … (x­
zr)) 与 Ln(x) 仅差一个常数，于是由 Ln(x) 的截断误差

En(l) = 。

即对于任何不高于 2n-1 次多项式 f(x) ， 数值积分公式都是精确的.

对有 η 个积分节点，代数精度为 2n-1 阶的数值积分，称为 Gauss 积分，记

为 Gn(l)， 在 [-1 ， 1] 上的 GaUBs 积分公式为

Gn(f) = L a~n) f(x~n)) 
';=1 

其中， {zT) ， zf)，… ， x伫)}为正交多项式 Ln(x) 的 n 个零点，而

α(n) _ {l (z-zT)) … (z-421)(z-42) … (X - x~n) ) ;.J~ 
J -1 (X~n) - xln)) … (X~n) - xt~)(X~n) - X~~~) … (x~n) - X俨)一
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Gauss 积分是高效数值积分公式，同时它具有良好的性质，如其积分系数均

太于零 (αjn)>O)，故其高阶公式有很好的稳定性质又如对于连续函数 f(吟，
Gau8s 积分序列 {G1 (f)， G2(f),…, Gn(f)， …}收敛于 I(f)， 这是一般数值积分

序列所不具各的.

对于一般区间的积分 Iω = l b 

f(x)也，只需作线性变量代换，即可得到
Gau8s 积分公式z

r" I ~\ _ b _ a ~ _(n) ~ {仙的十。-a)x叭
l.7n{ T 1= -_-, 0; - T I I … 2 士主 、 .. \ 2 } 

Gauss 积分的积分节点 {x~n)} 及积分系数 {α~n)} 由表 6.6 列出.

唱
4
n

，

q
o

表 6.6

x!") a!钝} n x!'、} 。 (n)
4 ‘ ‘ ‘ 
。 2 土0.6612093865 0.3607615730 

土0.5773502692 1 士0.2386191861 0.4679139346 

土0.7745966692 0.5555555556 7 土0.9491079123 0.1294849662 

。 0.8888888889 土0.7415311856 0.2797053915 

土0.8611363116 0.3478548451 土0.4058451514 0.3818300505 

土0.3399810436 0.6521451549 。 0.4179591837 

土0.9061798459 0.2369268851 8 土0.9602898565 0.1012285363 

土0.5384693101 0.4786286705 土0.7966664774 0.2223810345 

。 0.5688888889 土0.5255324099 0.3137066459 

土0.9324695142 0.1713244924 土0.1834346425 0.3626837834 

n 

4 

5 

6 

例 6.6 试用两点 Guass-Legendre 积分公式计算

1= 汇LZ2C∞跚o惆s
解查表 6.6 有 Z4di?俨2勾)_一0.5盯77η35ω0， ZdF俨) = 0.57η5ω0， α44f俨)_αdF俨) = 1. . 
G2 (X

2
C08X) = (-0.577350)2 Cω(-0.577350) + (0.577350)2∞8(0.577350) 

= 0.558608 

表 6.6 中数据保留了 10 位小数，在实际计算中根据计算工具尽量多取位数，

一般在例题中为了计算方便取 4 位或 6 位小数.

例 6.7 试用三点 Gauss-Legendre 积分公式计算

I(f)=汇叫Z
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解查表 6.6 有

4)=-0.774597, zp)=0, zf)=0.774597 

43)=0.555556， α~3) = 0.888889， α俨 =0邱5556

/ππ飞 /ππ飞 (3)
l 一一 +-;:;-J + l 一+ -;:;- J Xì 

于是， Xl =飞 2 ' 2J 飞 2 . 2/ =Ezj3) ， 32=0，均 =UF)，
2 2 

. 135. 

G3(co叫= ~ [α俨叫:4))+αP)叫+α3)叫~X~3))] = 2.001389 

6.5.1 差商与数值微分

1.差商

6.5 数值微分

当函数 f(x) 是以离散点列给出时，常用数值微分近似计算 f(x) 的导数 f' (x).

在微积分中，导数表示函数在某点上的瞬时变化率，它是平均变化率的极限.在几

何上可解释为曲线的斜率;在物理上可解释为物体变化的速率.

下面给出 f'(x) 导数的三种定义形式z

f (x + h) - f(x) 
fW)=lEL h 

f (x) - f(x - h) ,,_ f(x + h) - f(x - h) = JiIl! J ,- , ._'....._ J ,- ._, (6.20) 
h• õ h h• õ 2h 

在微积分中，用差商的极限定义导数;在数值计算中，导数用差商(平均变化

率)作为近似值.最简单的计算数值微分方法是用函数的差商近似函数的导数，即

取极限的近似值，下列是与 (6.20) 对应的 3 种差商形式的数值微分公式以及相应

的截断误差.

(1) 向前差商

用向前差商(平均变化率)近似导数有

f(xo + h) - f(xo) 
f'(xo) 何 h(621)

Xo + h 的位置在 Xo 的前面，因此称为向前差商.同理有向后差商、中心差商的

定义.

由 Taylor 展开

.. h2 _" 
f(xo + h) = f(xo) +时'(xo) + '~， !"(e) , Xo 运￡运 Xo +h 2! 

得向前差商的截断误差阶
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得

f(xo + h) - f(xo) 
R(x) = f'(xo)一=一"if气。 = O(h) 

h 
(2) 向后差商

用向后差商近似导数有

f(xo) - f(xo - h) 
f'(xo} 臼 h (6.22) 

与计算向前差商的方法类似，由 Taylor 展开得到向后差商的截断误差阶

f(xo) - f(xo - h) 
Rh)=fho)-h=0(h) 

(3) 中心差商

周差商近似导数有

由 Taylor 展开

f(xo + h) - f(xo - h) 
f' (xo} 阳 2h

h2 _.., • h3 

f(xo + h) = f(xo) +町'(xo) + .~! f" (xo} + 百f'"但1)

h2 _... • h3 

f(xo - h) = f(xo) 一时'(xo) + .~! f"(XO} 一百f'叫6)

f(xo + h) - f(xo - h) h2 

R(x) = f(xo) 一 =一一[f'"(6) + f'" (也)1
2h 12 

1. 2 

=-亏f咽 =O(叽 xo - h ~ ~ ~ Xo + h 

例 6.8 构造中心差商的外推公式.

h2 _... . h3 
解 f(xo - h) = f(xo) - hf'(xo) + .~! f气xo) 一百f'气xo)

1.4 

(6.23) 

+工f(4) (xo) + O(的 (6.24)
4! 

h2 _... • h3 

f(xo + h} = f(xo} +町'(xo) + '~I f" (xo} + τ1'" (xo) 2! ~ ，~， . 3! 
1.4 

+工f(4) (xo) + O(的 (6.25)
4! 

((6.25)一(6.24))/却得

1.2 
f' (xo) = 土[f(xo + h) - f(xo - h)1 一工f(3) (xo) + O(的

2h 
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记

叫(h) = f_ (xo + h)牛f(xo 一)

I' (xo) = 几(h) 一 Zf(3)附O(h4)
= N 1 (h) + Cl h2 + O(h4

) 

1'(匀。) = N1 (~) _ ~ (~) 2 f(3)阶O(h4)

=叫~) +Cl (~)2 +O(h4
) (6.2η 

(4.(6.27)一(6.26))/3 得

r川队削(怡阳刨Z句叫0ω)尸=~(矶 (~ω~) 一冉列矶叫(叫h
/'-飞 Nl(~) 一叫 (h)

N2(h)=N1ljl+JL 

继续外推下去，得到

几飞 鸟斗~) - Nj _ 1(h) 
屿(仙例h叫) = N:屿j-1 (G二引J+ 飞\.~飞二_， , j=2,3 

f阳削(伊阳刨z句叫0) = 吗 (~) 十 O(h2j
) 

2. 差商的几何意义

f (xo + h) - f(xo) 
微积分中的极限定义 f(zo)=h ，表示 f(x) 在 x = 

h• Õ h 
f(劣。 + h) - f(xo) 

Xo 处切线的斜率.即图 6.7 中直线 P 的斜率，差商 h 表示过

(句 ， f(xo)) 和 (xo + h, f(xo + h)) 两点直线 Q 的斜率，是一条过 Xo 的割线，用近

似值内接弦的斜率代替准确值切线的斜率.

例 6.9 给出下列数据(表 6.7)，计算 1'(0.02) ， f'(0.06) , 1'(0.10) , 1"(0.08). 

z 

I(x) 
0.02 

0.0199987 

0.04 

0.0399893 

表 6.7

0.06 

0.059964 

0.08 

0.0799147 

0.10 

0.0998334 
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Xo+h 

图 6.7 微商与差商

Q 

P 

z 

解 1'(0.02) 臼 (0.0399893 - 0.0199987)/(0.04 - 0.02) = 0.99953 

1' (0.06) 目 (0.0799147 - 0.0399893)/(0.08 - 0.04) = 0.998135 

1' (0.10) 田 (0.0799147 - 0.0998334)/(0.08 - 0.10) = 0.995935 

f气0.08) 田 (0.995935 - 0.998135)/(0.10 - 0.06) = -0.055 

3. 设定最佳步长

在计算数值导数时，它的误差由截断误差和舍入误差两部分组成.用差商或

插值公式近似导数产生截断误差，由原始值 y， 的数值近似产生舍入误差.在差商

计算中，从误差的逼近阶的角度看， Ihl 越小，则误差也越小;但是太小的 Ihl 会带
来较太的舍入误差.如何选择最佳步长，使截断误差与舍入误差之和最小?

一般对计算导数的近似公式进行分析可得到截断误差的表示式，以中心差商

为例，截断误差不超过
h2 _ _ h2 

.: M3 =:':;;-m皿 11'气x)16 u 6 

而舍入误差可用量:估计(证明略)，其中 e 是函数 y， 的原始值的绝对误差限，总

的2 _ _ e ... f h2 _ _ e飞'们
误差为二M.，+ .;:-.当 r :二M3+ l=2Mz 一τ=0 时咱达到最小值6 - -U • h - \ 6 - -U • h J 3 - -U h2 - -, 

h=JZ 
可以看到用误差的表达式确定步长，难度较大，可行性差.通常用事后估计方

fh 飞
法选取步长 h 例如，记 D(h， x) ， D l ~， x) 是步长为 h， ~的 f' (x) 的近似值，给

I_.. , _fh 飞|
定误差界 é，当 ID(h， x)-D l ~， x)1 <ε 时，步长 h 就是合适的步长
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6.5.2 插值型数值微分

对于给定的 f(x) 的函数表，建立插值多项式 L(x)， 用插值函数 L(x) 的导数

近似函数 f(x) 的导数.

设{町，4=0， 1，… ， n} 为忡，叫上的节点，给定{(町， f(Xi)) ， i = 0, 1,… ,n}. 
以(町， f(x，)) 为插值点构造插值多项式 Ln(x) ， 以 Ln(x) 的各阶导数近似 f(x) 的

相应阶的导数.例如，

f(x) ~ Ln(x) = L: fi(x)f(Xi) 
&=0 

f' (x) 叫'巾) = L:f'.(x)f(问)
.=0 

当 x = Xj 时 ， f' (Xj) = 艺f~(句)f(xω= 0,1,'" ,n. 

误差项
( f(n+l)(~) 古 I

R(x) = ..I~_ I 一一1'~( 11 (x - x.) J 
飞飞川'叮-13 l 

俨TI_ _ J(叫(ç)
R(Xj) = 川 (Xj - X，)~一一一

J tfJ(n+1)! 

例 6.10 给定(町， f(Xi)) ， i=O， 1 ， 2，并有 X2 - Xl = Xl - Xo = h， 计算

f'(xo) , f'(x l), f'(X2)' 
解 作过(町， f(句))， i=O， 1 ， 2 的插值多项式

(X - Xl)(X - X2) 1'1_ \ , (X - XO)(X - X2) L2(X) \- -~h; -"1 f(xo) + \- -'::_h; -~I f(Xl) 

(X - XO)(X - Xl) 
f(X2) 

2h2 

f' (X) =L~(x) 

f(劣。) f _ _ ,_ _ \ f(Xl) 
=一τ(X - Xl + X - X2) 一 τγ(X - Xo + X - X2) 

且"
+旦到他 -Xn +X -Xt) 

2h2 、 u .品，

将 X =Xi 代入 f'(x) 得三点公式:

f内阳削(伊阳刨Z句叫0)问阳 去(←-斗叮3叮圳f
1'(伊Z叫叫1ο)问阳王(←一f(何Z岛叫0ρ)忏+f(怡X2叫2)川) 

2h 
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阳闻生W川削+3制)
利用Taylor 展开进行比较和分析，可得三点公式的截断误差是 O(h2).

类似地，可得到五点中点公式和五点端点公式z

1'(句)唁 [f(xo - 2h) 一盼。 - h) + 8f(xo + h) - f(xo + 2h)] 

1.4 
+元f(5)(ç) ， ç E [xo - 2h, Xo + 2h] 

f川阳削(归阳刨Z句叫0ω)=古卸[-→-25罚5刷
1.4 

一仰。+仙)] +亏f(5) (ç) , ç E [xo, Xo + 4h] 

例 6.11 用样条插值计算数值微分.

解 把离散点按大小排列成 α = Xo < Xl < … < xn = b， 利用 m 关系式构

造插值点{(缸， f(x.)) ， i = 0, 1, 2,'" ， n} 的样条函数 S(x) 的过程中，计算一阶导

数的方程组，计算 {f'(町)=叫， i = 0 ， 1，…， π}. 

习题 6

1.计算下列两种矩形积分公式的余项z

叫bf(Z)叫(α)(b - a); 叫州的f(平) (b- a) 

2 们=午， x口 =α， Xl =叫

lb I(x)的 :hf(Z1)+;hf(m)

3 构椭造积附分 I(σ忏f

I (f) = a-d(一h) + α口f(仙0) +ad(2h) 

4. 用梯形公式计算下列积分z

叫1 d1缸句; 叫ν 一叫Z叫)
5. 用 Simpaon 公式计算下列积分s

叫苦-)2 - sin2 x由; (2) [2 (X2 _ x)也

6. 设函数由表 6.8 给出.
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z 阳
-
m

0.80 

4.60 

机
-
m
-
m

叫
一ω

1.60 

5.20 

1.80 
5.50 f(x) 

分别用复化梯形和复化问m 公式计算 Cf(Z)缸
7. 设函数由表 6.9 给出.

表 6.9

z 2.10 

2.50 

2.125 

3.00 

2.15 

4.50 

2.16 

3.50 

2.17 

3.00 

2.20 

2.90 f(x) 

用复化 S阳n 公式计算 ff(Z)缸

8. 1 (~) = [2 ~叫ε= 10-4, h = 1，试用Romberg 公式计算积分直到
IRk,k - Rk-t,k-ll < ê 

时停止，并做出Romberg 积分数值表.

9. 用复化梯形计算二重积分:

ω 10
1 

10
1 

xydxdy， 取 m=n=4j

(2) [2 [2市也dy，取 m=π=3
10. 用具有 3 阶代数精度的 GaUBS-Legendre 积分公式计算下列数值积分z

叫(x5 -X+帆 (2) i:仙x)巾
11. (1) 写出 π=0， 1 ， 2， 3 的 Legendre 多项式;

(2) 推导 n=2 的 Gau酷Legendre 求积公式.

12. 设函数 f(x) 由表 6.10 给出

x 
J(x) 

O.ω 

11.∞ 

表 6.10

0.02 

9.00 

0.04 

7.00 

0.06 

10.00 

分别用向前、向后差商公式计算 f'(0.02) ， f'(0.06). 

13. 设函数 f(x) 的数值由表 6.11 给出.

表 6.11

z 0.00 0.10 0.20 

1.60 

0.30 

2.00 

0.40 

1.90 f (x) 1.70 1.50 

用向后差商公式计算 f气0.20)，1"(0.40).

14. 给出下列数据(表 6.12).
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z 

f(x) 
0.51 

0.126975 

0.52 

0.134356 

表 6.12

0.53 

0.142004 

第 6 章数值积分和数值微分

0.54 

0.149922 

0.55 

0.158113 

分别用二点和五点公式计算l' (0.53). 

15. 构造数值微分公式

1'(0) 勾 cd(-h) + C2j(O) + c3j(2h) 

f气。)勾 dd(-h) + d2j(O) + d3j(2h) 
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在描述系统的动态演变时，例如，物种的增长和蜕变、物体的运动、电路的振

动瞬变、化学反应过程等，都能表示为以时间 t 为变量的常微分方程或方程组.

物体冷却过程的数学模型

生 = -k(u(t) - uo) 
dt 

du 
它含有自变量 t， 未知函数也以及它的一阶导数一是一个常微分方程.在微分

dt' 
方程中我们称函数的自变量只有一个的微分方程为常微分方程，函数的自变量个

数为两个或两个以上的微分方程为偏微分方程.显然，微分方程的解有可能不唯

一.因此，我们通常会加上一个或多个的附加条件.给定微分方程及其初始条件，

称为初值问题;给定微分方程及其边界条件，称为边值问题.

本章主要讨论如下的常微分方程的初值问题

或记为

V(Z)=fMOOζb 
y(α) = yo ， 、、

(主 =f(x， y) α…
y(α)= 驹，

(7.1) 

只有一些特殊形式的 f(x， y) ， 才能找到它的解析解;对于太多数常微分方程

的初值问题，只能计算它的数值解.常微分方程的解是区间忡， b] 上的一个函数，

困而数值解就是对这个函数的近似表示.计算机近似地表达函数有多种方法，其

中一种方法就是使用函数在一组点上的函数值来表示.点集

α = Xo < Xl < … <xm=b 

称为区间 [α， b] 的一个分割.则可以用点集 {y(x...) ， n = 1 ， 2，… ， m} 来近似地描

述函数以x). 求解 y(x...) 的数值方法称为有限差分方法.本书后面介绍的数值格

式都属于这类格式.在数值计算中，我们通常只能得到 y(x...) 的近似值，记为 Yn'

称点列 {Yn， n = 1 ， 2，… ， m} 为格点函数.
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在计算中约定 Y(Xn) 表示常微分方程准确解的值， Yn 表示 Y(Xn) 的近似值.

这种把区间分割为小区间的方式，称为数值离散方法.它是求解微分方程数值解

的基本手段.

除了有限差分方法?求解微分方程数值解的方法还有有限元和有限体积方法.

本章主要介绍解常微分方程的差分方法.这是一种简单、通用性强、应用广泛的

方法.

7.1 Euler 公式

7.1.1 基于数值微商的 Euler 公式

简单起见， 对求解区间川作等距分割的剖分记步长为 h = 午，则
{Xn = α+ηh，η= 0， 1，… ， m}. 用差商近似导数求解常微分方程.

1.用向前差商近似 y'(X)

作出 y(X) 的在 X =Xn 处的一阶向前差商

u(Xn+l) - y(xn) 
Y'(Xn) 但 h

由微分方程 (7.1) ，

于是

Y'(Xn) = f(xn, y(xn)) 

u(Xn+1) - y(xn) 
f(xn, y(xn)) 但 h

Y(Xn+l) 但 Y(Xn) + hf(xn, y(xn)) 

进一步，使用 Yn 近似 Y(Xn) ， 得到计算 Y(Xn+l) 近似值比+1 的向前 Euler 公式

Yn十1 = Yn + hf(xn, Yn) (7.2) 

从方程 (7.1) 中己知的?代入式 (7.2)，取 η 二 0，可以得到

Y1; Yl 代入式 (7.2)，可以计算出的;这样经过 m 步后，就可以求

出整个格点函数 {Yn爪= 1 ， 2γ·· ， m}. 方程 (7.2) 是关于格点函数

， η = 1 ， 2，… ， m} 的方程，我们称为差分方程.
演示6 解常微分
方程初值问题 由 Yn 直接算出 Yn+l 值的计算格式称为显式格式，向前 Euler

公式是显式格式.

2. 欧拉方法的几何意义

以 f(xo ， Yo) 为斜率，通过点(町， ν。)作一条直线， 它与直线 X = X1 的交点就

是 Yl. 依此类推， Yn+l 是以 f(xn ， Yn) 为斜率过点(仇， Yn) 的直线与直线 X = Xn+l 

的交点.也称 Euler 法为 Euler 折线法.如图 7.1 所示.
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。 l 句 '" 
m 

"" 电

图 7.1 Euler 折线法

。 145.

2 
叫

例 7.1 假定某公司的净资产四(单位2 万)因资产本身产生了利息而以 4%

的年利率增长，同时，该公司以每年 100 万的数额支付职工工资净资产的微分方

程
d四
dt=0.04四 100 ， t 以年为单位

分别以初始值 x(O) = 1500, y(O) = 2500, z(O) = 3500，用 Euler 公式预测公司 24

年后的净资产趋势.

解 四n+l = 四n + h(0.04四n - 100) = 1.04四η 100, h = 1.四0 分别以

xo = 1500, yo = 2500, Zo = 3500 代入，计算结果见表 7. 1.

表 7.1

'‘ 
X. Y. Z. 

'‘ 
X. Y. J旨.

1 1崎D 2500 3540 13 834.926 2500 4165.07 

2 1418.4 2500 3581.6 14 768.324 25日。 4231.68 

3 1375.14 2500 3624.86 15 699.056 25口。 4300.94 

4 1330.14 2500 3669.86 16 627.019 2500 4372.98 

5 1283.35 2500 3716.65 17 552.1 2500 4447.9 

6 1234.68 2500 3765.32 18 474.183 2500 4525.82 

7 1184.07 2500 3815.93 19 393.151 2500 4606.85 

8 1131.43 2500 3868.57 20 308.877 2500 4691.12 

9 1076.69 2500 3923.31 21 221.232 2500 4778.77 

10 1019.76 2500 3980.24 22 130.081 25口。 咀69.92

11 960.546 2500 4039.45 23 35.2845 2500 4964.72 

12 898.968 2500 4101.03 24 -63.3042 2500 5063.3 

从表 7.1 可以看到当利息赢利低于工资的支出，公司的净资产逐年减少，以致

净资产为负值;当利息赢利与工资的支出平衡时，公司的净资产每年保持不变;当
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利息赢利超过工资的支出，公司的净资产稳步增长.在图 7.2 中 L" L2' L3 分别

表示初始值 3500 ， 2500 和 1500 的三条净资产趋势曲线.

5000 
1;,(3500) 

4000 

3000 

2000 

1000 

5 10 15 20 25 

图 7.2 三种初始值的净资产趋势

3. 用向后差商近似自 (X)

作出自(X) 在 X = Xn+l 处的一阶向后差商

U(Xn+1) - Y(Xn) 
y'(X肿，)阳 h

乌(2500)

);,(1500) 

又 Y'(Xn+1) = f(xn+1' y(xn+1))， 得到计算自(Xn+1) 近似值 Yn+l 的向后 Euler 公
式

Yn+1 = Y饥 + hf(xn+1' 四n+1) (7.3) 

通常 f(x， 自)为 u 的非线性函数.困此式 (7.3) 是关于执+1的非线性方程，

需要通过迭代法求得 Yn+l 其中，初始值 uitl 可以由向前 Euler 公式提供这种
仇+1在差分方程两边，需要迭代求解的格式，称为隐式格式.

从算法结构上看，显式公式比隐式公式简单;从方法的稳定性和精度上看，多

数情况下，隐式公式优于显式公式.

设 f(x ， y) 对 u 满足 Lipschitz 条件(请参考 (7.7) 式)，则可以使用下列最简

单的 Picard 迭代格式求解向后 Euler 公式z

i'k=0, 1, 2,… (此 =Yn呐n 执)
uitT=Fn+hf(肌+hHif山

直到 |uir) 白白， 1 <给定精度.可以证明 ， h 充分小时，以上法代收敛.事实上，
记 ψ(自) = Yn + hf(xn+1' 自)，则

cp'(y) = h儿 (Xn ， y) 

h 充分小时，可以证明， Ihfy(xn , Y)I 运 hL < 1，其中 L 为 Lips阻hitz 常数.
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实际上，用显式格式得到的初始值已经很接近非线性方程的解了.为了尽量

减少选代的次数，一般先用显式公式算出初始值，再用隐式公式进行一步法代.称

这样的一个过程为预估一校正过程.这样，向后 Euler 公式可以使用如下的预估一校

正公式2

又

( 仇…+抖「叮1卢4叫1 = Yn +叮刊卅U执v川川川饵计叫叫+忡叫叫h叮阳f贝(
Yn+1 = Yn + hf(xn+1' Yn+1) 

4. 用中心差商近似 y'(X)

作出 y(X) 在 X=Xn 处的中心差商

u(X肿1) - Y(Xn-1) 
Y'(Xn) 何

2h 

Y'(Xn) = f(xn, Y(Xn)) 

得到计算 Y(Xn+1) 近似值执+1的计算公式z

Yn+1 = Yn-1 + 2hf(xn， 执) (7.4) 

公式 (7.4)称为中心差商格式.按公式 (7.4)，需要知道 Yn-l，抗的值才能计

算 Yn+1 的值.这种格式也称多步格式.在中心差商格式中，需要先用其他公式

算出 Y1 ， 然后才能用中心格式算出 Y2 ， Y3 ， …，这个过程称为多步格式的起步计算

不过中心差商不是一个稳定的格式，因此，在实际计算中，不予采用.

*7.1.2 Euler 公式的收敛性

1.局部截断误差

对 Y(Xn+d 在向作Taylor 展开z

J,.2 

U以(X乌n+抖1) = Y创(X乌n+ h川) = y(怡尘乌叫n) + h句hy'ν'(归尘乌ωn) + 云言「卢旷旷y"飞，

由微分方程 (σ7.1斗)，可以得到

h
2 

" Y(Xn+1) = y(xn) + hf(xn, y(xn)) + .~! Y气ι) ， Xn ζι 运 Xn+1 (7.5) 

比较向前 Eu1er 公式 (7.2) 可以知道，若 Yn = y(x"，)， 则 Y(Xn+d 的误差为

J,.2 

丑+1 = Y(Xn+1) - Yn+1 = 主y"(~n) (7.6) 

称为向前 Eu1er 公式的截断误差或称局部截断误差.它是在假定前面的计算是精

确的前提下，用数值格式计算下一个点上函数值时产生的误差.
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如果给定方法的局部截断误差是

Tn+l = o (hP+1 
) 

则称方法是 p 阶的，或称具有 p 阶精度.可以看出，向前 Euler 公式是 1 阶精度格

式.类似可以知道，向后差商公式也是 1 阶公式，而中心差商格式则是 2 阶格式.

2. 整体截断误差和收敛性

在计算 Yn+l 的局部截断误差时，我们假定 Yn 值是准确的，即 Y(Xn) = Yn' 实
际上，从计算的开始，每个{饵， k = 1 ， 2，… ， n} 都有截断误差，在怖的误差会
扩散到 Yk+l 中，将这些前列点的误差累计到计算 Y(Xk+l) 中，称为整体截断误差.

它将决定方法的收敛性，我们将估计这一误差.

由微分方程理论，为保证微分方程解的存在唯一性及稳定性，设 f(x， y) 对 U

应满足 Lipschitz 条件，即存在 L> 0， 对任意 y， fi , f(x , y) 满足

If(x, y) - f(x ，的1< Lly- fil 

(7.5) 与 (7.2) 两式相减得到

,,2 

en+l = y(岛+1) - Yn+l = y(xn) 一 Yn + h[f(xn, y(xn)) - f(xn, Yn)] + 亏y"(~n) 

记

(7.7) 

、
‘s
a
'
'

饵
，
P
毡

，
，
.
‘
、

钊M
U

M
-到一

一
唱
A
+ "" 

T 

故有

le"+llζle而 1+ hlf(xn, y(x..)) - f(xn, Yn)1 + ITn+1 1 

运 lenl + hLlenl + ITn+l 1 

记

T= 皿俨|瓦 I =O(的

则有

len+l lζ(1 + Lh)Ie...1 + T 

因此有

len+d ~ (1 + Lh)[(1 + Lh)len_ll +到 +T ζ …

~ (1 + Lh)n+l leol + T + (1 + Lh)T + (1 + Lh)2T +…+ (1 + Lh)nT 
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+11_ 1 , 1 一 (1 + Lh)n+1 
= (1 + Lht+1 leol + 

1 一 (1 + Lh) 

+11 _ 1 , (1 + Lh)n+l <(1+Lh)n+l|eo|+Lh 

= (1 + Lh)叫[作。1+ 是]

对 z > 0，由公式 (1 + z)n ζ enz ， 最终可得

len+1 1 运 e(n+1)Lh [Ieol +主] :0;:;; é(b-a) [1句 1+ 最l

. 149. 

其中项 eL(b-α) leol 由原始误差引起，当初始值为精确值时，这一项的值是 O. 这样，

T 
向前 Euler 公式的整体截断误差为 é(b-a)一.由于 T=O(的，所以整体截断误

Lh 
T 

差为 O(h). 当 h → 0 时， eL(b-a)一→ 0，即向前 Euler 公式是收敛的.
Lh 

收敛性反映了数值公式截断误差对计算结果的影响.

7.1.3 基于数值积分的近似公式

对膊常微盼分方耀程艺仨=→f(x，

U以仰队(伊饥Z句n叫 = 队) + 1:n

+
1 

f(x , y(x)) 由

用近似积分公式计算汇fff叶叫+〉1
若取数值积分为左矩形公式:

1:了川心肌1一叫川(x..)) = h队川
同样可以得到向前 Euler 公式:

Yn+1 = Y.. + hf(xn , Yn) 

若取数值积分为右矩形公式:

I汇fff:7了?严肘叫~+刊V〉1)f
同样可以得到向后 Euler 公式:

Yn+l = Yn + hf(x饵+l ， Yn+1)
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若取数值积分为梯形近似公式:

17+1fMdz 臼主Xn+1-向)(队叫xn+如仇Y(Xn)))

=纣(川叫+队叫肌1)))

执+刊1= 执+ ;主卡扣扣(υ叭仰贝灿队(怡Z岛川n圳， y，执附n
梯形公式也是隐式格式，可用 Picard 迭代(或 Newton 选代格式)计算 Yn+1:

得到梯形公式:

UU)=un+;(队， Yn) +队叫出1))

(7.8) 

也可以用显式的 Euler 公式和隐式的梯形公式组成的预估-校正公式:

(…丁(Xn， Yn) 

Yn+l = Yn + i [f(xn ,Yn) + f(Xn+l ,Yn+l)] 

式 (7.8) 也称为改进的 Euler 公式，它可合并写成

Yn+1 = 执 + ~(f(川'n) +队叫n+时(川'n)))
用梯形公式解初值问题

(业 = 1/
2 

dxσ 

y(O) = 1, 

例 7.2

o ~二 X ~ 0.4 

Yo = 1, h = 0.1.用下面的法代公式，对每个点迭代 4 次，

k = 0, 1, 2, 3 (均1才
uiE1)=Un+:[UZ+(uit1)2l, 

解

该方程的精确解是 u=-L，计算结果如表 7.2 所示.
07 l-x' 

表 7.2
n-1234 IYn - y(xn)1 

0.0007 

0.0020 

O.∞95 
0.0004 

y(Xπ) 

1.1111 
1.2500 

1.4236 

1.6667 
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7.2 Runge-Kutta 方法

7.2.1 二阶 Runge-Kutta 方法

作 y(X + h) 在 z 点的Taylor 展开:

h2 , hP h(P+1) 
y(X + h) = y(x) + hy'(x) + '~t y"(x) + ... +一沪)(X) + 一一一沪+1)(X + 0 h) 21'" '~/' 'pl" '-/' (p +1)1 

L2 Lv 

=ν(X) +忡'(X) +拙"(X)+"'+ 言U沪ωω叫)气(归ωZ功)+写十刊1巾(伊z

这里 O~O ζ1，宜耳L+抖1(仙X) = O(仙hp+1斗).简单记耳+1 =耳+l(X) ， 取 X= 缸，
h2 .... hP 

y(X,..+1) = y(x,..) +句'(z)+-f(z)+ …+一沪)(Xn) + 耳+1 (7.9) 
,../ ' 2!'" ,-.,,/' 'p! 

由微分方程 (7.1)，有

ν'(X，..) = f(x ,.., y(x,..)) 

u气X，..) = fx(xn , y(xn)) + f:自 (Xn ， y(xn))f(xn , y(xn)) 

这样，我们可以得到任意阶精度的公式.

取 p= 1, 

Y(Xn+1) = ν(X，..) + hy' (x ,..) + T2(x,..) = y(x,..) + hf(x，..， ν(Xn)) + 巧

截断 2 可得到计算 y，..+l 的 Euler 公式:

Yn+1 = yn + hf(x饵 ， y，..)

若取 p=2， 式 (7.9) 可写成

J..2 

Y(Xn+1) = y(xn)+旬'(Xn)+主Y"(Xn)+巳+1

h2 

= y(x,.. )+hf(xn , y(X,..))+ .~! [fx(x,.., y(xn))+ fy(xn , y(x,.. ))f(xn , Y(Xn))]+巧

或

队+1)=队)+中(川(乌))

+ :. [fx(x,.., y(xn)) + fy(x ,.., y(x,..))f(x,.., y(xn))]l + T3 (7.10) 21 lJ ó(; ,-u, í7 '-16/ I I J Y ,-J"" '-""/ JJ ,-n, ~ '-"IIJ J 

截断巧可得到 y{x，..+d 近似值协+1的计算公式z

r_. h._ , _, ._, ..1 
Yn+1 =Yn+川 f(xn， Yn) + 一 [fx(xn， Y,..) + fy(xn , y，..)f{缸 ， Y，..)] ~ l tI" •• , V' IJ" 2 LtI' -" 'IJ" tJ~.， . 11 11" 'IJ' f tJ~.，.，，， ~IJ'， V'. ,.1 I 
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以上的公式为二阶方法，精度优于一阶的 Euler 公式 (7.2)，但是在计算胁性

时，需要计算 f， f!J!， f" 在 (Xn ， Yn) 点的值，因此不便于计算.

在 Runge-Kutta 方法中，用 f(劣， y) 在点 (Xn ， Y(Xn)) 和宫附近的点 (Xn+ 饰，
Y(Xn) + bhf(xn, Y(Xn))) 上的值的线性组合逼近式 (7.10) 的主体.即用

cd(xn, y(xn)) + 句f(xn + αh， y(xn) + bhf(xn, y(xn))) (7.11) 

逼近

仇

得到数值公式

Yn十1 = Yn + h[cd(x饵 ， Yn) + 句f(xn + ah, Yn + bhf(x饵 ， Yn))]

可以看出，只要逼近的误差仍为 O(h巧，就可以免除计算 f(x， y) 的偏导数，而且保

持精度不变.

对式 (7.11) 在 (Xn ， Y(Xn)) 点展开得到

cd(xn, y(xn)) + 句[f(xn ， y(xn)) + αhf!J! (xn ， y(xn)) 

+ bhf" (xn, y(xn))f(xn, y(xn)) + O(h2
)] 

=(Cl +句)仇，vM+;=忏p阮20叫(何Z川n， Y归
+20句'2bt儿宙(归X""y(归xn))f(怡Xn ， y(归2何n))] + O(仙h2)

比较式 (σ7.12勾)得到 C也l， C句2，乒α， b 满足

咱
i

=11 
句
一
一
一
一

←

α
'
。

γ

句
句

c22 ，
E
E
E
J
飞
E
E
E

、

此时式 (7.11) 一式 (7.12) = O(h2). 这是四个未知数、三个方程的方程组，有无数

组解.

Runge-Kutta 方法通常写成如下形式:

r Yn+1 = Yn + h(Cl kl + 句句)i h=川斗
k2 = f(x .", + αh， Yn + bhk1 ) 

(7.13) 

1 1 
若取 Cl =一，臼=一， α= 1, b = 1，得到如下的二阶 R1lllge-K utta 公式:2' -~ 2 
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{ ;寸+;…
k1 = f(xn, Yn) 

k2 = f(xn + h ， y鸭 + hk1 ) 

. 153. 

(7.14) 

1 _ 1 
若取 Cl = 0, C2 = 1 ， α= 言 ， b= 言，则得如下的二阶 Runge-K utta 公式，也称

中点公式=
Yn+l = Yn + hk2 

k1 = f(xn , Yn) 

k., = f ( X~ + !!.. 11" + !!. kl 1 2 = f ~ X n + 言'仇+产 j

(7.15) 

从公式建立过程中可看到，二阶Runge-Kutta 公式的局部截断误差仍为 O(h3) ，

是二阶精度的计算公式.类似的想法可建立高阶的 Runge-Kutta 公式.

7.2.2 四阶 Runge-Kutta 公式

下面列出常用的主阶、四阶 Runge-Kutta 计算公式.

三阶 Runge-Kutta 公式z

(1) 

(2) 

(3) 

b+1=Un+:价1+如k3)
k1 = f(xn, Yn) 

( L 1 飞
k2 = f I Xn + :;;'h, Yn + :;;'hk1 I 飞 2'.'I;m ' 2....L J 

k3 = f(xn + h, Yn - hk1 + 2hk2) 

b+1=un+;如3k3)
k1 = f(xn, Yn) 

{ L 1 飞
k2 = f I Xn + -;;h,Yn + -;;hk1 I 

飞 3-'07'" 3--~J 

( 2_ 2 飞
k3 =flx而 + ~h， Yn + ~hk2 I 

飞 3--' 07" • 3----~ J 

h+l=un+;(2k1+3h+钝)
k1 = f(xn, Yn) 

{ L L _ \ 
k2 =flx而 + :;;'h,Yn + :;;'hk1 I \ -.. . 2--' 07" • 2----~ J 

_ { 3_ 3 飞

3 = f I X而 + ~h， Yn + ~hk2 I ~ \ -.. . 4--' 07" • 4----~ J 

(7.16) 

(7.17) 

(7.18) 
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四阶 Runge-Kutta 公式:

un+1=un+;(k1+如如k4)
k1 = f(xn, Yn) 

(7.19) k2 二 f (xn + ~h， Yn 十 ~hkl)

k3 = f (Xn + ~h， Yn + ~hk2) 
k4 = f(xn + h , Yn 十 hk3 )

(1) 

Yn+l 二 Un+;(k1+如如k4)

(7.20) 

k1 = f(xn, Yn) 

_ ( L L _ \ 
2 = f I xn + ~h， Yn + ~hkl I - \ --.. ' 3 -. ,,, . ' 3 - -" J 

3 二 f ( xn + ;h, Yn + ;hk1 + hk2 ì 
d 飞 3 -'07'. ' 3" - -~ J 

k4 = f( xn + h , Yn + 1内 - hk2 + hk3) 

用四阶 Runge-Kutta 公式 (7.19) 解初值问题

(LA dx ó7 

y(O) = 1, 

取步长 h = 0.2，计算公式为

0.0 ::二 X ::三 0.8

(2) 

例 7.3

0.2. 、
Yn+l = Yn + 王一 (k1 十 2k2 + 2k3 + 归)

解

k1 = Y; COSXn 

也 = (Yn + 0.lk1)2 cos(xn + 0.1) 

k3 = (Yn 十 0.lk2 )2 cos(xn + 0.1) 

问 = (Yn + 0.2k3)2 cos(xn + 0.2) 

计算结果列表 7.3 中.

表 7.3
n-1234 IYn - y(xn) 1 

0.00003 

0.00016 

0.00078 

0.00413 

自(Xn)

1.24792 

1.63778 

2.29696 

3.53802 

Yn 
1.24789 
1.63762 
2.29618 
3.53389 

22468 z
-0000 
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7.3 线性多步法

在 7. 1.3 小节中用数值积分公式建立了 Euler 公式和梯形公式等数值方法，下

面给出一些豆一般的用数值积分近似求解常微分方程初值问题的方法.

对常微分方程去 = f(x， y) ， 两边在区间 [Xn-阴阳]上积分得
r"'''+1 

Y(Xn+l) = y(xn- p) + I f(x , y)dx (7.21) 

我们用数值积分来近似 1:~:1 f(x , y)也从而构造线性多步格式

格式中有两个控制量 p 和 q， 其中 p 控制积分区间， q 控制插值节点. 若用积
r"',,+1 

分节点 {Xn， Xn-l' … ， Xn-q} 近似计算 I f(x， y)dx ， 得到显式公式

Yn+l = Yn-p + ~二 ßjf(句-j ， Yn-j)

r"' ,,+1 
若用积分节点 {Xn+l'缸 ， Xn-l ， … ， Xn+l-q} 近似计算 I f(x ， y)dx， 得到隐式

公式

Yn+l = Yn-p + 艺 ßjf(xn-j ， Yn-j) 

更一般地，一个 k+l 步的线性多步格式具有如下形式z

Yn+l =艺αiYn-i + 艺 ßd(Xn-j ， Yn-j)
i=O j=-1 

当 ß-l = 0 时，是显示格式;当 ß-l 并 0 肘，是隐式格式.
例 7.4 建立 p = l ,q = 2 显式公式.

解 按题意，积分区间为 [Xn-l ， Xn+l] ，积分节点为 {Xn ， Xn-l , Xn-2}. 

构造格式如下:

Yn+1 = Yn-l + h[αof(xn ， Yn) + αt!(Xn-l ， Yn-l) + α2f(xn-2 ， Yn-2)] 

其中的积分系数为
["'''+1 (X - Xn-l)(X - Xn-2) I ,- -.，.-...~ ~- -711-..8/ '" dx = ;h 

oJS"-1(zn-Z饵-l)(Xn - Xn-2) 

r"',,+l (X - X饵)(X - Xn-2) I ,- -"~~- -，.-...~ . dx = -;h 
1 人，，-1 (Xn-l - Xn)(Xn-l - Xn-2) 

["'''+1 (X - X自)(X - Xn-l) I ,- -"~ ~- -，，-.~ . dx = ;h 
2 儿，，-1 (Xn-2 - Xn)(Xn-2 - Xn-l) 
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得到计算格式

h+1=vn-l+27f(川'n) 一仰川叫+队-肌2)]
这是一个二步二阶的显式格式.

我们可以使用 Taylor 展开来估计线性多步格式的局部截断误差.对上面的格

式，若 Yn = y(xn) , Yn-1 = y(xn-I), Yn-2 = Y(Xn-2)' 则有

Yn+l =队-1)+;附叫

依微分方程 (σ7.1盯)，有

Yn+l =队-1)+; 阳岛) - 2y' (Xn-l) + y'协2)]

将上式在 Xn 处作 Taylor 展开，与 Y(Xn+1) 在 Xn 处的 Taylor 展开式做比较，即

可得到局部截断误差表达式

且+1 =扣(4) (η) 

在多步格式的计算中，还有一个起步计算的问题.例如，对于上面的这个三步

二阶的显式格式，除了钩，还需要知道仇 的的值，才能使用该格式计算其余的节

点上的值.计算仇，铀的过程，我们称为起步计算.我们可以使用其他的格式来计

算它们，如前面介绍的 Runge-Kutta 格式.为了不影响格式的整体截断误差，起

步计算的格式的精度至多只能比该格式的精度低一阶.也就是说，对于如上的三

阶格式，我们需要用至少二阶的 Runge-Kutta 格式来做起步计算.

例 7.5 构造 p = 2,q = 2 的隐式格式.

解 取 [Xn-2 ， Xn+1] 为积分区间，以 {X饵+1， Xn , Xn-l} 为积分节点，构造格式

Yn+1 = Yn-2 + h [ßof(xn+1 , Yn+1) + βd(xn ， Yn) + ß2f(xn-1 , Yn-1)] 

则由数值积分公式，有

向h= fX饵+1 ( X - xn)(x - Xn-l) 也=与
JX"_2 (Xn+l - xn)(Xn+l - Xn-1) ~ 4 

ß1h= 广1 (X-Xn+仰 - Xn-l) 
JX"_2 (xn - Xn+l)(Xn - Xn-l) 

ß2h = 广+1 (X-Xn+仰 -Xn) .dx =与
JX"_2 (Xn-l 一句+1)(Xn-l - Xn) -- 4 

得到格式z
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un+1=un-2+23f(zn叫n叫 +9f肌Yn-l)]
截断误差z

且+1 =一如何)(η)

这个隐格式的计算，要使用显格式作为初值估计.比如如下的预估一校正公式

(… +j[7f(ZU)一圳机) + f(Xn-2' Yn-2)] 

Yn+1 = Yn-2 + i[3f(xn+1l Yn+1) + 9f(xn-l' Yn-l)] 

我们把 p=o 的格式称为 Ad创田公式.此时有

U(zn+1)=U(zn)+17+lf(ZJ)dz 

r"'n.+1 
若积分 I f(尘， y)dx 用关于积分节点 {Xn ， Xn-l ， …，均-q} 的数值积分近似，

f"'n.+1 
就可得到显式的 Adams 公式若积分 I f(x， y)dx 用关于积分节点 {xn+l，

xn , . . . , Xn+l-q} 的数值积分近似，我们可以得到隐式的 Adams 公式.

例 7.6 构造 p = 0, q= 1 的显式格式.

解

y(x而+1)=Y(xn) + 1汇frr:7「「川川叶叫「丁飞+村「飞11〉、阶[lo阳协阳l句以协0叫巾(怡Z

这里

If+1 7飞一甲咱如何)dz=1 」Ldz=-h
_ J..._ x n - X n -l 

fl1(Z)dz=汇
+1

古兰;dz= 一;
fzn+1fzπ+1 y(3) (η) 

E+1=L wtn 丁(x一句)(x - xn-l)dx = ;)2h3y(3)(~) 

即

y(川)=帅")+23f(川叫一f肌l ， y肌1灿丑+1
截断 Tn+1 可得到 y(向+1)近似值执+1的计算公式:

Yn俨 Un+23f(川'n)一队叫j 恻
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上式称为二阶显式 Adams 公式.

类似可得三阶显式 Adams 公式:

Un+l=un+ft[23f(缸， Yn) - 16f(xn-1' Yn- t) + 5f(xn-2' Yn-2)] 
12 

四阶显式 Adams 公式z

瓦「;肘内

(7.23) 

Yn+1 = Yn+主[55f(xn ， Yn) - 59f(xn-1, Yn-1) +37 f(Xn-2' Yn-2) - 9f(xn-3' Yn-3)] 
24 

251 
1= 一~h5y(5)(~) (7.24) 

720 
二阶隐式 Adams 公式(也称为梯形公式) : 

Yn+1 = Yn + 主f(xn ， Yn) + f(xn叫叫)]
1 = - 11nh3y(3)(~) 

12 
三阶隐式 Adams 公式z

Yn+1 = Yn + 主 [5f(xn+1' Yn+1) + 8f(xn, Yn) - f(Xn-1' Yn-训12 

四阶隐式 Adams 公式z

1 = - n
1
• h4y(4)(~) 

24 

(7.25) 

(7.26) 

Un+1=Un+ftpf(zn+1,un+1)+19f(zmun)-5fhn-hUn-1)+f(zn-bh-2)l 
24 

19 
1= 一 ::1"\h5y(5) (~) 

720 

7.4 常微分方程组的数值解法

7.4.1 -阶常微分方程组的散值解法

将由 m 个一阶方程组成的常微分方程初值问题

苦 = f1阳，比，如)，

苦=协

(7.27) 

苦=ι阳， Y2 ，'" ， y，川 α 。运 b (7.28) 

的(α)=η1，

的(α)= 啦，

Y...(α)=ηm ， 
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写成|句量形式z

产 = F(x, Y) 

Y(α)=η 

(7.29) 

其中

Y(x) = 

Yl(X) 
的(x)

, F(x,Y) = 

ft(x , Yll … ,Ym) 
!2(X,Yl ,… ,Ym) 

， η= 

η1 

η2 

Ym(x) fm(X'Yl' … ,Ym) ηm 

解常微分方程的 Euler 方法、 Runge同Kutta 方法等各种方法，都可以平行地

应用到常微分方程组的数值解中.为了叙述方便，下面以两个方程组为例，给出相

应的计算公式.

对于常微分方程组

dy 
面 =f(x， ν， z) , 

去 = g(X， y， Z) ， αζ x~b 
y(α) = Yo, 
z(α)= 句，

记
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应用向前 Euler 公式，得到

Yn +1 =凡 +hF(xn ， Yn)

即有
飞
飞
，EE

，
，
，

、.. 
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、

I
J
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也可以写成

( 饥r…+刊俨叮1卢叮=叮Yn川川川n计川叫+忡叫叫h叮hf(只(归2川n，
Zn+l = zn + hg(xn , Yn , Zn) 
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类似可以得到预估一校正公式 (7.8) ，

(:::)=(::)刊;…n)
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四阶 Runge-Kutta 公式 (7.19):
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吃以虫

du _ _ I 也\
dt -…~u ~1 - 20) - U.4DUV 

Z=oob(1 一去) - 0.001ω 
也(0) = 1.6 
。(0) = 1.2 

所示，预测 3 年后这一对寄生虫的数量.

解记

(γ贝仲仙叶u川U吟川叫)忏问=才0
g(川州) = 0.06v (1 一去) - 0.001ω 
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在本例中

f(t ， 划 ， v) = f(u， 吟， g(t ， 划 ， v) = g(u,v) 

用 Euler 预估一校正公式
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取 h = 1，计算结果见表 7.4.

表 7.4

t/年 也(t) 也(t)

1 1.6 1.2 

2 1.02457 1.26834 

3 0.64ω12 1.3366 

4 0.391211 1.41077 

7.4.2 高阶常微分方程数值方法

以三阶常微分方程

d3y(x) 
一画一 = f(x , y , y' , y") , 

y(α)=η(0) ， α 运 x~b

y'(α)=η(1) ， 

U气α)=η(2) ，

为例说明高阶常微分方程的数值计算步骤.

令

y(x) = 饥(x)

Yl(X) 
1r=如何)

的(x)
丁王一 = Y3(X) 

将三阶方程化为一阶方程组
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的(x)
一高一=的(x)

的(x)
一后一 = Y3例

如(x)
一画一 = f(X， Y1(X) ， 的(x) ， Y3(X)) 

肌(α)=η(0)

的(α)=η(1)

Y3(a) = η(2) 

使用前面介绍的方法求解这个方程组即可.

*7.5 绝对稳定性

用 Euler 公式 Yn+1 = Yn + hf(缸，协)计算时，假设计算中的某一步有误差，
而以后的计算是精确的，那么这一步的误差对以后的计算有何影响?如果随着计

算的进程这一步的误差对以后的影响能够被控制，那么该格式是稳定的如果这

一步的误差在以后的计算中无限放大，则称格式是不稳定的.在选用格式时，格式

的稳定性是最为重要的指标.不稳定的格式是不能采用的.

常微分方程数值解的收敛性和稳定性是常微分方程数值解涉及较深的数学理

论部分，在有关常微分方程数值解的专著中有详细的讨论.本教材仅给出一点概

念性的介绍和一些具体方法实例.下面要讨论的绝对稳定性，是讨论格式求解如

下的典型的微分方程

(L dx ，.~， αζz 运 b， λ是复数， R启λ< 0 (7.30) 
y(α)= 胁，

时表现出来的稳定性.

例 7.8 讨论向前 Euler 格式的绝对稳定性.

解 计算典型微分方程 (7.30) 的向前 Euler 公式为

Yn+1 = Yn + λhYn (7.31) 

若 h 有误差 ρn， 记以 =Yn+向，则

Y~+1 = y~ + λhy~ (7.32) 

也就是说， Yn+1 有误差 ρn+1 ， 为 Pn+1 = Y~+l - Yn+1. 
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(7.31) 与 (7.32) 两式相减，得到误差满足的关系式

或

Pn+l = Pn + λ hpn = (1 +λ h)Pn 

Ip讯+1 1
一一 =11+ λhl
|仇|

当 1 1+ λhl < 1 肘，即 λh 落在如图 7.3 所示的单位圆内时有

|ρ饵+1 1 _唱
|队|、-

U 

1 

一2 一1

图 7.3 Euler 方法的绝对稳定区域

。 163.

z 

所以，当 h 足够小时，误差逐次衰减.如果一个格式应用到微分方程 (7.30)

上，总存在左半复平面上的区域，使得格式是稳定的，则称这个格式是绝对稳定的.

这个区域称为绝对稳定区域格式的绝对稳定性区域，决定了计算中可以采用的

最大步长 h 的大小.显然，绝对稳定区域越大，所能允许的 h 也越大.向前 Euler

方法的 {λ， h} 受到 11+ λhl < 1 的约束
~J 7.9 讨论向后 Euler 方法的绝对稳定性

解 向后 Euler 方法计算 (7.30) 的公式z

Yn+l = Yn + λhYn+l 
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误差方程z

Yn+1 - Y:+1 = y", - Y: + λ h(Yn+1 - Y:+1) 

P"'+l = p", + λhρn+1 

计算相邻两步误差的比值

民1= 11-\hl Pn I 11 一 λhl

由 Re(λ) < 0，对任意 h， 恒有|也I=~一< 1，误差逐次衰减此格式的I p", 1 11 一 λhl
绝对稳定区域是整个左半复平面.当绝对稳定区域是整个左半复平面时，则称这

个格式是 A 稳定的，或称无条件绝对稳定这种格式对任意步长 h 都是稳定的.

如果一个数值方法对于方程 (7.30) 是绝对稳定的，而对复杂一些的更一般的

微分方程不一定是绝对稳定的，只能在一定程度上反映数值方法的特性.

例 7.10 讨论中心差分方法的稳定性

解 用中心差分方法计算 (7.30) 的公式=

U白+1 = Yn-1 +2λ hYn 

误差方程z

Pn+1 = ρ'n-1 + 2λ hρn (7.33) 

不失一般性，我们考虑由 Po ， ρ1 对以后队的影响.差分方程 (7.33) 的特征方程为

e-2λ~-1=0 

它的两个根为

{1 ='\h+ v'fτ古苟言， 6=.\h- v'fτ古苟言

由差分方程理论(略)， Pn 的一般解可由下式表达:

向 =α(λh+ ý(l+ (λ h)2)'" +b(.\h 一 ý(l+ (λ hF)'" 

其中。可由 ρ口， ρ1 决定由于 Re.\h < 0，故 I.\h - J1 + (.\日至1> 1.这样 Pn
因 n 增大而恶性发展，所以方法对任何 h 是不稳定的

倒 7.11 讨论 Runge-Kutta 方法的稳定性.
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解 以三阶 RungE←Kutta 为例，

Un+1=un+;(k1+姑2 + k 3 ) 

k1 = f(x.. , Yn) 

= f ( x.. + ~h， Y.. + ~hkl ) J \ -.. , 2 ..，~.. , 2 ..... J 

k3 = f(xn + h , Yn - hk1 + 2hk2) 

应用到些 =λu 得到
αz 

执+1=b+;(kl+均 + k 3 ) 

k1 = λYn 

k2 = Å (Yn + ~叫 =λ(1+护) Y .. 

k3 = λ[1+λh+(λh)2]Yn 

Yn 俨 Yn+ 号 [1+4(1+ 护)+ 川h+叫呻咐啊(队队川λ汕圳h均W州叫)户川2斗叶]] 

U执n+1 = [1+λ汕h+;护(队队λ汕h叶叫执
误差方程为

得到稳定区域为

咱
i

< qJU 
、
.
，J

L
川

、

A
,, .. 
、

14-au + qha 
、
‘
.
，
，

-h 
、

A
，
，
，
‘
、

1-2 + 
ι
川

、

A
+ 咱

i

因此三阶 Runge-Kutta 是绝对稳定格式

可以证明， Runge-Kutta 方法和隐式的 Adams 方法都是绝对稳定的.例如， k

阶 Runge-Kutta 方法的绝对稳定区域如图 7.4所示.
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1皿

k~4 

-3 Re 

图 7.4 Run吕:e-Kutta 绝对稳定区域

习题 7

l 用(向前)Euler 公式解初值问题

(2 =x+y.... , 
o ~ x ~ 0.5，取 h= 0.1 

y(O) = 1, 

2 用向后 Euler 公式解初值问题

(2 =x"'+y, 
1.0:::;; x ~ 1.5，取 h= 0.1 

y(1.0) = 1, 

3. p(t) 是关于 t 年时的人口数，若平均出生率 b 为常数，平均死亡率与人口数量成正比，用

(向前)Eul由公式解初值问题，则人口生长率满足

其中

dp(t) 
= bp(t) - kp2(t) 

dt 

p(O) = 50976, b = 2.9 X 10-2, k = 1.4 X 10-7 

用二阶 Runge←Kutta 公式计算 5 年后的人口数.
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4. 用改进的 Euler 法解初值问题

(生= ",2 -1-dx . " 

y( l.O) = 1, 

5. 用四阶 Runge-Kutta 公式解初值问题

(业 = T. / dx 叫的 2.0 运 x ~二 2.6，取 h = 0.2 
y(2.0) = 1, 

6. 用线性多步法解初值问题，取 p = 1, q = 2 的隐式格式

l ";; x 王三 2，取 h = 0.2 

(业=dx -

y(3.0) = 1, 

7. 用两步 Adams 显示公式解初值问题

3.0";; x";; 3.6， 取 h = 0.2 

(业 一 -dx 一山的

y(O) = 1, 

8. 由三阶显式 Adams 公式

Yn+l = yn + 主 [23f(xn ， Yn ) - 16 f (xn- l , Yn- l ) + 5 f (xn-2 , Yn-2)] 
12 

推导局部截断误差

O~二 x ~二 0.5 ， 取 h = 0.1 

且+札l = ;杂护抖扣t内h4yC旷卢俨川州(队刨叫吨4钊纠飞)气怆(任E
9队.一对物种称为 A.fi缸吕he盯创ri 和 A.melinu口us趴'其数量分别为包=包叫(例t吟) ， v = v叫(ο例t吟)，其中 A.且h吕he创mn 1 

以吃 A.me叫elinus 为生，预测 3 年后这一对物种的数量 (方法自选) .

U U 叮
，"

nu nu ov 、
、
，
，
，
/

u

一却
-
E
E
企

/
，
『
l
飞
、
、

u p气
u

nu nu --出
一出

dv 1. V \ 
dt = U.U:1V \ 1 - 15) - U.lélω 

u(O) = 0.193 

V(O) = 0.083 

* 10. 对于常微分方程初值问题 (7.1) ， 试确定常数 α 和 β， 使得如下线性多步格式

Uη+3 - Yn + α(Yn+2 - Yn+l) = hß [f(Xn+2 , Yn+2) + f(Xn+l , Yn+l)] 

至少具有 3 阶精度，并给出局部截断误差.



第 8 章计算矩阵的特征值和特征向量

在讨论迭代矩阵的收敛性、论证常微分方程的稳定性时，在 Google 搜索引擎

算法中都与特征值密切相关.设一个 n 阶矩阵 A， 若有数 λ 及 n 维非零向量 u 满

足 Av= λ v， 则称 λ 为 A 的特征值，称心为属于特征值 λ 的特征向量. 在线性代

数中，需要先计算矩阵 A 的特征多项式，即 det(λ I-A) = 沪+…+ (-l)ndetA 

的根，得到 A 的 η 个特征值 {λht=1， 2，…，叶，再逐次解出线性方程组 (A 一

λI)v = 0 的非零解，得到属于沁的特征向量.由于求解高次多项式的根是件很

困难的事，上述方法一般无法解出阶数略大 (n>4) 的矩阵特征值的精确解， 在实

际计算中按定义来计算矩阵特征值行之无效.

本章介绍的是一些简单有效的计算矩阵特征值和特征向量的近似值的数值

方法.

8.1 幕法

8.1.1 幕法计算

在实际问题中，矩阵的按模最大特征值往往起更重要的作用.例如， 矩阵的谱

半径即矩阵的按模最太特征值的值，决定了法代矩阵是否收敛.因此，矩阵的按模

最大的特征值比其余的特征值的地位更加重要.事法是计算矩阵按模最大特征值

及相应的特征向量的数值方法.

简单地说，任取非零初始向量 X(0)，进行迭代计算

X(k+ 1) = AX(k) 

得到迭代序列 {X(k) }， 分析 X(k+l) 与 X(k) 之间的关系，得到 A 的按模最大特征

值及特征向量的近似解.

I 0 1 \ 
例 8.1 矩阵 A=(~ .LI， 用途代序列 X(k+1) = AX(k) 计算 A 的最大

\ 1 1 J' 

特征值.

解 计算 A 的特征多项式可得到 A 的特征值为1.61803 和 0.61803. 取

X(O) ~ ( : ) , X(l) ~ A . X叫
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在表 8.1 中列出选代序列 X(时， X(1)，…， XO2); 以及 zf)/zik-1) 和 zFVzf-l)

的值.

表 8.1

k x(的 x~") IX~"-l) X~k) IX~"-l) k x (l,) xl直") IX~k-l) X~k) IX~.-l) 

。 1 1 8 34 55 1.61905 1.61765 

l 1 2 1 2 9 55 89 1.61765 1.61818 

2 2 3 2 1.5 10 89 144 1.61818 1.61798 

3 3 5 1.5 1.66667 11 144 233 1.61798 1.61806 

4 5 8 1.66667 1.6 12 233 377 1.61806 1.61803 

5 8 13 1.6 1.625 13 377 610 1.61803 1.61804 

6 13 21 1.625 1.61538 14 610 987 1.61803 1.61804 

7 21 34 1.61538 1.61905 15 987 1597 1.61803 1.61803 

观察前后两个向量对应分量的比值

z?4)610 ?e4)=987 
= 1.61804 一4一叫一 = 

377 
= 1.61803, 

zrs)610 

(15) (15)1 
二.!._一 =987 = 1.61803 二丘。一= 597 

= 1.61803 
X~14) 610 

~.~~~~~， 

2(14)987 
1 2 

在本题中，可以看到当 k 充分大的时候 X(k+l) 与 X(的对应元素的比值趋于

最大特征值1.61803. 但是，并非对每个矩阵 X(k+1) 与 X(ls:)对应元素的比值都趋

于矩阵按模最大的特征值.这与矩阵特征值的分布有关.

在军法中，假设矩阵 A 有特征值 λ$14=1， 2，…， η，其中

|λ11 注 |λ21 注|丛I~ …注 |λ..1

并有 n 个线性无关的特征向量问， A的 =λiVi ， i = 1 , 2,… ,n. 

任取初始向量 X(0) ， X(0) 可由 A 的 π 个线性无关的特征向量均线性表
示.设

X(O) = αlVl +α2吨+… +α..V.. 

那么， X(l) = AX(O) = α1).lV1 + α2λ2叫 +...+αnλ..V.饵·
一般地，有

(8.1) 

X(k) = AX(k-l) = α呻1+α2净2+… +α..).!Vn (8.2) 
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X(k) 的变化趋势与特征值的分布有关，事法根据 X俐的变化趋势计算矩阵

按模最太的特征值.下面讨论幕法中两种比较简单的情况.

(1) 按模最大的特征值只有一个，且是单实根

设 |λ11> 1λ21 注 |λ31 ;法… |λnl ，由 (8均得到

第 8 章.170. 

(8.3) 

X{k) = αlλful+α2λ如+… +αnλ:。而

=将 [α1 V1 +咐)k V2 + 叫苦)'V.] 

若咐。，由于|主1<户， 3，'" ,n, 

|主|→ 0， i = 2,3,'" ,n k →+∞， 

故对充分大的 k，

(8.4) X(k+1 ) 阳 λ?+1α1V1 = λ1λhu1=λ1X(k) X(k) 坦将α巾，

记 X(k)=(zf)，…， zf))T，得到按模最大的特征值

(8.5) i = 1, 2,… ,n λ1 何 zjk+1)/zjk) ，

相应的特征向量近似地为 XCk).

由 (8 忖可知， {zjk+1)/zjk)} 收敛于 λ1 的速度取决于随民|的大小
计算矩阵 A 的按模最大的特征值和它的特征向量.

6 
4 /

r
t
t
t飞
、

一
­

A 

倒 8.2

3 

用表 8.2 给出计算结果.解

表 8.2

|λik) 一 λ~k-l) I 

0.239674 
0.0671927 
0.0193ω7 

X~k} IX~k-l) 
2 '-2 

一7.1875

-6.94783 
-7.01502 
-6.99572 

X\的 IX\k-l}
1 '....1 

一7.1875

-6.94783 
-7.01502 
-6.99572 

-1 
4 

-34 
226 

-1606 
11194 

-78454 

X(k) 

1 

-10 
64 

-460 
3196 

-22420 
156844 

k-0123456 
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X~6) /X~5) = -78454/11194 = -6.99572 

可以看到，这个比值按事法计算越来越接近 A 按模最大的特征值 -7.

(2) 按模最大的特征值是互为反号的实根.

设 λ1> 0，且 λ1 = -Å2，即 |λ11 = IÅ21 > 1λ31 注…到λι 这时有

X(k) =仆lVl +叫山+α3(tYU3+ 叫~)"n)
当 k 充分大时，有

X(k) 阳入t(αlVl + (-I)kα山)

X(k+l) = λ~+1(α1叫+ (_I)k+l句句) (X(k)与X(k+1)没有比例关系) (8.6) 

X(k+2) ~λ~+2(α1叫 + (_I)k+2α2V2) 局将X(的

对充分大的 k， X(k) 与 X(k+2) 近似一个常数因子巧.所以

得

再计算相应的特征值.由

(X(k+叫+1阶叫肌)
X(k) = λt(α1叫+ (_I)kα2吨)

{~ 伪…+刊叫叫川1)川川)问)+ Å刊λh川lX(卫(
X(价k+l) 一 λÅ1X(例k均)臼(一1)(伙k+均λÅlα句2V吨2 

按特征向量的性质，相应的特征向量可以取为

(叫 =X(k+川X(k)

。2 = X(k+1) - Å1X (k) 

(8.7) 

(8.8) 

还有很多更复杂的情况，可参考有关书籍或选用其他方法.本书中只讨论两
种情况.在计算中若 zjk+1)/zjk) 的比值趋于一个稳定的值，则属于第一种情况i 如
果 zjk+1)/俨不能趋于一个稳定的值，但是 42k+2)/zj圳和 42k+刀 /X俨-1) 的比
值分别趋于一个稳定的值，则属于第二种情况-

8.1.2 事法的规范运算

在军法选代计算 X(k+l) = AX(k) 中，当 k 充分大时，若 A 的按模最大特征值

其绝对值较大时， X仰的某些分量迅速增大(如例 8.2 所示)，或许会超过计算机
实数的值域(上溢);而 A 的按模最大特征值其绝对值较小时， X俐的分量迅速缩
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小，当 k 充分大时，或许会被计算机当零处理(下溢).因此，分量过大或过小都会
导致计算失败.在实际计算中，通常采用规范运算，对 X(州的每个元素除以 X(k)

按模最大的分量 IX(的 11∞ =JEZ三 IX~k)1

规范运算可按下面公式进行

(Y(k)=X(的/ IIX(k) 11 ∞ ， k=机 (8.9) X(k+1) = AY(的，

规范化运算保证了 Ily(k)川= 1，即 y(k) 按模最太分量的值保持为 1 或一1.

下面给出在规范运算中选代序列的几种情况z

(1) 如果 {X(的}收敛，则 A 的特征值按模最太分量的值仅有一个，且 λ1> 0, 

对充分大的 k， 按模最大分量 zjk) 不变号，对应的|功的 1 =1 ， λ'\1 局|叫斗肿阳叫1)飞)

λ'\1 倡月a愕乒|忡时z4j阳)1 =刮|阳Z?俨+1)川| 
u、也宅、曰 ' 

相应的特征向量是叫自 y(k).

(2) 如果 {X仰)}， {X(2k+l)} 分别收敛于互为反号的向量，则按模最大的特征

值也仅布一个单实根，且 λ1 < 0，即对充分大的 k， 若净)的符号交替变号，则 λ1
为负值.

λ1 何一月~ IX~k)1 =一|码的|
且军三u运n -

相应的特征向量是叫~ y(k). 

(3) 如果 {X(2k)} ， {X(2k+1)} 分别收敛于两个不同的向量(与 (2) 不同)，则按

模最大的特征值有两个，是互为反号的一对实根.这时，对充分大的 k， 再作一次

非规范运算

则

而仍有

X(k+ l) = AX(k) 

λ1 但 dzjM)/ujk-1) ， λ2 = -À1 

(MJ川X(k)
巧 = X(k+ l) - À1X(k) 

(8.10) 

(4) 如果 {X(k)} 的趋势无一定的规律，这时 A 的按模最大的特征值的情况更

为复杂，需要另行处理.

例 8.3 用规范运算计算矩阵 A 的按模最大的特征值和它的特征向量.

A~ (~寸4 1 
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解 用表 8.3 给出计算结果，并请与例 8.2 的数值做比较.

表 8.3

k y(的 X( Io+1) 

。 1 1 6 5 
1 1 0.833333 6.5 4.83333 

2 1 0.74359 6.76923 4.74359 
3 1 0.700758 6.89773 4.71∞76 

4 1 0.681493 6.95552 4.18149 

5 1 0.673061 6.98081 4.67306 
6 1 0.669415 6.99176 4.66942 

7 1 0.66782 6.99654 4.66782 
8 1 0.667161 6.99852 4.66716 

9 1 0.666879 6.99936 4.66688 

得到按模最大的特征值>'1 ~ 6.99则及其特征向量 Vl = ( _ _=~O___ ) 
\ 0.666879 I 

倒 8.4 周规范运算计算矩阵 A 的按模最大的特征值和它的特征向量.

I 4 -1 1 飞

A= I 16 -2 -2 I 
飞 16 -3 -1 I 

解 计算结果列在表 8.4中.

表 8.4

k X~Io) z2 (h) z3 (的 7I~的
。 。.5 0.5 1 0.5 

1 2.5 5 5.5 0.454545 

2 1.909089 3.454538 3.553628 0.537222 

3 2.176772 4.65132 4.679104 。 465201

4 2.176772 3.455134 3.461124 0.539392 

5 2.159299 4剧3734 4.635485 0.465721 

6 1.862661 3.452282 3.452655 0.539487 

7 2.158056 4.6320∞ 4.632116 0.465890 
8 1.863585 3.4542ω 3.454315 0.534950 

9 2.157985 4.631926 4.631926 0.465893 

10 1.863573 3.454290 3.454291 0.539495 
11 2.157980 4.631920 4.631920 。 465893

12 1.863572 3.454288 3.454288 
13 7.454288 16 16 

λ1=Vziu)/uj叫 =4， λ2 =-4 

7I~的
0.5 

0.909ω1 

0.972116 

0.994ω1 

0.998269 
0.999627 

0.999892 

0.999975 
0.999ω3 

0.999999 

1 
1 

Vl = x(叫 +λlX(12) = (14.908576,29.817152,29.817152) 

吨 =x(叫- À1
X(12) = (0,2.182848,2.182848) 

U2 
(h) 

1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 

1 

1 

1 
1 
1 
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8.1.3 

第 8 章

原点位移法

矩阵 B = A-pI 的特征值与矩阵 A 的特征值分别为 λ 与 λ -p. 通过计算

矩阵 A-pI 的特征值得到矩阵 A 的特征值的方法称为原点位移法.

若取得的 p 满足

|坦1<1主|λl-P λ1 

则对矩阵 B 的军法，收敛会比矩阵 A 的罪法要快.只有对矩阵特征值的分布有个

大致了解，才能有效选取 p.

I -4 

设 A= I -5 

。、

o 1, A 的特征值为 6， 3 和 2，故取位移量 p

2 I 

I -6.5 14 0 飞

为 2.5，则 B = I -5 10.5 0 I , B 的特征值为 3.5， 0.5 和 -0.5，则取初

飞 -1 0 -0.5 I 

始向量为 X(O) = (1, 1, 1严，用规范的罪法运算可得表 8.5.

.174. 

14 
13 

。

例 8.5

表 8.5

Yi的$ 

1 

-0.2 

-0.11111111 

_.(k) 
112 

1 

0.73333333 

0.75 

U(h) 
1 

1 

1. 

1. 

x~的s 
l 

-1.5 
-0.8 

z <k}
2 

1 

5.5 

5.4 

z(h) 
1 

1 

7.5 

7.2 

k-012 

-0.24999:岛俑

-0.24999673 

-0.24999836 

0.71428758 

0.71428665 

0.71428618 

.. 噜
E
A

唱
E
A

噜
E
A

一1.49997383

-1.49998692 

-1.49999346 

4.28576287 

4.28573858 

4.28572643 

6.00005232 

6.00002616 

6.000013ω 

'nwntoe 
唱
A

唱
A

唱
A

而直接对矩阵 A 的规范的事法运算的结果为表 8.6.

表 8.6

1I~的s 
1 

-0.2 

-0.23893805 

y~lo) 
2 

1 

0.73333333 

0.71681416 

} 

旷
-
1
L
L

xf的
3 

1 

-1.5 
-0.9 

x$.1o) 
2 

1 

5.5 

2.7 

x\的

1 

7.5 

3.766侃667

k-012 

-0.24998087 

-0.24999545 

-0.24999961 

0.714293 

0.71428676 

0.71428586 

... •. 
‘‘ 

..••. 
-0.87511159 

-0.875∞956 

-0.875∞228 

2.50053562 

2.50∞765 

2.50∞1093 

3.50071416 

3.500102 

3.50001457 

···kuau"' 

可以看到 B 的收敛速度远比 A 的要快.
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8.2 反罪法

反幕法是计算矩阵按模最小的特征值以及相应的特征向量的数值方法.

设矩阵 A 可逆， λ 和 u 分别为 A 的特征值以及相应的特征向量，对 Av= λu

两边同乘 A-1，得 A-1切 =1"· 可见 A 和 A-l 的特征值互为倒数，而且似也是
λ 

A-l 的特征值;的特征向量 A-l 的按模最大的特征值正是 A 的按模最小的特
征值的倒数.用军法计算 A-l 按模最大的特征值从而得到 A 的按模最小的特征

值的方法，称为反事法.

用罪法计算 A-l 按模最大的特征值仍可用规范方法z

(仁ι山
Y扒严(价(k) = X( 

k = 0. 1.... 
X(仙k+l斗) = A-1y(忡例k均)

' 

, 

在实际计算中不是先算出 A-1，再作乘积 A-ly俐，而是解方程 AX(k+l)=Y(k) ，
求得 X(k+l) 由于需要反复求解，一般不用 Gauss 消元法，而用直接分解法.这

样，求 A-l 按模最大特征值的规范选代计算公式为

若 A 有特征值

(Y(k)=X(WK 
k = 0,1,… (8.11) AX(k+1) = y(的，

1).11 ~ 1λ21 注… ~Iλn-ll > 1λnl 

则算法 (8.11) 可以得到值 1 和向量 U饵，其中 vn 是 A 的关于特征值凡的特征
λn 

向量同时可以看到|士|越小，格式的收敛速度越快也就是说， A 的按模最
小特征值越接近 0，收敛越快.
若我们想知道最接近 p 的特值值 λi，可以使用带原点位移的反幕法计算.先

用公式

( 
叭ι)=吁叩=才=X(刃(均k)jlIX(川|沪川川凡)斗咄队|川μ100∞
(A 一 pI月)X(价kH) = y(例k创)，

计算得到特征值 μ' 然后得到
λi=P+.!. 

μ 

k = 0, 1,'" 

例 8.6 用规范运算计算矩阵 A 的按模最小的特征值和它的特征向量.

A~ U ~3) 
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解 计算结果列在表 8.7 中.

表 8.7

k y(k) X(k+l) 

。 0.1904766 0.238095 

0.8 0.180952 0.27619 

2 0.655172 0.174056 0.303777 

3 0.572973 0.170142 0.319434 

4 0.532636 0.168221 0.327117 

5 0.514253 0.167345 0.330618 

6 0.514253 。.16696 0.33216 

7 0.502649 0.166793 0.332829 

8 0.501137 0.166721 0.333117 

由表 8.7 可知 μ= 0.333117 为 A-1 的按模最大的特征值.

故入2 = 1/0.333117 = 3.0019 为 A 的按模最小的特征值， V2 -

自酣睡事 {0.501137， 1} 为其近似的特征向量.
演示7 反幸在法求
特征值Matlab演示

*8.3 实对称矩阵的 Jacobi 方法

在客观世界中，矩阵的特征值都有它的物理意义.不同类型矩阵特征值的分布

特点也不相同.对称矩阵是一类常见的矩阵，对称矩阵的一些良好特性给计算它的

全部特征值提供了便利的条件. Jacobi 方法是计算对称矩阵全部特征值的方法.

我们注意到以下事实:

α1 

(1) 若 A 为 n 阶对角阵， A= 
α2 

，则 α1，句，…， αn 就是

αn 

A 的 η 个特征值;

(2) A 为 n 阶矩阵， P 为任意 n 阶可逆矩阵，则称 A 与 P-1AP 相似， 相似

矩阵具有相同的特征值;

λ1 

(3) 若 A 为 η 阶对称矩阵，则存在正交矩阵 Q， 使 QTAQ=
λ2 

入n

即对称矩阵正交相似于一个对角阵.
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但是，对于给定的对称矩阵 A， 寻求正交矩阵 Q， 使

λ2 

λ1 

QTAQ= 

λn 

是件十分困难的事情.因此，我们构造一系列特殊形式的正交矩阵缸， Q2， … ， Qk，

对 A 作正交相似变换，使矩阵的非对角线比重逐次减少，同时矩阵的对角线比重

逐次增大.直到每个非对角线元素己小得无足轻重时，其对角元素即可看作 A 的

特征值

计算对称矩阵全部特征值的 Jacobi 方法就是实现以上凰想的一种数值方法，

它通过一系列平面旋转变换(也是正交变换)来逐渐减少非对角线元素的比重.

I 0 1 I 
计算矩阵 A= I ~ ~ I 的特征值和相应的特征向量

记 B = ( cω() sinO) 
\ -sin() cos() J' 

I cosO -sinO \ I 0 1 \ I cos() BT AB = I "'"'0 V om V ) I V .L ) I 
\ sinO cosO J \ 1 0 J \ -sin() 

( -28inθ∞80 ∞82 0 - 8in2 ()飞
- \ cos20-sin2() 2sinOcos() J 

做旋转变换的目的是要 cos2 0 - sin2θ =0. 

飞
、t
t

』
，
/

AVAO -mm 
民
U
F
U

例 8.7

解

v'2\ 

人 J '而 BTAB=
I v'2 

若取。=;，这时∞80 = 8in() =孚 B=I 三

~).得到 A阳值 >'1 = -1, >'2 =呻阳向量

=(二). ~=(~) 
例 8.7 中 B 是一个二阶正交矩阵，事实上是一个平面旋转变换矩阵，称为

Givens 矩阵对任意一个二阶对称矩阵，只需适当选取 0， 就可通过正交相似变换
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把矩阵化为对角矩阵对高于二阶的对称矩阵，情况远为复杂.记

1 

cosO sinO → p 行
1 

Q(P, q, 0) = 
1 

- sinO cosO → q 行

1 

p 列 q 列

Q (P, q, 0) 是一个正交矩阵，称为 Givens 旋转变换.下面分析 Givens 变换作

用到对称矩阵后正交相似的变换效果.

记
A= (αij) ， B = QT(P, q,(})AQ(P, q,(}) = (bjj ) 

Iαlk \ 

并记 A = (Al ， Aγ . ,Ap, … ,Aq,'" ，An)， 其中 Ak = I 年k I 
飞 αnk I 

QT (p, q, 0) = 

eí = (0,… 0, 1,0,…, 0) , i 并 p， q

el 

e p 

e q 

en 

ep=(O,…, 0,cosO, 0 … 0, -sinO, O,'" 0) 
p q 

eq=(O,…,0, sinO, 0 … 0, cos 0, 0,… 0) 
p q 
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iJ = QT(P, q, O)A = 

e1A 1 

epA 1 

eqA1 

enAl 

其中

e1 

e p 

e q 

en 

e1A p 

epAp 

eqAp 

e饵Ap

(A1 . .. Ap ... Aq . .. An) 

e1Aq e1An 

epAq epAn 

eqAq eqAn 

enAq enAn 

a1j 

呐=(0...1...0)1 句 1=αψ 忡川

a. ,n 

α1j 

. 179. 

epAj = ( 0ω-sinO ... 0)1 句 1=α'pj ∞sO - aqj sinO 

α· 而3

α1j 

呐= (0 ... sinO 叫 o ) 1 句 I = apj sinO +αqj COS 

α­n :J 

易知 QT 左乘 A 的作用结果是 A 的 p 行和 q 行元素有所变化，其余行的元

素依然如故;Q 右乘 QTA 的作用结果是 QTA 的 p 列和 q 列元素有所变化j 其中

p, q 的行和列的交叉元素 α'pq ， αqp ， α'pp ， αqq 被作用两次.由 QTAQ 的对称性容易
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(8.12) 

bíp = bpi = α'pi cos(}-αqi sin (} ， i i= p,q 

biq = bqi = αμsinO +αqi cosO, i 并 p， q

bpp = αpp cos2 0 +αqq sin 2 () - apq sin 20 

bqq = αpp sin29+αqq COS
2 () +α'pq sin2(} 

得到下列公式z

bpq = bqp = α川

利用 Givens ~换的目的是要 bpq=灿p=o， 要 α'pq cos协组尹旦sin2(} = 

ann - a nn ， 内 -a
0，取。满足∞t20 = ~pp ~q旦，记 8 = ~qq 一旦 ， t = 阳().由 bf)α 的表达式

缸'pq ,.- - 2α四川

(8.12) 及恒等式 tan20 + 2cot2(}tanO - 1 = 0 可知，当 t 取

t=j t2+M-1=0 的绝对值较小根，

I 1, 

可使 bpq = 0, bqp = O. 即当 α押于是 αqq 时， tanB 取方程 t2 + 2st -1 = 0 的按模最

小根;当 αpp = αJZM=M=: 由 t=叫可得

(8.13) 
s 手。

8=0 

(∞() = 1 飞/1 +t2 

sinB = --;::丰=
飞/1 + t2 

则当 t 按 (8.13) 取恒时， (8.12) 化简成记 J c=cos(}, 
I d = sinB, 

(8.14) 

4 于~ p,q 

4 并 p， q

bin = bni = OO-n; -'p - v p& - ~p' 

问 = bqi = daμ+ωqi ， 

bw=α'pp - tα'pq， 

bqq = αqq + tapq, 
b7JQ = bQp = 0, pq - vqp 

b,j = α材， i 手 p， q; j 手 p， q

2
α阿

2
Z问

。
血

q
H
M

一
+
吗

2
%

艺
于
艺
间

-
-
-
一

哈
哈
艺
宁
艺
国

由 (8.14)，容易证明
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即 B 的非对角元素比重小于 A 的非对角元素比重.

如果选取 p， q 使 |α'pql = ~~I句 1 ，那么实施以上变换的效率将更高 Jacobi
T~' í f. j'-' 

方法就是对 A 连续施行以上变换的方法.

不妨记 A= (句) = A(O) = (α~J)) ， 将按式 (8 叽 (8 叫计算得到的矩阵记为
B, B= (问) = A(l) = (aW) ， 再对 A(l) 实施类似的变换，得到 A(刻，继续做下去，
得到正交相似序列 A俐， A(1) ， A(2)，…;而且后面矩阵的非对角元素比重均小于前面

矩阵的非对角元素.可以证明，若任给误差控制量 ε> 0，必存在充分太的 k， 使得

艺(心))2 <ε 
4手3

这时 A(k) 的对角元素 47) ， 4=1， 2，…， η 可视为 A 的特征值
Jacobi 算法描述

计算目标:给定控制精度 e，计算 n 阶对称方阵 A= (αij) 的全部特征值­

stepl 输入:矩阵阶数 n. 对称方阵 A= (αij) 的元素，控制精度 ej

即p2 while ~二 α~j >巴，忡 j
4 尹并6j

2.1 选取非对角钱按模最大元素|阳α阿圳I=~~卒|阳αη
$宇'f=1

2.2 确定旋转角度。，其中 t = tanO 

s= αqq 一 αpp.
一

2αpq' 

if s = 0 then 

else 

t1 = -8 - vs可τ， t2 = -8+ vs可τ

if It11 > It21 then 

t=t2 

else 

t = t1 

endif 

endif 

{ ::市d= τL= 
飞11+f.J.

!c=cosO 

!d=sinO 

2.3 计算 QTAQ 的 p， q 行和 p， q 列的元素;计算 QTAQ

的对角元素 α'PP' αqq 并将 QTAQ 存放在 A 中.
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for i = 1,2,… ,p-1 ,p+1 ,…q-1 , q+1 ,… ,n 

α:_ =α i f- calli - a, tp - ~pt' ~p也 ~~q‘

向q= αqi ← ωqi +dαμ 

end for 

α f- α-t 'PP' ~PP u~pq 

aqq ← αqq + tapq 

endwhile 

step3 输出 A 的特征值 α-iÎ =扣， i = 1, 2,… ,n. 

上述算法还可以进一步细化，例如，给出选取非对角线按模最大元素 |αpql = 

皿出{Iαij I 算法.在做要 αm 为霉的旋转变换中，常会使原为霉的非对角线元素 α刷
、于3

变为非零元素.因此，当阶数大于 2 时，一般不可能通过 Jacobi 方法得到纯对角

矩阵

Jacobi 方法求得的计算结果精度一般都比较高，特征向量的正交性也较好，它

的缺点是当计算稀疏矩阵的特征值时，旋转以后常不能保持原稀疏的性质，因此，

Jacobi 方法用于一般阶不很高的"满矩阵"情形.

I 3 1 2 飞

例 8.8 周 Jacobi 方法计算矩阵 A= 1134 I 的全部特征值.

\ 2 4 6 I 

a22 一 α11 3 - 3 
解 取p = 1, q = 2; s = 一一一一=一一= 0; t = 1, c = ../2/2 , d = ../2/2, 

2α12 2 

αi?=α旦)_α13C - a23d = -1.4142 

α2=α段 =α23C + α13d = 4.2426 

41)=α11 - ta12 = 2 

α2=α22 + ta12 = 4 
(1) _ ~ _ ~ 

α33 =α33 =。
(1) _ n(1) _ (1 

α12 =α21' = U 

即

、
、E
E
E
B
E
E
S

，

J
'

n
U
A
H
M

唱
i

dco c
,4O 

J
'
'
E
E
E
E
E
-

飞
、

A 
、
、B
E
E
t

，
，

I
J

n
U
A
H
U

唱
i

Jco cdo /
，
，
』BE
E
-飞
飞

一
一

门
M
V

A T 
门
唱一

一

'A A 

I 2 0 -1.4142 飞

I 0 4 4.2426 I 

飞-1.4142 4.2426 6 I 
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α33 -a22 6-4 ~ ~~__ ~ 
取 p = 2, q = 3; 8 =一一一一=一一一一-=02357;t =-s+d豆千 1 = 

2α23 2 x 4.2426 - - -, - -.. -
0.7917, 

即

c= l/v征王t2 = 0.7840, d = t/v'1 + t2 = 0.6207 

I 1 0 
A(2) =QTA(l)Q= I 0 c 

飞 o d 
;)A(Gij) 

I 2 0.8778 -1.1088 飞

= I 0.8778 0.6411 0 I 
飞-1.1088 0 9.3589 I 

第一步将 p = 1 , q = 2 位置的元素化为零，第二步将 p = 2, q = 3 位置的元素化

为零后， p = 1, q = 2 位置的元素 43) 又变为非零元素了，但是 |α出|比 lai~)1 的
数值小.继续做下去可求出 A 的特征值为 9.52 ， 2.29, 0.183. 

如果按选取非对角线按模最大元素 |αpql =~~ Iαij I 的步骤，那么，第一步选r.

‘手j
, -. 

取 p = 2,q = 3 位置的元素，将 42 和 α2 化为霉.通常，以按模最大元素的步骤
进行旋转变换，其计算速度会更快一些.

*8.4 QR 方法简介

8.4.1 QR 方法初步

QR 算法是计算机问世以来计算数学最重要的成果之一. 1961 年Fran也提

出 QR 算法，它能有效地计算中小型矩阵的特征值和特征向量.

n 阶矩阵 Q， 若满足 QQT =1， 称 Q 为正交矩阵.正交阵有如下特性z

(1) Idet QI = 1, 
(2) 缸， Q2 为正交阵，则 Q = QIQ2 仍为正交矩阵.
8.3 节中给出的 Givens 矩阵 Q怡， q， O) 也是正交矩阵.

利用线性代数相关定理，若 A 为 n 阶实矩阵，则存在正交阵 Q， 上三角阵 R，

使得

A=QR 
A 分解成正交阵 Q 与上三角阵 R， 称为 A 的 QR 分解.

A 为给定的 η 阶实矩阵，记 A1 =A， 对 A1 作 QR 分解

A1 = Q1R1 
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这里 Ql 为正交阵， Rl 为上三角矩阵.记 A2 = R1Ql，对 A2 作 QR 分解，

A2 = Q2R2 

记 A3 = R2Q2. 若己有
Ak = QkRk 

记 Ak+l = RkQk' 如此可得到 n 阶矩阵序列 {Ak}， 它们满足:

(1) {Ak} 为相似正交矩阵序列.事实上，对 Ak+l f乍正交相似变换

QkAk+lQI = Qk(RkQk)QI = QkRk = Ak 

即 Ak+l 正交相似于 Ak'
(2) 记 Ak 的元素 (a~;))…，若 A 满足一定的条件，则有

47) → 0，当 k →∞， 1 运 i<j ζn
df) →扫，当 k →∞， i = 1, 2,'" ,n 

这里 λt 即为 A 的特征值，矩阵序列 {Ak} 的这种性质称为基本收敛

利用矩阵的 QR 分解，得到正交相似序列 {Ak} ， 从而求得 A 的特征值的方

法，称为 QR 方法. QR 分解过程比较繁复，而基本收敛的收敛条件及定理证明更

具专业性，故这里不再给出，有兴趣的读者可以参考有关书籍.

8.4.2 矩阵的 QR 分解

矩阵的 QR 分解可以有多种方法，比如说用前面介绍过的旋转矩阵，或

Schmidt 正交化过程.下面介绍利用 Householder 反射变换来作 QR 分解.

若 uεRn ， Ilvll = 1，则矩阵

H = 1 - 2vvT 

称为 Householder 矩阵它是个正交矩阵，且满足

(1) detH = -1; 

则有

(2) H 为对称的正交矩阵i

(3) x， y 为 Rn 上向量， llxll = Ilyll，令 v= 卫二三， H=I -2vvT , 
Ily-xll 

Hx=y 

对任意向量 x， 记 α= Ilxll ，取 y= α(1 ， 0，…， O)T = Ilxll el，则有 Householder 矩
阵 H， 满足

Hx= α(1 ， 0，…， O)T 
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如图 8.1 所示， Householder 矩阵把向量 z 映射为沿虚线对称的另一个向量.因

此， Householder 变换又被称为镜像映射.

, , , 

. . . 

z 

, , 
, 

, , 

, 

., 11叫 1 ，.，

图 8.1 镜像映射

对于任意矩阵 A， 我们可以用一系列的 Householder 矩阵，把它变换为上三角

阵.首先，取 A 的第 1 列作为向量 X， 则存在 Householder 矩阵 H" 使得

* * 由1

。
HIA= I 

A' 

。

其中 A' 是一个低一阶的矩阵.同样，可以找到 Hi，使得 H;A' 的第一列下三角部

分为 0 取
1 0 ... 0 

。
H 2 = I 

H{ 

。

经过 n-1 步后，矩阵 A 变换为一个上三角阵

Hn-l … H2 HIA=R 

取

Q=H~Hi…~-l 

则 A=QR 是 A 的一个 QR 分解
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例 8.9 用 Householder 变换，给出矩阵 A 的 QR 分解.

I 12 -51 4 飞

A = I 6 167 -68 I 
飞 -4 24 -41 J 

解 首先，需要找出将 A 的第 1 个列向量 α1 = (12,6, _4)T 变换为俨1 = 

11α111 el = (14, 0, O)T 的矩阵.

al二ZL=-L(-163-4)T，则有
11αl- rlll V'I4 

矶 =1一苟言 U:) (-1 3 -2) 

{6/7 3/7 -2/7 飞

= I 3/7 -2/7 6/7 I 
飞 -2/7 6/7 3/7 J 

I 14 21 -14 飞

H1A= I 0 -49 -14 I 
飞 o 168 -77 I 

对降了一阶的二阶矩阵

K=(3:1) 
作同样的变换，有

因此

I 1 0 0 飞

H2 = I 0 -7/25 24/25 I 
飞 o 24/25 7/25 J 

{ 6/7 -69/175 58/175 飞

Q = Hl H'f = I 3/7 158/175 -6/175 I 
飞 -2/7 6/35 33/35 J 

I 14 21 -14 、

R = QT A = I 0 175 -70 I 
飞 o 0 -35 J 
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习题 8

1.用幕法计算下列矩阵按模最大的特征值和相应的特征向量2

(川(二三} (2) B = (~ ~) j 

但)C=(j;j)
2. 用事法计算下列矩阵按模最小的特征值和相应的特征向量z

叶 (;~)j (忏(二~ ) 
3. 用 Jacobi 方法计算下列 2 阶矩阵全部特征值z

快(~ ~}但) B= ( 二 ~3 ) 

4. 用 J也obi 方法计算下列 3 阶矩阵全部特征值=

叫i;;); 但)D=(;1:;)
5. 用幕法求 3 阶矩阵 A 的特征值，以某初值开始，若干步后，得到如下结果(表 8.8). 试分

析矩阵 A 的按模最大特征值和相应的特征向量.

表 8.8
k-6789m x币7

(-12.8014, 6.9905 , 19.7919) 

(-60.6427,27.962,88.6047) 
(-204.8219,111.8481 ,316.6699) 

(-970.2823, 447.3923 , 1417.6747) 

( -3277.1495, 1789.5697,5066.7192) 

I 3 1 3 飞

6. 周军法的规范运算求 3 阶矩阵 A= I 2 5 0 I 的特征值.以某初值开始，若干步

\ 3 0 -8 I 
后，得到如下结果(表 8.9). 试分析矩阵 A 的按模最太特征值和相应的特征向量.

表 8.9

y(k) 

(一0.2580 ， 0.03746， 1)

(0.2580, -0.03746, -1) 

(-0.2580 , 0.03746, 1) 

(0.2580，一0.03746，一1)
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I 2 1 0 \ 

7. 求矩阵 A= 1 1 3 1 I 与1.2 最接近的特征值.

飞 o 1 4 I 
8. A 为实对称矩阵，特征值满足 |λ11 > 1λ21 ~…注 |λnl. 对 A 做幕法运算 X(k+l) 二

Adk)，则

到2=川((扩)， k →+∞ 
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附录 1 上机作业题

程序 1 设 lJi"(x) = 于1-L 分别取 x=o川1.0，../2， 10阳0.0，
丘1k(k+z)' 一

300.0，计算 lJi"(x) 的近似值，要求截断误差在 10-6 内.

提示:依据截断误差要求，估计出 k.

输出 : X 和审(x) 的值.

程序 2 下面给出美国 1920"，1970 年的人口表(表 A1):

年份

人口/千人

1920 

105711 

1930 

123203 

表 Al

1940 

131669 

1950 

150697 

1960 

179323 

1970 

203212 

用表 A1 中数据构造一个 5 次 Lagrange 插值多项式，并用此估计 1910 年，

1965 年和 2002 年的人口. 1910 年的实际人口数约为 91772000，请判断插值计算

得到的 1965 年和 2002 年的人口数据准确性是多少?

程序 3 数据同表 A1，用 Newton 插值估计:

(1) 1965 年的人口数;

(2) 2012 年的人口数.

程序 4 数据同表 Al，用自然样条函数预测在 1910 年， 1965 年和 2002 年

的人口数.请比较以上三种方法所求值的效果，哪一种方法最优?

程序 5 给定位+1 个插值节点，构造 n 次 Lagrange 插值多项式，并计算 f(x).

输入z 插值点数倪，插值点 {x. ， f(x ,:)} , i = 0 ， 1 ， 2，…， η; 要计算的函数点 x.

输出 : Ln(x) 的值.

程序 6 用 Newton 插值计算 Hermite 插值

输入:插值点数 n， 插值点 {x. ， f(町)， f'(町)} , i = 0, 1 ， 2，…， η; 要计算的函

数点 x.

输出 : H(x) 的值.

程序 7 给定 π+1 个插值点和一阶导数的端点值 mo ， mn ， 用 m 关系式构

造三次样条插值多项式 S(x) ， 求在给定点 z 处 S(x) 的值.

输入:插值点数 n， 插值点 {Xi' f(Xi)} , i = 0， 1 ， 2，…，叫一阶导数的端点值
mo ， mn， 要计算的函数点 x.

输出 : S(x) 的值.
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程序 8 用复化问叫动控制误差方式计算积分 S(x) = 1b 

f(x)也
输入z 积分区间 [α， b] ， 精度控制值 e，定义函数 f(x).

输出 z 积分值 S.

程序俨计算积分z

(1) S =汇忐e-X2/2也; 阳=fZz
算法:计算以川)为积分区间的积分序列 G=ff肌直到 ICi一归|

小于给定精度时停止.例如， (句，比)积分区间序列取

(-1, 1), (-2, 2) , (-3, 3), (-3.5, 3.5) , (-3.7, 3.7) , (-3矶 3.9) ，.， . 

输入z 积分区间序列队，战)， i = 1 ， 2，… ， m， 精度控制值 e，定义函数 f(x).
输出 z 积分值 S.

程序 10 周 Newton 选代法求解非线性方程组

(仲川2-1=0
g(x)=x3 _y=0 

取 ( Xo 
) = ( ~.~ )，误差控制 m缸 (IXkl ， IYkl) 运 10-5

飞 Yo I 飞 U.O I 
输入z 初始点 (xo， Yo) = (0.8 ， 0.6)，精度控制值 e，定义函数 f(功， g(x).
输出 z 迭代次数 k， 第 k 步的选代解 (Xkl Yk). 

程序 11 用 Gauss 消元法计算 A 的行列式.

输入z 行列式的阶数 n， 行列式 A 的元素.

输出:A 的行列式的值.

程序 12 用 Doolittle 直接分解法求解线性方程组 Ax=b.

输入z 方程组的阶数 n， 矩阵 A 的元素和常向量 b 的元素.

输出=方程组的解.

程序 13 用 Crout 列主元直接分解法求解线性方程组 Ax=b.

输入z 方程组的阶数 n， 矩阵 A 的元素和常向量 b 的元素.

输出z 方程组的解.

程序 14 用 Doolittle 或 Crout 直接分解法求解三对角方程组z

α1 b1 

句句 ~
X=b 

。.-1α四-1 bn-1 

c", a.咀
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输入z 方程组的阶数 n， (向，比， c;), i 从 1 到 π，常向量 b 的元素.

输出 z 方程组的解 X.

程序 15 用 Doolitte 或 Crout 直接分解法计算矩阵 A 的逆矩阵

输入z 矩阵的阶数 n， 矩阵 A 的元素.

输出:A 的逆矩阵.

程序 16 用 Gauss-Seidel 法求解线性方程组 Ax=b.

输入z 方程组的阶数饥，矩阵 A 的元素和常向量 b 的元素.

输出z 方程组的解.

程序 17* 随机形成元素值在 20 以内的三阶系数矩阵 A， 使由它构造的 Ja­

cobi 迭代收敛，而 Gauss-Seidel 迭代不收敛.

输出z 三阶系数矩阵 A.

程序 18* 随机形成元素值在 20 以内的主阶系数矩阵 A， 使由它构造的

Gau卧Seidel 选代收敛，而 Jacobi 选代不收敛.

输出:三阶系数矩阵 A.

程序 19* 随机形成元素值在一10 到 10 以内的 20 阶实系数矩阵 A， 随机

形成解向量 X 的值，常向量 b 的元素由算法 b=AX 得到;分别用列主元 Gauss

消元法和 Gauss-Seidel 迭代法求解线性方程组 AX=b， 比较两种方法求解的效

果和所用的 CPU 时间.

程序 20 用 Jacobi 方法计算实对称矩阵的全部特征值和特征向量.

输入z 矩阵的阶数 n， 矩阵 A 的元素.

输出z 矩阵的 n 个特征值和特征向量.

程序 21 用二阶 Runge-Kutta 公式求解常微分方程组初值问题

(V俨d趴内州(仰例忡川Z功←)←=
y(α) = Yo ， …、-、，

J y'但) = ysÎn 3tx, 1,,\ J y'(x) = x (1)< ~，~~J-.~~"'..~' (2)< 
1 y(O) = 1; ,-, 1 y(O) = 1.442. 

输入z 区间剖分点数 n， 区间端点 α， b; 定义函数 y'(x) = f(x , y). 

输出z UK, k =1， 2，…爪·

程序 22 用改进的 Euler 公式求解常微分方程组初值问题.
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计算公式z

!:)=(::)刊 9znunzn)
(:::;)=(::)+;[(;;:::;;:;;;)+(;:::;1::::;;;:;)l 
输入z 区间剖分点数 N， 区间端点 α， bj 定义函数

yl(X) = f(x , y, z) , ZI(X) = g(x, y, z) 

输出: (Yk, Zk) , k = 1, 2,… ,N. 
程序 23 用预估一校正公式解常微分方程组初值问题，并与周改进的 Euler

公式计算效果进行比较.

计算公式tr +j阿(xn ， Yn) 一仰 Yn-l) + j(Xn-2 ,y....-2)] 

Yn+1 = Yn-2 + i[3f(xn+1' Yn+1) + 9f(xn-l' Yn-l)] 

输入z 区间剖分点数 N， 区间端点 α， bj 定义函数 yl(X) = f(x , y). 

输出:胁， k = 1, 2,… ,N. 

• 上机语言自选，可用 C 语言， Mathematica, Matlab, Maple, Python 等各种

语言.

·上机作业格式

·题目

·所用方法

·算法简述

·输入、输出说明

·程序
·运行结果

·计算结果分析
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程序 1 给定(町，执)， i=0， 1，… ， n， 构造 Ne呐on插值多项式，使得Nn(问)=

Yi , i = 0 ， 1，… ， n. 输入 x， 计算 Nn(x).
算法描述

输入 π 值及(町，饥)，i=0， 1，… ， n; 记 f(町) = Y.; for i = 0， 1，… ， n 计算差

f[Xl ,X2' … ,X.kl - f[xo , Xl,…, x .k-ll 
商 f[x口，问γ··334= ，其中 f[Xil = f(问).

对给定的 x， 由
Xk -xo 

Nn(x) =f(xo) + (x - xo)f[xo , xll + (x - xo)(x - Xl)f[XO, Xl，句l+'"
+ (x - xo}(x - x t)… (X - XO) f[xo , X t,… ,xnl 

计算出 Nn(x) 的值.

输出 Nn(x).

程序源码
11 Purpose: (x_i ， y_1) 的 Newton 插值多项式 11 

#include <std1o.h> 

#def1ne MAX N 20 

typedef struct tagPOINT 

{ double Xj 

double Yi 
} POI盯;

int mainO 

{ int nj 

int i , jj 

11定义 (x_i ，y_1) 的最大维数

11点的结构

POINT points[MAX_N+1]j double diff [MAX_N+1]j 

double x , tmp , newton=O; 

pr1n时〈叭nlnput n va1ue: ") j 

BC皿f( 咱，d" ， b); 

if (n>MAX_N) 

f 

11输入被插位点的数目

prlntf("The lnput n 18 larger then MAX_N, plea8e redef1ne the 

MAX_N.\n")j 

return 1j 



} 

附录 2 C 语言程序示例

>
if (n<=O) 

f 
pr1ntf(叩lease input a number between 1 阻d ~d. \n" , MAX_N); 

return 1; 
} 

//输入被揭位点 (x_i ， y_1)

printf("Now 1nput the (x_i , y_i) , i=O，…，~d:\n" ， n); 

for (1=0; i<=n; i忡〕

scanf("~lfY.lf" ， lp01nts [i] .x, lp01nts [i] .y); 

. 195. 

printf("Now 1nput the x value: 叮 ;1/输入计算 Newton 插值多项式的 z 佳

sc皿f("如f" ， tx); 

for (1=0; 1<=n; 1++) d1ff[1] =po1nts[1].y; 

for (1=0; 1<n; 1++) 

f 

} 

for (j吧; j>i; j一〉

f 
diff [j]=(diff [j]-diff[j-1])/(points[j] .x-points[j-1-i] .x); 

} //计算 f(x_O ，... ，x_n) 的差商

tmp=l; ne盹on=d1ff[0];

for (1=0; 1<n; 1++) 

f 
tmp=tmp叫x-po1nts[1].x);

ne眈on=ne眈on+tmp咽1ff [1+1] ; 
} 

pr1ntf("胆的。n(y'f)=y'f\n" ， x , newton); //输出

return 0; 

计算实例

给定 sin 11 0 = 0.190809, sin 120 = 0.207912, sin 130 = 0.224951，构造 New­

ton 插值函数以计算 sin 11 030/. 

程序输入输出
1nput n value: 2 

Now 1nput the (x_1 ,y_1) , 1=0,…,2: 

11 0.190809 12 0.207912 13 0.224951 

Now Input the x value: 11.5 

出的on(11. 500000)=0. 199369 
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程序 2 用弦截法求 f(x) 在町， Xl 附近的根.

算法描述

给定 f(x) ， 从 xo ， Xl 开始，根据弦截法迭代公式

附录 2 C 语言程序示例

z f (X")(X ,, - X"-l) 
k+l = X" - f(x,,) - f(Xk-d ' k = 1,2,… 

求得 f(x) 在其附近的根.

程序源码
1111111111111111111111111111111111111111111111111111111 

11 Purpose: 弦截法求根 11 

11111////////////////////////////////////////////////// 
#include <stdio.h> 

#include <math. h> 

#define f(x) (x崎岖-7.7*x*x+19.2*x-15.3) //f 函数

#define xO 0.0 

#define x1 1.0 

//;初始 xO ， x1 

#define MAXREPT 1000 

#define epsilon 0.00001 

void mainO 

{ int i; 

double x_k=xO, x_k1=x1 , x_k2=x1j 

for (i=O; i<MAX阻PT; 1++) 

f 
printf ( 11 Got. . .挝\n飞 x_k2);

1/:最大选代次数

1/求解精度

x_k2=x_k1- (f (x_k1)叫x_k1-x_k))/(f(x_k1)-f(x_k)); 11弦截法求饰_n

if (x_k2-x_k1<epsilon tt x_k2-x_k1>-epsilon) 

f 
printf (" !Root: l.f\n" , x_k2) j / /满足精度，输出

returnj 

E 
x_k=x_k1; x_k1=x_k2; 1/准备下一次选代

} 

printf("After l.d repeate , no 801ved. \n" , MAXREPT); 

} //一一一一一一一__ End of File 一一一一一一一一一一

计算实例

用弦截法求方程 f (X) = X3 -7.7x2 + 19.2x -15.3 的根，取 xo=1.5 ， xl=4.0. 

程序输入输出

由本程序的 f(x) 及句，町，得到输出
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! Root : 1 . 700000 

程序 3 用超松弛迭代 (ω 作参数)求解方程组

算法描述

α11α12 

α21α22 

αnl an 2 

输入矩阵 A 及列向量 C;

按因子为 ω 的超松弛法代公式

αln 

α2n 

αnn 

Xl 

X2 

Xn 

Cl 

句

cn 

X~k+l) = (1 一 ω)X~k) + ω(-auzf〕一… -aMF)+cl)/α11

. 197. 

X~k+l) = (1-ω)X~k) + ω(-αMih+1)-anzf}- … - a2nX~k) + 句)/α22

zf+1)=(1 一 ω)X~) + ω( -anlX~k+1) 一…一 αn，n-1X巳1) +乌)/αm

求解 AX=C.

程序源码
11 Purpose: 超松弛选代求解线性方程组

#include <stdio.h> 

#include <皿ath. h>

#define MAX N 20 

#define MAXREPT 100 

#define epsilon 0.00001 

int mainO 

{ int n; 

int i , j , k; 

double err , w; 

11 

11:方程的最大维数

11求解精度

static double a[MAX_N] [MAX_町. b[MAX_N] [1旧X_N] ， c[MAX_町， g [MAX_N]; 

static double x[MAX_则，皿[MAX_N] ; 

printf("\nInput n va1ue(dim ofAX=C):"); 1/输入方程的维数

"回到"%d" , tn); 

if (n>MAX_N) 

{ printf("The input n i自 larger than MAX_N , please redefine the 

MAX_N.\n"); return 1; 

E 
if (n<=O) 
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{ printf("Please input a number between 1 and Y.d.\n" , MAX_N); 

return 1; } 

//输入 AX=C 的 A 矩阵

printf(咽ow input the matrix a(i.j) , i ， j=O ，…，Y.d:\丑"， n-1); 

for (1-0; 1<n; 1++) 

for (j=O; j也; j++) 

国C阻f ("Y.lf". la[i][j]); 

//输入 C 短阵

printf("Now input the matrix c(1) , i=O ,….Y.d: \n" , n-l); 

for (i=O; i<n; i++) scanf("y'lf" , i"c[i]); 

printf(IINow input the v value: "); 

scanf ("Y.1f". 的) ; 

if (田<=1 11 w>=2) 

f 

E 

printf("w must betveen 1 and 2.\nη; 

return 1; 

for (i=O; i<n; i++) //改造 x_{k+l}=bx_{k}+g 途代矩阵

for (j=O; j也 j j++) 

f 
b[i] [j]=-a[i] [j]/a[i] [i]; 

g[1]=c[1]/a[1] [1] j 

E 
for (i=O; i<MAX阻PT; 1++) 

f 
for (j=O; j <n; j++) 

皿 [j]=g[j] j 

for (j-O; j <n; j++) 

f 
for (k=O; k<j; k++) 

皿[j] +-b [j] [k] *皿 [k] j 

for (k=j+lj k<n; k++) 

皿[j] +=b [j] [k] *:x [k] ; 

皿 [j] =(l-v) *x [j] +v*nX [j] ; 

} 

err=O; 

for (j=Oj j<nj j++) 

//迭代

1f (err<fabs(皿 [j]-x[j])) err=fabs(皿[j] -:x [j]) j //误差

for (j=O; j<n; j++) 

:x [j] =n:x [j] ; 



附录 2 C 语言程序示例

} 

if (e口<epsilon)

f 
printf("Solve... x_i-\n"); 

for (i=O; i<n; i++) printf("%f\n". x[i]); 

return 0; 

} 

//输出

printf(吐fter %d repeat , no result"'\n" ，旧X阻PT);

return 1; 

>

/1 

计算实例

解下列方程组

程序输入输出

(他1 - 3X2- 句= 14 
2Xl - 90X2 + X3 = -5 

Xl +X2 +40X3 = 20 

Input n value(dim ofAX=C): 3 

Now input the matrix a(i , j) , i , j=O ,…,2: 

64 -3 -1 2 -90 1 1 1 40 

Now input the matrix c(i) , i=O.…,2: 

14 -5 20 

Now input the 宙 value: 1 

Solve... x i= 

0.229547 

0.066130 

0.492608 

程序 4 龙贝格(Romberg) 积分算法

计算公式和算法描述请看 6.2.4小节.

程序源码
Purpose: Romberg 算法

#include <stdlo.h> 

#include <math. h> 

#define f(x) 

#define N H 

#define MAXREPT 

#define a 

(sin(x)) 

20 

10 

1.0 

#define b 2.0 

. 199. 

//输出

11 



.200. 附录 2 C 语言程序示例

#define epsilon 0.00001 

double computeT(double 酶， double 恼， long int n) //复化梯形公式

f 

E 

1nt 1; double sum , h=(bb-aa)/n; 

for (1=1; 1<n; 1忡)

国u皿.+-f (植.+1地) ; 

sum+=(f(aa)+f(bb))/2; 

return (h*sum); 

void mainO 

f 

E 

int i; 

long int n=N_H. m=O; 

double T[MAXREPT+1] [2]; 

T[O] [1]=computeT(a. b. n); 

n*=2; 

for (m=1; m<MAX阻PT; m.++) 

f 
for (i=O; i <m; i++) 

{ T [i] [0] =T [i] [1] ; } 

T[O] [1]=computeT(a. b , n); 

11*=2; 

for (i-1; i<-m; 1++) 

//计算 T^ {m-1}(h/2) 

//T^m(h) 

T[i] [1] =T[i-1] [1]+(T[i-1] [1]-T[i-1] [0])/(pov(2 , 2咽)-1) ; 

if ( (T [m-l] [1] <T [m] [1] +epsilon) &:t (T [m-1] [1]>T [m] [1] -epsilon) ) 

{ printf("The Integrate is Y.lf\n". T [m] [1]); //输出

return; } 

} 

printf(咽的urn no solved." \n"); 

//一一一一一一一-- End of File 一一一一一一一一一一

计算实例利用Romberg ~分法计算 1
1

sin(x)dx 

程序输入输出
对于不同 j(x) ， 修改程序 #define f (:x:)项，本{1rJ f (:x:) -s1n (剖，区间 [a.b]-[O ， 1] , 

初始 h-(b-a)/n-(b-a)/20

对于本程序的给定，输出结果

T=0.956447 
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程序 5 用四阶 Runge-Kutta 法求解常微分方程初值问题

(d(Z)=f(川)， α…
y(α) = Yo ， 、、

算法描述

对给定的 f(x， y) ， 用四阶 Runge-Kutta 法求解常微分方程初值问题

程序源码

h十1= 执 +;(k1+2k2+2kz+h)
k1 = f(xn, Yn) 

f L 1 飞
k2 = f I X n + :;;h, Yn + :;;hk1 I 飞 2-'''''.' 2 - --~J 

_ f L 1 飞
3 = f I x.. + ;; h, Y.. + ;; hk2 I d 飞 2 '., lJ" , 2 ,.,.'"" J 

k4 = f(xn + h, Yn + hk3 ) 

// 队1rpose: 四阶 Runge-Kutta 法求解常微分方程初佳问题//

#include <stdio.h> 

#include <math. h> 

#define f(x ,y) (x/y) //dy/dx=f(x ,y) 

int mainO 

{ int mj 

int ij 

double a , b , yOj 

double x且， yn , ynlj 

double k1 , k2 , k3 , k4j 

double hj 

printf("\nlnput the begin and end of x: 叮 i

sc皿f(呗lf7.1f" ，缸， Itb) j 

printf (" Input the y value at Y.f: ", a); 

scanf("7.lf" , 1:10); 

pri且_tf("Input 皿 valu由 [divici自(y'f ，y'f)]: ", a , b) j 

scanf ("Y.阳d

if (皿<=0)

f 

} 

printf ("Please input a number larger than 1. \nη; 

return 1; 

. 201 . 
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h=(b-a)/m; 

Z卫=aj yn=yO. 

for (i=1; i<=m; i++) 

f 

E 

k1-f(血， yn); 

k2=f((xn+h/剖，【yn+h.k1/2)).

k3=f((xn+h/剖， (yn+h吨2/2)).

k4=f((xn+时， (yn+Mk3)); 

yn1=yn+h/6.(k1+2.k2+2.k3+k4); 

xn+=h; 

printf(吐%告知， yY.d=知\丑"， i , xn , i , yn1); 

yn=yn1; 

return 0; } 

计算实例

用四阶 Runge-Kutta 公式解初值问题

附录 2 C 语言程序示例

豆豆 = xIY, 2.0 ~ X ζ2.6，取 h=0.2(句，
y(2.0) = 1, 

程序输入输出
Input the begin and end of x: 2.0 2.6 

Input the y value at 0.000000: 1 

Input m value[divide (0.000000,0.800000)]: 3 

x1=2.200000 , y1=1.356505 

x2=2.400000 , y2=1.661361 

x3=2.600000 , y3=1.939104 



附录 3 在符号语言 Mathematica 中做题

学习任何课程，做题都是检验和巩固学习效果的重要步骤之一.怎样做计算

方法的题目?计算题型是计算方法的主要题型传统的做题方法是用手算一些简

单的题目例如，用简单迭代法解一个三元方程组.掌握了解题的方法和步骤后，

做算术运算就是解题的主要工作，难免与繁琐和枯燥同行.如果用 C 语言等高级

语言编程解题，既可减少繁琐，又可提高计算机技术应用能力，但用高级语言编程

也有相应的工作量.

建议用某符号计算系统做计算方法的题目，它是一种雅俗共赏的做数学题的

环境.在符号计算系统中做题，既可免除繁琐的算术运算，又可在宽松环境中编程

解题，使学生将精力主要放在理解方法和演示方法的过程中.

符号计算系统是一种集成化的数学软件系统，它主要包括:数值计算、符号计

算、图形生成和程序设计四个方面.符号计算系统含有种类丰富的功能强大的内

部函数，用户也可以自由地定义自己的函数并扩充到系统函数中.

Wolfram 公司的 Mathematica 是优秀的符号计算系统之一.在此简要给出

Mathematica 系统的交互式的操作步骤，列出部分有关数值计算方法的函数，供

使用参考.要进一步掌握和了解 Mathematica 功能，请查阅 Mathematica 系统的

在线帮助和参考有关的书籍.

Mathematica 版本从1.0 到 13.2 性能不断发展和提高，但是常用的基本函数

不受版本限制，本附录的例题是在 10.3 版本中运行的，输入命令与在 4.0 和 7.0 版

本几乎一致，极少数函数的输出部分略有不同，高版本比低版本给出更多的信息.

• 输入和计算表达式
符号计算系统有两种运行方式，一种是交互式，用户键入一个函数，系统执行

相应的计算，例如，计算定积分打(11-8川的函数命令是
Nlntegrate [x向2(11 - Sin[x]) ， {x ， -l ， l日

另一种是写一段程序，系统连续执行一个计算序列，程序使用的是符号计算

系统自己的语言，对己掌握一门高级语言的用户来说，语句的形式大同小异，也容

易掌握.

用户在工作屏幕上输入函数命令，系统接受计算命令后显示计算结果.工作

屏幕像一张长长的草稿纸，称工作屏幕为 Notebook，它是后缀为.nb 文件类型.像
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其他的计算机文件一样?可以对 Notebook 进行新建、保存、打开、修改和打印等

操作?这些操作命令都放在"文件"菜单中.

用户先输入一行或多行表达式?再发出计算表达式命令?系统在完成计算后

输出计算结果时?再显示输入的行标记 "In[l] := ".需要注意的是:在输入中回车

键仅表示命令之间的分隔标记.

计算表达式的命令方式如下:

快捷键按他的+回车键?

菜单命令单击计算 (V) →计算单元 (E)

例如?在 Mathematical0.3 版本中?启动 Ma址lematica 后 7 输入 Plot[x

Sin [x] -1 ，位， -20 , 20日?按 Shi玩+回车键?则绘出函数 f (x) = x sin x - 1 

在区间 [-20 ， 20] 上的图形.屏幕显示如下.

In[1]:= Plot [ x Sin [ x ] I {x I -20 I 20}] 

·在 Mathematica 中获取帮助

单击帮助 (H) 菜单?在文本框中输入 FindRoot，按回车键?则显示 FindRoot

的细则除在菜单获取帮助外?在行文中输入"?函数名气可得到有关这个函数相关

信息;输入"??函数名气可得到有关这个函数更多的信息.

例如?输入: ?Nlntegrate 

输出:

11\[2]:= ? Nlnbegrate 

+r-

色窑 曰

Nlntegrate[J, þ:，韧的" Zj皿}]结出相齿的 j~max jdz的散值近{且
,J l$.fTNn 

Nlnt，句rate[J， {z, Xmin, Xl阳}， {y, Ymin , Ynud, …l 

结出多重朝Jj rmax dx j" max dy. . .! 的数值姐~l.
JXmin JJmin 

Nlntegrate[J, {z, y, . . .} e reg] 1f几何区提 reg 上草根肯.巧》
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1.插值

·插值函数 InterpolatingPolynomial [data, var] 

做出以 data 为插值点数据， 以 var 为变量名的插值多项式.插值点数据是按

点列的形式排列， 点列{{町，如}， {叫， yI}，… ， {Xn ， Yn}} 组成一个表.运行后，系

统显示所构造的用最少运算次数的 Newton 插值函数形式.

例 1 按下列函数表计算 f(1.2).

z 

U 16 
2 

12 

In[1]:= data = Table[{{1. ,16} ,{2. ,12} ,{4. ,8} ,{5. ,9}}]; 

4 

8 

f[x_J = InterpolatingPolynomial [data ,xJ 

Out[1J=9+(-1.75+(0.75+0.08333333333333337(-2.+x)) (-1.+ x))(-5.+x) 

In [2] : = f [1. 2] 

Out[2]= 15.1307 

下面的图形展示了 7.0 版本中运行结果.

E僻的-由植λ 田."曲.壳'" 11酣阴补.阴..~) .口。"戴助，。
匾

剧lr~ d.ata. Tù>b[{{ L , 1 6). (2_ . 12). (4_ , 8 ). {5 _ , 9111 ; 
r [x_1 11: I nt.rpol illtinqPolynomi.al [d<1I.t.a, xJ 

也J~21- 9. ( -1. 75φ ( 0.75+0 . 0833333 卜2..叫 ) ( -1 争时 ) ( -5 令叫

5 

9 

在数据中还可以包括插值点处的导数，其数值按{{句， {驹 ， dyo}} ， {Xl' {的，

dyI} }，…}形式存放数据.

例 2 给定数据 f(O) = 1.0, f(l) = 0.75, f(3) = 0.25, f'(3) = 0.56 ， 作出三

次插值多项式.

In[1] : = d = {{0 ,1.0} ,{1 ,0.75} ,{3 ,{0.25 ,0.56}}}; 

In[2]:= InterpolatingPolynomial[d ,x] 

Out[2]= 0.25+(0.56+(0.27+0.135*) (-3+x)) (-3+x) 

" 做出 Newton 插值多项式

In[3] : = Simplify [%] " 如果需要化简插值多项式

Out[3]=1.+ 0.155 x - 0.54 x 2 + 0 . 135 x3 
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·插值函数 Interpolation [data,InterpolationOrder->n] 

对数据 data进行插值运算，并可设置插值多项式的次数 n， 默认值为 3， Inter­

polation 生成一个 InterpolatingFunction [插值范围， <>1 目标(如 Out[2])，系统

不显示所构造的插值函数.因此，用户直接用生成的插值函数计算函数的近似值.

例 3 按例 1 给出的数据，用 Interpolation 函数计算 x=1.2 处函数的近

似值.

In[1]:= data = {{1. ， 1邸， {2. ， 12川4. ，卧，饵， 9日i

g = Interpo1ation[data, Interpo1ationOrder->3]i 

In[2] := g[1. 2] 

Out [2] = 15. 1307 

例 4 按例 1 给出数据构造 Lagrange 插值多项式，计算 x = 1.2 处函数的

近似值.

In[1]:= 1a[x_ ,xO_ ,a_ ,b_, c_]:= 

(x-a) (x-b) (x-c)/((xO-a) (xO-b) (xO-c)) 

Out[1]= 

po1y [x_] =la[x, 1. 0 ,2. ,4. ,5.] 16+1a [x,2.0 , 1. ,4. ,5.] 12+ 

1a[x,4. ,1 ,2. ,5]8+1a [x ,5.0 , 1 ,2 ,4] 9. 

-1.33333 (-5.+% )(-4.+% )(-2.+x )+0.75(-4+x ) (-2+x )(-1+x ) 

一1.33333 (-5+x )(-2.+x)(-1+x )+2. (-5.+x) (-4.+x )(-1.+x ) 

In[2]:= po1y[1.2] 

队此 [2] = 15. 1307 

2. 曲线拟合

·拟合函数 Fit [data, fun , var] 
用数据 data，以 var 为变量，按拟舍的基函数 fun 的形式构造拟合函数.数

据的表示方法与插值函数中的表示方式相同.

例 5 用二次多项式拟合下列数据.

2 ‘ 
Y. 

In[1] :=dd 

-1.00 
0.22 

-0.50 
0.82 

O.ω 

2.11 

0.25 
2.56 

-{{一 .1 ， O.22}，{一0.5 ， O.82} ， {O ， 2.11} ， {0.25 ， 2.56} ，{0.75 ， 3.87}}i

Fit[dd,{1 ,%,x^ 2} ,x] 

0.75 
3.87 
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Out[l]= 1.51383 +2.4149x +1.180673"x2 

例 6 按数据 {-1.15 ， 0.22}, {-0.5, 0.8} , {O, 10, 2.0}, {0.25, 2.吟， {0.75, 3.8} 

构造线性拟合函数.

ln[l]:= a ={{1. ， -1.15} ， {l ， -0.50} ， {1. ， O.10} ， {l ， O.25} ， {l ， O.75日;

MatrixForm [A=Transpose [a] . a] (.用矩阵形式输出法方程吟

Out[l]//MatrixForm= 

(5-o叫
一0.55 2.2075 

In[2] :=b=Tr皿spose[a] .{0.22 ,O.8 ,2.0 ,2.5 ,3.8} 

Out [2] -{9.32 , 3.022} (*常数项 b*)

In[3] :=LinearSolve[A ,b] (*解方程 Ax=b叶

Out [3] ={2. 07136 , 1.88505} 

得到拟合函数

例 7 给出下列数据.

z 

y 

-3 
14.3 

p(x) = 2.07136 + 1.88505x 

-2 
8.3 

一1

4.7 
2 

8.3 
4 

22.7 

(1) 用最小二乘法求形如 y= α +bx2 的经验公式，并计算最小平方误差.

(2) 用三次多项式拟合这些数据.

In[l] :- d - {{ -3 , 14.3} ,{ -2 ,8.3} ,{ -1 ,4. 7} ,{2 ,8.3} ,{4 ,22. 7}}j 

Fit [d, {1 , x^2} ,x ] 

Out[l]= 3.5 + 1.2x2 

In[2]:= f[x_] :=3.5+1.2 x^2 

In[3]- Sum[(d[且， 2]] -f [d [ [i ,1]] ])怡，缸， 1 ，卧]

(* d[日，1]] , d [ [i , 2]] 表示，衍， y， *) 

Out [3] =3. 15544xl0-3o (.最小平方误差吟

In[4]:= Fit[d ,{l ,x ,x^2 , x^3} ,x] 
Out [4] = 3.5-1.10984x lO-14x+1.2x2-1. 01033x lO-15x3 

3. 求解非线性方程

·非线性方程求根函数 FindRoot

FindRoot [方程. {x. xO}] 求解方程在 xo 附近的一个近似根
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Fin dRoot [方程，怡， {xO, xl}}J 在区域 (xo ， Xl) 内求解方程的一个近
似根

Fin dRoot [方程. {x, xstart, xmin, xmax} J 按初始值在区域内计算方程的

近似根

FindRoot [{方程组}，书， xO} ， 切， yO} , …] 计算非线性方程组的近似解

倒 8 f(x) = x3 - 3x -1 ， 取 Xo = 1.5，计算 f(x) 的根.

不妨先看看函数的图形.

In[1]:= Plot[x^3-3x-l ,{x , -3 ， 3日

3 3 

In[2]:= FindRoot[x^3-3x-1==O ，缸，1. 5日。注意两个等号吟

Out[2]= {x • 1.87939} 

例 9 f(x) = x sinx - 1，用弦截法计算在 Xo= 18,Xl = 21 附近的根

In[3]:= FindRoot[x Sin[x)-l==O，但， 18 ， 21日

Out[3]- {x -> 18.9025} 

倒 10 用 Newton 迭代法求解非线性方程组

(::11=0，取(;:)=(::)
In[4]:= FindRoot[{x叮叮叮-1=吨，x^3-y==0子，缸，O.8} ， {y ， O.6日

(*用花扩号将方程纽扩起来*)

Out[4]={x ->0.826031 , y ->0.563624} 
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4. 求解线性方程组

·求解方程组函数 LinearSolve [A,B] 
如果方程组有解，则给出满足方程组 Am.nX=b 的一个解;如果方程组无解，

则给出"碰到的线性方程无解"的提示

常用矩阵计算符号和函数如下z

A+B 矩阵 A 和 B 相加

A.B 矩阵 A 和 B 相乘

Det [M] 计算矩阵 M 的行列式

Inverse [M] 计算矩阵 M 的逆矩阵 (M-1 )

Tr皿sepose[M] 计算矩阵 M 的转直矩阵 (MT 或 M')

例 11 求解方程组
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In[1] :=A={{2 ， 4 ，6.0} ， {1 ， 4 ， 7}.{3.S.12日 j b= {26.25.46}j 

LinearSolve[A.b] 

Out[l]= 仿.-4.5}

例 12 用简单迭代法求解方程组
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以 {O， O ， O} 为初始值，法代 6 步.

ln[l]:= B ={{0 ,2./l0.1./10}.{2./10.0.1./10}.{1./5.2./5.0}}; 

g ={11./l0.-25/10..18./5}; xl={O.O.O}; 

Do[x2 = B.xl+g; xl=x2; Print[x2].{k.6日

Out[l]= 

{1.1. -2.5. 3.6} 

{0.96. -1. 92. 2.82} 

{0.998. -2.026. 3.024} 

{0.9972. -1.998 , 2.9892} 

{0.99932. 一2.00164. 3.00024} 

{0.999696. -2.00011. 2.99921} 归方程组的准确解是{1. -2, 3}.) 
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5. 数值积分

·定积分函数 Nlntegr吼e

问grate [f.{x.a.b}] 计算定积分 l
b

f(x)也

Nlntegrate [f.{x.a.叫.c.d}] 计算定积分 f叫dfMU

例 13 计算 1
2

sin(cosx2 )巾

例 14 计算ffffz叫dudv
In[l]:= NIntegrate [Sin[Cos[x^2]] ， {x ， l ， 2日

Out [1] = -0.386289 
In[2] :-NIntegrate [Sqrt [u v]/(Sin[芷]+y)， {x ， O.1} ，{y ， l.2}.

{u.2 ， 3}.{v.3 ，4日

队lt [2] =1. 56892 

对于被积函数的奇点，可在积分区域上列出.

例 15 计算 r↓d队。是奇点
J-1 飞/叫'

In[l]:= NIntegrate[l/Sqrt[Abs[x]] , {x. -l ,O, l}] 
队lt [1] = 4. 

例 16 分别取步长 0.02 lIJ 0毗计算积分 J6(1-22)dz
In[l]:= f[x_] :=1.0-x^2; a= O;b= 0.6; 

g[f_ ,a_. b_.h_] :=(f [a] /2+f 臼] /2+NSum[f [k] .{k,a+h. b-h ,h}])h 
In[2]:- g[f.a.b.0.02] 

Out [2] = O. 52796 
In[3]:= g[f.a.b.0.002] 

Out[3]= 0.528 叫确佳 L61-J也= 0.52川

6. 常微分方程数值解

·常微分方程数值解函数 NDSolve

NDSolve [eqn1. Y. 缸. xm.in. xm.ax}] 

对常微分方程 eqn1， ;ft.函数 u 关于 z 在 [x皿， xm且l 范围内的数值解­
NDSolve [ {eqn1 , eqn2 ,…}, {y1. y2,…}. {x , xm.in , xm.ax日
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求解常微分方程纽 {eqnl，…}关于函数{凯，的，…}在区域内的数值解.

方程或方程组的初始条件也必须作为方程列出，并和方程放在一起. 因此7 要

解 n 阶的常微分方程，必须同时给出 n-l 个导数的初始值.

例 17 求解微分方程无 +2r土 + x + x 3 = f cos (ωt) ， O ~ t 运 8.

In[1] ;=d=D[x[t] ， {t ， 2日 +2*r*D[x[t] ,t]+x[t]+x[t] ^ 3-f*Cos[w t] 

ans=NDSolve[{d==0/.{r->1/10 ， f-址，w->4} ， x' [O]==O ,x[O]==O} ,x , 
杠， 0 ，的]; (*这个输出 10.3 与 7.0 版有点区别*)

不妨画出解函数的图形 .

In[3] ;=Plot[x[t]/.四s ， {t ， O ，卧，AxesLabel-川"t" ，飞吁，

PlotLabel->"x[t]"] 

Out [3]= 

θx(t) θ2X(t) 
一fcos(tw) + 2r一一+一丁一 + X(t)3 + x(t) = 0 

θt ât 

z 

例 18 求解常微分方程

y"叮F

ν以(0创) = 6, 
y'(O) = -20, 
y"(O) = 20, 

In[1];= ss = NDSolve[{y"'[x]+ y"[x]+7 y'[x]+10 y[x]==O , 
y[0]==6 ,y'[0]== -20 , y"[0]==20} ,y ,{x ,0 ,2}] 

Out[1]= {{y • InterpolatingFunction[{O. , 2.} , <>]升

In[2] ; = p=y/ .First [%] (*取出近似函数的头部 *)

Out[2]= InterpolatingFunction[{O. , 2.} , <>] 

In[3] ; = p[1.36] 

Out[3]= 5.09536 

zε[0， 2] 
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In[4]:= Plot[Evaluate[y[x]/.ss] ，位， O ， 2}] (*画出解函数的图形吟

6 

1.5 2.0 

侣。 19

r X'(t) = -y(t) - X(t)2 , 
求解常微分方程组 < y'(t) = 2x(t} - y(吟，

l X(O) = y(O) = 1, 
t ε [0 ， 1]，计算 x(1.2) ，

y( 1. 2) 的值.

I卫 [5]:= NDSolve[{芷'[t]==-y[t]-x[t]^2 ， y'[t]==2x[t]-y[t] , 
x[O]== y[O]= =1} , {x , y} , {t , O,3}]; 

In[6] : = {p = x/.First[归， q = y/.Last[%]}; 

In[7]:= {p[1.坷， q[1. 2]} (*计算 {x (1.2) ， y(1.2)}*) 

Out[7]= {-O.301152 , O.432897} 

例 20 用二阶 Runge-Kutta 公式编程解初值问题，并画出近似解草图

dz z 

qd 

g
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引
叫

U

-
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口

d
-duu 

r
t
t
J、t
t

飞

1.2 :'Ç x 运 2.05，取 h = 0.05 

解 计算公式

r Yn+l = yn + ~(kl + k2) 

i h =川叶
k2 = f(xn + h, Yn + hkI) 

In[l] : =f[x_ ,y_] :=Cos[x]Sqrt[y]; 

xylist={{1.2 ,3.2}} ; h=O.05; 

Do[xn=xylist[[n]] [[l]];yn=xylist[[n]] [[2]]; 

kl=f [血， yn] ; 

k2=f[xn+h ,yn+h kl]; 

(*定义函数*)

(*赋初始值*)
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d=(k1+k2) h/2; 

xylist=Append[xyl工的， {xn+h ，yn+d日， (叫守新点加入芷ylist 序列中*)

旬， 1 ， 17日 (*n是循环控制釜*)

xylist (*输出 {xπJπ } ， n = 1 ， 2，…， 17吟

Out[1]= {{1.2 , 3.2} , {1.25 , 3.23038} , {1.3 , 3.25662} , {1.35 , 3.2786} , 

{1.4 , 3.29623} , {1.45 , 3.30943} ,{1.5 , 3.31813} , {1.55 , 3.3223} , 
{1.6 ,3.32192} ,{1.65 , 3.31699} ,{1.7 ,3.30752} ,{1.75 , 3.29358} , 

{1.8 , 3.27521} ,{1.85 , 3.2525} , {1.9 , 3.22555} , 

{95, 3.19449} , {2. , 3.15945} , {2.05, 3.12059}} 
In[2]:= ListPlot[xylist , Joined->True] (*画出点列对

3.30 

3.15 

1.2 1.4 1.6 

7. 计算特征值和特征向量

·计算特征值和特征向量函数

Eigenvalues [M] 计算矩阵 M 的全部特征值

Eigenvectors [M] 计算矩阵 M 的全部特征向量

Eigensystem [M] 计算矩阵 M 的全部特征值和特征向量

例 21 计算矩阵 A 的特征值和特征向量:
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In[1]:= A = {{1. , 2 , 1} , {-1. , 2 , 1} , {3 , 5 , 2}}; 

e工gen = Eigenvalues[A] (*计算全部特征值*)

Out[2]= {4.44949 , 1. , -0 . 44949} 

In[3] : = Eigensystem[A] (*计算矩阵 A 的全部特征值和特征向量吟

Out[3]= {{4 . 44949 , 1. , -0.44949} , {{0.382966 , 0 . 210826 , 0.899383} , 
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{0.408248.一0.408248.0.816497} ， {-0.0738855，一0.402638.0. 912372}日

按形式 {{λ1 ， λ2 ， λ3}， {{V1}，{吨}，{均}}输出特征值和特征向量.
不妨随机形成一个 100 阶的矩阵，再计算它的特征值和特征向量. 对于阶数

比较大的矩阵，可用 Max:函数挑出按模最大的特征值.

In[4] := Max[Abs[eigen]] 

趴lt[4]= 4.44949 

实际上系统也是按特征值的模从大到小排列特征值的顺序.

In[5] := eigen[[l]] 

Out [5] = 4.44949 
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习题 1

5 
1. L2 (:z;) = .; (-3 +:z;) (-2 +:z;) + ~ (3 - :z;) (1 +:z;) + -:. (-2 +:z;) (1 + :z;), 

3 

L2(z)=3+jz+;zz，乌 (0) = 3 

2 _ _ _ __ 19 3 。

2. L 2 ( :z;) =主 (5- :z;)(2+ :z;)+i; (-2+ :z;)(2+ :z;)= ~: +与+一矿，7 
L2 (-1.2) = 0.5086, L2 (1.2) = 2.3086. 

z (x- D (:z; -1) 1 (z叫寸) (:z; - 1) , :z; (:z; +咔-D
3. (1) L3 (x)=3 ~ -~ '\τ 川、/。

(-1) 1-1 一 ~)(-1-1) - (1)l ;)(-1) (1+1)l1-~) 

L3 (x) =斗-D (x-1) 一 (x + 1) (x 一 4) (:z;一川 (x+1)(x-4}
(2)L3(z)=-lz(z-2)(z-3)-1(z+1)z(z-3)+1(z+1)z(z-2)· 

6 
-b1"_\' x-a 1'/L\. 1气。

4. 提示: f( :z;) = 一----î f(α)+ 一----:: f(b) + 一一位 - a)(x - b). 
α - b' ,-, . b 一 α

_1气。由 f(x) 一丁「(z 一 α)(x 一时，计算出 I(x 一 α)(x - b)1 极小值

从而 |kz)| 《 i(b-a)2M2
10 

5. L2 (:z;) =一位一 100) (x - 121) 一一位- 81) (:z; - 121) +一(:z; -81)(x-100) ，
399 

L2 (105) = 10.2481, ..IW5 = 10.247, 

|乌 (1臼)一..IW5 1 = 1.17 x 10-3 , 
f(3) ({) 

R2(X)=~厂 (x - 81) (x - 100) (x - 121) , 

1/(3) (81) 11n~ 01\ 11n~ 1nn\ 11n~ 10"1 \1 IR2 (105) I :;;; I丁「 (105 一叫 (105一则 (105一叫= 2.03.10-3 

1 , _, , _, 7 
6. 的 (x) = 3 + ;;: (:z; + 1) + ~ (:z; + 1) (x - 2) -一位+ 1) (x - 2) (:z; - 3). 3 ,- . -, ,- -, 15 

f (1.2) = 2.4016. 

7. (1) N3 (x) = 1 + 2 (x - 4) + (x - 1)(:z; - 4) 一(:z; - 1) (x - 3) (x - 4); 

(2) 1[2,3,4] = (2 - 1) 1[1, 2, 3, 4] + 1[1,3,4] = 0, f[2] = -7. 
in ({) 

8. Rl (:z;) =一 2 一(:z; - a) (:z;一时， {ε[α， b]. 
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11 , \1 .,1_1.2_1 令 h = b - a , IRl(x) I :;;; I ~ (x - a)(x - b) I :;;; ~h 运 -104，从而 h 运 0.02.
、 12'- -,,- -'1'8-- '2 

9. 1 [2日， 21] = 1(2) - 1(1) = -2089, 
1[20,21 ,…,27]=1, 
1 [20,21,…,28

] = o. 
x - 1.10 _ __ x -1.05 

10. Ll (x) = 一一一一:_2.12 +一一一一~" 2.20, Ll (1.075) = 2.16, 1.05 - 1.10 - - . 1.10 - 1.05 
x - 1.20 _ __ x - 1.15 

L2 (x) = 一一一一~_2.32 +一一一一:...2.17 ， L2{1.175) = 2.245. 1.15 - 1.20---- . 1.20 -1.15 

11. H2 (x) = 1 (0) + xf [0, 1] + x (x - 1) (f' (1) - 1 [0, 1日，
1(3) ({) 

R2 (x) = J - ~!\r;;， x (x _ 1)2 ，何 [0， 1].

12. 品 (x) = 5 + 5 (x - 3) + (x - 3) (x 一时，

一 f(3) (ç) 
H2 (3.7) 局 7.59， R2 (x) 一一一一(x - 3) (x - 5)2 ,ç E [3,5]. 

3! 
13. 岛 (x) = 1 (0) + xf [0, 1] + x (x - 1) f [0, 1,3] 

+jz(z一忡一 3) (~扣扩(f旷!'伴 f们川凡巾川[1ιM川1，川叫，3叫3句n 一 f川
一 f尸(但刨4钊)气(优ω{) ) 

R3 (x) 一 -Z「z(z-1)(z-3)2 ，￡叶， 3].

14. H3 (x) = 1 - 0.25x + 0.135x (x - 1) (x 一句，

1(4) (巳)
Ra (x) = J - 4t' x (x - l)(x - 3)2 ，仅归， 3].

15. H" (x) = 17 - 49x + 51.5x2 - 22.5x3 + 3.5x4 , 
1(5) ({) 

R. (x) = 一一一位一 1)2 (x - 2户， çε[1 ， 2].
5! 
嚣'1 19 

16. 80 (x) = _~xi> - 9x溢 - _2X+l， x ε[-2， 1] ， 

3 兔 1
8 1 (x) = ~xi> 一 ~x+4， x ε[-1 ， 1].2- 2 

角? 19 
S2(z)=-Et+9Z-τx + 7, x E [1, 2] , 

8 (0) = 81 (0) = 4. 

( 80(x) = 2.6136x3 + 1.2272x2 - 0.3864x + 3.0, 
17. < 8 1 (x) = 0.1586x3 + 1.2278x2 - 0.3864x + 3.0, 

l 8 2(x) = 1.6364x3 - 3.2048x2 + 4.046x + 1.5224, 

习题 2

1. L (←去 +;z，拟合效果请看圈D1

8 (2) = 82 (2) = 9.886. 
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0.2 0.4 0.6 0.8 

圄D1

2. f (← z-iz 拟合效果请看图 D2

-0.2 

圄 D2

3. Ll(X) = 2.07151 + 2.07507x, minQ=29.7967, 
L 2 (x) = 1.90736 + 2.20445x + 0.472238x2 ， 国nQ=1.02454.

4. y (x) = 3.5 + 1.2X2. 

5. f (x) = 1.5 + 2y'x. 
6.ψ (x) = 1.2 + 0.6sinx. 

7. y (x) =1.99492 ∞s x -2.98488 sin x. 

8. y (x) = αebz ， α= 1.9973, b = 1.0020. 

方法 1: 形成法方程组

(L350(l?)=(::230 
解得 α= 1.9973, b = 1.0020, ln a = 0.6918. 

. 217. 

1.0 



.218. 附录 4 习题参考答案

方法 2: 调用 Mathematica 系统函数 FindFit.

In [1]:= data6={{-O.7 , O.99} ,{-O.5 , 1.21}, {O.25 , 2.57} ,{O.75 ,4.23}} 

model = a Exp [b x]j 

FindFit[data6 , model , {a,b} , x] 

Out[1] -{{-O.7 ，O.9的， {-O.5 ， 1.21} ， {O.25 ， 2.57} ， {O.75 ，4.23日

Out 臼] ={a •1. 99812 , b →1.0004的

注z 因所取数据点是为了练习拟舍方法，没有考虑选取数据的误差控制，这样两种方法的计

算结果略有误差，本案例适用于本章所有习题参考解答.

·ψ (x) = 一旦一， a=2且811 ， b = 0.450389. 
α +bx 

I x" I 2.36364' , _o I Xl' I 3.45856 , 
10.(1)l A l=l l i(2)l i l=l l 

\ X2 J \ 1.36364 J' " \ X2 J \ 1.79834 J 

习题 3

1. X={1矶1.34147，1 .47382， 1 .4953， 1 .49715，1 .49729} ，

X = X5 = 1.4973. 

2 ψ仰α叫呻(归例仲z叫←)= 击缸(2x3 一 b旷仇2 +42功) , 仰网州，气(例z功)川1 0:=3 =1.2却6缸
送代格式 ψα (xωZ功)在 3 附近不收敛:

件 (x) = 去(时 + 19x -42) ，件， (x) 1"'=3 = 0.5 

选代格式帅 (x) 在 3 附近收敛:

<pc(时=去 (2X3 -19x + 担) ，仰:'(功 10:=3 = 1.4阳

选代格式 ψc(x) 在 3 附近不收敢.

3. X = {0.6, 0.7,0.65,0.675,0.6625, 0.6563}, 
x = X6 = 0.6563, If(x6)1 < 10-2 . 准确解 : x = 0.657298. 

4. x"..., = X" _ 2Xk - sinxk - cc略 Xk. Xk+l = Xr. - --=_-------
:.:: - COBXr. 十 smxr.

5ZK+1=zh-t手= (1-.!.ì X Ic +斗士l'
nxí,; - 飞饥J nx豆-

6. X = {3.375, 3.31713, 3.31662,3.31662}, 
X = X4 = 3.31662. 

_5 _ 

7. f (x) = x5 - a = 0, <p (岛) =x/r.- 气言，

X = {1.63139, 1.6157,1.61539 , 1.61539} , 
x = X4 = 1.61539. 

8. X = { 2.33333,2.05556,2.00l95,2. ,2.} , 
x = X4 = 2.0000. 
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9. 

k x~ f (Xlo) 
。 1 -4.0 
l 3 16.0 
2 1.400000 -3.456000 
3 1.684211 -2.275259 
4 2.231877 2.421963 
5 1.949491 一0.439399

6 1.992855 -0.063995 
7 2.000248 0.002230 
8 1.999999 一0.000011

近似根 x = 1.99999. 

10川叫叫0川川川X卫沪{ο叫1

ι ( :::::;zz泣泣::zz;:2;z; )〉川，1川Ix沪(σ仰2) 一 泸叫叫叫)1训几|川"=∞ = 0.001017 

X(S)=(::23;)||XOLXO)||∞ =1… 6 
习题 4

1. (1) Gauss 、消元法:

列主元法z

l::22232l → [423!;232l 斗 ::13
(2) Gauss 消元法z

-69.47 一1拥 ~3 ]• [001 -69.47 一叫中2 = 2.000 
2.01 8.51 15.01 I I O. 13970. 27940. I 1 :1:1 = 1.000 

列主元法:

-6947-M893l lo -69.51 一1390lr2000
2.01 8.51 15.01 I -+ I 2.01 8.51 15.01 I => ~ Xl = -1.000 

2. (Xl ,X2,X3 ,X4) = (3，一2 ， 1 ， 5).

3 2 一1 3 2 一1 3 2 

3. (1) I 2 1 -2 - 。 7 2 - 。 7 2 1=-26. 

3 6 2 。 15 8 。 o 26/7 
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*10 阳 A 的叫解时，如=(:;:
Ln ， Un 都是 k 阶方阵，则 tl，. =d的(LnUn) 手 O.

{An A12 \ 
反之，设 A=l l ，其中 An 是 π-1 阶可逆方阵，则

\ A21 A22 J 

一32 z ‘ 
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对 An 重复上述分解，得 A 的 LU 分解

(2) 显然

(3) 对 n 归纳首先存在置换方阵R 和 Ll = (1 
y )，使得 L1PIA = (b ~ ) 

1α 1，..-1 J \ J:j J 

其中 α 的元素绝对值都不超过1.根据归纳假设， B = P2L2町，其中且是置换方阵， L2 是元

素绝对值都不超过 1 的单位下三角方阵，归是上三角方阵从而，
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=可1 ( 1 鸟) (一ι L2 ) ( b 二 ) =PLU 

其中 P = P1-
1 (1 _ )是置换方阵， L = ( 2T ~ )是元素绝对值都不超过 1 的
飞 P2 J \ _P2

L

α L2 J 

单位四方阵， U= ( b 二)是上三时

习题 5

1. (1) IIXlll = 1α1 + Ibl + Icl, IIXI12 = va2 + b2 + c2, IIXII∞ =max{1α1 ， Ibl , Icl}. 

(2) IIAI11 =川12 = J3+2V2, IIAII∞ =2 
(3) IIAI11 = 7, IIAI12 局 6.22614.

但刨) 1川恻IA问问A剧剧川|川h←户11=问1卢1=2斗叫叩2丸到川州M川，IIA刷川M恻恻IA问问A剧剧川112 = 

2. (1) p(B) = 4, Co咀d∞ (B) = 2. 

(2)ρ(B) = 8, Cond∞ (B) = 骂 =4.95
4叫 =O.h (1+ 吨的)，

4叫 =01*(zf)+的，
3. (1) < 

3 村) = O.h (1 + X~k) +的，

zT叫= O.h (2+的，
( X(1) = (0.1000, 0.00ω， 0.1000, 0.2000), 

算得~ X(2) = (0.1000, 0.02ω， 0.1200, 0.2100), 
l X(3) = (0.1020, 0.0220 0.1230, 0且20).

础矩阵 M= I 占 1 1 

o _!二 ， ρ(M) = 1+ 飞V/5 
110 20 ~0.1618. 

(2) 

10 
。

X~k+1) = 0.1 * (1 + X~k)) ， 

X~k+1) = 0.1 * (x~k+l) + x~1I:))， 

zf+1)=0.1*(zf+1)+zik}), 

xik
+1) = 0.1 * (2 + x~k+勺，
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( X(l) = (0.1000, 
算得~ X(2) = (0.1010, 

l X(3) = (0.1020, 

。

。

0.0100, 
0.0202, 
0.0225 

1 

10 

1 

附录 4 习题参考答案

0.1010, 0.2101), 
0.1230, 0.2123), 
0.1235, 0.2123). 

。 。

1 
。

法代矩阵 M=
100 10 

1 1 1 
， ρ(M) = 一2一00一局 0.02618.

。
1000 100 10 

1 1 1 

4. (归(1)=(-;，吩 ， X(2) = (忐-Zt)

(2) X(l) = (卡， 2) ,X(2) = (~，一言， 2)

k 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

(2) 

k 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

x(的

(0.0000，一2.1000， -4.8400) 

(-0.9040, -2.7648, -5.2867) 

(-1.0816, -2.8450, -5.3543) 

(-1.1044, -2.8563，一5.3634)
(-1.1076, -2.8579, -5.3647) 

(-1.1080, -2.8581, -5.3648) 

(-1.1081, -2.8581，一5.3649)

X(~l 

(3.2000, 0.5667, -2.3167) 

(2.8500，1.1806，一1.8347)

(3.0692， 0.9103，一2.0794)

(2.9662，1.0434，一1.9614)

(3.0164,0.9789, -2.0187) 

(2.9920,1.0102, -1.9909) 

(3.0039,0.9950, -2.0044) 

(2.9981,1.0024, -1.9979) 

(3.0009， 0.9988，一2.0010)

(2.9996,1.0006, -1.9995) 

(3.0002， 0.9997，一2.0002)

||沪l _X(Jo-1lll 
4.8 

0.9 

0.2 

0.02 

0.003 

0.0004 

0.00006 

|IX(的一 X(Jo-1l ll田



附录 4 习题参考答案 . 225. 

6 川盹代矩比 ( Jt :斗斗仆巾)， p护， p(ρ叫州州仲(仰侧M削昨)恒= 去扣〈ι叫叫1忡叫叫叫钟钊钊叫It川川t叫们|问叫<..;2 d 

… 坠d由喇叫S胁阳Seid副叫i挝d

7 户_D-1引斗D-1叫-1飞垃1￥址Ak= ( i : ;;刊吵")十}pρ叫州(问m…=斗卡0归哼刮叫Jaco削叫bi叫

归ι一 … 叫 ; : j ) 叫M州仲S玛肚…)恒=

。
1 
2 

ti-q61A-qa 

， p(S)=j 斗 Gaus萨Seidel 法代收敛S=I-(D+L)-lA= 

。。

I -0.9286 -0.7857 0.5714 

、 I 1.1071 0.3214 -0.3929 
*8. (1) A- .L = I 

I -0.0357 -0.1071 -0.0357 
飞 -0.2857 0.1429 0.2143 

0.1429 飞

-0.0357 I 
,. 

0.1786 I 

-0.0714 I 

I 4.0882 -1.5000 1.4706 -3.8529 飞

咱 I -2.3529 1.0000 -0.8824 2.4118 I (2)B-A=|| 
I 2.6471 -1.0000 1.1176 -2.5882 I 
飞1.0882 -0.5000 0.4 706 -0.8529 I 

I 0 旦旦 、

*9 证明: Jacobi 选代矩阵 Ml = I ~… α11 1 ，谱半径 Pl = 
1 一二三 o I 

Jacobi 选代收敛当且仅当 ρ1 < 1，即 |α12a211 < 1α11α221. 

Iα11 0 \ I 0 一α121I01l
Gauss-Seidel 选代矩阵 Mz=l l l l=| -- l ，谱

1α21 α22J \0 OJ \0 旦旦旦旦 I 
飞 a11α22 I 

半径 P2 = I击|
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Gauss-Seid创造代收敛当且仅当向< 1，即 |α12α211 < 1α11α221. 

*10. 选代矩阵 M = ( 1 - 30 -20 , 
1 一α1-2αI

特征多项式 ψ(λ) = (λ-1+4α)(λ-1+α)，谱半径 p= 皿且(1知一 11 ， 1α-1 1).
1 ... 2 

迭代收敛当且仅当 p < 1，即 0<α<- 当 α- 时， ρ 最小，送代收敛速度最快.2 - - 5 

习题 6

1. (1) 提示z 先分析代数精度，再计算积分公式误差.

- !' (句)R(x) 一 -r(b-G)2 ， ηε [a， b]

fα b a+b飞
(2) 提示z 对 f←一 +x 一一~ v ]在一一做Thylor 展开，

\ 2 2 J 

_1气η)
R(x) 一丁r(b-a)3 ， HIa，同

2. 提示:用代数精度定义验证或用Thylor 公式展开.

具有二阶代数精度.

3. 1 (1) =子1(0) +子1 (2h) 

4. (1) 1.20711; (2) 1.0000. 
5. (1) 0.72417; (2) 1.03829. 

6. T (I) = 5.5,8(1) = 5.46667. 

7. 在 [2.10，2.1句， [2.15 ，2.17] 上用 Simpson 公式1 在 [2.17，2.20] 上用梯形公式， 得 8(1)=

0.3185. 
8. 

n T (J) S(J) T (J) R (J) 

1 0.75ω。

2 0.70833 0.6!但44

4 0.69702 0.69325 0.69317 

8 0.69412 0.69315 0.69315 0.69315 

1 (1) 但 0.69315

9. (1) 0岛; (2) 0.34135. 

10. (1) 2.∞01; (2) -125.345. 

11. (1) 川) = 1, Tl (时 = X ,T2 (x) = ~ (-1 + 3x
2

) ， Ta 伊)=iz(-3+时)

(2) T2 (x) = 0, X~2) = 一土但一0.57邸， X~2) = 豆但 0.57735，
v'3 

但)= r ~-1/../3_dx 一 1 ， α~2) = r :+ 1/v'3 dx=1 
1-1 -1/v'3 -1/v'3~ -~， ~2 -}_1 去 +ν



附录 4 习题参考答案

G2 (刀 = 1 (-0.57π5) + 1 (0.57735) 

12. !' (0.四)何一100， l' (0.06) 自 150.

13. f" (0.20) 刽 f'(0.20) 一1'(0.102 = 30, f" (0.40) = -50. 
0.10 

14. 三点中点公式: !' (0.53) 用 0.7783.

五点中点公式: !' (0.53) 局 0.77825.
2 

15. !' (0) 白马 (0) = -n-~f(-h)+ 一f(O) + 一f(2时，3h" , .~， . 2h" ,-, . 6h 

f" (0) 但巧 (0)= ￡f(-h) 一击f (0) + 3~2 1 (2h) 

习题 7

1. y(x) 在 {0.1 ， 0.2, 0.3, 0.4, 0.5} 处的值为{1.1 ， 1.231, 1.4025, 1.6295, 1.9347}. 

. 227. 

2. 周向前 Euler 公式作为初值估计，用向后 Euler 公式做一步迭代，得到 y(x) 在{1.1， 1.2 ，

1.3, 1.4, 1.5} 处的值为{1.241 ， 1.5336, 1.8857, 2.3060, 2.8043}. 

3. 取 h= 1，得到 5 年后的人口为 56751.

4. y(x) 在{1.2， 1.4, 1.6, 1.8, 2.0} 处的值为{1.484， 2.179 ， 3.150， 4.474， 6.24η-

5. y(x) 在 {2.2， 2.4, 2.6} 处的值为{1.3565 ， 1.6614, 1.9391}. 
h 

6. 得到格式为 y，，+l = y ,,-1 + 百 (1(x"+1 , Y"+1) + 4f(x" , y,,) + I(X"-I , Y"-l)) ， 至少需

要 3 阶精度的格式作为起步和预估计算.使用 4 阶 Runge-Kutta 格式作为起步和预估计算，得

到 y(x) 在 {3.2， 3.4, 3.6} 的值为{1.858，3.5999，7.2场69}.

7. 格式为 2 阶精度，因此可以用向前 Euler 格式作为起步计算.得到 y(笃叫)在{归0.1， 0.2

0.3, 0.4, 0.5} 处的值为{1.0， O.锦5， 0.960币， 0.9271, 0.8859}. 

8. 提示z 假定 y，. = y(x") ,y ,, = y(x") ,y,, = y(x，，)， 利用微分方程得到

如=帅，，) +生 [2句'(x，，) 一时(X"-I) +句'(Xn-2)]

将上式在 x" 处Taylor 展开，与 ν(X"+I) 在 x" 处的Taylor 展开式比较后，即可得到误差为

"向+1)-h+1=;护y(俨(但(4)(X

9. 用 4 阶 Runge-Kutta 方法，以 1 年为步长，得到 3年后的数量为 u = 0.2238, v = 0.0988. 

*10. 提示E 与第 8 题类似，利用 t句lor 展开可以得到 α= 9, ß = 6. 此时，格式的局部截

断误差为 ?ny(5) (xn)h5 + o(h5 ) ， 是一个 4 阶精度的格式.
10 

习题 8

1. (1) 特征值为 7，特征向量(略)j (2) 特征值为 3.8284，特征向量(略)j

(3) 特征值为一4，特征向量(略).

2. (1) -0.2426，特征向量(略)j (2) 2，特征向量(略).

3. (1) 2.5858, 5.4142j (2) 7, 1. 

4. (1) 1.476，一0.1451 ， 4.669j (2) 4, 5.ω56，一1.6056.



.228. 附录 4 习题参考答案

5. 解注意到 x81x6 = x9/x7 = x10/x8 = (16， 16， 16)，因此按模最大特征值有 2 个，且互为

相反盘， λ1 = ->'2 = Æ = 4. 相应的特征向量为

叫= XIO +λlX9 = (-7158.2787,3579.1389, 10737.418) 

V2 = X10 +λ2X9 = (603.9797， 0，一603.9797)

根据特征向量性质取

民=新品函={一机3}，民= {1, 0, -1} 

6. 解注意到序列的奇、偶序列收敛到方向相反的两个向量，因此按模最大的特征值只有

一个，且小于零.此时特征向量 V1 = (0.2580，一0.03746， 1)，而且 = AV1 = (-2.26346, 0.3287, 

8.7739)，因此特征值 λ1 = -8.7739. 

7. 对 A-pI 用反军法可以求出 A-pI 的按模最小特征值 μ 及相应的特征向量 V， 则 A

与 p 最接近的特征值为 p+ μ，相应的特征向量为。.

f 0.8 1 0 飞{川(的_ X(的
记 B = A - 1.21 = I 1 1.8 1 1，对 B 进行反事法运算~ IJ - IIx(k) 1I∞' 

飞 o 1 2.8 J l BX(k+1) = y(k). 

取初值 x(o) = (1 ,1, 1?，选代后可以得到按模最小特征值及相应特征向量

μ 但一土一 ， V ~ (1，一0.7321， O.2689)T
14.7169 

故所求特征值和特征向量为

λ 但1.2+ 一土一= 1.2680, v 自 (1 ， -0.币21 ， 0.2689)T
14.7169 

可以得到其精确值为

λ=3- v'3时 1.2680， V = (1 ,1 - v'3, 2 - v'3)T 

8. A 为实对称矩阵，则存在 n 个单位特征向量 Vl ， 饨，…，阳，且满足

A的 =λ巾， (Vi ,Vj) = ðij 

则有
(口}
=α1创1+α2V2 +... +α，..V，.. 

X(k) = λfα山 +λ2α2V2 + … +λiα'nVn 

而

(Ax(时 ， X(的)

(X例， X(k)) 

( X(k+1) , X(kl ) 
(X(的， X(k)) 

λ?k+14+λ3k+14+···+λ;"+10:; 

λ俨α~+λ俨α~+...+λ铲α2

飞
、1
，
，

J
'

斟
俑

'ba \1

,/ 

h-h r
F『
t
1
、

/
F
Z
E
E
-
、

。
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一
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