
第六章 等离子体的平衡与稳定性
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6.0引言
¡ 自洽性起关键作用的首要问题是等离子体的宏观平衡和稳定性：如何利用磁场的
作用来维持等离子体的稳定的宏观平衡，进而使得聚变反应能够在连续稳态运行
模式下进行？

¡ 宏观平衡和稳定性分析是基于单流体模型即磁流体力学模型来进行的。磁流体力
学模型是对双流体模型的简化，由只考虑宏观行为的特征时间和特征空间尺度而
导出。具体来说，特征标长!取等离子体半径（!~#），而特征时间$是指离子以
热速度穿过等离子体的度越时间（$ ∼ #/'()）。由此得到特征速度* ∼ !/$ ∼ '()，
它是等离子体能够达到的最快的宏观速度——离子声速。

¡ 内容：从双流体模型出发导出磁流体力学模型，同时通过单粒子导心理论来推导
磁流体力学模型。目的：直观上导出的磁流体力学模型和单粒子导心运动模型的
确是自洽的。 4



6.0引言
¡ 从磁流体力学层面考虑，可以将磁流体力学电子动量方程转化到单流体的欧姆定律，它可以将电
场和电流联系在一起。实际上，欧姆定律有三种表达式，相应地，磁流体力学模型也有三种表达
形式。保留项数最多的形式被称为“广义”欧姆定律。其次是“电阻性”欧姆定律。略去电阻项
后为“理想化”欧姆定律，它相当于说等离子体具有理想导电性。对于所有三种欧姆定律形式，
力平衡关系式都是一样的。

¡ 磁流体力学平衡方程的形式化及其分析：磁流体力学平衡的过程涉及两种不同性质的力。第一种
是热气体膨胀产生的径向扩张力。事实表明，环向（即长程方向上）磁场和极向（即短程方向上）
磁场都能够平衡径向扩张力。第二种是由于环形几何产生的环向力。这个力将驱使等离子体“环”
向更大的大半径方向膨胀。在此情形下，只有极向磁场才能抵消环向扩张力。事实表明，保持环
向力平衡的磁场的关键特征就是磁场线连续地缠绕圆环，即所谓“旋转变换”。可以通过一些简
单的磁场位形计算旋转变换。一般来说，轴对称环形聚变装置通过环向等离子体电流来产生旋转
变换。但也可以在没有环向电流的情形下产生，如仿星器的磁场位形，内在三维的。

¡ 结论：存在多种不同的磁场几何，它们都能提供维持等离子体环向平衡所必需的力。然后检验这
些平衡位形的磁流体力学稳定性，从而确定哪一种最具有实现稳定的高比压聚变堆的吸引力。
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6.1磁流体方程
¡ 从双流体模型推导磁流体力学模型的过程比较简单：

¡ 首先，需要明确相关的标长和时间尺度，以便为与双流体模型中各项的
大小进行比较打下基础；

¡ 其次，由于磁流体力学只关注宏观尺度行为，因此凡涉及电子质量的小
量、等离子体的非相对论速度，以及和德拜长度尺度有关的量将被明显
简化掉；

¡ 最后，双流体模型到磁流体力学模型的转换是通过引入单流体变量和忽
略一些小量取得的，过程中只关心与磁流体力学相关的特征长度和时间
尺度。 7



6.1磁流体方程__与磁流体力学有关的基本标长
¡ 描述磁流体力学的特征长度、特征时间和特征速度分别由!~#， $ ∼ #/'()和
*+ ∼ '()给出。在做进一步处理时需要将双流体模型中的未知量以及其它自然显
现的长度、时间和速度等尺度与磁流体力学的尺度进行比较，由此决定其去留：
¡ 首先考虑电场。就宏观速度而言，一般认为垂直方向的感应电场比较大，意味着流体
速度主要是,×.漂移速度。为了和假定的磁流体力学特征速度'()相一致，必有/0 ∼
'()1。因为电子和离子都以相同的,×.漂移速度移动，故*2 ∼ *) ∼ /0/1 ∼ '()。 /∥
的尺度较复杂。

¡ 其次，注意到电子和离子具有相同的,×.漂移速度，因此电流密度4 = 6 7)8) − 7:8:
将只保留首项，意味着|4|/67'() ≪ 1，不等式迅速得到量化。此外，与磁压强相比，
假定等离子体压强是有限的，即> ≡ @/ 1A/2CD ∼ 1。

¡ 最后，为了满足聚变等离子体的定义，另外两个不等式也必须满足：小的离子回旋半
径EF) ≪ #和低碰撞频率 H̅2) ≪ '()/#。目前的实验和聚变堆都能很好地满足这两个条件。
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6.1磁流体方程__与磁流体力学有关的基本标长
¡ 定义磁流体力学的所有不等式归纳和总结如下：

!
长度： " ≫ $%& ≫ $%' ∼ )*'

频率：+,'& ≪ ./0/" ≪ 230 ≪ 234 ∼ 254
速度：./0 ∼ 67 ≪ 68' ≪ [:]

这里，注意到阿尔文速度6<= ≡ ?=/@AB&C& ≈ 268&= /F。此外，上式中黑体
符号表示磁流体力学的特征尺度。方括号内的项表示，和磁流体力学尺
度相比，这些项充分满足不等式。不等式的等级在后文推导过程中将详
细讨论。
¡ 这些简单的定标关系可以用来比较双流体模型中各个项，从而决定哪
些项保留，哪些项可忽略。
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6.1磁流体方程__“明显的”简化
¡ 对双流体模型的“明显”简化源于上式的方括号中那些充分满足不等式的项：

¡ 第一个简化：相关的特征时间尺度! ∼ #/%&'，相应的磁流体力学频率( ∼ 1/! ∼ %&'/#，与电子
的固有频率相比，它是一个非常低的频率，即( ≪ (+, ∼ (-,。事实上，这两种频率之间相差
几个数量级，意味着电子动量方程中的电子惯性项可以被忽略，因为比起磁流体力学特征时间，
电子响应时间要快得多。形式上，令., → 0来得到恰当的数学上的极限值。

¡ 第二个简化：与等离子体宏观流动的非相对论性尺度有关。因为%&'要比光速1小几个数量级，
因此可以忽略掉麦克斯韦方程组中的位移电流项。类似地，磁流体力学的特征标长很容易满足
不等式# ≫ 34,。

¡ 第三个简化：泊松方程中的电场梯度项被忽略，进而得到等离子体准中性条件： 5, ≈ 5'（不
要误以为准中性假设即意味着∇ ⋅ 9 = 0，不对！其实应为;<∇ ⋅ 9 ≪ =5,）。这些简化使麦克斯
韦方程从严格的相对论性洛伦兹不变量形式简化为自洽的低频下的伽利略不变量形式。形式上
说，取极限;< → 0，就可以从数学上得到低频条件下的麦克斯韦方程组。 10



6.1磁流体方程__“明显的”简化
¡ 在上述简化的基础上，双流体模型简化为：

!"#
!$ + ∇ ⋅ "#(# = 0
!"+
!$ + ∇ ⋅ "+(+ = 0

0 = −-"# . + (#×0 − ∇1# − 2#"#4̅#+ (# − (+
2+"+

!
!$ + (+ ⋅ ∇ (+ = -"+ . + (+×0 − ∇1+ − 2#"#4̅#+ (+ − (#

3
2"#

!
!$ + (# ⋅ ∇ 7# + 1#∇ ⋅ (# + ∇ ⋅ 8# = 9#

3
2"+

!
!$ + (+ ⋅ ∇ 7+ + 1+∇ ⋅ (+ + ∇ ⋅ 8+ = 9+

∇×. = −!0!$
∇×0 = :;- "+(+ − "#(#

"+ − "# = 0
∇ ⋅ 0 = 0
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6.1磁流体方程__单流体变量
¡ 将单流体变量引入到双流体模型，其单流体变量为质量密度!，宏观速度"和压强#，
定义为：
¡ 首先，因为离子质量远大于电子质量，因此单流体的质量密度近似为离子质量密度：

! ≡ %&'
¡ 其中'( = '& ≡ '是因为满足准中性条件。
¡ 第二，离子和电子的流体速度均近似等于*×,漂移速度。由%& ≫ %(，可知流体的动量由离子携带：

. ≡ /&
¡ 第三，电子流体速度是通过电流密度0来定义的：0 = 1 '&/& − '3/3 ，或者说

/( ≡ . − 0/1'
¡ 最后，单流体模型中的压强就是电子和离子压强的简单的和：

# ≡ #( + #&
¡ 以上的式子提供了单流体变量和双流体变量之间的必要联系。
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6.1磁流体方程__质量守恒方程
¡ 两个质量守恒方程中所包含的信息通过下述方法得到：

¡ 首先， 用离子质量!"乘以离子守恒方程并引入单流体变量，得到：
d$
d% + $∇ ⋅ ) = 0

¡ 式中， ,
,- =

.
.- + / ⋅ ∇是随着离子流体一起运动的普通对流导数。

¡ 第二个关系式通过用电子电量0乘以两个守恒方程然后化简方程来得到。 利用电中性条件，得到：
∇ ⋅ 1 = 0

¡ 这是一个冗余关系，因为通过对安培定律的低频形式求散度也能得到： ∇ ⋅
∇×3 − 561 = −56∇ ⋅ 1 = 0。因此，式,7

,- + $∇ ⋅ ) = 0是从质量守恒方程中能得到的
唯一独立的信息。 13



6.1磁流体方程__动量守恒方程
¡ 两个动量守恒方程简化如下：

¡ 首先，将两个方程叠加并引入单流体变量，得到如下方程：

! d#d$ = &×( − ∇+
¡ 需要注意的是，电场项由于电中性关系被舍去，碰撞项则由于弹性库仑碰撞中电子和
离子的总动量守恒而被舍去。

¡ 这个方程是磁流体力学模型中最重要的方程，因为它描述了等离子体的基本力平衡关
系。物理解释如下：等号左边表示惯性力，对决定等离子体的动力学行为很重要；等
号右边的&×(项表示用来约束等离子体的磁场力，∇+项表示引起等离子体热核向外膨
胀的压强梯度力。在没有流动的稳态情形下，惯性力为零，平衡由磁场力和压强梯度
力相等来实现。根据定标关系，只有电流密度&满足, ∼ +//0时，这两个力才能平衡。
这意味着如前所述，,/12345 ∼ 675// ≪ 1。
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6.1磁流体方程__动量守恒方程
¡ 通过将电子动量方程简单改写为欧姆定律的形式并引入单流体变量，可以从动量方程中获得
另外一些信息，通过简单计算得到：

! + #×% = 1
() *×% − ∇-. + /*

¡ 上式就是所谓的“广义”欧姆定律。公式左边表示随等离子体一起运动的参考系中的电场，
右边的*×%和∇-.项分别表示霍尔效应项和电子逆磁项。这两项在其有重要作用的情形下保留，
但在磁流体力学范围内忽略。事实上，对其大小课做简单估计：01/()31 ∼ -/5()31 ∼
678/5 ≪ 1，故可以被忽略。最后一项描述等离子体的电阻性，也是小量，因为磁流体力学的
定标关系意味着/0/31 ∼ :;85/3<8= 67;> 5> ≪ 1。故在此基础上，电阻项也可以忽略。讨论
的最终结果就是上式可简化为“理想”欧姆定律：

? + 3×1 = 0
¡ 注意：在随等离子体一起运动的参考系中，电场为零。换句话说，等离子体行为类似于理想
导体。
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6.1磁流体方程__动量守恒方程
¡ 最后，需要指出的是，尽管电阻项很小，但在有些时候，欧姆定律还需要保留这
一项。这是因为：

¡ ①电阻项是动量方程中唯一表征耗散效应的项（也就是说，霍尔效应项和电子逆磁项
都是非耗散的）；

¡ ②“理想”磁流体力学定标关系仅适用于垂直方向，这是因为!×#的平行分量为零，
欧姆定律方程左边唯一可用作比对的项是$∥，而这一项也没定标。

¡ 因此，如果假设$∥ ∼ '∥，那么这两项就需要保留，而且电阻项的贡献出于自洽上
的考虑需作如下改动：() → ()∥。实际上，从数学表示的简明性考虑，通常整个
()都被保留。由此给出平行于磁场方向的正确表达式，同时也带来了垂直方向上
近乎可以忽略的小的不自洽性。保留电阻项即可得到“电阻性”欧姆定律：

+ + !×# = () 16



6.1磁流体方程__动量守恒方程
¡ 最后还有一点需要提及的是电阻率!的值。有关等离子体动理学模型的更精确计算表明，
电阻性欧姆定律的实际表达式是" + $×& = !∥)∥ + !*)*，即电阻率是各向异性的，这是
因为正确的分布函数要比简单位移了的麦克斯韦分布复杂得多。动理学理论显示，上式
中从简单位移了的麦克斯韦分布导出的!值实际上相当于垂直方向的电阻率，即!* = !。
然而，正确建构平行方向上欧姆定律模型需要的却是!∥。平行电阻率的更准确的值要比!
小一个差不多1/2的因子：!∥ = 0.51!。就目前而言，各向异性是不重要的。因此，出于
简单性考虑，通常假设电阻是各向同性的，即 ! → !∥ ，因为耗散影响主要是在平行方向，
故电阻性欧姆定律表达式为：

0 + 1×2 = !∥3

¡ 从经典输运理论出发，有

!∥ = (0.51)
2

1278/:
;:<=

>/:

?@:A=
8/: lnΛ = 3.3×10FG

1
AH
8/: (Ω ⋅ m) 17



6.1磁流体方程__动量守恒方程
¡ 电阻性主要从两个方面影响到等离子体行为：

¡ 首先，与理想磁流体力学情形相比，电阻性允许可能出现的不稳定性范
围更宽。但这些不稳定性具有更慢的增长率，通常并不导致等离子体的
宏观损失，而是增强了的输运损失。

¡ 其次，即使不存在电阻性不稳定性，电阻项依然是动量方程中唯一的耗
散项。这种耗散导致粒子扩散和磁场扩散这两种主要的输运损失。同样，
与磁流体力学的特征时间尺度相比， 这些现象的时间尺度更慢。因此，
电阻性磁流体力学要和等离子体输运结合起来讨论。

¡ 双流体动量方程转化为单流体动量方程和欧姆定律， 其中欧姆定律可
以是理想的或者电阻性的。这里不考虑涉及广义欧姆定律的问题。

18



6.1磁流体方程__能量守恒方程
¡ 在磁流体力学范围内，能量方程可以大大简化。包括热传导在内的所有源项和汇
项都被忽略。等离子体的加热和冷却一般要比理想磁流体具有更慢的时间尺度，
例如零维热传导项（它的贡献总是最大），其形式为∇ ⋅ # → 3&'/)*，式中)*是能
量约束时间。由于就目前的大装置或反应堆来看， )*的取值范围是0.1 ∼ 1s，所
以很明显，这个时间要比磁流体力学特征时间长很多： )/ ≫ 1/234 ∼ 15s。

¡ 基于上述理由，并引入单流体变量，将离子能量方程简化为：
3
2&

8
89 + ; ⋅ ∇ '4 + <4∇ ⋅ ; = 0

¡ 利用质量守恒关系消去∇ ⋅ ;项，上式化简为熟悉的绝热形式：
d
d9

<4
?@ = 0

¡ 其中A=5/3。
19



6.1磁流体方程__能量守恒方程
¡ 接下来，由于磁流体力学的定标关系给出!" = $ − &/() ≈ $，因此电
子满足相同形式的能量方程：

d
d,

-.
/0 = 0

¡ 将两个能量方程叠加，并利用定义- = -2 + -"，我们得到单流体能量
方程表达式：

d
d,

-
/0 = 0

¡ 注意，在磁流体力学中没有必要区分-2和-"，因为上式仅仅包含二者
的和。
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6.1磁流体方程__磁流体力学方程总结
¡ 现将以上推导的单流体方程集合在一起，由此构成封闭的磁流体力学模型方程组，归纳如下：

质量：
d"
d# + "∇ ⋅ ' = 0

动量： " d*d# = +×- − ∇/

欧姆定律：
0 + *×- = 1 (理想磁流体力学)
0 + *×- = 2∥+ (电阻性磁流体力学)

能量：
d
d#

/
"4 = 0

麦氏方程组：
∇×0 = −5-5#
∇×- = 67+
∇×- = 0

¡ 这就是用来分析聚变等离子体的宏观平衡和稳定性的基本模型。
21
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6.2磁流体的平衡

¡ 磁流体力学模型的第一个重要应用与平衡计算有

关。如何通过外加磁场和内部感应磁场共同作用

提供一个平衡力，使得等离子体维持在真空室内

的预想位置？这里给出一个关于产生力平衡基本

问题的简明的定性描述。

¡ 首先感兴趣的平衡是约束平衡，具体地说，是考

虑右图(a)所示的真空室中的聚变等离子体的平衡。

这里磁场的作用是将等离子体与真空室第一壁隔

离，这样才能维持热等离子体和相对冷的壁。虽

然物理目标明确，但磁流体力学方程可以有多种

数学解，只需要那些与约束平衡有关的解。右图

(b) ~(d)给出了磁流体方程几组可能的数学解，其

中只有一 组显示的是好的约束，压强总是正的，

且壁上压强为零。
23



6.2磁流体的平衡
¡ 定性来看，环形结构中的磁流体力学平衡
可分为两类：径向压强平衡和环向力平衡。
径向压强平衡如右图所示。等离子体是一
团芯部炽热的气体，具有沿小半径方向向
外膨胀的趋势。为了平衡这种径向扩张力，
就必须有磁场和电流。下面会看到，有两
种最基本的磁场形态（“!箍缩”和“"箍
缩”以及二者的综合）可以产生平衡所需
的径向压强。需要指出的是，径向压强平
衡问题对于环形位形和没有环效应的直线
形位形都很重要。

24

在直线形和环形位形中沿小半径
方向的向外的压强扩张力



6.2磁流体的平衡
¡ 第二类平衡问题是环向力平衡。正如其名称所暗示的，它完全
是由环形几何产生的，如右图所示。由于环效应，环向（即以
!为半径绕"轴的圆周方向）磁场和极向（即沿小圆截面圆周方
向）磁场都不可避免地会产生将等离子体沿大半径!方向向外
推的力。一些用来平衡沿环向向外的力的方法，以避免等离子
体撞向第一壁，包括：在等离子体周围放置理想导体壁，外加
“垂直场”和利用“环向螺旋”场。

¡ 将简化理想磁流体力学模型以便应用于平衡问题的讨论：从描
述磁流体力学平衡的一些基本特征开始，在一维圆柱模型下研
究径向力平衡问题，接下来再研究环向力平衡问题，并导出一
个简单的近似关系式。这个关系式将给出携带环向电流的二维
轴对称环面取得环向平衡的条件。 最后，通过简单讨论给出在
三维环向螺旋位形下实现环向力平衡的条件。这些结果将为讨
论MHD稳定性奠定基础。

25

环形效应产生的沿大半径方向向外的力



6.2磁流体的平衡__磁流体力学平衡模型
¡ 定量分析的第一步是简化磁流体力学模型以便用于处理平衡问题。这里的简化基于两个
基本假设，它们定义了有关的磁流体力学平衡：①平衡等离子体中的所有物理量均与时
间无关（ !/!# = 0）；②假定等离子体是静态的（ & = 0）。稳恒流体 (& ≠ 0）静态平
衡是可能的，但是在目前和以后的实验中不占主流，不是讨论的重点。

¡ 简化过程如下：基于上述假设，磁流体力学中质量和能量守恒很容易满足。理想欧姆定
律要求( = 0，反过来这也意味着法拉第定律自动满足。至于电阻性欧姆定律，仍然要保
留一个小的电场，它产生一种时间尺度比磁流体力学时间尺度要慢的输运，但就眼下来
说可以忽略该项。余下的非平庸方程相当于欧姆定律，确定了磁流体力学平衡模型：

)
*×, = ∇.
∇×, = /0*
∇ ⋅ , = 0

¡ 这些方程描述了与聚变相关的所有磁场位形的平衡性质。 26



6.2磁流体的平衡__磁通量面
¡ 在进行径向压强平衡与环向力平衡的定量讨论之前，可以
先导出一些关于磁流体力学平衡的一般性质。第一个特性
与磁通量面的概念有关。为了理解磁通量面概念，先来虑
已经取得等离子体约束平衡的等压面，如右图所示。由定
义可知，矢量∇"垂直于"的等压面。现在，用#点乘磁流体
力学动量方程的两边，可得：

# ⋅ ∇" = 0
¡ 上式表明，磁场线（即#的平行线）必须在等压面上，即不
存在垂直于等压面的#分量。

¡ 因此，这些等压面也称为磁通量面。在约束完好的等离子
体中，等压面与磁面重合，形成一系列封闭的巢状环向曲
面。

27

环向约束平衡下的等压面



6.2磁流体的平衡__电流面
¡ 用!点乘磁流体力学动量方程的两边，很容易得到磁流体力学平衡的另一个一般性质：

! ⋅ ∇$ = 0
¡ 即电流线也在等压面上。 !没有垂直于等压面的分量，如左下图所示，这意味着电流在磁面之间流
动而不穿过它们。需要注意的是，尽管'和!都在磁面上，但这并不意味着'和!平行。如右下图所
示，一般来说， '和!间的夹角是任意的，当然物理上也存在两者平行或者垂直这样的特殊情况。

28

电流在磁面1和2的两个不同环向位

置之间流动而不穿过磁面

磁面显示，一般情形下'线和!
线之间的夹角不是平行的



6.2磁流体的平衡__磁压强和磁张力
¡ 最后一个一般性质与磁压强和磁张力有关。磁场以这两种形式来维持等离子体的受力平衡。
有关的关系式可以通过安培定律消去动量方程中的!并利用矢量恒等式∇ #$/2 = (×(+×
() + (( ⋅ ∇)(得到。经过简单计算得到：

∇/ 0 + #$
212

− #
$

12
4 = 0

¡ 其中，∇/= ∇ − 6(6 ⋅ ∇)是梯度算符的垂直分量；4 = 6 ⋅ ∇6是曲率矢量。
¡ 上式描述了垂直于磁场方向的压力平衡。各项解释如下：显然0表示等离子体压强；通过类
比， #$/212表示磁压强；最后一项 #$/12 4表示磁场线弯曲产生的张力。我们可以把磁场
线想象成绕在木柱上张紧的橡皮圈来形象地描述这个力，在讨论径向压强平衡和环向力平衡
时描述的磁压强和磁张力就是这样的范例。

¡ 总之，约束完好的聚变等离子体的等压面是一组闭合的嵌套环面。磁场线和电流密度线都在
这些面上。等离子体平衡是在磁压强和磁张力两种机制共同作用下来维持的。

29



主要内容
¡ 6.0引言
¡ 6.1 磁流体方程
¡ 6.2 磁流体的平衡
¡ 6.3 径向压强平衡
¡ 6.4 环向力平衡
¡ 6.5 磁流体不稳定性的物理图像
¡ 6.6 表面载流等离子体柱的稳定性 30



6.3径向压强平衡
¡ 这里主要研究径向压强平衡问题。通过下述几何变
换，分析得以大大简化。对于环形结构，可以从数
学上将其沿极向剖开，然后将圆环取直，这样环形
位形就等效为一直圆柱，如右图所示。很明显，直
圆柱中不存在环向力平衡问题。 而且，如果等离子
体截面是一个圆，则问题简化为所有物理量仅与小
半径!有关的一维问题。

¡ 利用这个模型，可以研究以下几种简单位形："箍缩、
#箍缩和螺旋箍缩。 这些位形展示了如何利用磁压
强和磁张力来实现径向压强平衡。并且，通过分析
给出等离子体比压$的准确定义。 31



6.3径向压强平衡__!箍缩
¡ 右图是!箍缩的几何结构、磁场分量以及线圈中电流的示意图。电流在线
圈内产生外部“环向”磁场"#。外加磁场在等离子体中感应出“极向”
电流，其方向旨在于抵消外加磁场。非平庸变量有： $ = $ & ，" =
'((&)+(和, = -.(&)+.（因为电流密度沿!方向，故名!箍缩）。

¡ 问题：在理想磁流体力学方程约束下，这种几何位形能否实现约束平衡？
¡ 首先，由于对称性， ∇ ⋅ " = 0自动满足。其次，安培定律简化为：23-. =

− 567
58；

¡ 将-.代入动量方程（ $9 = -.'(），可以得到$和'(之间的一个简单关系：
d
d& $ + '(<

223
= 0

¡ 对方程积分可得：

$(&) + '(
<(&)
223

= '3<
223

¡ 式中常量'3</223是外加磁压强。

32

!箍缩示意图



6.3径向压强平衡__!箍缩

¡ 上式即!箍缩的径向压强基本平衡关系式。它表明，
在任意半径"处，局部等离子体压强与内部磁压强之
和与外加磁压强相平衡。从!箍缩的受力平衡关系式
可知，!箍缩的压强平衡关系容许很宽范围的约束平
衡，其中压强分布呈中间高向两边单调递减至零的特
点。典型例证如右图所示。需要指出的是，由于#$(0)
是任意的，因此，比压(的峰值

() ≡ 2,)-(0)/ 2,)-(0) + #$0(0)
的变化范围是0 < () < 1。

¡ 由此可知，!箍缩位形能够实现径向压强平衡，约束
机制由磁压强提供。

33
典型的!箍缩参数分布



6.3径向压强平衡__Z箍缩
¡ !箍缩是对"箍缩的一种互补位形，其几何
结构如右图所示。两个理想电极驱动沿!方
向的“环向”电流，电流感应出沿"方向的
“极向”磁场（因为电流密度沿!方向，故
名!箍缩）。因此，该位形涉及的非平庸变
量是： # = # % ，& = '((%)+(和, =
-.(%)+.。

¡ 现在的目标是弄清楚这种几何结构能否维
持约束平衡。 34

!箍缩示意图



6.3径向压强平衡__Z箍缩
¡ 分析也很简单。由于对称性， ∇ ⋅ # = 0自动满足。安培定律简化为含 &'的关系式：

()&' =
1
+
1
d+ +-.

¡ 将此式代入动量方程（ /0 = −&'-.）可得压力平衡关系式：
d/
d+ +

-.
()+

d
d+ +-. = 0

¡ 对+-.求导后可得更直观的形式。经过简单计算，改写后的3箍缩压强平衡关系式
可写成：

d
d+ / + -.4

2()
+ -.4
()+

= 0
35



6.3径向压强平衡__Z箍缩
¡ 上述各项从左至右依次为等离子体压强、磁压强和磁张力。一般来说箍缩平衡方程并不能像!箍
缩平衡方程那样进行简单积分。即使这样，通过下述的一个例子可以轻易地阐明这种约束平衡。
假设一种物理上合理的电流密度分布为"#(%)在轴上最大，并在% = (处单调递减至零：

"#(%) = )
2+
,(- 1 − %-

(- 0 < % < (
0 ( < % < 2

¡ 上式中， "#(%)前面的系数由等离子体中的总电流+ = ∫ "#d5确定。对安培定律积分，很容易得到
67(%)的表达式：

67(%) =
89+
,(

%
( −

%:
2(: 0 < % < (

89+
2,% ( < % < 2 36



6.3径向压强平衡__Z箍缩
¡ 最终，通过对压强平衡关系式积分可得出压强分布。
简单计算后得到：

!(#) = &
'()*

12-*.* 1 − #*
.*

*
5 − 2 #

*

.* 0 < # < .
0 . < # < 3

¡ 这些量的分布如右图所示。很明显，一种压强分布对
应于一种约束平衡。 如果在4箍缩中将比压5的峰值
定义为5( ≡ 2'(!(0)/ 2'(!(0) + 9:*(0) ，由于
9:(0) = 0，因此所有分布的零点比压为1，即5( = 1。
尽管高比压5(可能较好，但就此而言;箍缩比4箍缩
更加灵活。 37典型的4箍缩分布



6.3径向压强平衡__Z箍缩
¡最后，不妨将!箍缩平衡方程中三个
力沿径向的分布绘制在一张图上，如
右图所示。需要指出的是，力为负表
示方向向内，对应于约束力。

¡由图可知，等离子体外边界附近，仅
有磁张力产生约束力，而粒子压强和
磁压强均产生方向向外的扩张力。由
此可知箍缩位形能够实现径向压强平
衡。等离子体平衡通过磁张力得以维
持。 38

!箍缩的径向力（在等离子
体外侧区域，仅磁张力起约
束作用）



6.3径向压强平衡__螺旋箍缩
¡ 螺旋箍缩是!箍缩和"箍缩的任意组合。在这种位形中，磁场线如螺旋线般缠绕在
磁面上，因此得名螺旋箍缩。每一种与聚变相关的磁场位形都对应于螺旋箍缩的
一种径向压强平衡方程。

¡ 螺旋箍缩的分析也很简单。其非平庸变量是#，$ = &'())+' + &-())+-和. =
/'())+' + /-())+-。和前面一样， ∇ ⋅ $ = 0自动满足。包含总电流密度的安培定
律为：

34. = −d&-d) +' +
1
)
d
d) )&' +-

¡ 将此式代入动量方程（ #8 = /'&- − /-&'），可得通用的螺旋箍缩压强平衡关系式：
d
d) # + &'9

234
+ &-9
234

+ &'9
34)

= 0 39



6.3径向压强平衡__螺旋箍缩
¡一般来说，在磁流体力学中，可以任意规定两个函数，比如
!"($)和!&($)， 然后来确定第三个函数，在此情形下就是
'($)。由于两个函数的选择是任意的，所以螺旋箍缩能够描
述的平衡位形有很多。这两个自由函数有明确的物理意义，

因为实验上可以对环向磁场线圈和极向场线圈中的电流进行

独立设定。一旦磁流体力学稳定性已知，就可以为各种位形

提供完整的磁流体力学图像。
40



6.3径向压强平衡__螺旋箍缩中比压的一般定义
¡ 这里导出通用的径向压强平衡关系，并用它来定义等离子体比压“!”。这
一关系非常有用，因为它只与压强和磁场的积分平均值有关，对二者的具
体分布细节不敏感。对压强平衡方程做如下的积分平均即可得到这一关系：

1
#$ %&

'
($d( d

d( * + ,-$
2/&

+ ,0$
2/&

+ ,-$
/&(

= 0

¡ 式中，#是等离子体半径位置，在此处，等离子体压强和电流密度变为零。
¡ 对此式中各项进行分部积分并化简。于是压强项简化为：

1
#$ %&

'
($ d*d( d( = − 2

#$ %&
'
*(d( ≡ −⟨*⟩

41



6.3径向压强平衡__螺旋箍缩中比压的一般定义
¡ 很明显，这个压强项表示压强平均值。“环向”场项可以改写为：

1
"# $%

&
'# dd'

)*#
2,%

d' = )*&#
2,%

− 2
"# $%

& )*#
2,%

'd' ≡ − 1
2,%

)*&# − )*#

¡ 式中， )*&# /2,%是外加环向磁压强； )*#/2,% 是内部环向磁压强的平均值。如果 )*#/2,% <
)*&# /2,%，此时环向磁场是逆磁的，有助于约束等离子体，2箍缩就是这种情况。另一方面，
如果 )*#/2,% > )*&# /2,%，此时环向磁场是顺磁的，和压强一样提供径向扩张力。这种情况
下，为了平衡这两个扩张力，需要增加极向磁张力。最后，“极向”场的贡献化简如下：

1
"# $%

&
'#d' d

d'
)4#
2,%

+ )4#
,%'

= 1
"# $%

&
d' dd'

'#)4#
2,%

= )4&#
2,%

¡ 和环向等离子体电流6有关的关系式：
)4& =

,%6
27"

42



6.3径向压强平衡__螺旋箍缩中比压的一般定义
¡ 综上可得总的径向压强平衡关系式为：

⟨"⟩ = 1
2' ()*+ − ()+ + (.*+

¡ 提醒一下，比压/是衡量等离子体约束效率的参数，其定义如下：

/ = 201⟨"⟩
()*+ + (.*+

¡ 在文献中经常出现环向比压/2和极向比压/3概念，它们的定义分别为：

/2 =
201⟨"⟩
()*+

/3 =
201⟨"⟩
(.*+

43



6.3径向压强平衡__螺旋箍缩中比压的一般定义
¡ 三者之间的关系为：

1
" =

1
"$
+ 1
"&

¡ 由上式可知，总比压"由环向比压"$和极向比压"&中较小的那个决定。
由定义可知，" ⩽ 1。然而， "$或者"&最多有一个能超过1。在比较不
同磁约束位形时，这些概念很重要，并且很容易将它们推广到非圆截
面环形位形中。

¡ 介绍了利用环向磁场、极向磁场或者二者的结合来实现磁约束位形中
的径向压强平衡。而且，除了明显有" ⩽ 1之外，比压"的值没有上限。44
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6.4环向力平衡__概述
¡ 为了避免终端损失，聚变等离子体必须约束在环形结构
中。在这种情况下，将直圆柱结构弯成环状结构将产生
三个新的沿大半径方向（即!方向）向外的环向力，如右
图所示。这些力和受其影响的位形分别如下：
¡ 环力（"箍缩）；
¡ 车胎力（ "箍缩，#箍缩）；
¡ ⁄1 !力（#箍缩）。

¡ 如果要维持等离子体环向力平衡，需要外加的力来平衡
这些沿径向!向外的力。分析显示，"箍缩自身能提供所
需的平衡力，也就是说， " 箍缩具有很好的环向平衡性，
因此可以很方便地弯成环状结构。但是，纯粹"箍缩的磁
流体力学稳定性很差。

46

环形效应产生的沿大半径方向向外的力



6.4环向力平衡__概述
¡ 但纯粹!箍缩则刚好相反。在!箍缩中很难添加一个沿径向向内的回复
力。 也就是说，纯粹!箍缩的环向平衡性很差，很难弯成环状结构。
但另一方面，直线型!箍缩具有良好的磁流体力学稳定性。!箍缩和"
箍缩之间的这种截然不同的特性使得人们考虑开发出具有环向磁场和
极向磁场优化组合的位形（即螺旋箍缩）来研究聚变磁流体力学的平
衡，这些位形能在环向高比压平衡的条件下稳定约束等离子体。

¡ 下面定性描述这三种环向力，并尽可能给出相应的对抗力的方法。通
过简单计算来对环向力平衡中各项进行半定量评估。讨论主要就二维
轴对称平衡进行。 47



6.4环向力平衡__环力
¡ 环力（hoop force）类似于圆环导线中电
流产生的向外扩张力。这里电流对应于等
离子体中的环向电流。由于涉及环向电流，
因此这里的环力是由弯成环状的!箍缩产生
的。

¡ 环力的来源可以参考右图（a）。图中显示
的是环形!箍缩，其中的等离子体被分成两
半。内侧部分和外侧部分的曲面面积分别
为"#和"$。显然，"# < "$，因为内侧曲面
的大半径的平均值比外侧的要小。 48

环力定性分析



6.4环向力平衡__环力
¡ 如图所示，环向电流感应出极向磁场。由磁通量守恒
可知，处于环面外侧的给定的极向磁通量Ψ在转到环
面内侧时将被挤压在较小的截面内。这意味着内侧磁
场的磁感应强度要比外侧磁场的大："# > "%。磁场线
在环面的内侧更紧密。

¡ 如右图（b）所示，现在分析每一半等离子体所受的
磁张力。作用在内侧曲面的磁张力是：&# =
"#%/2*+ ,#，方向沿大半径-向外；类似地，作用在
外侧曲面的磁张力是： &% = "%%/2*+ ,%，方向沿大半
径-向内。

¡ "的二次方关系决定了等离子体的受力大小。由此可
知， &# > &%。环向电流产生一个沿大半径-向外的合
力，这就是所谓的环力。

49

环力定性分析



6.4环向力平衡__车胎力
¡ 顾名思义，车胎力类似于下述情形：充气车胎内
的气压在胎的外侧产生的压力要比内侧的大。联
系到等离子体气体压强，可知!箍缩和"箍缩中均
可产生这种车胎力。

¡ 这种力的来源可参考右图（a）来理解。图中显
示等压面被分成两部分。压强对内半部分表面#$
的作用力是%$ = '#$，方向沿大半径(向内；压强
作用在外半部分表面#)的力是%) = '#)，方向沿
大半径(向外。

¡ 合力示意图如右图（b）所示。很明显， %) > %$。
在等压面上，力的大小由表面积大小决定。所以，
车胎力的合力方向沿大半径(向外。

50

车胎力定性分析



6.4环向力平衡__1/R力
¡ 顾名思义，“1/#”力的出现是由于环形位形而产生的环
向磁场的1/#依赖关系。由于仅涉及环向磁场，因此这种
力只存在于$箍缩中而不是%箍缩中。

¡ 演示1/#力的简单模型如右图（a）所示。图中环形$箍缩
由围绕环面的一 组电流为&'的线圈产生。为简单起见，假
设等离子体电流&(以面电流形式存在。也就是说，所有的
电流都在等离子体表面无限薄的层间流动。所需磁场)*具
有1/#依赖关系，它由对沿线圈和等离子体之间的任意闭
合环路运用积分的安培定律给出：

+
∮, ⋅ d/ = 22#)3* = 45&'

)3* =
45&'
22# 51

1/#力定性分析



6.4环向力平衡__1/R力
¡ 等离子体电流的作用通常是抗磁性的，即它在等离子体内部感应出的磁场部分抵消了外加磁
场。在面电流模型中，通过安培定律可知，等离子体内部净的环向磁场!"#也具有1/&依赖关
系：

'
∮( ⋅ d+ = 2.&!"/ = 01 23 − 25

!"/ =
01 23 − 25

2.&
¡ 1/&力可按如下方式来理解：将等离子体分成上图（b）所示的两半，作用在等离子体内侧半
边上的力等价于净压强与面积的乘积：67 = ⁄!"9: − !"/: ;<;=

201 >7。类似地，等离子体外
侧的受力为：6: = ⁄!"9: − !"/: ;<;?

201 >:。考虑到!力的二次方关系以及!的1/&效应，
&7处的磁场要比&:处的大，因此67 > 6:。合力沿大半径&向外。需要指出的是，这个结果由
于抗磁性（!"A: > !"/: ）而得到的。相反，在顺磁性（!"A: < !"/: ）情形下，环向力沿大半径&
向内。如前所述，这个力自身不能达到环向力平衡，因为它阻碍了径向压强平衡的建立。
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6.4环向力平衡__理想导体壁提供的回复力
¡ 所有的环向等离子体都承受着沿大半径!向外的环向力。为
了实现环向力平衡，需要一个沿大半径!向内的回复力。一
般来说，对于存在环向电流（即"箍缩和螺旋箍缩）的位形，
可以通过两种方法产生回复力：理想导体壁和外加垂直场。
但是，这些方法对#箍缩都无效。

¡ 理想导体壁产生回复力的机理：考虑位于理想导体壁中心
的环向等离子体，如右图（a）所示。等离子体由于受到指
向外的几种环向力的合力，很自然地会沿大半径!方向向外
运动。与此同时，导体壁会相应的感应出涡流。这样位于
等离子体和导体壁之间的极向磁通量就会被压缩，如右图
（b）所示。磁通的压缩意味着等离子体外侧的极向磁场增
强。随着等离子体继续向外运动，它最终将会达到这样一
个平衡点，在这一点处，等离子体外侧的磁张力大到足以
抵消向外的环力、车胎力和1/!力。由此在该点处环向力平
衡得以实现。
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6.4环向力平衡__理想导体壁提供的回复力
¡ 原理上可行，但是利用理想导体壁达到环向力平衡
却不太实际。这是因为在实际情况中，聚变等离子
体自身的高温，以及聚变反应释放的大量中子都不
允许第一壁采用超导材料。如果第一壁的电导率有
限，事实也肯定如此，那么随着等离子体向外移动，
极向磁通量最终也将通过壁扩散开来。等离子体和
壁之间不可能无限制地容纳不断增加的磁通量。

¡ 最后需要指出的是，即使是理想导体壁，这种机理
也对!箍缩无效。这是因为在!箍缩中不存在极向磁
场，如右图所示。这种位形仅存在环向磁场，且等
离子体在向外移动的同时，也推开了移动路径上的
磁场线。

54

在环向!箍缩中，等离子体向外移动
的同时也推开了移动路径上的磁场
线，等离子体和导体壁之间不存在
捕获的磁通量。



6.4环向力平衡__垂直场提供的回复力

¡对于存在环向电流的位形，产生回复力
更实际的方法是通过外加垂直场，如右

图所示。

¡只要正确选择垂直场的大小和符号，它
就能提供一个向内的回复力来实现环向
力平衡。

55

利用外加垂直场实现!箍缩或
者螺旋箍缩中的环向力平衡



6.4环向力平衡__垂直场提供的回复力
¡ 右图有助于理解它的机理。右图（a）
显示的是在! = 0的中平面上等离子体
自身的极向磁场的大小和方向。由于
1/&效应，环外侧的极向磁场较小。
现在叠加一个方向如右图（b）中所示
的单一的垂直场。注意到外加垂直场
与环外侧场同向而与内侧场反向。适
当调整垂直场大小，使得环内侧和外
侧最终的极向场平衡，如右图（c）所
示。这样的话，环向力平衡也相应实
现。

56垂直场提供回复力的物理图像



6.4环向力平衡__垂直场提供的回复力
¡ 在!箍缩和螺旋箍缩中利用外加垂直场实现环向力平衡已经应用于很
多实验。能实际应用的一个主要原因是垂直场线圈可以放置于第一壁
外。第一壁能阻止射线对线圈的损伤。外加线圈也需要第一壁具有有
限的电导率，只有这样，垂直场才能穿过第一壁而作用于等离子体。
如果第一壁是理想导体，由于磁场无法作用于等 离子体，外加线圈也
无法发挥功用。

¡ 最后，需要指出的是，外加线圈对"箍缩也无效。这是因为"箍缩中的
电流和垂直场都沿极向，磁场力#$×&'没有()分量，也就无法平衡环
向力。 57



6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡在前面定性分析的基础上，这里将通过简单计算定量分析各
力对环向力平衡的贡献。主要目的是评估环向力平衡所必需
的垂直场的大小，并证明在!箍缩中无法实现环向平衡。

¡计算所依据的基本思想是利用一般的磁流体力学平衡关系来
估计作用在等离 子体上的净的"#力。通过假定等离子体具有
圆截面和大的环径比（$%/a ≫ 1），可将计算简化。采用能
提供对环效应适当精确描述的简单磁场模型，则分析可进 一
步简化。 58



6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 1. 模型
¡ 基本模型由这样一种环形等离子体组成，其等
压面是一组逐层嵌套的准同轴的圆： ! = !($)。
几何结构如右图所示。现在考虑磁场。在直圆
柱情形下，作用在等离子体上的磁场的形式为：
& = '(($))( + '+($))+。在环面情形下，磁场
需要进行环效应修正。前文指出，由于环效应，
环向场随1/.变化。综合考虑到径向压强平衡
和环向力平衡特征，环向场的好的近似为'/ ≈
'/($) .1/. 。 59

用以计算环向力平衡的环形几何结构



6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 由于极向磁场也沿大半径方向递减，所以对极向场也可采用类似的假定： !" = !"(%) '(/' 。环
形结构中的极向场形式实际上相当复杂（例如，它包括!*分量以及双极逆磁分量）。然而，上述
简化抓住了物理本质，而且对最终结果造成的误差很小。整个极向场还必须包含外加垂直场
（ +, = !,-.，且!,为常量）的贡献。这个场用来维持等离子体环向力平衡。

¡ 综上所述，用以决定环向力平衡的压强和磁场的简化形式如下：

/
0 = 0(%)

+ = '(
' !1(%)-1 +

'(
' !"(%)-" + !3-4

¡ 将磁场表达式代入一般的磁流体力平衡方程。提取-5分量并对其进行整个等离子体-真空室体积
上的空间积分，以确定环向力平衡的条件。对全空间积分比仅对等离子体体积积分更有益，因为
这样可以免去进行准确计算等离子体表面极向场的麻烦。这个场比模型中的表达式要复杂得多。
具体来说，对于环向力平衡，需要计算：

∫ -7 ⋅ 9×+ − ∇0 d> = 0 60



6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 为了估计被积函数，引入“准柱形”坐标系(", $)代替(&, ')：

(& = &* + "cos$
' = "sin$

¡ 经过简单计算，得到：

1*2 = ∇×5 = &*
&
678
6" 9: −

1
"
6
6"

&*
& "7: 98

¡ 和

9= ⋅ 2×5 = −cos$ &*?
&?

6
6"

78?
21*

+ &*&
7:
1*"

6
6"

&*
& "7: − 7A

1*"
6
6"

&*
& "7:

¡ 这个简易模型可用来计算环向力平衡中各部分的贡献。
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6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 2. 车胎力!"
¡ 车胎力源于式∫ $% ⋅ '×) − ∇, d. = 0中的压强项，表达式如下：

12 = −∫ $3 ⋅ ∇, d. = −25∫ 6,
67 cos; <7d7d;

¡ 式中利用了轴对称环中的关系式：d. = 25<7d7d;。接下来，利用< =
<= + 7cos;，并注意到;积分时，含<=项积分为零。对剩余项简单积分可得
车胎力表达式：

12 = −25? @
=

A
7? 6,67 d7 = 25?B?⟨,⟩

¡ 由上式可知，车胎力恒为正，这意味着力的方向沿大半径<向外。
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6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 3. !/#力$%&
¡ 1/(力源于环向磁场。由环向力平衡方程中%&项得到1/(力表达式如
下：

)*+ = −.(/
0

1/
∫

3450
36

cos :
( 6d6d:

¡ 假设 6/(/ ≪ 1，然后按大环径比展开，得到上述积分。具体展开式为：
1
( ≈

1
(/

1 − 6
(/
cos:
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6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡通过积分得到1/#力表达式如下：

$%& =
()
*+
,
+

-
.) /01

)

/. d. = 2()4) 01-)
2*+

− 01)
2*+

¡其中， 01-为# = #+处（此处没有等离子体）的外加环向场。
与定量分析的结论一致，当环向场是逆磁的，即01-) > 01)
时， 1/#力方向沿大半径#向外（即是正的）；当环向场是
顺磁性时， 1/#力方向沿大半径#向内。 64



6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 4. 环力!"
¡ 环力是由环向力平衡方程中与极向场#$平方相关项引起的。表达式为：

%& = −2*+,-,
∫ #$

/
/0

+,
+ 0#$ cos4d0d4

¡ 和前面的力一样，先按大环径比展开，再对4积分。经过简单计算可得：

%& =
2*6
-,

7
,

8
#$

/
/0 06#$ d0 =

*6
-,

906#$6 8
+ 27

,

8
0#$6d0 = *6;6

-,
#$<6 + 2

;6 7,
8
0#$6d0

¡ 对于约束在0 < ;内的电流，上式利用了关系式： |0#$ 8 = -,?/2* = A#$<。对0的积分
稍微复杂些。这是因为虽然假定等离子体电流密度在0 = ;为零，但是对于0 > ; 部分，
仍然存在正比于?/0的真空极向磁场。这将使0 ⟶ ∞时积分出现对数发散。实际上，这个
积分是有限的，因为环电流周围真空区域储存的磁场能是有限的。因此，为了得到正确
的积分结果，用0 → +,替代0 ⟶ ∞即可。但在这种情况下，按大环径比展开不再适用。
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6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 通过引入与环向等离子体电流相关的宏观电路自感，再利用静磁场理论的已知结果，就可以绕开
这个困难。自感的定义为：

1
2 #$

% ≡ ∫ (%
2)*

d,

¡ 将这个积分拆分为两部分：等离子体所含的内电感和周围真空的外电感。等离子体内电感定义为：
1
2 #-$

% = /
0

(%
2)*

d, = 42%3* /
*

4 (5%
2)*

6d6

¡ 类似地，外电感定义为：
1
2 #7$

% = /
0

(%
2)*

d6 = 42%3* /
4

8 (5%
2)*

6d6

¡ 在聚变研究中，我们更经常使用的是单位长度上无量纲的归一化电感而不是实际电感本身。前者
的定义9 ≡ #/223* / )*/42 = 2#/)*3*。
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6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 将上述定义代入!"的表达式，最终得到：

!" = 2%&'& () + (+ + 1
-./&
201

¡ 对于典型等离子体， (2 ⩽ 1/2，具体数值取决于等离子体中电流密度的实际分布。 (+的
值需要经过经典静磁学的冗长计算方可确定。不过结果已知，为(+ = 2ln 881/' − 4 ∼
2.4。

¡ 在大环径比极限情形下，环力可以精确地计算出来。尽管计算过程也很复杂。但大环径
比极限下的精确结果也仅是对上文中的简单的值略加微调。更精确的关系式：

!= =
>&
2

?
?81

@) + @+ = 2%&'& -./&
201

?
?81

81 () + (+ = 2%&'& () + (+ + 2
-./&
201

¡ 最后，需要注意的是， != > 0意味着环力方向沿大半径8向外。
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6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导

¡ 5.  垂直场力Fv

¡ 最后计算由垂直场引起的力。相关表达式为：

!" = −2&'()"*(
∫ ' ,

,-
-).
' d-d0

¡ 引入大环径比展开，并对0积分，此式的主要贡献项可简化为：

!" = − 14&3'()"
*(

-).
4→6

¡ 因为当- ⟶ ∞时，). ∼ :/-，于是表达式改写为：

!" = −2&3<3 2'()").=
>*(

= −)": 2&'(

¡ 第二种表达式表示的是：长为2&'(、载流:的“直导线”在均匀磁场)"中受到的力，即长度乘以电流

乘以磁场。注意，如果电流和磁场都取正的，则垂直场产生的力是负的（即方向向内）。
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6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 6. 环向力平衡所需的垂直场

¡ 通过合并各种力，可以很方便地计算出环向力平衡所需的垂直场：

!"
!#$

= 1
4
(
)*

2,*⟨.⟩
!#$0

+ !2$
0 − !20
!#$0

+ 45 + 46 + 2

¡ 此式提供了一种物理直观理解。这个相对简单的公式最先是由沙夫拉诺夫推导出来的，
它为早期托卡马克实验中的垂直场电路设计提供了非常有用的指导。 从那以后，人们已
开发了包含有限环效应和非圆接截面效应的数值代码。这些代码已成为电流实验设计的
基础。但是，简易模型所描述的力仍被用来表示对环向力平衡的基本贡献。

¡ 从聚变堆的平衡7极限方面来看，按照上式，似乎不存在此类极限。因为随着压强的增加，
只需相应增加垂直场即可维持平衡。但事实证明，对于确定的位形，这个结论是错误的。
主要是与稳定性考虑所设定的额外平衡限定条件有关。
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6.4环向力平衡__环向力平衡的解析推导
¡ 7. 为什么!箍缩无法在环形条件下实现
¡ 可以直接证明环形"箍缩平衡是不存在的。证据来自于对#$% = 0的情
形下 (相当于纯"箍缩）要求同时满足径向压强平衡和环向力平衡条件
的检验。这些关系式可简化为：

⟨)⟩ = 1
2-.

#/%0 − #/0 径向压强平衡

⟨)⟩ = − 1
2-2

#/%0 − #/0 环向力平衡

¡ 很明显，唯一可能的结果就是⟨)⟩ = 0。 70



6.4环向力平衡__环向力平衡的单粒子图像
¡ 前面的讨论说明了如何利用单流体磁流体力学模型来计算!箍缩
或者螺旋箍缩中的环向力平衡，以及为什么在"箍缩中无法实现
这个平衡等问题。本节通过环向力平衡的单粒子导心图像来进
一步展现其中的物理直观。特别地，这种处理将说明出现在"箍
缩中的困难，以及如果通过增加环向电流来解决这些困难。

¡ 1. 环向#箍缩
¡ 首先考虑单纯的环向"箍缩。为了简单起见，假定所研究的等离
子体是低$等离子体，在此情形下，磁场近似为% = '((
)

+(/
+ -.。几何图像如右图（a）所示。 根据导心运动，并注意到
环向场的1/+依赖性产生如下的曲率漂移和∇'漂移：

12 = ∓ 1
45

6∥8 +
6:8
2

<5×%
+58'

= >
?+('(

6∥8 +
6:8
2 -@

¡ 这使得离子垂直向上漂移而电子垂直向下漂移，如右图（b）所
示。

71"箍缩无法实现环向力平衡



6.4环向力平衡__环向力平衡的单粒子图像
¡ 导心的这些漂移导致正电荷在等离子体上部积
累而负电荷在等离子体下部积累。电荷分离反
过来产生一个穿越等离子体柱方向的垂直向下
的电场，如右图（c）所示。此时等离子体中的
每一个带电粒子都将受到外加环向场和导心感
生的电场共同作用。由于!和"相互垂直，因此
电子和离子都会发生!×"漂移。这种漂移对所
有粒子都是一样的，且方向沿大半径$向外，如
右图（d）所示。结果， 整个等离子体像单流体
一样沿着大半径$向第一壁移动。因此，在单纯
的环向%箍缩中无法实现环向力平衡。 72%箍缩无法实现环向力平衡



6.4环向力平衡__环向力平衡的单粒子图像
¡ 2. !箍缩和螺旋箍缩
¡ 在轴对称环形系统中，"箍缩中遇到的困难可以通过外加一个
垂直场来克服， 例如，在 #箍缩和螺旋箍缩中的情形就是这样。
对于一般的螺旋箍缩情形， $%和$&的结合产生所谓旋转变换
的磁场性质。正是这一性质避免了纯粹"箍缩中出现的电荷在
等离子体上下端累积的情况。

¡ 旋转变换性质：在约束平衡中，环向场和极向场的结合使得磁
场线缠绕在等离子体周围。等离子体极向截面如右图所示，磁
场线沿环向每转过一周就会落到圆周的不同极向位置上。经过
沿环向的多次转动后，磁场线在极向上的落点就会形成磁通面
的形状（即右图中虚线所示）。现在，若记磁场线在第'次到第
' + 1次环向转动过程中在极向上的夹角为Δ"+，将旋转变换角,
定义为无穷多次环向转动后这些极向夹角Δ"+的平均值： , =
⟨Δ"⟩。

73
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6.4环向力平衡__环向力平衡的单粒子图像
¡ 旋转变换的作用是：当粒子沿磁场线以速度!自由运动时，旋转变换平均掉了垂直∇#漂移和
曲率漂移。不再出现电荷累积，因此也就不再发生径向向外的$×&漂移。即使粒子仍会有垂
直∇#漂移和曲率漂移，但这个平均过程依然有效。看上去有些荒谬的结论是：总向上漂移的
粒子却逃不出等离子体.

¡ 平均效应的物理机制：图中显示了三个巢状等压面。假设带电粒子从最内磁面点1位置出发。
由于它有 !∥ 的初速度，因此将沿着环面运动。如果没有垂直漂移，它将被约束在这个磁面上。
然而，如果粒子存在垂直向上的漂移，其导心将偏离该磁面，并在极向运动(/2后到达位于
中间磁面的点2位置处。 粒子沿极向再转过(/2时，将运动到偏离原始磁面更远的外磁面的
点3位置处。漂移过程在极向转过第三个(/2时继续存在，但此时向上漂移却使得粒子回到中
间磁面上，到达点4位置处。最后，在极向转过第四个(/2时，粒子导心的向上漂移使得粒子
回到最初的出发点。这一过程不断重复使得在等离子体上部或者下部都没有电荷累积。

¡ 结论：尽管带电粒子总是向上漂移，但旋转变换的存在却使得粒子在前半个周期内漂离等离
子体中心，在后半周期内漂向等离子体中心。
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6.4环向力平衡__旋转变换角的计算
¡ 旋转变换是用于约束聚变等离子体的磁场位形的重要基本特征。两种情况下如何计算旋转变换角：
一种是长为2"#$的直圆柱，另一种是轴对称环面。

¡ 1. 直圆柱中的旋转变换
¡ 为了估计旋转变换角，需要计算缠绕在等离子体磁面上的磁场线的轨迹。在直圆柱情形下，描述
平行于已知磁场线的几何线坐标的方程是：

%d'/d) = +,/+- '() = 0) = '$
d1/d) = +2/'+- 1() = 0) = 1$

¡ 在直线螺旋箍缩中， +, = 0，+2 = +2(')和+- = +-(')。由于轴对称，轨迹方程经过简单积分可
得：

3
'()) = '$

1()) = 1$ +
+2 '$
'$+- '$

)

¡ 从上式看出，磁场线沿着螺旋轨迹环绕于磁面上。
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6.4环向力平衡__旋转变换角的计算
¡ 旋转变换角的定义是绕环向旋转一周时极向角度变化Δ"的平均值。对于直圆柱，由于对称性，
很容易进行这种平均处理。任意给定磁场线绕环向一周引起的角度Δ"的变化和任意其他磁场
线绕环向旋转一周引起的角度Δ"的变化完全相同。因此，等价于周长为2$%&的环面的直圆柱
的旋转变换角为' (& ≡ Δ" = " + + 2$%& − "(+)，或写成（去掉下标0）：

'(() = 2$ %&01(()(02(()
¡ '(()分布是区分不同磁约束聚变位形的关键特征之一。
¡ 还应当指出，对于大多数轴对称环形位形下的聚变研究来说，通常引入所谓的安全因子3(()
来代替'(()。二者呈如下的反比关系：

3(() ≡ 2$
'(() =

(02(()
%&01(()

¡ 使用“安全”一词与磁流体力学稳定性有关，高3(()的位形趋于更稳定（即更安全）。安全
因子的影响将在讨论磁流体力学稳定性时研究。
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6.4环向力平衡__旋转变换角的计算
¡ 2. 轴对称环面上的旋转变换

¡ 对轴对称环面的旋转变换的估计和直圆柱中的概念类似，但有两点微小差别：第一，在环面上，
磁场是!和"的函数，这增加了磁场线轨迹推导的技术难度；第二，计算#的平均过程不再像直圆柱
情形下的那样简单，原因是绕环向一周引起的角度Δ"的变化对磁场线的极向初始位置的依赖关系
不同。例如，始于环面外侧（"% = 0）的磁场线绕环向一周引起的角度Δ"的变化不同于始于环面
内侧（"% = (）的磁场线绕环向一周引起的角度Δ"的变化。虽然困难。也必须用数值求解的积分
形式，但采用基于环向力平衡方程的简单模型，可以得到解析解。

¡ 推导由环面上磁场线的轨迹方程开始：

)d!/d, = -./(!, ")/.3(!, ") !(, = 0) = !%
d"/d, = -.4(!, ")/!.3(!, ") "(, = 0) = "%

¡ 式中， - = -% + !cos"。假定磁场各分量./(!, ")、.4(!, ")和.3(!, ")已分别从磁流体力学平衡条
件下独立解得（一般都是数值解）。在这个假定基础上，上式变成耦合的非线性常微分方程组，
原则上很容易得到其数值解。但即便如此，事实上也没有必要解这些方程。
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6.4环向力平衡__旋转变换角的计算
¡ 对估计旋转变换来说，只需要知道磁面的形状，通常它是非圆的。有很多方法可以用来确定
磁面的形状。最直接的方法是将上述两方程相除：

d"/d$ = "&'(", $)/&+ ", $ " $, = ",
¡ 这也是一个很容易数值求解的方程。此后，假定此式的解为" = " $; ",, $, 。
¡ 下一步是计算Δ$并取其对环向转动次数的平均。最有效的做法是计算磁场线沿极向转动一周
（ /$ = 21）时环向转过的角度大小（/2 = 21）。由于轴对称性， 磁场线的这种运动形式
无限重复，因此简单利用比例关系就可以确定3。由前面式子积分易得角/2：

/2 = 4
,

56 "&7
8&+

d$

¡ 注意：此式是对磁面的积分，也就是说，被积函数9(", $) = 9("($), $)。看清/2 = /2 ", 也
同样重要。由于对称性以及沿极向积分一周，因此它不是$,的函数。这样，通常令$, = 0不
会带来任何损失。
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6.4环向力平衡__旋转变换角的计算
¡ 通过采用简单比例关系，旋转变换现在表示成：

Δ"
Δ# =

2&
'# =

⟨Δ"⟩
2&

¡ 式中， ⟨Δ"⟩是环向旋转一周Δ# = 2&时极向平均旋转角：⟨Δ"⟩ ≡ +。+和,的表达式
分别为：

+ -.
2& = 1

2&0.
12 -34
536

d"
89

, -. = 1
2&0.

12 -34
536

d"

¡ 此式中， -.可以作为识别计算磁面上旋转变换的标签。具体来说，它对应于小截
面上". = 0的中平面外侧的磁面半径。
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6.4环向力平衡__旋转变换角的计算
¡ 一般来说，旋转变换角必须通过数值计算来得到，可以利用基于环向
力平衡方程的简单模型场来演示这一过程。由于模型场有!" = 0，这
意味着磁面方程的解就是% = %&。磁面是圆的。于是安全因子可以表
示为：

' %& = 1
2*

%&!+ %&
!, %&

-
&

./ d1
2& + %&cos1

= %&!+ %&
2&!, %&

1
1 − %&./2&. 9/.

¡ 这个表达形式类似于直圆柱中的表达式，但对环形效应进行了小的修
正。在讨论聚变位形时，当压强增加时，对于' %& 必须做很大的环向
修正。在这种情况下，简单模型场不再能准确表达出其中的物理平衡。80



6.4环向力平衡__没有环向电流位形的环向力平衡
¡ 到目前为止，分析主要集中于轴对称的环形位形。参量均不随
环向角!变化。 这些位形需要环向电流和外加垂直场来维持环
向力平衡。从聚变堆的观点来看，引入环向电流增加了设计的
复杂性。由于稳态的环向直流电流无法由变压器提供，因此需
要采用某种无感应电流驱动来提供。通常这会涉及复杂的物理
过程和大量昂贵的辅助电流驱动设备。

¡ 显然，希望能够找到某种无需环向直流电流来维持环向力平衡
的环形磁位形。这类装置确实存在，这就是“仿星器”。世界
上作为聚变项目进行研究的仿星器有几种不同类型，它们都有
一个共同特征，就是所有的仿星器都是三维环状螺旋结构，因
此需要通过外加螺旋磁场来实现环向力平衡所需的旋转变换。
右图展示了三种仿星器的简单示意图。尽管原理上等离子体可
以携带净直流电流，但是对于仿星器平衡这不是必需的。

81三种仿星器示意图



6.4环向力平衡__没有环向电流位形的环向力平衡
¡ 可以预料，三维位形的分析一般需要大规模分析手段，已
超出了这里需要讨论的范围。然而，通过某些简单的螺旋
位形的旋转变换计算，可对其特点略知一二。

¡ 环向净电流为零的螺旋位形能够通过外部来产生旋转变换，
尽管乍一看来，由于螺旋对称性，这种变换平均值可能为
零。

¡ 计算的关键问题是将对磁面形状的螺旋调整效应包括进来。
正如前文指出的，由于对称性，螺旋场中对旋转变换的主
要贡献项在整个螺旋周期内平均确实为零。 然而，考虑到
磁面螺旋修正的更仔细的高阶计算显示，这种平均是不完
全的，仍然存在一个小的净旋转变换，并最终导致环向力
平衡。
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6.4环向力平衡__没有环向电流位形的环向力平衡
¡ 1. 模型磁场
¡ 旋转变换的存在不依赖于环形效应或者有限压强。即使在有真空磁场的直螺旋系统中也能产生旋转变换。因
此模型磁场由两部分组成：均匀的轴向（即环向） 磁场!" = !$ =常数，另加真空螺旋场%&。由于对真空场
有∇×%& = 0，因此可以用势函数来替代：%& = ∇*，且*满足∇+* = 0。假定螺旋场具有螺旋波长,&和单螺
旋多极性-。这意味着*(/, 1, 2) = *(/)sin(-1 − ℎ2)，式中,& = 2:/ℎ。拉普拉斯方程的解为：

*(/) = <=>?(ℎ/) ≈ =/?

¡ 当ℎA ≪ 1时，修正的贝塞尔函数近似有效。常数=可通过假定等离子体边界处极向螺旋场的幅度为!&来确定。
由此可得： *(/) = A!&/- (//A)?。因此模型场可以写成：

% = !$D" + %&

¡ 式中，

%& = ∇* = !&
/
A

?FG
DHsinI + DJcosI − D"ℎA

/
A
cosI

¡ 式中： I = -1 − ℎ2。注意，对于等价的环面，有I = -1 − MN，且2 = O$N。因此， M = ℎO$等于环方向螺旋
周期的数目。为了简化旋转变换角的计算，假定M ≪ 1，即环向上有很多螺旋周期。
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6.4环向力平衡__没有环向电流位形的环向力平衡
¡ 先计算每个螺旋周期的旋转变换角，然后乘以!，得到整个变换角。
假定螺旋场比起环向场要小得多，即"# ≪ "%，由此分析可以大大简
化。在此假设条件下将描述磁场线的轨迹坐标展开：

&'()) = '% + '-()) + '.()) + ⋯
0()) = 0% + 0-()) + 0.()) + ⋯

¡ 为方便起见，在此将轨迹方程复述如下：

&d'/d) = "3/"4 '() = 0) = '%
d0/d) = "6/'"4 0() = 0) = 0%

¡ 解这个轨迹方程到包含二阶项即可确定旋转变换角。 84



6.4环向力平衡__没有环向电流位形的环向力平衡
¡ 2. 一阶解
¡ 一阶非平凡的轨迹方程组以一阶形式出现：

d"#
d$ =

&'( "), +), $
&)

"#($ = 0) = 0
d+#
d$ = &'/ "), +), $

")&)
+#($ = 0) = 0

¡ 这个方程很容易积分，得到

"#($) =
&'
ℎ&)

")
1

23#
cos7 − cos7)

+#($) = − &'
ℎ")&)

")
1

23#
sin7 − sin7)

¡ 式中，7 = ;+) − ℎ$；7) = ;+。物理上，这个解相当于对磁面的小的螺旋修正。注意到+#是$的周期函
数。特别地， +#(2=/ℎ) − +#(0) = 0。也就是说，由螺旋场造成对+的一阶非零贡献项的平均值为零，
即对旋转变换没有贡献。
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6.4环向力平衡__没有环向电流位形的环向力平衡
¡ 3. 二阶解
¡ 通过简单的泰勒展开可以得到轨迹的二阶方程：

d"#
d$ =

1
'(

)'*+
)"(

", +
)'*+
).(

., −
'*+'*0
'(

"#(0) = 0
d.#
d$ = 1

"('(
)'*4
)"(

", +
)'*4
).(

., − '4,
",
"(
− '*4'*0'(

.#(0) = 0

¡ 事实上，要得到单个螺旋周期的旋转变换角，并不需要得到这些方程的完全解。
因为单个螺旋周期的变换角定义为56 = .(28/ℎ) − .(0) = .#(28/ℎ) − .#(0)，所
需条件即为

56 = ;
(

#</* d.#
d$ d$ =

1
ℎ;(

#< d.#
d$ d=
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6.4环向力平衡__没有环向电流位形的环向力平衡
¡ 利用一阶方程的解，经过简单而稍显枯燥的计算后发现， d"#/d%对&平均的非零结果部分为：

d"#
d% = 1

ℎ*#
+,#
+-#

.-
*

#/01
2 − 2 + ℎ#.-# cos#& + 2sin#&

¡ 于是进一步得到：

;< .- = =
ℎ#*#

+,#
+-#

2(2 − 1) + ℎ#.-#
.-
*

/0#
≈ 2= 2 − 1ℎ#*#

+,#
+-#

.-
*

/0#

¡ 这里用了假定ℎ#.-# ≪ 1。
¡ 最终，整个变换角等于单个螺旋周期上的变换角乘以周期数： < = B;<。所要得到的关系式
形式为：

< .- = 2= 2 − 1B
C-+,
*+-

# .-
*

#/01
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6.4环向力平衡__没有环向电流位形的环向力平衡
¡ 注意，对于! = 2的仿星器，变换角的空间分布是均匀的。事实上，当
考虑到ℎ%&'%修正时，变换角随半径增加得较慢。对于! ≥ 3，变换角在
轴上为零，并随半径单调增加。对于! = 1，变换角似乎为零，但更仔
细的计算显示，存在幅度减弱ℎ%&'%倍的有限变换角。

¡ 主要结论是，单纯环向场与附加的螺旋场的组合产生外部旋转变换。
这种旋转变换能够提供环向力平衡，而无需净的环向直流电流。这正
是为什么尽管仿星总技术上非常复杂，但仍受到聚变界青睐的主要原
因之一。
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6.1-6.4总结
¡ 聚变等离子体的宏观平衡由磁流体力学模型描述。一般来说，感兴趣的环形位形平衡可用一
系列巢状、具有类圆截面的环向等压面来描述。磁场线和电流密度线都在这些等压面上。

¡ 要实现环向平衡，需要解决两个性质不同的问题。第一个问题涉及径向压强平衡，这是由于
等离子体热的芯部趋向于沿小半径!向外扩张。"箍缩、#箍缩和二者结合的螺旋箍缩都能在
径向压强平衡的条件下约束高比压等离子体。

¡ 第二个问题与环向力平衡有关。这是因为环效应导致一个使等离子体沿大半径$方向向外扩
张的力。单纯"箍缩无法抵消这个力，因此无法实现环向平衡。在#箍缩或者螺旋籀缩中，由
于存在净的环向直流电流，它们产生的旋转变换平均掉了垂直∇&漂移和曲率漂移，从而能够
实现环向平衡。从流体观点看，平衡这个力需要理想导体壁或者外加垂直场。一旦达到平衡，
压强面和磁面就会形成闭合曲面，并可以通过旋转变换来抵消垂直漂移。

¡ 最后，三维仿星器位形也可以实现环向力平衡。仿星器磁场位形是由单纯的环向场叠加螺旋
场而实现的。螺旋场产生外部生成的旋转变换，并由此最终实现环向力平衡。虽然这种几何
结构比二维轴对称系统复杂得多，但是仿星器不需要净的直流电流，这从聚变堆方面来看具
有明显优势。
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6.5磁流体不稳定性的物理图像

¡几种简单的物理图像来说明理想磁流体力学模型是如
何在等离子体中被激发的。

¡这些模式包括!箍缩中的交换模，串级磁镜中的气球模
和螺旋箍缩中的扭曲模。

¡所有聚变磁约束位形设计的基本出发点就是要避免出
现这些基本的不稳定性。
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6.5磁流体不稳定性的物理图像__交换模
¡ 第一种要考虑的不稳定性是压强驱动交换模。在仅有垂
直电流的单纯!箍缩中，这种不稳定性最容易理解。假
设等离子体柱对称的初始表面扰动如右图所示。由于流
过柱截面的总电流必须在整个柱体上保持恒定，故柱面
外3个指定位置上的磁场（ "# ∼ 1/'）及其相应的半径
分别满足关系"#( < "#* < "#+和'( > '* > '+，而作用
在等离子体表面上的磁场张力为-. = 0
1

"#*/
23 25'67 ∼ 1/'，从而有-.( < -.* < -.+。 就是说，
在整个柱上，受力方向均指向扰动增长的方向，譬如在
' = '(处，扰动力（即-.( − -.*）沿径向向外；而在' =
'+处，扰动力（即-.+ − -.*）沿径向向内。扰动力使初
始扰动增大，因此它是一种不稳定性的驱动力。

¡ “交换不稳定性”的扰动事实上是使等离子体管和磁通
管发生交换。
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6.5磁流体不稳定性的物理图像__交换模

¡ !箍缩中由垂直电流驱动的另一种不稳定性如
右图所示。这里，在等离子体表面凹陷的一侧
磁场富集，而在凸出的一侧磁场强度减弱。

¡ 可以看到，表面凹陷得越厉害，磁场张力就越
大；表面越凸出的地方，磁场张力就越弱。这
里扰动力的方向也是指向使扰动幅度增加的方
向，因此导致不稳定性。
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6.5磁流体不稳定性的物理图像__交换模
¡ 如果磁场线凹向等离子体表面，则这种磁场曲率

叫坏曲率，如图（a）所示。这是因为曲率半径的
方向与扰动方向一致，表面向外凸起使得等离子
体处于低场区，而磁场降低又使得凸起进一步增

强。

¡ 与此相反， 如果磁场线凸向等离子体表面，如图

（b）所示的会切位形，则这种磁场线的曲率是好
的。在此情形下，表面向外凸起将使得等离子体

处于较强的磁场区。而较强磁场迫使等离子体恢
复到平衡位置，因此这种磁场位形是致稳的。还
应指出，会切位形处处都是好曲率，但它却不是

聚变所需要的位形，因为粒子很容易通过会切终
端损失掉。对于交换模如何区分好曲率和坏曲率

的单粒子图像将在后面描述。
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6.5磁流体不稳定性的物理图像__气球模
¡ 很多磁场位形既有好曲率区，也有坏曲率区，需
要通过适当的平均处理来确定“平均曲率”是好
的还是坏的。托卡马克就具有这个特征。

¡ 说明这点的更简单的例子是图（a）所示的串级
磁镜。在这种位形下，磁流体力学不稳定性的一
个重要特征是等离子体扰动更容易出现在坏曲率
区，使得等离子体磁面出现类似气球膨胀的畸变，
如图（b）所示，这些不稳定性通常被称为“气
球” 模。

¡ 气球模之所以重要，是因为它限制了能稳定约束
聚变等离子体的最大!的极限。气球模通常导致
热能的快速损失或是输运损失明显增强，使得等
离子体比压!无法超过气球模极限。

¡ 气球不稳定性通常属于等离子体内部不稳定性。
95
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6.5磁流体不稳定性的物理图像__电流驱动不稳定性
¡ 现在考虑右图所示的电流驱动不稳定性。图中显示的是具有
内部轴向强磁场的!箍缩（即螺旋箍缩）。注意，现在主电
流流动的轴向相于平行方向。螺旋箍缩下的不稳定性机理类
似于单纯Z箍缩的情形。但环向磁场线（其行为类似于橡皮
筋）在出现扰动时会变得弯曲。而磁场线弯曲引起的张力总
是试图重新伸直自身，这相当于一个致稳的力。但如果环向
磁场太小，那么不稳定性仍无法消除。

¡ 可获得的最大环向磁场通常由磁体工程方面的因素决定，它
的最大值设定了磁流体力学稳定性允许的最大环向电流。具
体来说就是，如果环向电流大于极限电流，那么环向磁场线
弯曲的致稳效应就无法起到稳定不稳定模的作用。

¡ 概括起来，交换不稳定性、气球不稳定性和扭曲不稳定性的
基本驱动机理都可以通过简单的物理模型得到描述。尽量使
这些驱动机制最小化是所有聚变磁约束位形设计的基本出发
点 。
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6.5磁流体不稳定性的物理图像__好曲率和坏曲率的物理图像
¡ 好曲率和坏曲率的区别也能够通过单粒子约束图
像的观点来理解。以下的分析将说明导心的曲率
漂移是如何在等离子体表面附近感应出电场，进
而产生!×#漂移的。 !×#漂移的方向取决于曲
率半径矢量的符号，既可以是正的也可以是负的。
分析过程如下：

¡ 考虑右图所示的柱等离子体，其中在等离子体表
面已叠加了交换扰动。如果磁场线弯曲，那么就
会产生导心曲率漂移：

$% = ∓(∥
*

+,
-,×#
.,*/ 97

具有交换不稳定性的Z箍缩
柱（注意，等离子体和真空
磁通已经交换了位置）



6.5磁流体不稳定性的物理图像__好曲率和坏曲率的物理图像

¡ 上式中，正号对应于正电荷。由图（a）的圆柱截面视图可
见，曲率漂移方向是指向纸内还是纸外取决于曲率半径矢
量的方向。对于正电荷，凹向等离子体的磁场线产生指向
纸内的漂移，而凸向等离子体的磁场线产生指向纸外的。

¡ 因为电子和离子曲率漂移方向相反,所以在沿圆柱轴向上，
交换不稳定性导致形成周期性电荷分离，如图（b）所示，
电荷分离产生周期电场。电场的峰值出现在凸起的中间部
位[即图（b）中电场方向箭头所指的位置]。

¡ 凸起中的等离子体此刻经历!×#漂移。当磁场线凹向等离
子体时， !×#漂移的方向将增强扰动，导致不稳定性；反
之，当磁场线凸向等离子体时漂移的方向将使等离子体回
复到它的平衡位置，导致稳定。

¡ 上述简单的物理图像为分辨好曲率和坏曲率提供直观理解。 98
坏曲率(上）和好曲率（下）的
单粒子图像
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__概述
¡ 大多数的聚变概念都具有环向磁场和极向磁场。环向磁场的加入明显增加了分析的复杂
性，而且，这方面的大多数文献内容也超出了本课程的范围。为了克服这个困难，引入
一个极其简单的模型来大大简化分析，同时可以获得所需的关于磁流体力学!极限值的信
息。这个模型即所谓“表面电流模型”。

¡ 表面电流模型是一种简单的磁流体力学模型。可以在多种聚变位形中用它来解析计算克
服外部气球-扭曲模所需的压强和电流的极限值。由于这些模通常决定了最严格的稳定性
极限值，因此这一模型从宏观磁流体力学行为方面给出了进行反应堆可行性估计时所需
的准确信息。

¡ 这一模型所基于的思想是：考虑这样一种特定平衡，其中电流 "仅由理想化表面电流组成。
假设这个电流沿单一表面流动，并将等离子体与真空区域隔开，这使得平衡和稳定性分
析得到了极大简化。下面列出利用表面电流模型得出压强和电流极限值的程序步骤。这
一处理对一维和二维的等离子体均适用，因此适用于大多数位形。为了最大程度保持简
单性，假设等离子体的横截面是圆形的。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__概述

¡ 得出磁流体力学边缘区稳定性极限值的整个形式化过程最终可归结为
四步流程。定性来看，这些步骤为：
¡ (1) 计算二维表面电流的平衡；

¡ (2) 求出等离子体区域中的扰动磁场；
¡ (3) 求出真空区域中的扰动磁场；

¡ (4) 通过用外部模式的边界条件对等离子体-真空界面进行匹配，来确定
边缘区稳定性的条件。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__二维表面电流的平衡

¡ 右图所示的具有圆截面的二维环形等离子体，先
要计算等离子体-真空界面两侧的压强和磁场。表
面电流模型的一个重要简洁之处是稳定性分析仅
仅需要知道紧挨着表面两侧的稳态磁场。

¡ 第一个量：等离子体压强。假设等离子体中没有
电流： ! = 0。 因此平衡关系式!×% − ∇( = 0化
简为∇( = 0。这个方程的解很简单：

( =常数
¡ 即等离子体区域内每一点的压强是常数。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__二维表面电流的平衡
¡ 第二个量：等离子体内的环向磁场!"。由∇×% = 0可知!"可以写为：

!"(), +) = !-
./
. = !-

./
./ + )cos+

¡ 其中!-是大半径. = ./处的内部环向磁场。
¡ 在轴对称几何下，由于等离子体中没有环向电流，因此等离子体内的极向磁场也应该为
零： !4(), +) = 0。这样，就得到了简化后的等离子体内部磁场。

¡ 现在考虑界面的真空一侧。显然真空中的压强为零：5 = 0。接下来，与等离子体区域类
似，真空中的环向磁场也满足条件∇×% = 0，所以也可以表示为：

6!"(), +) = !/
./
. = !/

./
./ + )cos+

¡ 其中， !/是. = ./处的外加环向磁场。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__二维表面电流的平衡
¡ 在表面电流外的区域中极向磁场 !"#(%, ')不为零。一
般来说，计算真空区域每一处的 !"#(%, ')是困难的，
但是稳定性分析仅需要知道等离子体表面附近的磁场。
利用下面的磁流体力学压强平衡的“跳变条件”，讲
究可以得到有关表面极向磁场的有限信息：

) d+d, =
1
/0

1 ⋅ ∇ 1 − ∇ 5 + "7
2/0

¡ 如右图所示，在穿越等离子体-真空界面的无限小的
径向距离上对这个方程进行积分。允许磁场和压强的
值在界面两侧跳变，那么磁场和压强的法向梯度在界
面处变成了9函数。 104

穿越等离子体-真空分界面的积分



6.6表面载流等离子体柱的稳定性__二维表面电流的平衡
¡ 但压强和磁场在界面两侧的等离子体区域和真空区域内都是平滑的，意味着! ⋅ ∇!项穿
越界面的积分为零。原因：尽管磁场存在跳变，但运算符! ⋅ ∇只与表面导数有关，而由
于!就在表面上，也就是说，因为在表面上$ ⋅ ! = 0，所以不存在法向导数。因此对! ⋅
∇!项的积分仅与无限短距离上的阶跃函数的积分有关，而它的贡献为零。类似地，惯性
项穿越界面的积分一定为零。如果不为零，速度'将不得不发生跳变，这意味着加速度
无穷大（从v ' ⋅ ∇'项即可知），这没有物理意义，是不允许出现的。

¡ 结论：穿越等离子体-真空界面的严格的非线性跳变条件只能由梯度项的法向分量所引起，
它可以写为：

() + +,
2./ 012

314

= 0

¡ 其中， 56是包括平衡和稳定性贡献的精确的等离子体表面：56 = 7 + 89(7, <, =)。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__二维表面电流的平衡

¡ 将上式应用到平衡态下等离子体-真空界面!" = $上，可以得到所需的
平衡态下真空区域中靠近表面的极向磁场的表达式：

%&'(($, +) = 2./0 +
&2( − &/(

(1 + 5cos+)(
¡ 其中， 9:" = %&';'；5 = $/=/是等离子体环径比的倒数。根据稳定性
分析，上式是仅需的平衡态信息。尽管它看起来简单，但它可以描述
多种聚变位形，各种位形之间的区别仅在于参数0，&2，&/和5的不同
选择。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__等离子体中的扰动磁场

¡ 线性磁流体力学稳定性分析：待定的本征函数只能简化到在等离子体表面算出的
等离子体位移的法向分量，也就是说，本征函数是!(#, %) ≡ !((), #, %)。此外，在
轴对称系统中可以对%做傅里叶分析，然后分别处理每一种傅里叶模式：

! #, % = ! # exp −/0%
¡ 其中，0是刻画每一种傅里叶模的环向波数。根据不同的应用，待定的本征值是使
系统临界稳定的（即12 = 0）等离子体比压4或者是等离子体电流5的值。

¡ 在稳定性分析中，目的是算出等离子体区域和真空区域的扰动磁场，并用! #, %
将它们表示出来。利用式 |7 + ⁄:2 2<= >?@

A?B = 0给出的线性化的压强平衡跳变条件，
在等离子体一真空界面上对这些解进行匹配，就可以得到本征值。 107



6.6表面载流等离子体柱的稳定性__等离子体中的扰动磁场
¡ 确定等离子体区域内扰动磁场的关键是，在表面电流模型中， !的计算可以简化为求解拉普拉斯方程的
问题。对临界稳定性分析来说，线性化的动量方程简化为：

"#$%×'# − ∇*% = 0
¡ 由'#分量得出(.//1)*% = 0或*% = −3*∇ ⋅ 5 = 0。
¡ 如果模数/ ≠ 0，那么扰动压强为零，本征函数所描述的流体是不可压缩的。如果*% = 0，动量方程简
化为$%×'# = 0，它的解为$% = 7%(8, :)exp(−./>)'#。其中7%(8, :)是任意标量函数。注意到∇ ⋅ $% = 0
的条件简化为 (.//1)7% = 0或者7% = 0。结论是：在表面电流模型中，等离子体内部的扰动电流也必须
为零：

$% = 0
¡ 所以， ?%作为真空磁场（即∇×?% = ∇ ⋅ ?% = 0）可以写为：

?% = ∇@%
¡ 其中， @%满足：

∇A@% = 0
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__等离子体中的扰动磁场
¡ 势函数!"通过边界条件与表面位移相耦合。这要求：①等离子体内部的!"应具有正则性；
②表面上扰动磁场的法向分量满足 |$ ⋅ &" ' = $ ⋅ ∇× |(,×&) '。

¡ 最后的这个条件简化为：

./!"
/0 '

= − .2345
6 7

'
= − 2348

69(1 + <cos@)A
7

¡ 上面两个式子就是计算等离子体区域扰动磁场所需的公式。它们可以在多种条件下得到解。
无论什么情形，一旦解出了这些方程，压强平衡匹配条件所需的物理量即为 |& ⋅ &" '，它
可以很容易地用!"表示如下：

B& ⋅ &" '
= − .2345

6 !"
'
= − .2348

69(1 + <cos@)A
!"

'
¡ 这样就给出了等离子体区域的稳定性公式。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__真空区域的扰动磁场
¡ 真空区域扰动磁场的计算与等离子体区域中的计算非常类似。因为感兴趣的区域是真空，
所以可以用势函数立刻写出扰动磁场：

!"# = ∇&'#
¡ 其中， &'#满足：

∇( &'# = 0
¡ &'#有两个边界条件。首先假设包围着等离子体的是半径为*的圆截面同心理想导体壁。在
理想导体壁上，磁场法向分量必定为零，因此第一个边界条件可以写为：

+, &'#
,-

.
= 0

¡ 注意，特殊极限*/0 → ∞对应于没有导体壁的情形。为简单起见，电阻性导体壁的情形将
在后面讨论。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__真空区域的扰动磁场
¡ 第二个边界条件将 !"#和表面扰动耦合：在等离子体区域，扰动磁场的法向分量与边界上
位移矢量的关系为 |% ⋅ '# ( = % ⋅ |∇×(-×') (。设想将等离子体区稍稍扩展到真空区域，
那么真空区域的扰动磁场所对应的边界条件是 /% ⋅ 0'# ( = % ⋅ /∇×(-×0'1) (。注意，这里用
的是真空磁场0'而不是等离子体区域的磁场'。第二个边界条件简化为：

23 !"#
34

(
= 2− 67

!89
: +

!8<
4
3
3= >

(
= − 678?

:?(1 + Acos=)E
+
!8<
F
3
3= >

¡ 前面三个式子描述了真空区域的稳定性问题。最后，与等离子体区域中情形一样，一旦
得到了真空区域的解，则压强平衡匹配条件所需的物理量即为 /0' ⋅ 0'# (，可以用

!"#表示成：

G0' ⋅ 0'# (
= 2− 67

!89
: +

!8<
4
3
3=

!"#
(
= 2− 678?

:?(1 + Acos=)E
+
!8<
F
3
3=

!"#
(

¡ 这样就完成了真空区域的稳定性分析过程。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__压强平衡匹配条件
¡ 等离子体和真空区域的扰动磁场原则上可以通过任意选取的表面位移! ", $ 计算
出来。但这里还没有足够的信息来确定本征函数和本征值。完成系统分析还需要
更多的信息，那就是穿越等离子体-真空界面的压强平衡匹配条件。

¡ 通过对 |& + ⁄)* 2,- ./0
1/2 = 0给出的准确的压强平衡跳变条件进行线性化，即可得

到所需的关系式。 |& + ⁄)* 2,- ./0
1/2 = 0中的表面是指平衡表面加上扰动表面56 =

7 + !(", $)，可以直接进行泰勒展开得到：

&: +
1
,-
< ⋅ <: + >

?
?@ & + )*

2,- A0
= 1

,-
B< ⋅ B<: + !

?
?@

C)*
2,- A2

¡ 注意到&: = 0和& =常数，因此这个表达式可以化简。 112



6.6表面载流等离子体柱的稳定性__压强平衡匹配条件
¡ 另外，在表面上， !"的径向导数可以容易地算出：

#$!"
$% &

= #$
$%

!()*
)* + %cos/ &

= !(cos/
)*(1 + 2cos/)4

¡ 对于 5!"有类似的表达式。最后，利用∇×89 = 0的条件并注意到
5!;(<, /) = 0 (对应于> ⋅ 89(<, /) = 0）， @$ 5!A/$% &可以通过

5!A (<, /)直
接算出：

C$ 5!A
$%

&
= −

5!"
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__压强平衡匹配条件

¡ 综合这些结果即得到所需的压强平衡跳变条件的形式：

! ⋅ !# −
%&'cos+

,-(1 + 1cos+)'
3
45
= 7! ⋅ 7!# −

%-'cos+
,-(1 + 1cos+)'

3 −
8%9'
: 3

4;

¡ 表面电流稳定性问题的数学形式现在就完成了。显然，此时这个形式
在本质上仍然是概念上的，如何确定临界压强和电流的实际途径到目
前为止还不清楚。解决这一问题的最佳途径是直接研究各种磁约束聚
变位形的稳定性。这些应用展示了表面电流模型在理论预言磁流体力
学压强电流稳定性极限值的过程中的实用性。
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__表面电流模型小结
¡ 为了方便起见，求解表面电流模型的步骤小结如下。

¡ 平衡：

!"#$(&, () = 2,-. +
"0$ − "-$

(1 + 3cos()$
¡ 等离子体内部的扰动磁场：

∇$89 = 0
;<89

<= >
= − ?@"A

B-(1 + 3cos()$
C

DE ⋅ E9 >
= − ?@ "A

B-(1 + cos()$
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6.6表面载流等离子体柱的稳定性__表面电流模型小结
¡ 真空区域的扰动磁场：

∇" #$% = 0

() #$%
)*

+
= 0, () #$%

)*
-
= − i0 12

32(1 + 7cos;)"
+
#1=
>
)
); ?

@AB ⋅ AB% -
= (− i012

32(1 + 7cos;)"
+
#1=
>
)
);

#$%
-

¡ 压强平衡跳变条件：

AB ⋅ AB% − B ⋅ B% - =
12" − 1D" cos;
32(1 + 7cos;)"

? +
#1="
> ?

¡ 这些是将用于分析各种聚变位形的稳定性极限值所需的方程组 。
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