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1 简介 2

1 简介

摘要

本文写于 2022 秋季学期严以京老师量子物理（英）的课堂，以“表象不变性”为线索，串
起经典力学与量子力学的一些基本知识与思想。从物理量的表示出发，通过矢量与张量的
坐标在坐标变换下的变换形式引出其不变性，并指出这种坐标系的变换与量子力学中的表
象变换的相似之处，即 |ψi〉〈ψj| 可以看做并矢，而在计算中常用的对角化 A = λi|ai〉〈ai| 过
程则可以看作是算符的谱分解。

所以，本文更像是一种总结提炼，或者是从另一个角度理解量子力学的一种尝试。

1.1 物理量与表象

为了量化某个物体的物理性质，我们需要用到一些数（可以是一个，也可以是多个），他
们的集合称为物理量。有的物理量只需要一个数就能完全描述，例如质量、能量；但有的
却不能。为了完全描述一个更为复杂的物理量，我们需要使用更多的数，我们就讲这些数
称为分量。描述同一物理性质的分量应当有某种结构或者组织形式，这是因为这些复杂的
物理量大多与这个物理性质的各向异性有关。体现在这些数上，就是不同位置的数不能随
意交换，应当按照某些顺序排列起来。

此外，坐标系在描述物理系统的演化时也具有非常关键的作用，而不同参考系之间存在
一定的变换，在经典力学中即是正交变换，它是欧氏空间中保内积、保长度、保标准正交
基的变换。

在不同坐标系中，我们不能先验地认为某量在不同坐标系下的分量具有某种关系。然
而，基于对周遭世界客观实在的信念，物理量及物理规律应当独立于人为设定的参考系而
存在。也就是说，这是物理对象的内禀性质，不以人的意志为转移。

所以，一个量能被称为物理量，理应具有某种特殊的性质，即这个量在不同坐标系中的
分量之间的关系应当是确定的——仅与联系两个坐标系的正交变换有关，而与两个参考系
无关。

坐标系的本质是欧氏空间中的一组标准正交基。正如在不依赖这组基时，我们依然可以
谈论某个线性变换 A 的特征值与特征向量一般，不选取坐标系我们依然可以谈论某个物理
量的某些本质性质，只不过不太适应这种抽象表述而已。

将坐标系的概念推而广之，就是 Representation，表象。无论是在线性空间中选择某组基，
还是以你所站立的点为原点、经纬线分别作为 X、Y 轴建立直角坐标系，都是选择了一种观
察、看待某个对象（线性变换 A 、苹果落地）的方式，它是人为选择的，决定了对象在我
们面前的呈现形式，也就是“表象”二字的字面含义。
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1.2 本文的目的

这种 Representation Invariance 的观点也是量子力学的基石。一个例子是如下形式的薛定谔
方程

ih̄
∂ψ

∂t
= − h̄2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ

即是以态矢表示的薛定谔方程

ih̄
d
dt |ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉

在坐标表象下的呈现形式。为了确认这一点，我们只需在方程左右同时左乘 〈x|即可。

另一个和表象的含义相似的词汇为绘景。不同绘景的区别实际上也是我们看待量子系
统演化的不同方式。薛定谔绘景、海森堡绘景以及相互作用绘景的核心区别，就在于怎样
在态矢与算符之间分配这个传播子 U。

总之，本文希望通过比较表象不变性在经典力学与量子力学中体现形式，从而使读者
在运用量子力学的同时也或多或少的理解量子力学。

2 经典力学中的矢量与张量

2.1 正交变换与矢量

数学上讲，一个正交变换作用于一个向量后将其映射为另一个向量，注意，这里“正交
变换”、“向量”是抽象的，不存在“数”。现在我们用物理学家更为熟悉的语言来重新叙述一下
这件事，即选择一套标准正交基（建立直角坐标系），将抽象的线性空间同构为数组空间

（用一些分量来描绘），并使用习惯的符号（数学家喜欢使用矩阵，而物理学家更习惯求和
约定）：

x′i = λijxj

其中 λij 是正交变换在这组标准正交基下矩阵的 ij元，其中使用求和约定。这是一个坐
标变换，两组坐标都描述的是同一个向量，这个式子刻画了这两组坐标之间的关系：一重
线性映射。

同样，物理量在不同坐标系下也可能有所不同。但为了保证空间对称的物理定律仍然成
立，它的分量必须做一些改动。不过，新的分量也可以看成是由旧的分量变换而来，但不
能先验地说新旧分量之间有什么必然关系。

现在我们规定：只有一个分量，并在任何坐标系中的值都相同的物理量称为标量。



2 经典力学中的矢量与张量 4

如果一个物理量A有三个分量，并且它们在正交变换下其分量如同点的坐标一样变换：

A′
i = λijAj

则称为矢量。

注意，向量和矢量在这里的定义并不相同。向量更多指数学上的服从加法和数乘的那个
对象。

2.2 张量

当一个物理量有 9个分量，并且不同坐标系下的分量由一个二重线性映射联系：

T ′
ij = λikλjlTkl

则称为张量。根据处理矢量时的经验，我们可以根据表象不变的假设和坐标变换关系
推知：张量在取定一组标准正交基（表象）后可以用一个矩阵来表示，矩阵的 ij元就是 Tij。
并且在两个不同坐标系下的矩阵正交相似。

2.2.1 并矢

与矢量相同，张量也可以被分解为一些基本张量的和。通过将两个矢量做“并矢”运算，
就可以构造这样的“基张量”。对于任意两个给定的矢量 A⃗, B⃗ ，按照下面的形式可以构造出
一个张量 A⃗B⃗：

(A⃗B⃗)ij = AiBj

它可以写为一个列矢量左乘一个行矢量。所以如果将坐标系的三个基矢量分别做并矢运算，
即是所有二阶张量所组成的线性空间的九个基：

x̂1x̂1 =

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , x̂1x̂2 =
0 1 0

0 0 0

0 0 0

 , x̂2x̂1 =
0 0 0

1 0 0

0 0 0


所以，一个张量也可以表示为

T = Tijx̂ix̂j

与矢量的表示一模一样。

现在，两个矢量之间除了点乘叉乘之外，又有了一种全新的并矢运算。矢量点乘给出一
个标量，矢量叉乘给出一个赝矢量，矢量并矢则给出一个张量。
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2.2.2 张量与矢量的点乘

由于张量可以表示为并矢的和，所以张量与矢量的点乘可以通过定义并矢与矢量的点
乘得到。它服从就近原则：

T · A⃗ = (Tijx̂ix̂j) · (Akx̂k) = (TikAk)x̂i

A⃗ · T = (Akx̂k) · (Tijx̂ix̂j) = (AkTkj)x̂j

可以看出，从左边从右边点乘的结果不一样，点乘一次是矢量，左右都点乘就是一个数
了。

进一步地，如果将此时左右点乘的矢量取为欧氏空间中的一组基：

Tij = x̂i · T · x̂j

则称这个数 Tij 为张量 T 在这个表象下的矩阵元。这些也和前面的定义是一致的：左
右分别点乘 x̂i 和 x̂i 将给出 Tij。

2.2.3 作为线性映射的张量

[5] 中的例 1.3 证明了线性映射是一个张量，因为它可用 9 个分量完全表示，并在正交变
换下的变换服从张量的定义。反之，对于任意一个张量，我们也可以构造一个线性映射，例
如单位张量即可定义为

I : A⃗ 7→ A⃗

由于线性映射本身也是与坐标系无关的，所以如果按照这样定义张量，则更加强调张量在
坐标变换下的不变性，也即是 Representation Invariance。

现在，如果将张量看做是一个线性映射，或者简短一点：算符，我们就可以将这些内容
几乎原封不动的搬运到量子力学的物理量表示方法中来。

3 狄拉克表象理论

本文最开始已经说明，Representation Invariance 的信念迫使我们给出了物理量的定义，但
无论是标量、矢量还是张量，都是存在于欧氏空间中的，因为经典力学是欧几里得空间中
的力学。然而，量子力学是希尔伯特空间中的力学，所以这里的标量、矢量和张量则存在
于希尔伯特空间中。

为了凸显量子力学和经典力学在物理量表示方法上的联系，所谓“一个量子态以一个态
矢来表示”实际上是在说：它是 Hilbert 空间中的一个矢量，而“一个可观测量对应一个算符”
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实际上是在说：它是 Hilbert 空间中的一个张量。同时，取代正交变换地位的，称为酉变换。

本节内容主要参考 [4] 的第一章，为了体现与经典力学与线性代数的相似之处，省略了
许多与本文主题不相关的部分。

3.1 酉变换

两组正交基 |an〉和 |bn〉之间的酉变换可以写作

U = |bn〉〈an|

它满足下面这个关系：
U |ai〉 = |bn〉〈an|ai〉 = δin|bn〉 = |bi〉

所以一个态矢在 |bn〉上的投影Bi = 〈bi|ψ〉可以被写作Aj = 〈aj|ψ〉的线性组合，通过下
面的方式：

Bi = 〈bi|ψ〉
= 〈ai|U |ψ〉
= 〈ai|U |aj〉〈aj|ψ〉
= Uij〈aj|ψ〉
= UijAj

很像正交变换吧？

3.2 基的并矢构成张量基

设 |β〉 = T |α〉，则插入单位张量有

〈xi|β〉 = 〈xi|T |α〉 = 〈xi|T |xj〉〈xj|α〉 = Tijaj

可见，在 x表象下分量的变换规律满足线性变换的形式。所以为了取出一个算符在某个
表象下的 ij 元，只需左边作用左矢 〈xi|，右边作用右矢 |xj〉。

通过这种“插入单位算符”的手法，一个算符就可以表示为

Â = |ai〉〈ai|Â|aj〉〈aj|
= Aij|ai〉〈aj|

和张量的并矢分解的形式是一致的，不过并矢的形式从 x̂ix̂j 换成了 |ai〉〈aj|。

现在，再次审视我们对于平均值的定义：

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉
则可以认为是取出了A在某组含有 |ψ〉的表象下对应 |ψ〉的对角线上的元素。



3 狄拉克表象理论 7

3.3 对易

3.3.1 矩阵的乘法交换性

显然，张量空间同构于矩阵空间，从而我们可以通过研究矩阵的对易关系来研究张量，
也就是算符的对易关系。

线性代数告诉我们：两个方阵 A,B 对易，当且仅当存在可逆矩阵 P ，使得 P−1AP 和
P−1BP 都是对角阵，也就是能够同时相似对角化，这也表明 A,B 具有完全相同的特征子
空间。

厄米算符具有完全类似的性质，所以两个可观测量对易，当且仅当它们所有本征态都相
同。

3.3.2 对易与测量

对 n个处于态 |ψ〉的量子系统进行物理量A的测量，有如下假设：

1. 这些测量结果 {a1, a2, . . . , an} 是 Â本征值集合的子集，而本征值集合由 Â和量子系
统本身的空间限制决定，与状态 |ψ〉无关；

2. 测量值是服从分布 P(A = ai) = |〈ai|ψ〉|2 的随机变量；

3. 得到 A = ai 的同时，量子态 |ψ〉 坍缩至 ai 对应的本征矢 |ai〉，即将投影算符 |ai〉〈ai|
作用于 |ψ〉。

这时我们发现，如果将测量本身也视为一个算符M，那么它和其他算符的区别在于，它
不是确定的，而是服从分布 P(M = |ai〉〈ai|) = |〈ai|ψ〉|2 的随机张量。这是由 J·施温格发展
的量子力学的一种公式形式，但现在不常采用。

对两个对易的物理量做相继观测，将给出相同的本征值，即相继得到 A，B，A，B，A，
B，A，B；如果态处于两个不对易算符的共同本征态上，那么测量结果和对易物理量的结果
仍然相同：相继得到 A，B，A，B，A，B，A，B。

然而，两个不对易算符可以拆为对易部分和不对易部分：

A =

[
diag1, 0
0 , A1

]
B =

[
diag2, 0
0 , B1

]

其中对角部分对应共同本征态，不对易部分则不存在共同本征态。

这样一来，对于循环测量这件事，如果初始状态处于对角阵对应的一个，那么它将会停
留在这个本征态上。如果初始状态处于不对易部分，那么连续测量的结果将被限制在这个
不变子空间中，但结果则是一个马尔可夫过程。
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3.4 谱分解

实对称正定方阵总可以正交相似对角化，这一现象的抽象推广，即是算子的谱分解。正
如其字面含义所指出的那般，既然一个算子的特征值与特征向量包含了这个算子的所有信
息，那么我们就可以尝试将它按照自己的特征来实现分离。

用我们熟悉的语言表达，对一个厄米算符 Â做谱分解，是指将它写为

Â =
∑
i

λi|λi〉〈λi|

的并矢形式。根据厄米性的推论，厄米算符总是可以做这样的分解。从另一个角度出发，我
们同样可以得到这个结果，即在算符 Â的本征向量集合的表象下，写出 Â的矩阵元。

这里的 λi, λj (i 6= j)可以相同，也可以不同，对应有简并与无简并情况。所以我们可以
将简并的子空间合成一下：

P̂k =

gk∑
j=1

|akj〉〈akj|

Â =
∑
k

λkP̂k

其中 k是子空间的标号，而 gk 是它的简并度。这里定义的 P̂k 称为投影算符，它满足

P̂ 2
k = P̂k

它将会在量子力学变分法以及 von Neumann 的量子统计力学的描述中发扬光大。

3.5 氢原子

作为一个例子，我们考虑将表象理论应用于氢原子的结构分析中。

3.5.1 球谐函数

首先，氢原子系统是一个典型的中心力场模型（势能相仅与 r = |r|有关），保持正则变
量 r 与 p而不对它们做任何对应于某个表象的替换（例如 pi 7→ h̄

i
∂y
∂xi

），它的哈密顿量可以
写为

H =
p2

2m
+ V (r)

经过球坐标变换，哈密顿量写为

H =
p2r
2m

+
1

2mr2

(
p2θ +

p2φ
sin2 θ

)
+ V (r)
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任何一本量子力学教材都会对这个哈密顿量的本征方程做一系列的分离变量，即拆为角向
部分和径向部分。其中角向部分在直角坐标表象下的函数形式就是球谐函数 Y m

l (θ, ϕ)：

Y m
l (θ, ϕ) = ϵ

√
(2l + 1)

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

eimϕPm
l (cos θ)

它既是总角动量 L̂2 以 h̄2l(l + 1) 为本征值的本征函数，也是 z 轴角动量 L̂z 以mh̄为本征值
的本征函数。

不过，我们始终可以通过另一种方法：角动量的升降算符得到 L̂z 对 L̂2 各本征子空间的
细化形式。在使用升降算符的过程中我们并没有用到任何一个表象，只是通过正则对易关
系就将每个算符的本征值算了出来：

L̂2|l,m〉 = h̄2l(l + 1)|l,m〉; l = 0, 1, · · · , n− 1

L̂z|l,m〉 = h̄m|l,m〉; m = 0,±1, · · · ,±l

容易猜到，|l,m〉在极坐标表象下的函数形式即是 Y m
l ，[3] 也证明了这一点。那么极坐标表

象与直角坐标表象之间也应有一定的变换关系：

〈k | E, l,m〉 = h̄√
mk

δ

(
E − h̄2k2

2m

)
Yl,m(k̂)

其中 |k〉是动量表象的本征函数。

3.5.2 自旋、角动量与李代数

我们发现，电子自旋 S 所满足的本征方程与电子在核外运动的角动量 L满足的本征方
程形式是一致的：

Ŝ2|s,m〉 = h̄2s(s+ 1)|j,m〉 [(2s+ 1) be integer ]
Ĵz|s,m〉 = h̄m|s,m〉; m = −s,−s+ 1, · · · , s− 1, s

其中必有原因。我们先看核外运动的角动量，在经典力学中，角动量是三维连续转动变换的
生成元，经典的中心力场哈密顿量在这样的变换下不变，故其生成元是一个运动常数，它
与经典哈密顿量的经典 Poisson 括号为 0。角动量的基本 Poisson 括号满足如下形式：

[Li, Lj] = ϵijkLk

这样的一组对易关系，其实唯一确定了一个李代数，式子中出现的 ϵijk 则被称为结构常数。
这样一来，只要对易关系不变，李代数的结构就不变，它的升降算符分解表示也不变，各
级的本征值更是不变。

所以我们可以看到，自旋之所以可以被冠以“角动量”的名称，无非就是因为：自然界让
对易关系

[Si, Sj] = ϵijkSk
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得以实现的最低维度为 2，也就是矩阵[
cos θ −sinθ
sin θ cos θ

]

物理世界中主要有两种变换：平移变换与转动变换。而诺特定理告诉我们，每一种对
称变换都对应了一个守恒的物理量。进一步地，我们选择使用这些守恒量来描述物理世界
——即使它们在一些情形下不守恒，但这比起使用其他状态参量而言要方便得多。

所以我们之所以为自旋冠以“角动量”的名称，既不是因为它是某种“叉乘”，也不是因
为它在描述一个微观粒子像经典粒子那般正绕某点旋转，而是因为这个量具有旋转对称性
SU(2) 而已。这样的一个二维转动由于数域的扩张，它与日常熟悉的 SO(3) 的三维转动具
有李群意义上的同构性。

所以，这样的观点也导致了另一种建立量子力学的方式，即是通过研究系统在某些变换
下的不变性。

3.5.3 微扰

表象理论以其简洁的特点与在群表示上的优越性，使得我们不需要直面某些形式复杂
的微分方程而直接得到某些算符的本征值。无论是相对论近似、自旋-轨道耦合、塞曼效应
还是更精细的结构，如果我们选择在某些表象下写出这些微扰满足的微分方程，求解起来
会非常复杂，也没有必要——因为相对于核外电子的坐标概率分布或者动量概率分布，实
际上我们更关心原子能级之间究竟有多大距离。

4 总结

本文以表象不变性为线索，揭开了经典力学与量子力学相似的一角。除了表象不变性以
外，经典力学与量子力学的联系还体现在最小作用量原理以及哈密顿函数上。

例如，如果从离散体系过渡到连续体系，如果体系的拉格朗日密度 L 满足

L = h̄(ψ2∂tψ1 − ψ1∂tψ2)−
h̄2

2m
[(∇ψ1)

2 + (∇ψ2)
2]− U(r⃗)(ψ2

1 + ψ2
2)

则此时场 ψ1 和 ψ2 满足的欧拉-拉格朗日方程分别为

−h̄∂tψ2 = − h̄2

2m
∇2ψ1 + Uψ1 (1)

+h̄∂tψ1 = − h̄2

2m
∇2ψ2 + Uψ2 (2)

将第二式乘上虚数因子 i再与第一式相加，即可得到薛定谔方程

ih̄
∂ψ

∂t
= − h̄2

2m
∇2ψ + Uψ
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其中 ψ = ψ1 + iψ2 。

再比如，不含时力学量 f 的运动方程可以用经典 Poisson 括号写为

df

dt
= [f,H]

而在海森堡表象下，力学量的运动方程也可以使用量子 Poisson 括号表示，只不过多了一个
ih̄而已：

dA(H)

dt
=

1

ih̄
[A(H), H]

对于这些主题，作者水平有限，也限于篇幅不做过多阐述。本文也应当有许多错误，望
后之览者不吝赐教。
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