
6( )(P73)定理 泊松积分公式

调和函数的泊松积分公式(由柯西积分公式导出)

( ) ( , )u z u x y设 是闭圆 0 Rz z  上的调和函数，

 u则 在圆内任一点 i
0 (0 )e r Rz z r 

   的值

0 :  u C z z R 可用 在闭圆边界 上的值表示出来：

P72定理4平均值定理:

调和函数在圆心的值可用圆周上的平均值表示出来.

下面定理6:  调和函数在圆内任一点的值也可用圆周上值表示出来.
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证明： 0
P 70 3 ( ) Rz z zu  因为 是闭圆上 上的 ,故由 定函数 理调和 知，

0 ( ) ( , ) R v z v x yz z  存在闭圆 上的调和函数 ，

0( ) ( ) i ( ) f z u z v z z z R   是闭圆 上的使得 解析函数.

( ) (P 59 5) f z对 利用柯西积分公式 定理 ,得
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6( )(P73)定理 泊松积分公式
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0 :  u C z z R 可用 在闭圆边界 上的值表示出来：
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证明： P 70 3,  ( ) ( , ) v z v x y由 定理 在题中闭圆上,存在调和函数 ，

0( ) ( ) i ( ) f z u z v z z z R   使得 是闭圆 上的解析函数.

( ) (P 59 5)f z 柯西积分公式对 利用 定理 ,得
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( ) (P 59 5)f z 柯西积分公式对 利用 定理 ,得
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0( ) ( ) i ( ) f z u z v z z z R   是闭圆 上的解析函数.
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0z R  在 上解析, (P 54 2)对它用 定理柯西积分定理 ,得
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0.实的，虚部为



1 27(P74)     ( )u u D和 有定理 设 都是 的 实值界区域 内 调和 函数,

  1 2, ( ) ( )z D u z u z    

1 2  (  ) D C Du u C D 和 上在有界闭域 是 的连续 边界 ，

1 2( ) ( ) ,  u u    则,C 若

 ).( D整个闭域 上解的变化也“小”

1 2 ,u u u 令证明:
1 2,   u Du则因为 在 内调和，故

0,=
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u D即 在 内调和. 1 2 Du u又因 和 在 上连续,  u D故 在 上连续.

(P72 5), u 调和函数极值原故可以对 用 理 定理 得
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1 27(P74)     ( )u u D和 有定理 设 都是 的 实值界区域 内 调和 函数,

  1 2, ( ) ( ) .z D u z u z    
1 2  (  ) D C Du u C D 和 上在有界闭域 是 的连续 边界 ，

1 2( ) ( ) ,  u u    则,C 且

1 2 ,u u u 令证明: 1 2,   u Du因 在 内调和， u D故 在 内调和.

1 2 Du u又因 和 在 上连续,  u D故 在 上连续.

(P72 5), u 调和函数极值原故可以对 用 理 定理 得
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D7 Laplace irichlet定理 隐含着 方程 问题唯一性.
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  1 2, ( ) ( ) .z D u z u z    
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Di7 Lapla riche lc et定理 隐含着 方程 问题唯一性，即
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(P 74) 7在 定理 条件下，
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 是 平面任意有界区域,其边界记为
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问题：



第五章 函解析 数的级数展开

 1.重点： 幂级数,

是研究解析函数的又一重级数 要工具.

 数.罗朗级2.

(P 54 2, P 55 3)定理  定柯 分定理 理西积 、

(P 8 2)- 2柯西 黎曼方程除了 定理 、

(P 59 5, P 56 6)定理  定理柯西积分公式 外，

5.1 复级数的基本性质

复变函再学习 数项级数.

5.1.1 ( ) 复数项级数 与实数项级数类似

复数先学习 项级数，

( )复变函数类特殊的 项级数两



5.1.1 ( ) 复数项级数 与实数项级数类似
 , ,1,2, ,i n nn n n n x yz x y  定义 设有序复数列 ,其中  

1k
k

z




称
1 2 3 n

z z z z      复数项无为 穷级数.

 
1 2

1 1

(1) ,n
kk

kn k

n
z zS zz z

 




    记 称为 的部分和,

( ),lim nn
S S


 有限复数

1
k

k

z



则称复无穷级数   

1
k

k

S z



称 为 的和,收敛,  

1

,k
k

Sz




记作

   
1

( )2) (n
k

S
k

z





若 部分和 不收敛 包含极限为列 ,
1

k
k

z




则称 发散.

{ }ns若部分和列 有极限，

 =即
1

k
k

z





1

liml .im
n k

k
n n

S
n

z


 
 

(P 77)



 =  
1 1 1 1

.i( i )n n
n n n n

n n n bz a b a


   

 
    

      
1 1

( ) :i( i )n n
n n

n S a ba bz
 





   的充要条件是收敛 于

   
1 1

( ) ( ),
n n

n na ba b
 

 
 收敛 和于 收敛 于

定理1

定理1

=   
1 1

( i )
k kk

k
n

k

n n
S a bz

 

  证明：因为
1 1

i
kk

k k

n n
ba

 

  .

 nS 收敛的充要条件是
1 1

k k
k k

n n
a b

 

   
   
   
 收敛和 收敛.

   
1 1

lim lim lim . #i
kn n n k

k k
n

n n
S ba b ba a

  
 

    的充要条件是 和

, , ,n na b a b所有 均为实数.

(P 78)

P12 1,故根据 的定理



   
11

1 1
1. i i

( 1) 1
22 n

n
n

n

n

n n


 
   

    
   


 例 判断 和 的敛散性.
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 发散

1,  根据定理 关 的一于实数项级数 结果,可以推广到复些 数项级数.
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故由定理 得 收敛
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 的收实 敛正项 ，级数 判别法 复数项级数绝都可用来判别 对收敛性.
比如比较判别法.( )
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例  的讨论级数 敛散性.
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 1). 绝对收敛 复 级数 重新的 数 排序项 各项任意 后求和，仍然 ,且其绝对收敛 和不变.
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补充： 判断复级数 是否收敛,是否绝对收敛？

2 2
4. ( ) i ,  ( ) - (C- R)

( )

f z xy x y f z

f z

 设 复变函数 在何处满足柯西 黎曼 方程，

  并分别指出 的可微点和解析点.
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3

5.  (a) Ln i;  (b) ;

 (c) ln 2 i  ( P41 ).
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求

求方程 的解 提示：利用教材 对数函数定义

3. 3
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证明 是全平面调和函数，

  并求解析函数 且

且

复学第二章.
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 应用此推论，可以判断出一些复级数发散.

  3
2

1 1
2

1 i  
n

n nz ，则解 记  

1,

     
1

3
2

1 1
2

1 i
n

n

n





 所以 发散.lim
n nz

故

  
1

3
2

1 1
2

 1 i  
n

n

n例 判别级数 的敛散性.




 

0,

3
2

1 1
2

1 i
n

n nz     n  当 时.11 n 

       
1 1

( i )nn n
n n

bz a


 


  若 收敛,则推论 lim 0.nn

z




复级数收敛的必要条件
(P 78)



   
 

2 2

2 2
, ,

( )

( ),( , )

0

C

u u
x y

z D

u x y  

 
 

 










DLaplace irichlet考虑 的方程 问题：

,  ( )C C   是 上给定的连续函数.

  ,D C D C D 是区域, 是 的边界,即

( ) 此外，在应用中 往往是通过测量得到，

测量中误差总是难免的，因此还需考虑稳定性，

( ) u D的解 在整个闭域 上的值是否也只有"很小"的变化？

( ) 即当边界值 " "有一个 很小 的变化时，

z

x

y

(0,0)

 C

D
问：    u D u D在 内调和， 在 内任一点的值，

 ( ) u D C  能否由 在 边界 上的函数 唯一确定？

DiricLa7(P74 pla) hlce et方定理 给这个称为 问题一个肯定程 的回答.


