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摘要
本文主要总结了利用线性代数知识，对欧式空间中具有一定距离

约束的点的数目进行估计。给出了对 m(n, s)1的估计，以及其在一些

限制下的估计。

关键词：线性相关 欧氏空间 距离

1m(s,n) 为 n 维空间中最大的点数，满足它们之间距离不超过 s 种
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1 Introduction

问题：对于 n 维欧氏空间中，至多存在多少个点，满足任意两点间的

距离相等?

我第一次看见这个问题是在一本线性代数的书中 [1]所看到，但当时是

用归纳的方法来解决这个问题。

分析：对于一维欧式空间，答案很显然是 1；对于二维欧式空间，自然

想到是等边三角形，答案是 3；对于三维欧式空间，自然会想到正四面体，

答案是 4。从而我们自然会想到归纳，对于 n 维欧式空间，至多存在 n+1

个点，满足任意两点间的距离相等。

引理 1.1. 若 k 维空间中存在 k+1 个点彼此距离均等，那么这些点当中任

意 m(m ≤k+1) 个必不在同一个 m− 2 维空间中。也就是说这其中任意 m

个点线性独立，他们确定一个 m− 1 维子空间。

证明. 由归纳假设，m− 2 维空间中最多 m− 1 个点，满足它们之间两两距

离相等，从而引理得证。

有了这个引理，我们来归纳证明我们的问题。

证明. (数学归纳法) 假设对于所有 k<n，k 维空间中都至多有 k+1 个点距

离两两相等。尝试证明 n (n≥3) 维空间中也最多有 n+1 个。

若存在 n + 2 个点满足条件，则取其中三个点，它们确定一个二维空

间，记为 X。另取两个点 P1, P2，则直线 P1P2 垂直于空间 X。一个平面和

一条垂直于这个平面的直线确定了一个 3 维空间 (1.1)，而这个三维空间中

有 ABC 和 P1、P2，这五个点之间距离两两相等了，与归纳假设矛盾。故 n

维欧氏空间中，至多存在 n− 1 个点，满足任意两点间的距离相等。

在这个证明中用到了一些线性代数的知识，但对于距离的刻画并不是

很清晰，下面我们给出一个对距离刻画更加清晰的线性代数做法。
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引理 1.2.

rank(AAT) = rank(ATA) = rank(A)

证明. 方程 Ax = 0 与 ATAx = 0 同解，方程 ATx = 0 与 AATx = 0 同解，

通过解空间的维数公式可知引理成立。

引理 1.3. 1
2
(I + 11T) 的逆可写成 2(I + k11T) 的形式。

证明. 通过待定系数法，可以得出 k 的值。

有了上面两个引理，我们进而来证明我们的问题。

证明. 若 n维空间中存在 n+2个点满足它们之间任意两点距离相等，不妨

选定一点 xn+2 作为坐标原点且距离均为 1，则条件变为

|x1| = |x2| == ... = |xn+1| = 1,且|xi − xj| = 1, ∀i ̸= j

那么容易得到 xi · xj =
1
2 , ∀i ̸= j

定义矩阵 A 满足

A =


xT

1

xT
2

...

xT
n+1



则AAT =


1 1

2
1
2

... 1
2

1
2

1 1
2

... 1
2

1
2

1
2

1 ... 1
2

1
2

1
2

1
2

... 1


即 AAT = 1

2(I + 11T)

由1.2，rank(AAT) = rank(A) ≤ n。又由1.3知，AAT可逆，即 rank(AAT) =

n + 1。矛盾！

故 n 维空间中，至多 n+1 个点满足两两间距离相等。
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注 1.1. 事实上，可以证明 n 维空间中，n+1 个两两距离相等的点，在

一个 n-1 维球面上。

2 two-distance set in Rn

定义 2.1. 我们称一个集合为 two-distance set，如果集合中的任意两点距离

不超过两种。我们用 m(n) 来表示 Rn 中 two-distance set 中点的最大数量。

定理 2.2.
n(n+ 1)

2
≤ m(n) ≤ (n+ 1)(n+ 4)

2
.

证明. 证明分为两步，我们先给出对下界的估计。

下界的估计通过一个构造来完成，
∑n

i=1 xi = 2, xi ∈ {0, 1, 2}，满足这

样的点在 Rn 中有 n(n+1)
2
个，它们之间的距离为 2 或

√
2，从而是一个

two-distance set。所以 m(n) ≥ n(n+1)
2
，得到了对下界的估计。

接着我们来进行对上界的估计。记满足条件的集合为 {ai|1 ≤ i ≤ m}

构造函数

F (x, y) = (|x − y|2 − δ21)(|x − y||2 − δ22), x, y ∈ Rn (1)

这个函数将我们的条件进行了较好的刻画：

F (ai, aj) =

(δ1δ2)
2 i = j

0 i ̸= j

我们定义 fi(x) := F (x, ai)。断言 f1, f2, ..., fm 在 R 上线性无关。

假设有

λ1f1(x) + ...+ λmfm(x) = 0 (2)

代入 x = aj，即得 λjfj(aj) = 0，从而系数 λj = 0，这样我们就有系数

全为 0，故线性无关得证。
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又所有的 fi 可以被如下多项式线性表示 (x = (x1, ..., xn) 由定义可知)

(
n∑

k=1

x2
k)

2, (
n∑

k=1

x2
k) · xj, xixj, 1.(i,j 从 1 到 n) (3)

上面的多项式共有 1 + n+ n(n+ 1)/2 + n+ 1 = (n+1)(n+4)
2

个。因此所

以 fi 属于一个维数小于等于 (n+1)(n+4)
2

的线性空间，又它们之间线性无关，

从而 m ≤ (n+1)(n+4)
2

。

这个定理来源于 [2]，D. G. 由 Larman, C. A. Rogers 和 J. J. Seidel 在

1977 年提出。

事实上通过同样的方法，我们可以研究 s-distance set in Rn 的最大数

量点集，这里我们不加证明得给出结果。

定理 2.3. 令 m(s,n) 为 n 维空间中最大的点数，满足它们之间距离不超过

s 种，则有如下估计：

(
n+1
s

)
≤ m(n, s) ≤

(
n+s+1

s

)
联系之前的 1-distance set in Rn，我们很容易提出这样一个问题，如

果将点限制在 Sn−1 即 n-1 维球面上时，对于点数的最大值会有什么样的估

计。

定理 2.4. Sn−1 = {x ∈ Rn||x| = 1}。一个球面 2-distance set 是 Sn−1 上的

一个 2-distance set。令 ms(n) 为球面 2-distance set 的最大点数，则有

n(n+ 1)

2
≤ ms(n) ≤

n(n+ 3)

2

证明. 同样按照 2-distance set 的做法，只需注意到在 9 中，
∑n

k=1 x
2
k = 1，

x2
n 可被

∑n−1
k=1 表示。则 fi 被如下多项式表示：

xixj(1 ≤ i < j ≤ n), x2
i (1 ≤ i ≤ n− 1), xi(1 ≤ i ≤ n), 1

从而 ms(n) ≤ n(n+3)
2

.
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而对于下界的估计，我们考虑 Rn+1中的单位向量 ei，令A = {ei + ej|1 ≤

i < j ≤ n+1}共有 n(n+1)
2
个，它们之间的距离为 2或

√
2，A可以看作一个

n 维球面与子空间
∑n+1

k=1 xk = 2 的交集，从而得到一个 n-1 维球面 (虽然半

径不为 1，但显然半径并不影响我们的问题), 我们就得到了 Sn−1 中 n(n+1)
2

个满足条件的点。所以 ms(n) ≥ n(n+1)
2

3 对 m(n) 更精细的估计

一个比较直接的思路就是，在9中去掉一些项，使得它们仍然能够线性

表示 fi，从而得到对上界更加精细的估计。

定理 3.1. (Blokhuis, 1981)[3]

m(n) ≤ (n+ 1)(n+ 2)

2

证明. 令 ai = (αi1, ..., αin)，1 ≤ i ≤ m

考虑线性组合
m∑
i=1

λifi + µ0 +
n∑

j=1

µjxj = 0 (4)

我们想要证明系数均为 0。为了简便，我们对原来的 F乘上一个 1
(δ1δ2)2

将 as 代入4，即得

λs +
n∑

t=1

µtαst + µ0 = 0 (5)

将 kei 代入4，我们得到

1

(δ1δ2)2

m∑
t=1

λt(k
2−2kαti+ |at|−δ21)(k

2−2kαti+ |at|−δ22)+kµi+µ0 = 0 (6)

两边对比 k4 和 k2 的系数，就得到

m∑
s=1

λs = 0 和
m∑
s=1

λsαsi = 0 (7)
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对于 i=1,2,...,n 成立

将5与 λs 相乘，s 从 1 到 m 求和，得到
m∑
s=1

λ2
s +

n∑
t=1

µi

m∑
s=1

λsαsi + µ0

m∑
s=1

λs = 0 (8)

7和8推出 λs = 0，对任意 1 ≤ s ≤ m 成立，继而有 µ0 = µi = 0, 1 ≤

i ≤ n。即系数均为 0。

从而 fi(1 ≤ i ≤ m), xi(1 ≤ i ≤ n), 1 线性无关，且可被可以被如下多项

式线性表示 (x = (x1, ..., xn))

(
n∑

k=1

x2
k)

2, (
n∑

k=1

x2
k) · xj, xixj, 1.(i,j 从 1 到 n) (9)

从而有 m+ n+ 1 ≤ (n+1)(n+4)
2

，化简后即为我们要证的结论。
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