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中国科学技术大学期中试卷
2024-2025 学年第一学期

课程名称: 泛函分析 . 课程编号: MATH3004.02

考试时间:2024年10月23日 9：45-11：45 考试形式: 闭卷

学生姓名: 学 号:

1.（每题5分）请从4个选项中选出唯一正确的选项。如果正确选项数个数不是1，请填写E。

(1) 设X,Y为度量空间，f : X → Y为连续映射。那么下列命题一定成立的是

(A) 任给ϵ > 0，存在δ > 0, 使得对于任意的x0，只要d(x, x0) < δ，就有d(f(x), f(x0)) < ϵ;

(B) 任给ϵ > 0，存在δ > 0, 使得对于任意的x0，只要d(f(x), f(x0)) < δ，就有d(x, x0) < ϵ;

(C) 任给ϵ > 0，对于任意的x0, 存在δ > 0, 使得只要d(x, x0) < δ，就有d(f(x), f(x0)) < ϵ;

(D) 任给ϵ > 0，对于任意的x0，存在δ > 0, 使得只要d(f(x), f(x0)) < δ，就有d(x, x0) < ϵ.

(2) 以下正确的是

(A) Banach空间上的自列紧集都是有界闭集;

(B) Banach空间上的列紧集都是有界闭集;

(C) Banach空间上的有界闭集都是列紧集;

(D) Banach空间上的有界闭集都是自列紧集;

(3) 下列Rn中的范数，哪个最强

(A) ||x||l1 =
∑n

i=1 |xi|; (B) ||x||l2 = (
∑n

i=1 |xi|2)1/2; (C) ||x||l∞ = maxni=1 |xi|; (D) 它们一样

强。

(4) 假设C是Banach空间X中包含0的闭凸集，P : X → [0,∞]为相应的Minkowski泛函。以

下错误的是

(A) P总是下半连续的；

(B) C = {x ∈ X|P (x) ≤ 1}；
(C) 如果C是有界的，那么P (x) = 0当且仅当x = 0；

(D) 如果C是吸收的，那么P (x)是一致连续的。

(5) 以下说法错误的是

(A) 设C是 Banach空间X中的自列紧凸子集，T : C → C连续，那么T在C上必有不动点。

(B) 设C是Banach空间X中的有界闭凸子集，T : C → C连续且T (C)被一个有限维子空间包

含，那么T在C上必有不动点。

(C) 设C是 Banach空间X中的闭凸子集，T : C → C连续且T (C)列紧，那么T在C上必有唯

一的不动点。

(D) 设C是 Banach空间X中的闭子集，T : C → C为压缩映射，那么T在C上必有唯一的不

动点。

(6) 以下哪个空间是内积空间
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(A) L1[0, 1]; (B) L2[0, 1]; (C) L∞[0, 1]; (D) 它们都是。

答案：CADDCB

2. 拿破轮曾经说过：“不想拿诺贝尔物理学奖的学生不是机器学习方向的好学生”（不信的

话，请去西虹市汽车修理厂寻找一位拿着破车轮的师傅求证）。机器学习需要使用权重函数来训

练机器，调节参数以适应用户需求。现在我们假设在实值L2[0, 1]上，使用权重函数w(x) = 1+x来

定义内积：

(f, g)w =

∫ 1

0

(1 + x)f(x)g(x)dx.

(1) (10分)证明它在L2[0, 1]上可以定义，并且是内积。

(2) (10分)假设我们使用1和x作为我们的数据模型，现在用户输入了函数f(x) = x2024，请问

如何找到实值参数λ1, λ2使得

||f(x)− λ1 · 1− λ2 · x||w

达到最小值？

答案：(1)任给f, g ∈ L2[0, 1], (1 + x)f(x)g(x)显然是可测的。由Cauchy-Schwarz不等式知，∫ 1

0
(1 + x)f(x)g(x)dx ≤ 2

∫ 1

0
|f(x)||g(x)|dx ≤ 2||f ||L2 ||g||L2 < ∞，因此(f, g)w是可定义的。（正

确4分，若错误，酌情给0-2分）对于任意的λ1, λ2 ∈ R,f1, f2, g ∈ L2[0, 1]，由积分的线性性质

知(λ1f1 + λ2f2, g)w = λ1(f1, g)w + λ2(f2, g)w(1分)，由对称性，内积关于第二个分量也是线性

的(1分，也可以不使用对称性，直接用双线性条件拿到这里的1分和前面的1分)。由乘法可交换

性知，(f, g)w = (g, f)w（1分）。因为1 + x ≥ 0,我们知道对于任意的f ∈ L2[0, ]1,(f, f)w =
∫ 1

0
(1 +

x)f(x)2 ≥ 0（1分）。显然f = 0时取到等号，反之，若(f, f)w = 0，那么(1 + x)f(x)2 = 0, a.e.，

因此f = 0, a.e.。由于L2商掉了a.e.相等这个等价关系，可以看错f = 0 ∈ L2[0, 1]。（2分）

(2) 首先证明这样的λ1, λ2存在。（方法一）由于{1, x}是有限维空间，最佳逼近存在。（2分）

(方法二)利用f →
√
1 + xf和L2[0, 1]的完备性知，(L2[0, 1], ||.||w)也是完备内积空间，即Hilbert空

间，因此最佳逼近存在。（2分）

接下来求λ1, λ2。（方法一）由正交投影定理，只需证明(f−λ1−λ2x, 1)w = (f−λ1−λ2x, x)w =

0.（4分）这等价于线性方程组λ1

∫ 1

0
(1 + x)dx + λ2

∫ 1

0
(1 + x)xdx =

∫ 1

0
(1 + x)x2024dx且λ1

∫ 1

0
(1 +

x)xdx+ λ2

∫ 1

0
(1 + x)x2dx =

∫ 1

0
(1 + x)x2025dx（2分）。由此，我们得到线性方程组(

3
2

5
6

5
6

7
12

)(
λ1

λ2

)
=

(
1

2015
+ 1

2016
1

2016
+ 1

2017

)

（1分），可以解出

(
λ1

λ2

)
= 72

13

(
7
12

− 5
6

− 5
6

3
2

)(
1

2015
+ 1

2016
1

2016
+ 1

2017

)
= 72

13

(
7
12
( 1
2015

+ 1
2016

)− 5
6
( 1
2016

+ 1
2017

)

− 5
6
( 1
2015

+ 1
2016

) + 3
2
( 1
2016

+ 1
2017

)

)
.

（1分）

（方法二）用Gram-Schmidt正交化得到span{1, x}的标准正交基
√

2
3
和
√

4
39
(9x−5)(4分)，由

书上定理得到最佳逼近x2024−
√

2
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∫ 1
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√
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√
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∫ 1

0

√
4
39
(9x−5)(1+x)x2024dx(2分)，

经化简，可以解出和方法一相同的λ1, λ2. （2分）（方法三）用Lagrange乘数法，将问题转换成Lagrange乘

数法问题2分，具体写出λ1, λ2满足的方程4分，微积分1分，线性代数1分。答案应和方法一相同。
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3. （温馨提示：出题老师很坏，他故意使用了大量本课程外的内容来干扰大家的注意力，请

大家心中默念“猿神启动”的口号，用孙悟空的火眼金睛识别出其中和本课程相关的少数内容来

答题）

(1) (10分)假设(Mi, gi)是一簇相同维数的Ricci曲率有下界−A，直径有上界的流形。它们Gromov-

Hausdorff收敛到完备度量空间X, 这个度量空间X的直径D = diam(X) = supx,y∈X d(x, y)也是有

限的。假设gi是非塌缩的，它们对应的体积收敛到X上的测度µ。由Bishop-Gromov体积比较定理

知，对于任意的点列xi ∈ X, i = 1, 2, 3, ...n, 对于任意的r > 0，只要xi相互之间的距离大于等

于r,那么 ∑
i

V ol−A(B(0, r/2))

V ol−A(B(0, D))
µ(X) ≤

∑
i

µ(B(xi, r/2)) ≤ µ(X),

从而n有不依赖于xi选取的上界
V ol−A(B(0,D))
V ol−A(B(0,r/2))

。请利用这些信息证明任意X中的点列有收敛子列。

(2) (10分)进一步假设我们有一簇(Mi, gi)上的一致有界调和函数。由Cheng-Yau的梯度估计

知道，它们一致Lipchitz。从而我们得到X上的一簇实值函数fi, i = 1, 2, ...，它们一致有界，且一

致Lipchitz，换句话说，存在L使得对于任意的i,任意的x, y ∈ X,我们有|fi(x)−fi(y)| ≤ Ld(x, y)。

请利用这些信息证明fi有一致收敛的子列。

答案：(1)需要证明X是列紧的（2分），这等价于它是完全有界的（1分），换句话说，任给ϵ >

0,存在有穷ϵ网x1, ...xN使得X = ∪N
i=1B(x, ϵ)。（3分）现在假设不完全有界，那么我们可以取ϵ >

0，使得有穷ϵ网不存在，因此任取x1 ∈ X,存在x2 ∈ X\B(x1, ϵ),...存在xn+1 ∈ X\∪n
i=1B(xi, ϵ),...。

这个过程可以无限进行下去，但这些xi相互之间的距离大于等于ϵ，和题干中条件矛盾。（4分）（注：

若未引用书上定理，但证明正确的，得10分，证明错误的，酌情给0-2分。）

(2) 任给ϵ > 0，取δ = ϵ/L,那么当d(x, y) < δ时,|f(x) − f(y)| < ϵ。（2分）因此，fi等

度连续（3分），又知它们一致有界（1分）。由Arzela-Ascoli知，因为X列紧，fi在C(X)中列紧

（3分，若将X列紧写成完备，扣除这3分），因此它有收敛子列。而C(X)中收敛可以翻译成一致

收敛。（1分）

4. 定义R[[t]] = {
∑∞

i=0 ait
i, ai ∈ R}为形式幂级数环。它的加法和数乘为

c
∞∑
i=0

ait
i + d

∞∑
i=0

bit
i =

∞∑
i=0

(cai + dbi)t
i,

乘法为

(
∞∑
i=0

ait
i)(

∞∑
i=0

bit
i) =

∞∑
i=0

(
i∑

j=0

ajbi−j)t
i.

容易验证（可以不加证明直接用），fg = gf, (fg)h = f(gh), f(g + h) = fg + fh等常见的性质都

成立。现在我们定义R[[t]]上的函数v(0) = +∞, v(
∑∞

i=0 ait
i) = min{i : ai ̸= 0}。容易验证（可以

不加证明直接用），对于任何f, g ∈ R[[t]], v(f + g) ≥ min{v(f), v(g)}, v(fg) = v(f) + v(g)。

(1) (5分)在R[[t]]上，定义度量为d(f, g) = e−v(f−g)，证明它是度量。

(2) (5分)证明R[[t]]在该度量下完备。
(3) (5分)定义多项式环R[t] = {

∑n
i=0 ait

i, ai ∈ R}。证明形式幂级数环(R[[t]], d)是多项式
环(R[t], d|R[t])作为度量空间的完备化，其中我们使用了d的限制。
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(4) (5分)给定aij ∈ R, i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n，定义F (t, x(t)) =
∑

i,j aijt
ix(t)j，其

中x(t)为形式幂级数。利用an − bn = (a− b)(an−1 + ...+ bn−1)来证明

d(F (t, x(t)), F (t, y(t))) ≤ d(x(t), y(t)).

(5) (10分)定义形式幂级数的导数

d

dt

∞∑
i=0

ait
i =

∞∑
i=1

iait
i−1,

仿照书上相关章节，利用压缩映射定理证明常微分方程

d

dt
x(t) = F (t, x(t)), x(0) = 0

存在唯一形式幂级数解，其中若x(t) =
∑∞

i=0 ait
i,那么我们定义x(0) = a0。

答案：(1) d(f, g) = e−v(f−g) ≥ 0. (1分) d(f, g) = e−v(f−g) = 0等价于v(f − g) = +∞，等价
于f − g = 0,等价于f = g.（1分,只写一边不得分）d(f, g) = e−v(f−g) = e−v(g−f) = d(g, f).（1分，

只写d(f, g) = d(g, f),没写e−v(f−g) = e−v(g−f)不得分）d(f, g) = e−v(f−g) = e−v(f−h+h−g)。由题

干中公式v(f − h+ h− g) ≥ min{v(f − h), v(h− g)},知道e−v(f−h+h−g) ≤ max{e−v(f−h),e−h−g} ≤
e−v(f−h) + e(h−g)，从而d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g).（2分，只写结论d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g)不得

分，过程不完整得1分，不使用题干中公式，但自行推导成功类似的公式不扣分）

(2) 取{fn}为R[[t]]中的Cauchy列。这意味着任给ϵ > 0,存在N(ϵ) ∈ N，使得任给n,m ≥
N(ϵ),我们有d(fn, fm) ≤ ϵ.（1分）这意味着e−v(fn−fm) ≤ ϵ，等价于v(fn − fm) ≥ ⌈ln( 1

ϵ
)⌉,这意

味着fm和fn的前⌈ln( 1
ϵ
)⌉ − 1项相同（2分）现在对于任意的k,定义ϵ = e−(k+1), 那么任给n,m ≥

N(e−(k+1)), fm和fn的前k项相同，把其中的第k项记作ak。由此可以定义f(t) =
∑∞

i=0 ait
i。（1分）

于是，当m ≥ max{N(e−(k+1)), N(e−k), ...}时，v(f, fm) ≥ k+1，由k的任意性知limn→∞ d(f, fn) =

0。（1分）

(3)把R[t]自然嵌入R[[t]]，显然它是等价嵌入。由书上定理知，只需证明这个嵌入映射的像是
稠密的。（2分）任给f ∈ R[[t]]，假设f(t) =

∑∞
i=0 ait

i。任给n ∈ N，定义fn =
∑n

i=0 ait
i。（1分）

那么v(fn − f) ≥ n + 1,从而d(fn, f) ≤ e−(n+1)，即limn→∞ d(fn, f) = 0。由定义知，这意味这嵌

入映射的像是稠密的。（2分）

(4) F (t, x(t))−F (t, y(t)) =
∑m

i=1

∑n
j=1 aijt

i(x(t)j−y(t)j) =
∑m

i=1

∑n
j=1 aijt

i(x(t)−y(t))(
∑j−1

k=0 x(t)
ky(t)j−1−k) =

(x(t) − y(t))(
∑m

i=1

∑n
j=1

∑j−1
k=0 aijt

ix(t)ky(t)j−1−k). (2分)因此存在z(t) ∈ R[[t]]使得F (t, x(t)) −
F (t, y(t)) = (x(t)−y(t))z(t)。这意味这d(F (t, x(t)), F (t, y(t))) = e−v(F (t,x(t))−F (t,y(t))) = e−v((x(t)−y(t))z(t)) =

e−v(x(t)−y(t))e−v(z(t)) = d(x(t), y(t))e−v(z(t))，由于e−v(z(t)) ≤ 1,我们知道d(F (t, x(t)), F (t, y(t))) ≤
d(x(t), y(t)). （3分）

(5)定义λ : R[[t]] → R[[t]]为λ(x(t)) =
∫ t

0
F (s, x(s))ds，其中积分的定义为

∫ t

0
(
∑∞

i=0 ais
i)ds =∑∞

i=0 ai
ti+1

i+1
.(3分)那么我们有d(λ(x(t)), λ(y(t))) = e−1d(F (t, x(t)), F (t, y(t))) ≤ e−1d(x(t), y(t)).(4分)从

而λ为压缩映射。由R[[t]]的完备性和压缩映射定理，λ由唯一的不动点，这意味着 d
dt
x(t) = F (t, x(t)), x(0) =

0存在唯一形式幂级数解。（3分，未指出完备性扣1分）


