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1 作业讲解

作业 1.1 (教材 3.5.1) 设 f 是有界整函数, z1, z2是 B(0, r)中任意两点. 证明:∫
|z|=r

f(z)

(z − z1)(z − z2)
dz = 0.

并由此得出 Liouville定理.

证明. 根据 Cauchy积分定理可得,我们只需证明

lim
R→∞

∫
|z|=R

f(z)

(z − z1)(z − z2)
dz = 0.

设M > 0是 |f(z)|的一个上界,那么任取 R > r有∣∣∣∣∣
∫
|z|=R

f(z)

(z − z1)(z − z2)
dz

∣∣∣∣∣ ⩽ M

(R− |z1|)(R− |z2|)
· 2πR <

2πMR

(R− r)2
.

由此即证. 另一方面,根据 Cauchy积分公式可得

0 =
1

z1 − z2

Ç∫
|z|=r

f(z)

z − z1
dz −

∫
|z|=r

f(z)

z − z2
dz

å
= 2πi

f(z1)− f(z2)

z1 − z2
.

所以 f(z1) = f(z2),从而 f 是常值函数.

作业 1.2 (教材 3.5.2) 设 f 为整函数,如果当 z → ∞时, f(z) = O(|z|α), α ⩾ 0. 证明: f 是次数不
超过 bαc的多项式.



证明. 记 n = bαc+ 1,我们只需证 f (n)(z)恒为零. 任意取定 z ∈ C. 由条件可得存在M > 0和充

分大的 R > 0,对任意 ζ ∈ C满足 |ζ − z| ⩾ R,都有 |f(ζ)| ⩽ M |ζ|α. 由 Cauchy积分公式可得

|f (n)(z)| =
∣∣∣∣∣ n!2πi

∫
|ζ−z|=R

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

∣∣∣∣∣ ⩽ n!

2π

∫
|ζ−z|=R

M |ζ|α

Rn+1
| dζ| ⩽ Mn!(R+ |z|)α

Rn
.

注意到 α < n,上式令 R → ∞即可得 f (n)(z) = 0,即证.

作业 1.3 (教材 3.5.4) 设 f 为整函数. 如果 f(C) ⊂ {z ∈ C : Im z > 0},证明 f 是一个常值函数.

证明. 我们考虑函数 g(z) = 1
f(z)+i , 此时分母的虚部大于 1, 所以 g 为整函数且 |g(z)| ⩽ 1. 由

Liouville定理可得 g为常数,所以 f 也为常数.

作业 1.4 (教材 3.5.5) 设 f 为整函数. 如果 f(C) ⊂ C \ [0, 1],证明 f 是一个常值函数.

证明. 如下图所示,我们可以找到一个把 C \ [0, 1]映为上半平面的单叶全纯函数:

0 1

z1 =
1

z

1 ∞

0 ∞

z2 = z1 − 1
w =

√
z2

√
−1 = i

0

图 1

复合可得待求的共形变换为 φ(z) =
»

1−z
z . 那么 g(z) := φ(f(z)) 为整函数, 并且 g(C) ⊂ {z ∈

C : Im z > 0}. 由上一个作业题可得 g恒为常数,所以 f 也恒为常数.

习题 1.1 证明如下结论:

1. 如果 u : C → R是调和函数,且 u有上界或下界,那么 u恒为常数.
2. (19H期中)如果 u : C \ {0} → R为非负调和函数,那么 u为常数.
3. (23期中)设 u : C → R为调和函数,并且对任意 z ∈ C成立 u(z) ⩽ 2| log |z||+ 1,那么 u恒

为常数.

证明. 1. 不妨设 u有上界M . 首先 u在 C上存在共轭调和函数 v,所以整函数 f = u+ iv以 u为

实部. 考虑 g(z) :=
1

M + 1− f(z)
,那么 g为整函数且 |g(z)| ⩽ 1. 由 Liouville定理可得 g为常数,

从而 u也为常数.
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2. 考虑 C上的函数 v(z) = u(ez),那么 v是调和函数 u和整函数 ez 的复合,所以 v在 C上调
和 (之前的一道作业题),且由 u非负可得 v非负. 从而由第 1问可得 v为常数,因此 u为常数.

3. 注意到现在只有上界估计, 没有模估计的话是很难用积分方法处理的, 不过我们还是有
招. 设 v 为 u 在 C 上的一个共轭调和函数, 那么整函数 f = u + iv 以 u 为实部. 考虑整函数
g(z) = ef(z),那么

|g(z)| = eRe f(z) ⩽ e |z|2, ∀|z| > 1.

利用作业 1.2可得 g(z)为至多二次的多项式. 但由定义可得 g 没有零点,所以 g 只能为常数,所
以 u也为常数.

评论 从证明来看,对于区域 D,如果存在整函数 f 把 C映为 D,那么 D上的非负调和函数一定

也是常数. 不过这样的D是很少的,因为著名的 Picard小定理告诉我们: 如果存在两点 z1, z2 ∈ C
不属于整函数 f 的值域,那么 f 只能是常数. 所以这样的 D只能形如 C,C \ {z0}.

作业 1.5 (教材 4.5.3) 设 z1, · · · , zn的模长大于 1,证明: 存在 z0 ∈ ∂B(0, 1),使得
n∏

k=1

|z0− zk| > 1.

证明. 考虑多项式 p(z) =
n∏

k=1

(z − zk),则 |p(0)| = |z1 · · · zn| > 1. 由最大模定理可得max
|z|=1

|p(z)| ⩾

|p(0)| > 1,由此即证.

作业 1.6 (教材 4.5.4) 设 f ∈ H(B(0, R)). 证明: M(r) = max
|z|=r

|f(z)|是 [0, R)上的增函数.

证明. 任取 0 ⩽ r1 ⩽ r2 < R,那么由最大模定理可得

M(r1) = max
|z|=r1

|f(z)| = max
|z|⩽r1

|f(z)| ⩽ max
|z|⩽r2

|f(z)| = max
|z|=r2

|f(z)| = M(r2).

所以M(r)是增函数.

作业 1.7 (教材 4.5.7) 设 f 是域D上非常数的全纯函数. 证明: 如果 f 在D中没有零点,则 |f(z)|
在 D内不能取得最小值.

证明. 由于 f 在D上恒不为零,所以 1
f ∈ H(D)为非常值函数. 由最大模定理可得 | 1f | =

1
|f | 在D

内不能取得最大值,所以 |f |在 D内不能取得最小值.

作业 1.8 (教材 4.5.10) 设 f ∈ H(B(0, R)), f(B(0, R)) ⊂ B(0,M), f(0) = 0,证明:

1. |f(z)| ⩽ M

R
|z|, |f ′(0)| ⩽ M

R
, ∀z ∈ B(0, R).

2. 等号成立当且仅当 f(z) =
M

R
eiθ z, θ ∈ R.

证明. 我们考虑函数 g(z) = 1
M f(Rz),那么 g : B(0, 1) → B(0, 1)为全纯函数且 g(0) = 0,所以由

Schwarz引理可得 |g(z)| ⩽ |z|且 |g′(0)| ⩽ 1. 反解可得 f(z) = Mg( z
R),所以

|f(z)| ⩽ M
|z|
R

, |f ′(0)| = M

R
|g′(0)| ⩽ M

R
.

上述等号成立当且仅当 g(z)对应的 Schwarz引理中的等号成立,当且仅当 g(z) = eiθ z, θ ∈ R,即
f(z) = M

R eiθ z.
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作业 1.9 (教材 4.5.12) 设 f ∈ H(B(0, R)) ∩ C(B(0, R)),对 0 ⩽ r < R定义M(r) = max
|z|=r

|f(z)|,

A(r) = max
|z|=r

Re f(z). 证明:

M(r) ⩽ 2r

R− r
A(R) +

R+ r

R− r
|f(0)|, ∀r ∈ [0, R).

证明. 先回忆课上讲过的例题:

例题. 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 0,并且存在 A > 0,使得 Re f(z) ⩽ A, ∀z ∈ B(0, 1). 那么

|f(z)| ⩽ 2A|z|
1− |z|

, ∀z ∈ B(0, 1).

我们现在希望把本题转化为上面例题的情形, 所以考虑 B(0, 1) 上的全纯函数 g(z) = f(Rz) −
f(0). 此时 g(0) = 0,并且由于 Re g(z) = Re f(Rz) − Re f(0)是调和函数,由调和函数的最大值
定理可得1

max
|z|⩽1

Re g(z) = max
|z|=1

Re g(z) = A(R)− Re f(0).

这样我们对 g应用例题结论可得

|g(z)| ⩽ 2(A(R)− Re f(0))|z|
1− |z|

⩽ 2(A(R) + |f(0)|)|z|
1− |z|

, ∀z ∈ B(0, 1).

注意到反解可得 f(z) = g( z
R) + f(0),所以

|f(z)| ⩽
∣∣∣g ( z

R

)∣∣∣+ |f(0)| ⩽ 2(A(R) + |f(0)|)|z|
R− |z|

+ |f(0)|

=
2|z|

R− |z|
A(R) +

R+ |z|
R− |z|

|f(0)|, ∀z ∈ B(0, R).

作业 1.10 (教材 4.5.13) 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 1,并且 Re f(z) ⩾ 0, ∀z ∈ B(0, 1). 证明:

1− |z|
1 + |z|

⩽ Re f(z) ⩽ |f(z)| ⩽ 1 + |z|
1− |z|

, ∀z ∈ B(0, 1).

评论 原题中的取等条件是完全错误的.

证明. 我们现在希望应用 Schwarz引理. 为此, 要找共形映射将右半平面 {z ∈ C : Re f(z) > 0}
映为单位圆盘,并且将 1映为 0. 可见分式线性变换 w = z−1

z+1 符合要求. 我们考虑 g(z) = f(z)−1
f(z)+1 ,

那么 g : B(0, 1) → B(0, 1)为全纯函数,并且 g(0) = 0. 由 Schwarz引理可得 |g(z)| ⩽ |z|. 注意到
反解可得 f(z) = 1+g(z)

1−g(z) ,所以

|f(z)| ⩽ 1 + |g(z)|
1− |g(z)|

⩽ 1 + |z|
1− |z|

.

1这是微分方程课程里的结论. 或者,考虑函数 eg ∈ H(B(0, 1)) ∩ C(B(0, 1)),那么由最大模原理可得

max
|z|⩽1

eRe g(z) = max
|z|⩽1

|eg(z) | ⩽ max
|z|=1

|eg(z) | = max
|z|=1

eRe g(z) .

由此也可得证.
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对于实部,我们计算可得

Re f(z) =
f(z) + f(z)

2
=

1

2

Ç
1 + g(z)

1− g(z)
+

1 + g(z)

1− g(z)

å
=

1− |g(z)|2

|1− g(z)|2
.

由此可得

Re f(z) ⩾ 1− |g(z)|2

(1 + |g(z)|)2
=

1− |g(z)|
1 + |g(z)|

⩾ 1− |z|
1 + |z|

.

作业 1.11 (教材 4.5.19) 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(B(0, 1)) ⊂ B(0,M). 证明:

M |f ′(0)| ⩽ M2 − |f(0)|2.

证明. 我们设 a = 1
M f(0), 记 φa(z) = a−z

1−āz . 考虑函数 g(z) = φa(
1
M f(z)), 那么 g : B(0, 1) →

B(0, 1) 为全纯函数, 并且 g(0) = 0. 那么由 Schwarz 引理可得 |g′(0)| ⩽ 1. 而反解可得 f =

Mφ−1
a ◦ g = Mφa ◦ g,所以

|f ′(0)| = M |φ′
a(a)||g′(0)| ⩽ M(1− |a|2) = M2 − |f(0)|2

M
.

由此即证.

作业 1.12 (教材 4.5.20) 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 0, f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1). 证明: 如果存在
z1, z2 ∈ B(0, 1),使得 z1 6= z2, |z1| = |z2|, f(z1) = f(z2),则

|f(z1)| = |f(z2)| ⩽ |z1|2 = |z2|2.

证明. 这题相当难,不过好在教材终于给了个提示. 考虑函数

g(z) =
f(z1)− f(z)

1− f(z1)f(z)

1− z̄1z

z − z1

1− z̄2z

z − z2
.

由于 z1, z2 都是 f(z1) − f(z) 的零点, g(z) 在 B(0, 1) 上是全纯的. 注意到 φz1(z) = z−z1
1−z̄1z

和

φz2(z) = z−z2
1−z̄2z

都是紧集 B(0, 1) 上的连续函数, 所以对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0, 如果 z, w ∈
B(0, 1) 满足 |z − w| < δ, 那么成立 |φzi(z) − φzi(w)| < ϵ, i = 1, 2. 又因为当 |z| = 1 时, 有
|φz1(z)| = |φz2(z)| = 1, 所以只要 |z| = r ∈ (1 − δ, 1), 总有 |φzi(z)| > 1 − ϵ, i = 1, 2. 这时有
|g(z)| < 1

(1−ϵ)2
,由最大模原理即可得

|g(0)| ⩽ max
|z|=r

|g(z)| ⇒ |f(z1)|
|z1z2|

⩽ 1

(1− ϵ)2
.

结合 |z1| = |z2|,令 ϵ → 0+即证.

作业 1.13 (教材 4.5.27) 设D是以原点 O为中心,以 z1, z2, z3, z4为顶点的正方形域, f ∈ H(D)∩
C(D), M 是 |f(z)|在 D上的最大值, m是 |f(z)|在线段 [z1, z2]上的最大值. 证明:

1. |f(0)| ⩽ m
1
4M

3
4 .

2. 在闭三角形4Oz1z2上也有 |f(z)| ⩽ m
1
4M

3
4 .
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证明. 这题的技巧比较经典,这题下面的补充习题也用了类似的方法.

1. 考虑函数 g(z) = f(z)f(iz)f(−z)f(−iz),那么 g ∈ H(D) ∩C(D). 当 z ∈ ∂D时,注意到四
点 z, iz,−z,−iz中一定存在一者属于边 [z1, z2],所以由已知可得 |g(z)| ⩽ mM3. 根据最大模原理
可得

|f(0)|4 = |g(0)| ⩽ max
z∈∂D

|g(z)| ⩽ mM3.

由此即证.

2. 利用自变量的平移不难发现,第 1问中的结论可以推广为任意正方形区域,这时第 1问中
的 f(0)要修改为 f 在正方形区域中心点的取值. 任取 z ∈ 4Oz1z2,那么存在以 z 为中心的正方

形域 Ω,使得 Ω的一条边包含于线段 [z1, z2],记为 [w1, w2],如图所示:

z

z1

z2

z3

z4D

Ω

w1
w2

图 2

这时 f 在 [w1, w2]上的最大值 m̃不超过m,而在 Ω上的最大值 M̃ 不超过M . 所以由第 1问
结论可得

|f(z)| ⩽ m̃
1
4 M̃

3
4 ⩽ m

1
4M

3
4 .

习题 1.2 设 f ∈ H(B(0, 1)) ∩ C(B(0, 1)). 如果 f 在 ∂B(0, 1)的某段闭圆弧 γ 上恒为零,证明: f
在 B(0, 1)内恒为零.

证明. 设 γ 的参数表示为 z = eiθ : α ⩽ θ ⩽ β,其中 −π < α < β ⩽ π. 记 θ0 = β − α,并考虑正整
数 N = d2πθ0 e,以及函数

g(z) =
N∏
k=0

f(eikθ0 z).

那么 g ∈ H(B(0, 1))∩C(B(0, 1)). 由于 f 在 γ上恒为零,并且对任意 |z| = 1,存在整数 0 ⩽ k ⩽ N

使得 eikθ0 z ∈ γ,所以 g 在 ∂B(0, 1)上恒为零. 由最大模原理即可得 g 在 B(0, 1)内恒为零. 对任
意正整数 n,由 g( 1n) = 0可得存在 zn ∈ C满足 |zn| = 1

n ,使得 f(zn) = 0. 而 {zn}收敛于 0,由唯
一性定理可得 f 恒为零.

作业 1.14 (教材 4.1.6) 设
∞∑
n=1

zn是复数项级数,并且 lim sup
n→∞

n
√

|zn| = q. 证明:

1. 如果 q < 1,则
∞∑
n=1

zn绝对收敛.
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2. 如果 q > 1,则
∞∑
n=1

zn发散.

证明. 1. 如果 q < 1,我们取定 q < σ < 1,那么存在 N ∈ N,使得 n ⩾ N 时恒成立 |zn| ⩽ σn,由
此可得

n+p∑
k=n

|zk| ⩽
n+p∑
k=n

σk <
σn

1− σ
.

当 n → ∞时上式收敛于 0,所以原级数绝对收敛.

2. 如果 q > 1,那么存在子列 {znk
},使得 |znk

|
1
nk ⩾ 1恒成立,即 |znk

| ⩾ 1. 这说明 {zn}不收

敛于零,那么
∞∑
n=1

zn发散.

作业 1.15 (教材 4.1.8) 设
∞∑
n=1

zn是复数项级数,并且 lim sup
n→∞

∣∣∣∣zn+1

zn

∣∣∣∣ = q. 证明:

1. 如果 q < 1,则
∞∑
n=1

zn绝对收敛.

2. 如果 q > 1,则
∞∑
n=1

zn可能收敛也可能发散.

证明. 1. 如果 q < 1,我们取定 q < σ < 1,那么存在 N ∈ N,使得 n ⩾ N 时恒成立 | zn+1

zn
| ⩽ σ,由

此可得 |zn| ⩽ σn−N |zN |对任意 n ⩾ N 成立. 从而

n+p∑
k=n

|zk| ⩽
n+p∑
k=n

σk−N |zN | < σn−N

1− σ
|zN |.

注意到 n → ∞时上式收敛于 0,所以原级数绝对收敛.

2. 任给 q > 1. 如果取 zn = qn,那么 zn发散到∞,从而
∞∑
n=1

zn发散. 但如果取

zn =


1

n2
, n为奇数,

q

n2
, n为偶数.

那么 lim sup
n→∞

∣∣∣∣zn+1

zn

∣∣∣∣ = q,但由 0 < zn ⩽ q

n2
可得正项级数

∞∑
n=1

zn收敛.

习题 1.3 证明: 如果 {an}和 {bn}满足条件:

{
n∑

k=1

ak}有界.

lim
n→∞

bn = 0.
∞∑
n=1

|bn − bn+1| < ∞.

那么级数
∞∑
n=1

anbn收敛.

评论 从该判别法,很容易证明数学分析中的 Abel-Dirichlet判别法.
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证明. 设 Sn =
n∑

k=1

ak 为部分和,并令 S0 = 0,设M > 0为 |Sn|的上界. 那么对任意m < n成立

∣∣∣∣∣
n∑

k=m

akbk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=m

(Sk − Sk−1)bk

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣Snbn − Sm−1bm +

n−1∑
k=m

Sk(bk − bk+1)

∣∣∣∣∣
⩽ M(|bn|+ |bm|) +M

n−1∑
k=m

|bk − bk+1|.

由条件可得 n,m → ∞时有 |
n∑

k=m

akbk| → 0,所以级数
∞∑
n=1

anbn收敛.

作业 1.16 (教材 4.2.3) 证明: 如果
∞∑
n=0

anz
n 在 z0 6= 0处绝对收敛,那么它在 B(0, |z0|)上绝对一

致收敛.

证明. 由已知可得
∞∑
n=0

|an||z0|n收敛,任取 z ∈ B(0, |z0|),都有

N∑
n=0

|an||zn| ⩽
N∑

n=0

|an||z0|n.

根据Weierstrass判别法可得
∞∑
n=0

anz
n在 B(0, |z0|)上绝对一致收敛.

作业 1.17 (教材 4.2.5) 证明 Abel第二定理的又一说法: 如果幂级数 f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n 在多

角形域 G的每个顶点处都收敛,则它必在 G上一致收敛. 特别地, f 在 G上连续.

证明. 不妨设 z0 = 0. 我们需要一点准备工作: 任取 C中不同的两点 z, w,记 L为连接 z, w的线

段,我们断言对任意 η ∈ L \ {z, w},都有 |η| < max{|z|, |w|}. 如果 z, w, 0共线则易证. 考虑不共
线的情形,假设存在 η ∈ L \ {z, w}使得 |η| > |z|且 |η| > |w|,如下图左侧所示. 那么此时 θ < α

且 δ < β,从而 π = θ + δ < α+ β = π − ∠z0w < π,矛盾.

z

w

0

η

α

β

θ

δ

z1

z2

z3

z4z5

z6 0

R

D1

D2 D3

D4

G

图 3
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根据上述引理,对于多角形域 G,存在顶点集 {z1, · · · , zn},使得 |z1| = · · · = |zn| = R,并且
对任意 z ∈ G \ {z1, · · · , zn}, 都有 |z| < R. 由于幂级数

∞∑
n=0

anz
n 在每个顶点处收敛, 该幂级数

的收敛半径不小于 R. 我们设 zi 对应的顶角为 θi ∈ (0, π),对应的 Stolz角域即为 Sθi/2(zi). 根据
Abel第二定理的证明,存在 r > 0,使得在每个Di := Sθi/2(zi)∩B(zi, r)内,原幂级数都是一致收
敛的,如图 3右侧所示. 又因为 K := G \ (D1 ∪ · · · ∪Dn)是包含于 B(0, R)的紧集,所以原幂级
数在K 内一致收敛. 综上可得,原幂级数在 G = K ∪D1 ∪ · · · ∪Dn内一致收敛.

作业 1.18 (教材 4.2.8) 设
∞∑
n=0

anz
n在闭圆盘 B(0, R)内收敛,这里 R > 0. 证明:

1. φ(z) =
∞∑
n=0

an
n!

zn是整函数.

2. 存在正数M ,使得

|φ(n)(z)| ⩽ M e
|z|
R

Rn
, ∀z ∈ C, n ∈ N.

证明. 1. 由已知可得 lim sup
n→∞

n
√
|an| < ∞,所以存在常数M > 0,使得 |an| ⩽ Mn 对任意 n成立.

因此

lim sup
n→∞

n

 
|an|
n!

⩽ lim sup
n→∞

M
n
√
n!

= 0.

这说明幂级数
∞∑
n=0

an
n!

zn的收敛半径为∞,从而其和函数为整函数.

2. 由于
∞∑
n=0

anz
n 在 z = R 处收敛, 所以存在常数 M > 0, 使得 |an|Rn ⩽ M 恒成立. 根据

Weierstrass定理可得

φ(n)(z) =

∞∑
k=0

dn

dzn

(ak
k!

zk
)
=

∞∑
k=0

an+k

k!
zk.

所以

|φ(n)(z)| ⩽
∞∑
k=0

M

Rn+k

1

k!
|zk| = M

Rn

∞∑
k=0

1

k!

Å |z|
R

ãk
=

M

Rn
e

|z|
R .

评论 注意教材上的版本是错题,因为没有要求级数在 z = R处收敛. 反例也很好举: 如果 an =

n,那么级数
∞∑
n=0

anz
n的收敛半径为 R = 1. 此时

φ(z) =
∞∑
n=0

n

n!
zn =

∞∑
n=1

zn

(n− 1)!
= z ez .

那么 φ(n)(z) = (z + n)ez ,这时不可能存在常数M > 0使得 |φ(n)(z)| ⩽ M e|z|恒成立.

习题 1.4 (19期中) 设 D是域, a ∈ D, f ∈ H(D),并且
∞∑
n=0

f (n)(a)收敛. 证明:

1. f 可以被延拓为整函数 F .
2.

∞∑
n=0

F (n)(z)在 C中内闭一致收敛.
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证明. 1. 这时对充分大的 n,有 |f (n)(a)| ⩽ 1. 考虑 f(z)的 Taylor展开式
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n,有

lim sup
n→∞

n

 
|f (n)(a)|

n!
⩽ lim sup

n→∞

n

…
1

n!
= 0.

所以 Taylor展开式的收敛半径为∞,其和函数 F (z)为整函数,同时为 f 的延拓.

2. 首先 Taylor展开可得 F (n)(z) =
∞∑
k=0

F (n+k)(a)

k!
(z−a)k. 任取 C中的紧集K,我们设R > 0

满足K ⊂ B(a,R). 由已知可得对任意 ϵ > 0,存在 N ∈ N,有∣∣∣∣∣
m+p∑
n=m

F (n)(a)

∣∣∣∣∣ < ϵ, ∀m > N, p ∈ N.

那么对任意m > N ,以及 z ∈ K,有∣∣∣∣∣
m+p∑
n=m

F (n)(z)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
m+p∑
n=m

∞∑
k=0

F (n+k)(a)

k!
(z − a)k

∣∣∣∣∣ (∗)
===

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(
m+p∑
n=m

F (n+k)(a)

)
(z − a)k

k!

∣∣∣∣∣
⩽

∞∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
m+p+k∑
n=m+k

F (n)(a)

∣∣∣∣∣∣ |z − a|k

k!
< ϵ

∞∑
k=0

Rk

k!
= eR ϵ.

其中 (*)级数可换序是因为 Taylor级数绝对收敛. 由此即证
∞∑
n=0

F (n)(z)在 C中内闭一致收敛.

作业 1.19 (教材 4.2.10) 设 f(z) =
∞∑
n=0

anz
n 把 B(0, R) 一一地映为域 G. 证明: G 的面积为

π
∞∑
n=0

n|an|2R2n.

证明. 回忆我们证明过,对于全纯函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy,有

|f ′(z)|2 =

∣∣∣∣∣ux vx

uy vy

∣∣∣∣∣ = det Jf.

另一方面,根据幂级数展开可得

f ′(z) =
∞∑
n=0

nanz
n−1,

结合 f 是单叶函数,根据换元公式可得

Area(G) =

∫∫
G
du dv =

∫∫
D
| det Jf(x, y)| dx dy =

∫∫
D
|f ′(z)|2 dx dy

=

∫ R

0

Ñ∫ 2π

0

∞∑
n,m=0

nmanāmrn+m−2 ei(n−m)θ dθ

é
r dr.

由于幂级数在收敛圆内内闭绝对一致收敛,所以 r < R时,上述积分中的级数关于 θ ∈ [0, 2π]一
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致收敛. 所以

Area(G) =

∫ R

0

∞∑
n,m=0

nmanāmrn+m−1

Ç∫ 2π

0
ei(n−m)θ dθ

å
dr

=

∫ R

0

∞∑
n=0

2πn2|an|2r2n−1 dr
(∗)
===

∞∑
n=0

2πn2|an|2
∫ R

0
r2n−1 dr

= π

∞∑
n=0

n|an|2R2n.

这里, (*)用了实分析中单调收敛定理 (MCT)的级数版本.

作业 1.20 (教材 4.3.1) 设D是域, a ∈ D,函数 f 在D \ {a}上全纯. 证明: 若 lim
z→a

(z − a)f(z) = 0,
则 f 在 D上全纯.

证明. 首先考虑函数

g(z) =

(z − a)f(z), z ∈ D \ {a},

0, z = a.

由已知可得, g ∈ C(D)且 g在 D \ {a}上全纯. 现在想要先证明 g ∈ H(D),为此只需证明 g在某

个开圆盘 B(a, r)内全纯. 任取 B(a, r)中的一条简单闭曲线 γ,其内部记为 G. 考虑两种情况:

a /∈ G,那么有 g ∈ H(G) ∩ C(G). 此时由 Cauchy积分定理可得
∫
γ
g(z) dz = 0.

a ∈ G,那么取充分小的 ϵ > 0,使得 B(a, ϵ) ⊂ G. 此时由 Cauchy积分定理可得∣∣∣∣∣
∫
γ
g(z) dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫
|z−a|=ϵ

g(z) dz

∣∣∣∣∣ ⩽ 2πϵ · sup
G

|g(z)|.

令 ϵ → 0+,即可得
∫
γ
g(z) dz = 0.

综上所述,由 Morera定理可得 g ∈ H(D),并且由定义可得 z = a是 g 的零点. 所以 g 在 B(a, r)

内的 Taylor展开形如

g(z) =
∞∑
n=1

an(z − a)n.

我们自然延拓 f 在 a 处的值为 a1, 那么在 B(a, r) 上恒有 f(z) =
∞∑
n=0

an+1(z − a)n, 从而 f ∈

H(B(a, r)),进而 f ∈ H(D).

作业 1.21 (教材 4.3.3) 证明:

1. |ez −1| ⩽ e|z|−1 ⩽ |z|e|z|, ∀z ∈ C.
2. (3− e)|z| < |ez −1| < (e−1)|z|, 0 < |z| < 1.

证明. 1. 利用 Taylor展开可得

e|z|−1 =

∞∑
n=1

|z|n

n!
= |z|

∞∑
n=0

|z|n

(n+ 1)!
⩽ |z|

∞∑
n=0

|z|n

n!
= |z|e|z| .
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|ez −1| =
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

zn

n!

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑
n=1

|z|n

n!
= e|z|−1.

2. 当 0 < |z| < 1时,利用 Taylor展开可得

|ez −1| =
∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

zn

n!

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑
n=1

|z|n

n!
< |z|

∞∑
n=1

1

n!
= (e−1)|z|.

|ez −1| = |z|
∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

zn

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ ⩾ |z|

(
1−

∞∑
n=1

|z|n

(n+ 1)!

)
> |z|

(
1−

∞∑
n=1

1

(n+ 1)!

)
= (3− e)|z|.

习题 1.5 (21期中期末) 证明以下结论.

1. 当 Re z1,Re z2 ⩽ 0时, |ez1 −ez2 | ⩽ |z1 − z2|.
2. 当 |z| < 1时,有 |1− (1− z)ez | ⩽ |z|2.

3. 设 p ⩾ 1,且 Ep(z) = (1− z) exp(
p∑

k=1

zk

k
). 当 |z| ⩽ 1时,有 |1− Ep(z)| ⩽ |z|p+1.

证明. 1. 我们记 Lz1z2 为 z1 到 z2 的线段, 那么由 Re z1,Re z2 ⩽ 0可得, 对任意 z ∈ Lz1z2 , 都有
Re z ⩽ 0,进而 |ez | = eRe z ⩽ 1. 利用原函数定理可得

|ez1 −ez2 | =
∣∣∣∣∣
∫
Lz1z2

ez dz

∣∣∣∣∣ ⩽
∫
Lz1z2

|ez || dz| ⩽ |z1 − z2|.

2. 直接作 Taylor展开可得

|1− (1− z)ez | =
∣∣∣∣∣1− (1− z)

∞∑
n=0

zn

n!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

zn+1

n!
−

∞∑
n=1

zn

n!

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

Å
1

(n− 1)!
− 1

n!

ã
zn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑
n=2

Å
1

(n− 1)!
− 1

n!

ã
zn

∣∣∣∣∣
⩽

∞∑
n=2

Å
1

(n− 1)!
− 1

n!

ã
|z|n ⩽ |z|2

∞∑
n=2

Å
1

(n− 1)!
− 1

n!

ã
= |z|2.

3. 这个时候再要 Taylor 展开就有些强人锁男了, 那我们就模仿 1 的方法来一遍. 注意到

Ep(0) = 1,并且 E′
p(z) = −zp exp(

p∑
k=1

zk

k
). 我们仍记 L0z 为 0到 z的线段,并设 z = r eiθ(0 ⩽ r ⩽

1),那么由原函数定理可得

|1− Ep(z)| =
∣∣∣∣∣−
∫
L0z

ζp exp

(
p∑

k=1

ζk

k

)
dζ

∣∣∣∣∣ ζ=teiθ
======

∣∣∣∣∣
∫ r

0
tp eipθ exp

(
p∑

k=1

tk eikθ

k

)
dt

∣∣∣∣∣
⩽
∫ r

0
tp exp

(
p∑

k=1

tk cos kθ

k

)
dt ⩽

∫ r

0
tp exp

(
p∑

k=1

tk

k

)
dt

= −
∫ r

0
E′

p(t) dt = 1− Ep(r).
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所以只需证明: 对任意 0 ⩽ r ⩽ 1,成立 1− Ep(r)− rp+1 ⩽ 0. 设左式为 f(r),那么

f ′(r) = rp

(
exp

(
p∑

k=1

rk

k

)
− p− 1

)
=: rph(r).

注意到 h′(r) = 1−rp

1−r exp(
p∑

k=1

rk

k )恒大于零,并且 h(0) = −p < 0, h(1) = exp(
p∑

k=1

1
k ) − p − 1 > 0,

所以 f(r)在 [0, 1]上先单调递减,再单调递增. 又因为 f(0) = f(1) = 0,所以 f 在 [0, 1]上恒非正,
即证.

作业 1.22 (教材 4.3.5) 是否存在 f ∈ H(B(0, 1)),使得下述条件之一成立?

1. f

Å
1

n

ã
=

n

n+ 1
, n = 2, 3, 4, · · · ;

2. f

Å
1

2n

ã
= 0, f

Å
1

2n− 1

ã
= 1, n = 1, 2, · · · .

3. f

Å
1

n

ã
= f

Å
− 1

n

ã
=

1

n2
, n = 2, 3, · · · .

4. f

Å
1

n

ã
= f

Å
− 1

n

ã
=

1

n3
, n = 2, 3, · · · .

证明. 1. 存在. 此时 f(z) =
1

z + 1
.

2. 不存在. 由于 { 1
2n}是 f 的零点集,由唯一性定理可得 f 恒为零,这与后者矛盾. 或者由 f

在 z = 0处的连续性归谬.

3. 存在. 此时 f(z) = z2.

4. 不存在. 由于 { 1
n}是 f(z)− z3的零点集,由唯一性定理可得 f(z) = z3. 这与 f(− 1

n) =
1
n3

矛盾.

作业 1.23 (教材 4.3.11) 证明: 若
z

ez −1
在 z = 0处的 Taylor级数为

∞∑
n=0

Bn

n!
zn,则 Bernoulli数 Bn

满足关系式

B0 = 1,
n∑

k=0

Ç
n+ 1

k

å
Bk = 0.

特别地, B1 = −1

2
, B2n+1 = 0, ∀n ∈ N.

评论 我们可以利用 Bernoulli数给出 Riemann-ζ 函数在偶数 n = 2k 处取值的表达式,这是后一
章要做的事情.

证明. 首先考虑函数 f(z) =
ez −1

z
∈ H(C \ {0}). 注意到 lim

z→0
zf(z) = 0,由作业 1.20可得 f 是整

函数,并且 f 在 z = 0处的 Taylor展开为

f(z) =
1

z

∞∑
n=1

zn

n!
=

∞∑
n=0

zn

(n+ 1)!
.
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将 Taylor展开式代入恒等式 f(z) · z

ez −1
= 1中,可得

1 =

( ∞∑
m=0

zm

(m+ 1)!

)( ∞∑
k=0

Bk

k!
zk

)

=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

Bk

(n− k + 1)!k!

)
zn

=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

Ç
n+ 1

k

å
Bk

)
zn

(n+ 1)!
.

比对系数即可得

B0 = 1,
n∑

k=0

Ç
n+ 1

k

å
Bk = 0(n ⩾ 1).

作业 1.24 (教材 4.5.17) 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1). 证明: 若 z1, · · · , zn 是 f 在

B(0, 1)中的所有彼此不同的零点,其阶数分别为 k1, · · · , kn,则

|f(z)| ⩽
n∏

j=1

∣∣∣∣ zj − z

1− z̄jz

∣∣∣∣kj , ∀z ∈ B(0, 1).

特别地,有 |f(0)| ⩽
n∏

j=1
|zj |kj .

证明. 考虑函数

g(z) = f(z)
n∏

j=1

Å
1− z̄jz

zj − z

ãkj
.

那么 g ∈ H(B(0, 1)). 仿照作业 1.12, 由一致连续性可得对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0, 使得对任

意 z ∈ B(0, 1) 满足 |z| > 1 − δ, 都有
∣∣∣∣ zj − z

1− z̄jz

∣∣∣∣ > 1 − ϵ 对任意 j = 1, · · · , n 成立. 现在任取

z ∈ B(0, 1),设 r ∈ (0, 1)满足 r > max{|z|, 1− δ},那么由最大模定理可得

|g(z)| ⩽ max
|ζ|=r

|g(z)| ⩽ 1

(1− ϵ)k1+···+kn
.

令 ϵ → 0+可得 |g(z)| ⩽ 1,由此即证.

作业 1.25 (教材 4.4.1) 设 D 是有限条可求长简单闭曲线围成的域. 证明: f, g ∈ H(D), f 在 ∂D

上没有零点, f 在 D中全部彼此不同的零点为 z1, z2, · · · , zn,其相应的阶数分别为 k1, k2, · · · , kn,
则

1

2πi

∫
∂D

g(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
j=1

kjg(zj).

证明. 本题的证明完全仿照辐角原理的证明. 我们选取两两无交的充分小圆盘B(zj , ϵ), j = 1, · · · , n,
并且在 B(zj , ϵ)内 f 有 Taylor展开

f(z) =

∞∑
m=kj

aj,m(z − zj)
m, aj,kj 6= 0.
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从而在 B(zj , ϵ)内有

f ′(z) =
∞∑

m=kj

maj,m(z − zj)
m−1.

应用 Cauchy积分定理可得

1

2πi

∫
∂D

g(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
j=1

1

2πi

∫
|z−zj |= ϵ

2

g(z)
kjaj,kj (z − zj)

kj−1 +O((z − zj)
kj )

aj,kj (z − zj)kj +O((z − zj)kj+1)
dz

=
n∑

j=1

1

2πi

∫
|z−zj |= ϵ

2

g(z)

z − zj

kjaj,kj +O(z − zj)

aj,kj +O(z − zj)
dz

Cauchy积分公式
==============

n∑
j=1

kjg(zj).

习题 1.6 (21(H) 期中) 设 D = B(a,R) 为开圆盘, G ⊃ D 为区域. 设 f 在 G 上全纯单叶, 以及
Ω = f(D),并且记 f 的反函数为 g : Ω → D. 证明:

f−1(w) =
1

2πi

∫
|z−a|=R

zf ′(z)

f(z)− w
dz, ∀w ∈ Ω.

证明. 用上题的结论很容易证明. 任给 w ∈ Ω,则 f−1(w)是函数 f(z)−w在D内的唯一零点,阶
数为 1. 取 g(z) ≡ z,应用上题结论可得

f−1(w) = 1 · f−1(w) =
1

2πi

∫
|z−a|=R

zf ′(z)

f(z)− w
dz.

作业 1.26 (教材 4.4.3) 设 λ > 1. 证明: 方程 z = λ − e−z 在右半平面 {z ∈ C : Re z > 0}中恰有
一个根,并且是正实根.

证明. 设 f(z) = z +e−z −λ. 首先由 f(0) = 1− λ < 0,以及 lim
R∋x→+∞

f(x) = +∞可得 f(z)至少

存在一个大于零的零点. 下面只需证明 f 在右半平面恰有一个零点.

方法一: 用辐角原理. 对充分大的 R > 0,可以设 f 在 |z| ⩾ R时恒不为零. 我们记 γ1为右半

圆周 {z ∈ C : Re z ⩾ 0, |z| = R}, γ2 为直径 {iy ∈ C : |y| ⩽ R},构成的右半圆盘边界取逆时针定
向. 设 N(R)为 f(z)在 γ1, γ2围成右半圆盘内部的零点个数. 首先有

∆γ1 Arg f(z) = ∆γ1 Arg z +∆γ1 Arg

Å
1 +

e−z −λ

z

ã
= π +O(R−1).

最后一个等号是因为 |e−z −λ| ⩽ 1+λ有界. 其次,代入 z = iy可得 f(iy) = cos y−λ+i(y−sin y).
由 λ > 1可得,此时函数值的实部总小于零. 如下图所示:

注意到 lim
R→+∞

f(±iR)

|f(±iR)|
= ±i,结合图示可得 lim

R→+∞
∆γ2 Arg f(z) = π. 综上所述,由辐角原

理可得

lim
R→+∞

N(R) =
1

2π
lim

R→+∞
∆γ1 Arg f(z) +

1

2π
lim

R→+∞
∆γ2 Arg f(z) =

1

2
+

1

2
= 1.
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f(iR)

f(−iR)

iR

−iR

γ1

γ2

图 4

方法二: 用 Rouché定理. 取定 R > λ+ 1,那么对任意 z ∈ C满足 Re z > 0且 |z| ⩾ R,都有

|f(z)| ⩾ |z| − λ− |e−z | ⩾ R− λ− 1 > 0.

所以只需计算 f 在右半圆盘 D = {z ∈ C : Re z > 0, |z| < R} 内的零点个数. 当 Re z > 0 且

|z| = R时,有
|f(z)− (z − λ)| = |e−z | ⩽ 1 < R− λ ⩽ |z − λ|.

当 Re z = 0时,有
|f(z)− (z − λ)| = |e−z | = 1 < λ ⩽ |z − λ|.

而 z − λ在 D内有唯一零点 λ,根据 Rouché定理即证.

习题 1.7 (19H期中) 求多项式 p(z) = z7+ z5+9z4+8z3+7z+8在右半平面 {z ∈ C : Re z > 0}
内根的个数.

证明. 这时候看不出 “主项”,那就用辐角原理吧. 采用与上题同样的围道, N(R)定义如前. 首先

∆γ1 Arg p(z) = ∆γ1 Arg z
7 +∆γ1 Arg

Å
1 +

z5 + 9z4 + 8z3 + 7z + 8

z7

ã
= 7π +O(R−2).

另一方面,代入 z = iy可得 p(iy) = 9y4 + 8 + i(−y7 + y5 − 8y3 + 7y),此时函数值的实部总大于
零, γ2在 p下的像大致如图所示:

p(iR)

p(−iR)

图 5
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注意到 lim
R→+∞

p(±iR)

|p(±iR)|
= ∓i, 结合图示可得 lim

R→+∞
∆γ2 Arg p(z) = π. 综上所述, 由辐角原

理可得

lim
R→+∞

N(R) =
1

2π
lim

R→+∞
∆γ1 Arg p(z) +

1

2π
lim

R→+∞
∆γ2 Arg p(z) =

7

2
+

1

2
= 4.

所以 p(z)在右半平面内有四个零点.

作业 1.27 (教材 4.4.5) 利用 Rouché定理证明代数学基本定理.

评论 代数基本定理有两种不同的叙述:

任意非常数复系数多项式都存在复数根.
任意 n阶复系数多项式恰存在 n个复数根 (计重数).

利用归纳法不难证明上述两个叙述是等价的. 在复分析这门课里, 我们只需要证第一个. 不过有
些时候也可以一步到位,比如应用辐角原理和 Rouché定理时.

证明. 不妨设 p(z) = zn +
n−1∑
k=0

akz
k 为 n ⩾ 1次多项式,我们取定正数 R > max(1,

n−1∑
k=0

|ak|). 那么

对任意 |z| ⩾ R,有 ∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

akz
k

∣∣∣∣∣ ⩽
n−1∑
k=0

|ak||z|k ⩽ |z|n−1
n−1∑
k=0

|ak| < |z|n.

这说明 p(z)在 |z| ⩾ R时恒不为零,从而只需考虑 p(z)在 B(0, R)中的零点. 而上式也说明了当
|z| = R时,有 |p(z)− zn| < |z|n,根据 Rouché定理可得 p(z)有 n个复数根.

习题 1.8 (期中常驻题) 利用下列工具证明代数学基本定理.

1. 最大模定理.
2. 辐角原理.

证明. 1. 假设非常值多项式 p(z)不存在复数根,那么 1
p(z) 也为整函数. 由 lim

z→∞
p(z) = ∞可得,对

任意 ϵ > 0,存在 R > 0,使得 max
|z|=R

| 1
p(z) | < ϵ,从而由最大模定理可得 1

|p(0)| < ϵ. 但 1
p(0) 不可能为

零,矛盾!

2. 设 p(z)为 n ⩾ 1次多项式,那么当 R > 0充分大时,使得 |p(z)| > 0对任意 |z| ⩾ R成立.
所以 p(z)在 B(0, R)内的零点个数即为 p(z)复数根个数. 我们设 p(z) = anz

n + · · · + a1z + a0,
an 6= 0. 那么

lim
z→∞

z
p′(z)

p(z)
= lim

z→∞

nanz
n +O(zn−1)

anzn +O(zn−1)
= n.

所以计算可得∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=R

p′(z)

p(z)
dz − n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=R

1

z

Å
z
p′(z)

p(z)
− n

ã
dz

∣∣∣∣∣ ⩽ max
|z|=R

∣∣∣∣z p′(z)p(z)
− n

∣∣∣∣ .
由上述可得 lim

R→+∞
1
2πi

∫
|z|=R

p′(z)
p(z) dz = n. 而辐角原理告诉我们当 R充分大时该积分项是 p(z)在

B(0, R)中的零点个数,从而为全体复数根个数. 这说明 p(z)的复数根个数为 n.
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评论 下列是这门课里第三、四章的重要定理的推导图. 即使没法复刻所有的证明,代数基本定
理的几个证明也是要会的.

平均值公式

Cauchy积分公式

最大模定理

Schwarz引理

全纯函数的 Taylor展开Cauchy导数估计

Liouville定理

辐角原理

Rouché定理

开映射定理

代数基本定理

图 6

作业 1.28 (教材 4.4.11) 求下列全纯函数在 B(0, 1)中的零点个数.

1. z9 − 2z6 + z2 − 8z − 2.
2. 2z5 − z3 + 3z2 − z + 8.
3. z7 − 5z4 + z2 − 2.
4. ez −4zn + 1.

证明. 本题都用 Rouché定理处理,每小问的函数都记为 f(z).

1. 当 |z| = 1时,有 |f(z) + 8z| = |z9 − 2z6 + z2 − 2| ⩽ 6 < |8z|,所以零点个数为 1.

2. 当 |z| = 1时,有 |f(z)− 8| = |2z5 − z3 + 3z2 − z| ⩽ 7 < 8,所以零点个数为零.

3. 当 |z| = 1时,有 |f(z) + 5z4| = |z7 + z2 − 2| ⩽ 4 < |5z4|,所以零点个数为 4.

4. 当 |z| = 1时,有 |f(z) + 4zn| = |ez +1| ⩽ e+1 < 4 = |4zn|,所以零点个数为 n.

作业 1.29 (教材 4.4.6) 设 0 < r < 1. 证明: 当 n充分大时,多项式 1 + 2z + · · ·+ nzn−1在 B(0, r)

中没有根.

证明. 注意到多项式 pn(z) = 1 + 2z + · · · + nzn−1 是幂级数
∞∑
n=0

(n+ 1)zn =
1

(1− z)2
的部分和,

并且该幂级数收敛半径为 1,所以 {pn(z)}在 B(0, 1)内内闭一致收敛于恒非零函数
1

(1− z)2
. 根

18



据 Hurwitz定理即证.

作业 1.30 (教材 4.4.9) 设 D是域, fn : D → C \ {0}是全纯映射, ∀n ∈ N. 证明: 若 {fn}在 D上

内闭一致收敛到 f ,则或者 f(D) = {0},或者 f(D) ⊂ C \ {0}.

证明. 只需证如果 f 不恒为零, 那么 f 恒不为零. 这时, 任取 z ∈ D, 我们选取 r > 0 使得

B(z, 2r) ⊂ D, 那么圆周 γ : |ζ − z| = r 是 D 内的可求长简单闭曲线, 并且其内部包含于 D.
利用 Hurwitz定理可得,当 n充分大时, fn 和 f 在 B(z, r)内的零点个数相同. 但 fn 都恒不为零,
所以 f 在 B(z, r)内没有零点,从而 f(z) 6= 0. 由 z的任意性即证.

作业 1.31 (教材 4.4.12) 证明: 若 f ∈ H(B(0, 1)) ∩ C(B(0, 1)), f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1), 则 f(z)在

B(0, 1)中有唯一的不动点.

证明. 考虑函数 g(z) = f(z)− z,那么 g ∈ H(B(0, 1)) ∩ C(B(0, 1)). 当 |z| = 1时,由已知可得

|g(z) + z| = |f(z)| < 1 = |z|.

根据 Rouché定理可得 g(z)在 B(0, 1)的零点个数为 1. 而 g(z)的零点即为 f(z)的不动点,由此
即证.

作业 1.32 (教材 4.4.17) 设 D 是由可求长简单闭曲线 γ 围成的单连通域, f ∈ H(D) ∩ C(D). 证
明: 若 f 将 γ 一一地映为简单闭曲线 Γ,则 f 将 D双全纯地映为由 Γ围成的单连通域 G.

证明. 任取 w ∈ G, 考虑函数 f(z) − w, 并且记 Γw = {ζ − w : ζ ∈ C}, Gw 类似. 此时自然有
0 ∈ Gw,并且由于 f(z)− w将简单闭曲线 γ 一一地映为简单闭曲线 Γw,这说明

1

2π
∆γ Arg(f(z)− w) =

1

2π
∆ζ∈Γwζ = 1.

由辐角原理可得 f(z)− w在 D内恰有一个零点,亦即存在唯一的 z ∈ D,使得 f(z) = w,这说明
f 单叶地将 D映为 G,进而双全纯地将 D映为 G.

2 补充习题

这里我们列出了 3.5节到 4.5节的相关补充题,以往年试卷中有一定难度的题为主.

习题 2.1 求一个共形变换,将下列区域 D映为单位圆盘.

1. (23期末) D = {z ∈ C : |z| < 2, |z − 1| > 1}.
2. (11期末) D = Ω \ [0, i],其中 Ω = B(

√
3, 2) ∩B(−

√
3, 2).

证明. 1. 处理这种两个圆周相切的情形,只需要找分式线性变换将切点映为无穷远点,那么两个
圆周就会被映为两条只在无穷远点相交的直线,以及两条平行直线. 如下所示:
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2O 1

z1 =
z

z − 2
O

1

2

z2 = πiz1

O

πi

z3 = ez2

O

w =
z3 − i

z3 + i

图 7

复合可得待求的共形变换为

w =
e

πiz
z−2 −i

e
πiz
z−2 +i

.

2. 两段圆弧有两个不同交点,我们先求分式线性变换把 i映成 0,把 −i映成∞,则

f1(z) = λ
i− z

z + i
.

代入 z =
√
3− 2可得 f1(

√
3− 2) = λ(

√
3
2 − i

2),选取 λ = 1,则 f1(2−
√
3) =

√
3
2 + i

2 , f1(0) = 1.
由此可得第一步变换的结果:

i

−i

−
√
3

√
3

O
√
3− 2 2−

√
3

O
130◦

z1 =
i− z

i + z

即区域 {z ∈ C : −π
6 < arg z < π

6 }去掉一条割线 [0, 1]. 然后把这个角状域逆时针旋转 30◦,
即

O
1

30◦
z2 = ei

π
6 z1

O

ei
π
6

然后考虑六次幂,然后向右平移 1所得区域为全平面去掉割线 [0,∞).
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O

ei
π
6

z3 = z62 + 1 O

最后作变换 z4 =
√
z3(选取满足

√
−1 = i的单值分支),即可得上半平面. 综上所述,所求的

一个单叶全纯映射为

f(z) =

 
1−
Å
i− z

i + z

ã6
.

习题 2.2 1. (22期中)设函数 f(z)在 |z| < 2内全纯, p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · · + a0 为复系

数多项式. 证明:

|f(0)| ⩽ 1

2π

∫ 2π

0
|f(eiθ)p(eiθ)| dθ.

2. (21 期末) 设 p(z) 为 n 次复系数多项式, 对 r > 0 记 M(r) = sup
|z|=r

|p(z)|. 证明:
M(r)

rn
是

(0,∞)上的减函数.

证明. 1. 这个形式很像平均值公式,但 p(0)的模不为 1,所以没法一步得证. 不过有一个小技巧:
考虑多项式

q(z) := znp

Å
1

z̄

ã
= ā0z

n + ā1z
n−1 + · · ·+ an−1z + 1.

那么 q(0) = 1,并且对任意模长为 1的复数 z,由 zz̄ = 1可得

|q(z)| = |z|n
∣∣∣∣pÅ1z̄ã∣∣∣∣ = |p(z)|.

对全纯函数 f(z)q(z)应用平均值公式可得

|f(0)| = |f(0)q(0)| =
∣∣∣∣∣ 12π

∫ 2π

0
f(eiθ)q(eiθ) dθ

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

2π

∫ 2π

0
|f(eiθ)p(eiθ)| dθ.

2. 思路是转化为作业 1.6的结论,工具和前面类似. 考虑多项式

q(z) = znp

Å
1

z

ã
= a0z

n + a1z
n−1 + · · ·+ an−1z + an.

我们记 M̃(r) = sup
|z|=r

|q(z)|(r > 0),那么

M̃(r) = rnmax
|z|=r

∣∣∣∣pÅ1zã∣∣∣∣ = rn max
|z|= 1

r

|p(z)| = rnM

Å
1

r

ã
.

由作业 1.6可得 M̃(r)是关于 r的递增函数,上式中用将 r替换为 1
r 即可得

M(r)
rn = M̃(1r )是关于

r的递减函数.
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习题 2.3 (23期末) 设D ⊂ C为有界区域, f : D → C全纯. 如果对任意收敛于 ∂D的点列 zn ∈ D,
都有

lim sup
n→∞

|f(zn)| ⩽ M.

证明: 对任意 z ∈ D,有 |f(z)| ⩽ M .

评论 注意我们的最大模定理是有两种叙述的: 一种针对任意区域 D 和 f ∈ H(D),说非常值的
f 不可能在 D内取得最大模. 另一种针对有界区域,并且要求 f ∈ H(D) ∩ C(D),这时才说 f 的

最大模在边界取到. 而本题不仅没有保证 f 连续到边界,甚至 f 在边界上都还没有定义,绝不能
用第二个叙述. 考试时很多同学在这里出错.

证明. 我们设 A = sup
z∈D

|f(z)| ∈ [0,∞],那么存在 D 中的点列 {zn},使得 lim
n→∞

|f(zn)| = A. 由于

D是有界区域,所以 {zn}存在收敛子列 {znk
},其极限 z ∈ D.

如果 z ∈ D, 那么有 |f(z)| = A, 此时 f 在 D 内部取得最大模, 所以 f 为常值函数, 结
合条件可得 |f(z)| ⩽ M 恒成立. 如果 z ∈ ∂D, 那么 {znk

} 是收敛于 ∂D 的点列, 从而 M ⩾
lim sup
k→∞

|f(znk
)| = A,因此结论依旧成立.

习题 2.4 设 f ∈ H(B(0, 1)). 证明: 存在 z0 ∈ ∂B(0, 1)和收敛于 z0 的点列 {zn},使得 lim
n→∞

f(zn)

存在.

证明. 假设待证不成立, 首先断言: 对任意 z0 ∈ ∂B(0, 1), 都有 lim
B(0,1)∋z→z0

f(z) = ∞. 如若不然,

则存在 z0 ∈ ∂B(0, 1)和收敛于 z0 的点列 {zn} ⊂ B(0, 1),使得 {f(zn)}为有界列,从而存在子列
{znk

},使得 {f(znk
)}是收敛列,这与假设矛盾.

根据上述断言, f 在 B(0, 1)内只有有限个互异零点. 如若不然,根据有界性可得存在收敛的
互异零点列. 注意到 f 不可能恒为零, 由唯一性定理可得该零点列只能收敛到边界 ∂B(0, 1), 这
就与断言矛盾. 我们设这有限个互异零点为 z1, · · · , zn,重数分别为 k1, · · · , kn. 考虑函数

g(z) =
f(z)

(z − z1)k1 · · · (z − zn)kn
.

那么 g ∈ H(B(0, 1)) 且 g 无零点, 从而
1

g
∈ H(B(0, 1)). 根据断言可得, 对任意 z0 ∈ ∂B(0, 1),

都有 lim
B(0,1)∋z→z0

1

g(z)
= 0. 这说明我们可以延拓

1

g
的边界值恒为零, 得到的延拓函数 G 属于

H(B(0, 1)) ∩ C(B(0, 1)). 但由最大模定理可得

max
|z|⩽1

|G(z)| = max
|z|=1

|G(z)| = 0,

所以在 B(0, 1)内 G(z) =
1

g(z)
恒为零,这不可能! 由此即证.

习题 2.5 设 f ∈ H(B(0, 1)), f(0) = 0,并且 |Re f(z)| < 1, ∀z ∈ B(0, 1). 证明:

1. |Re f(z)| ⩽ 4

π
arctan |z|, ∀z ∈ B(0, 1).
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2. | Im f(z)| ⩽ 2

π
log

1 + |z|
1− |z|

, ∀z ∈ B(0, 1).

证明. 首先需要化归为可以使用 Schwarz引理的情形. 如下所示,给出了将区域 {z ∈ C : |Re z| <
1}映为 B(0, 1)的共形变换,并且把 0映为 0:

1−1

π

2
i

−π

2
i

z1 =
πiz

2

z2 = ez1

O

w =
z2 − 1

z2 + 1

1

O

图 8

复合可得待求的一个共形变换为 w =
e

πiz
2 −1

e
πiz
2 +1

= i tan
πz

4
. 从而我们考虑函数 g(z) =

i tan
πf(z)

4
. 由 Schwarz引理可得 |g(z)| ⩽ |z|. 反解可得

f(z) =
2

πi
log

1 + g(z)

1− g(z)
=

2

π
arg

1 + g(z)

1− g(z)
− i · 2

π
log

∣∣∣∣1 + g(z)

1− g(z)

∣∣∣∣ .
这里 log是对数主支. 首先可得

| Im f(z)| ⩽ 2

π
log

1 + |g(z)|
1− |g(z)|

⩽ 2

π
log

1 + |z|
1− |z|

.

其次,我们计算可得

Re
1 + g(z)

1− g(z)
=

1

2

Ç
1 + g(z)

1− g(z)
+

1 + g(z)

1− g(z)

å
=

1− |g(z)|2

|1− g(z)|2
.

Im
1 + g(z)

1− g(z)
=

1

2i

Ç
1 + g(z)

1− g(z)
− 1 + g(z)

1− g(z)

å
=

2 Im g(z)

|1− g(z)|2
.

由 −1 < Re f(z) < 1可得 −π

2
< arg

1 + g(z)

1− g(z)
<

π

2
,所以

arg
1 + g(z)

1− g(z)
= arctan

Å
Im

1 + g(z)

1− g(z)
/Re

1 + g(z)

1− g(z)

ã
= arctan

2 Im g(z)

1− |g(z)|2
.

因此

|Re f(z)| = 2

π

∣∣∣∣arg 1 + g(z)

1− g(z)

∣∣∣∣ = 2

π
arctan

2| Im g(z)|
1− |g(z)|2

⩽ 2

π
arctan

2|g(z)|
1− |g(z)|2

⩽ 2

π
arctan

2|z|
1− |z|2

⩽ 4

π
arctan |z|.

最后一步用了 tan的二倍角公式. 之所以不是严格的等号,是因为 arctan的值域为
(
−π

2
,
π

2

)
.
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习题 2.6 (18期中) 设全纯函数 f : B(0, 1) → B(0, 1)有两个不动点,证明 f 为恒等映射.

证明. 设 a, b ∈ B(0, 1)是 f 的两个不动点,我们记 φa(z) =
a− z

1− āz
. 要构造一个适用 Schwarz引

理的函数,我们考虑 g = φa ◦ f ◦ φ−1
a ,那么 g(0) = 0且 g : B(0, 1) → B(0, 1)为全纯函数,所以

|g(z)| ⩽ |z|对任意 z ∈ B(0, 1)成立. 又因为

g(φa(b)) = φa(f(b)) = φa(b),

并且由 a 6= b 可得 φa(b) 6= 0, 所以由 Schwarz 引理的取等条件可得 g = 1 为恒等映射, 从而
f = φ−1

a ◦ 1 ◦ φa = 1为恒等映射.

习题 2.7 (23保研优营) 设 f : B(0, 1) → B(0, 1)为全纯函数. 如果 r := |f(0)|不为零,证明 f 在

B(0, r)上恒不为零.

证明. 我们的想法是给出 |f(z) − f(0)|的估计. 记 a = f(0), 以及 φa(z) = a−z
1−āz , 考虑全纯函数

g = φa ◦ f : B(0, 1) → B(0, 1),满足 g(0) = 0,那么由 Schwarz引理可得 |g(z)| ⩽ |z|恒成立. 注意
到反解可得 f(z) = φ−1

a ◦ g(z) = a−g(z)
1−āg(z) ,所以

|f(z)− a| =
∣∣∣∣(1− |a|2)g(z)

1− āg(z)

∣∣∣∣ ⩽ (1− |a|2)|z|
1− |a||z|

.

由此可得当 |z| < |a|时,有 |f(z)− a| < |a|,所以 |f(z)| ⩾ |a| − |f(z)− a| > 0,即证.

习题 2.8 (18期末) 1. 设 Ω是 C中的一个区域, F (z, s)是 Ω× [0, 1]上的连续函数,并且对任意
固定的 s ∈ [0, 1], F (z, s)是关于 z的全纯函数. 证明: 函数

f(z) =

∫ 1

0
F (z, s) ds

在 Ω上全纯.
2. 如果函数 f(t)在 t ⩾ 0上连续有界,则函数

g(z) =

∫ ∞

0
f(t)e−zt dt

在 {z ∈ C : Re z > 0}有定义且全纯.

评论 在处理第 1题时,可能会有同学写出如下的证明: 任取 Ω中的可求长简单闭曲线 γ,那么∫
γ
f(z) dz =

∫
γ

Ç∫ 1

0
F (z, s) ds

å
dz =

∫ 1

0

Ç∫
γ
F (z, s) dz

å
ds =

∫ 1

0
0 ds = 0,

由 Morera 定理可证. 但上述曲线积分和定积分换序是想当然的, 我们并没有保证这件事成立的
定理. 所以需要按如下方法证明.

证明. 1. 考虑黎曼和函数 fn(z) =
1

n

n∑
k=1

F

Å
z,

k

n

ã
,那么 fn ∈ H(Ω). 我们任取紧集 K ⊂ Ω,那么

F 在 K × [0, 1]上一致连续. 从而任意 ϵ > 0,对充分大的 n,只要 t, s ∈ [0, 1]满足 |t− s| ⩽ 1
n ,则

有 |F (z, t)− F (z, s)| < ϵ对任意 z ∈ K 成立. 所以有

|fn(z)− f(z)| ⩽
n∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ k

n

k−1
n

Å
F

Å
z,

k

n

ã
− F (z, s)

ã
ds

∣∣∣∣∣ <
n∑

k=1

ϵ

n
= ϵ.
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这说明 {fn} 在 K 内一致收敛于 f , 从而在 Ω 内内闭一致收敛于 f . 根据 Weierstrass 定理可得
f ∈ H(Ω).

2. 设M > 0是 |f(t)|的一个上界. 那么任取 z ∈ C满足 Re z < 0,有 |f(t)e−zt | ⩽ M e−tRe z .
注意到M e−tRe z 关于 t是 [0,∞)上的可积函数,所以 g(z)在右半平面 D = {z ∈ C : Re z > 0}
上有定义. 另一方面,我们考虑函数列

gn(z) =

∫ n

0
f(t)e−zt dt.

那么由第 1问可得 gn ∈ H(D). 现在任取D中的紧集K,我们记 ρ = d(K, ∂D) > 0. 根据D的定

义可得对任意 z ∈ K,都有 Re z ⩾ ρ. 此时

|gn(z)− g(z)| ⩽
∫ ∞

n
|f(t)e−zt | dt ⩽ M

∫ ∞

n
e−ρt dt =

M

ρ
e−ρn .

由此可得 {gn} 在 K 上一致收敛于 g, 从而在 D 上内闭一致收敛于 g. 由 Weierstrass 定理可得
g ∈ H(D).

习题 2.9 设 fn(z)(n = 1, 2, · · · )在区域D内全纯,
∞∑
n=1

fn(z)在D内一致收敛. 证明:
∞∑
n=1

f ′
n(z)在

D内内闭一致收敛.

证明. 任给紧集 K ⊂ D,设 ρ = d(K, ∂D) > 0. 任给 ϵ > 0,那么存在 N ∈ N,使得对任意 n > N

和 p ∈ N,都有

∣∣∣∣∣n+p∑
k=n

fk(z)

∣∣∣∣∣ < ϵ对任意 z ∈ D成立. 所以对任意 z ∈ K,由 Cauchy积分公式可得

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

f ′
n(z)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

1

2πi

∫
|ζ−z|= ρ

2

fn(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣∣∣∣∣ = 1

2π

∣∣∣∣∣
∫
ζ−z|= ρ

2

1

(ζ − z)2

n+p∑
k=n

fn(ζ) dζ

∣∣∣∣∣
⩽ 1

2π
· 2πρ

2
· 1

(ρ/2)2
sup

|ζ−z|=ρ/2

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

fn(ζ)

∣∣∣∣∣ < 2ϵ

ρ
.

由此可得
∞∑
n=1

f ′
n(z)在K 内一致收敛,从而在 D中内闭一致收敛.

习题 2.10 (23期末) 考虑函数 f(z) = sec z在 z = 0处的 Taylor展开

f(z) =
∞∑
n=0

an
n!

zn.

1. 求该幂级数的收敛半径.
2. 计算 a0, a1, a2, a3, a4.
3. 证明: 对任意 n ⩾ 0, an ∈ Z.

证明. 1. 按公式算收敛半径会非常令人自闭, 助教数分没这么强, 所以换个简单的办法: 一方面,
由于 f ∈ H(B(0, π2 ),由 Taylor展开定理可得该幂级数在 B(0, π2 )中收敛. 假设收敛半径 R > π

2 ,
那么其和函数 F (z)在 z = π

2 附近全纯,从而在该点附近有界. 但 |z| < π
2 时,有 F (z) = f(z),而

z → π
2 时有 f(z) → ∞,矛盾! 因此收敛半径只能是 π

2 .
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2. 由 f(z) cos z = 1可得

1 =

( ∞∑
n=0

an
n!

zn

)( ∞∑
m=0

(−1)m

(2m)!
z2m

)
=

∞∑
k=0

Ü ∑
n+2m=k
n,m⩾0

(−1)m
Ç
k

n

å
an

ê
zk

k!
.

由此可得前几项系数满足的递归式为

a0 = 1, a1 = 0, a2 − a0 = 0, a3 − 3a1 = 0, a4 − 6a2 + a0 = 0.

所以解出这些系数为

a0 = 1, a1 = 0, a2 = 1, a3 = 0, a4 = 5.

3. 利用归纳法即可. 第 2问已算出了 a0 = 1为整数. 假设 a0, a1, · · · , ak−1都是整数,那么根
据第 2问中得到的递归式可得

ak = −
∑

n+2m=k
m⩾0,0⩽n<k

(−1)m
Ç
k

n

å
an.

由此可得 ak 也是整数,即证.

习题 2.11 (22期中) 设 a ∈ B(0, 1),计算下列积分:∫
|z|=1

sin 1
z

z − a
dz.

证明. 根据 Taylor展开可得

sin
1

z
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

1

z2n+1
, ∀z ∈ C \ {0}.

并且该级数在 C \ {0}上内闭一致收敛,从而在 |z| = 1上一致收敛. 所以∫
|z|=1

sin 1
z

z − a
dz =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

∫
|z|=1

dz

z2n+1(z − a)
=:

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
In.

如果 a = 0,那么对任意 n都有 In = 0. 如果 a 6= 0,那么对充分小的 r > 0,有

In =

∫
|z|=r

1/(z − a)

z2n+1
dz +

∫
|z−a|=r

z−2n−1

z − a
dz =

2πi

(2n)!

d2n

dz2n

∣∣∣∣
z=0

Å
1

z − a

ã
+

2πi

a2n+1
= 0.

综上所述, In总恒为零,所以原积分为零.

习题 2.12 (Cartan定理) 设 D 是有界区域, z0 为 D 中给定一点. f ∈ H(D)满足 f(D) ⊂ D. 证
明: 如果 f(z0) = z0且 f ′(z0) = 1,那么 f 为恒等映射.

评论 可以看出, Cartan定理是 Schwarz引理的取等条件的一个推广. 值得指出的是, Cartan定理
在多复变情形下也是成立的.
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证明. 不妨设 z0 = 0,不然考虑函数 g(z) := f(z − z0)− z0即可. 假设 f 不是恒等映射,那么由题
设可得,存在开圆盘 B(0, r) ⊂ D,以及整数 N ⩾ 2,使得在 B(0, r0)内恒成立.

f(z) = z +

∞∑
n=N

anz
n, aN 6= 0.

设 0 < r1 < r0满足 B(0, r1) ⊂ f−1(B(0, r0)),那么在 B(0, r1)内,恒有

f(f(z)) = f(z) +
∞∑

n=N

anf(z)
n

= z +

∞∑
n=N

anz
n +

∞∑
n=N

an

(
z +

∞∑
m=N

amzm

)n

= z + 2aNzN + · · · .

如此归纳,我们可以找到一列递减的正数列 {rk : k = 0, 1, 2, · · · },使得在 B(0, rk) ⊂ D有 Taylor
展开

f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k times

(z) = z + kaNzN + · · · .

记 fk 为 f 复合 k 次得到的函数,那么由上述可得 f
(N)
k (0) = kaN , ∀k,这说明 |f (N)

k (0)| = k|aN |
发散到无穷.

另一方面,由于 f(D) ⊂ D且 D是有界域,所以存在M > 0使得 |fk(z)| ⩽ M 对任意 z ∈ D

和 k = 0, 1, · · · 成立. 根据 Cauchy导数估计可得

|f (N)
k (0)| ⩽ N !

rN0
max
|z|⩽r0

|fk(z)| ⩽
MN !

rN0
.

这又说明 |f (N)
k (0)|有一致的上界,矛盾!

习题 2.13 证明: 任意单叶整函数 f 一定是线性函数.

证明. 我们设 f(0) = z0,那么由开映射定理可得,存在 r > 0,使得 B(z0, r) ⊂ f(B(0, 1)). 从而由
f 的单叶性可得对任意 |z| ⩾ 1,都有 |f(z)− z0| ⩾ r. 注意到

g(z) =


f(z)− z0

z
, z 6= 0,

f ′(0), z = 0

是整函数. 由单叶性可得 f ′(0) 6= 0 且 f(z) 6= z0, ∀z 6= 0, 所以 g 是恒非零的整函数, 由此可得
h(z) := 1

g(z) 也是整函数. 注意到 |z| ⩾ 1时有 |h(z)| ⩽ |z|
r ,由作业 1.2可得 h(z) = az + b为线性

函数,故 f(z) = z
az+b + z0是分式线性变换. 但 f 又是整函数,所以 f 只能为线性函数.

习题 2.14 (16H期中) 设 f, g在单位闭圆盘 {z ∈ C : |z| ⩽ 1}上全纯,并且在 |z| = 1上满足

|f(z) + g(z)| < |f(z)|+ |g(z)|.

1. 证明: 对任意非负实数 λ, f − λg和 f 在单位圆周内的零点个数相同.
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2. 证明: f 和 g在单位圆周内的零点个数相同.

证明. 1. 我们记 γ 为逆时针定向的单位圆周. 由已知可得当 |z| = 1时, f(z)和 g(z)总不同向,所
以此时 f(z)− λg(z)总不为零,那么

1

2π
∆γ Arg(f − λg) =

1

2π
∆γ Arg f +

1

2π
∆γ Arg

Å
1− λ

g

f

ã
.

根据辐角原理,我们只需证 1
2π∆γ Arg

Ä
1− λ g

f

ä
= 0. 而由条件可得 |z| = 1时 g(z)

f(z) 不可能为正实

数,从而 1− λ g(z)
f(z) 的取值不可能为小于 1的实数. 如果曲线 θ 7→ 1− λ g(eiθ)

f(eiθ)
绕原点转的圈数不为

零,那么必然会与负实轴相交,矛盾! 由此即证.

2. 上一题中取 λ = 1,可得 f − g和 f 在单位圆周内的零点个数相同. 类似可得 g− f 和 g在

单位圆周内的零点个数相同,由此即证.

习题 2.15 (19期中) 设 0 < a1 < · · · < an为实数,证明:

1. 多项式 p(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n的所有零点都落在 B(0, 1)内.

2. 三角多项式 a0 + a1 cos θ + · · ·+ an cosnθ在 (0, 2π)中有 2n个不同的零点.

证明. 1. 考虑多项式 q(z) = (1 − z)p(z) = a0 +
n∑

k=1

(ak − ak−1)z
k − anz

n+1,那么任给 ϵ > 0,当

|z| = 1 + ϵ时有

|q(z)− anz
n+1| ⩽ a0 +

n∑
k=1

(ak − ak−1)|z|k ⩽ a0|z|n+1 +

n∑
k=1

(ak − ak−1)|z|n+1 = an|z|n+1.

根据 Rouché定理可得 q(z)的全部零点都落在 B(0, 1+ ϵ)中,从而由 ϵ的任意性可得 q(z)的全部

零点落在 B(0, 1)中. 如果 z0 ∈ ∂B(0, 1)是 q(z)的根,那么

|anzn+1
0 | = an = a0 +

n∑
k=1

(ak − ak−1) ⩾
∣∣∣∣∣a0 +

n∑
k=1

(ak − ak−1)z
k
0

∣∣∣∣∣ = |anzn+1
0 |.

这说明上式不等号只能取等. 注意到 a0, a1−a0, · · · , an−an−1都是正实数,这等价于 1, z0, · · · , zn0
同向,所以 z0只可能为 1. 而注意到 p(1) = a0 + · · ·+ an > 0,所以 1不是 p(z)的零点,故 p(z)的

零点都属于 B(0, 1).

2. 该三角多项式即为 Re p(eiθ). 我们记 γ 为逆时针定向的单位圆周, 由第 1 问及辐角原理
可得 1

2π∆γ Arg p(z) = n. 任意连续曲线绕原点一圈时, 至少与虚轴相交两次, 这说明曲线 θ 7→
p(eiθ)(0 ⩽ θ ⩽ 2π)至少与虚轴相交 2n次,亦即Re p(eiθ)在 [0, 2π]中至少有 2n个不同的零点. 又
因为 h(1) > 0,所以 θ = 0, 2π不是 Re p(eiθ)的零点,因此 Re p(eiθ)在 (0, 2π)中至少有 2n个不同

的零点. 另一方面,注意到当 |z| = 1时,有

Re p(z) = a0 +
a1
2

Å
z +

1

z

ã
+ · · ·+ an

2

Å
zn +

1

zn

ã
=

2a0z
n + a1z

n−1(1 + z2) + · · ·+ an(1 + z2n)

zn
.

上式分母是一个 2n次多项式,至多有 2n个互异根,从而 Re p(z) = 0至多有 2n个模长为 1的互
异零点,所以 Re p(eiθ)在 (0, 2π)中至多有 2n个不同零点. 综上即证.
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