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余启帆1 苏煜庭 严骐鸣

2021 年 11 月 20 日

1. (5 分) 用 ε− δ 语言证明: lim
x→0+

√
x sin 1

x
= 0.

2. (24 分) 求下面的极限:

(1) lim
n→∞

n(1 + n)n + e2n
nn+1

(2) lim
n→∞

(n!)
1
n2

(3) lim
x→1

x2 + 3x− 4

x2 + 2x− 3

(4) lim
x→0

cosx− 1 + 1
2
x2

x3 sin x

3. (12 分) 设 f(x) =


ex − 1

x
, x ̸= 0,

1, x = 0.
求 f ′(x).

4. (12 分) 设 y(x) = x2e−x, f(x) = xy(n+1)(x) + (n+ x− 2)y(n)(x) + ny(n−1)(x).
(1) 求 y(n)(x);
(2) 求证: f(x) = 0.

5. (12 分) 求函数 f(x) =

(
x− 5

2

)
x

2
3 在 (−∞,+∞) 上的极大值和极小值.

6. (10 分) 设函数 y = y(x) 是由方程 y = 1 + xey 确定的隐函数. 求该函数曲线上点
(0, 1) 处的切线方程.

7. (10 分) 设函数 f(x) 定义在 [a, b] 且 f(x) ∈ [a, b], 又 [a, b] 中任意不同的 x, y 满足

|f(x)− f(y)| < |x− y|. 令 x1 ∈ [a, b], 并归纳地定义 xn+1 =
1

2
(xn + f(xn)). 求证:

(1) {xn} 是单调数列;
(2) {xn} 收敛于 [a, b] 中一点 c, 且 f(c) = c;
(3) 满足 f(x) = x 的 x 是唯一的.

8. (8 分) 设函数 f(x) 在 [0,+∞) 上存在二阶导数, f(0) = 0, f ′(0) > 0, f ′′(x) 6 α < 0,
其中 α 是常数. 证明:

(1) 存在 x0 > 0, 使得 f ′(x0) = 0;
(2) 方程 f(x) = 0 在 (0,+∞) 内有唯一实根.

9. (7分) 设函数 f(x)在 (−∞,+∞)上有任意阶导数,且对任意实数 x及 n = 0, 1, 2, · · ·
满足

∣∣f (n)(x)
∣∣ 6 n! |x|. 求证: f(x) = 0.

1闻道有先后, 解答有疏漏. 发现错误欢迎联系我: qifan@mail.ustc.edu.cn

mailto:qifan@mail.ustc.edu.cn
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0.1 参考答案与评分标准

1. (5 分) 用 ε− δ 语言证明: lim
x→0+

√
x sin 1

x
= 0.

证明 ∀ε > 0, 取 δ = ε2, 则当 x ∈ (0, δ) 时, 有 (2 分)∣∣∣∣√x sin 1

x
− 0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣√x sin 1

x

∣∣∣∣ 6 √
x <

√
δ = ε, (5 分)

故, 根据极限的定义有 lim
x→0+

√
x sin 1

x
= 0.

说明 (1) 题目要求证明, 若只是用 ε − δ 语言将极限的定义翻译了一遍, 相当于没
有证明, 给 0 分, 所有未出现 δ 具体取值的都属于此范围.

(2) 若没有注意到 x → 0+ 的极限过程对应于 0 < x < δ,而是写成了 0 < |x| < δ,扣 1分.

(3) 需要写出关键的放缩步骤
∣∣∣∣√x sin 1

x

∣∣∣∣ 6 √
x, 没有这一步扣 2 分.

(4) 若使用了换元 1

x
→ u, 则相当于没有用 ε− δ 语言直接证明, 而是 ε−A语言, 扣 3分.

(5) “任意” “存在” 量词使用错误、顺序颠倒等逻辑错误扣 3 分.

2. (24 分) 求下面的极限:

(1) lim
n→∞

n(1 + n)n + e2n
nn+1

(2) lim
n→∞

(n!)
1
n2

(3) lim
x→1

x2 + 3x− 4

x2 + 2x− 3

(4) lim
x→0

cosx− 1 + 1
2
x2

x3 sin x
解 (1)

lim
n→∞

n(1 + n)n + e2n
nn+1

= lim
n→∞

(
(1 + n)n

nn
+

e2n
nn+1

)
= lim

n→∞

[(
1 +

1

n

)n

+
1

n
·
(

e2
n

)n]
(2 分)

= e + 0 = e. (6 分)

说明 结果错误至多得 2 分.
(2)
解 (1)

lim
n→∞

(n!)
1
n2 = lim

n→∞
e

1
n2 ln(n!)

lim
n→∞

1

n2
ln(n!) †

= lim
n→∞

lnn

2n− 1

†
= lim

n→∞

lnn− ln(n− 1)

2
= 0 (4 分)

=⇒ lim
n→∞

(n!)
1
n2 = e0 = 1. (6 分)

其中 † 处用到 “ ∗
∞
型” 的 Stolz 定理.
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解 (2) 注意到,
1 < (n!)

1
n2 6 (nn)

1
n2 = n

1
n , (2 分)

由 lim
n→∞

n
1
n = 1 及两边夹法则知, lim

n→∞
(n!)

1
n2 = 1. (6 分)

说明 (1) 若取了对数最后忘记将结果写回指数 e0, 扣 2 分.
(2) 两边夹法则格式不对, 直接对极限进行比较的, 得 2 分.
解 (3)

lim
x→1

x2 + 3x− 4

x2 + 2x− 3
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 4)

(x− 1)(x+ 3)
= lim

x→1

(x+ 4)

(x+ 3)
=

5

4
. (6 分)

说明 也可以使用 L’Höspital 法则, 过程正确答案错误扣 1 分.
解 (4) 由带 Peano 余项的 Taylor 公式及等价无穷小替换得:

lim
x→0

cos x− 1 + 1
2
x2

x3 sinx
= lim

x→0

cos x− 1 + 1
2
x2

x4
(2 分)

= lim
x→0

1− 1
2
x2 + 1

24
x4 + o(x4)− 1 + 1

2
x2

x4
(5 分)

= lim
x→0

1
24
x4 + o(x4)

x4
=

1

24
. (6 分)

说明 等价无穷小替换 2 分, Taylor 公式 3 分, 跳步不得分, 答案 1 分, 过程正确答案错
误扣 1 分.

3. (12 分) 设 f(x) =


ex − 1

x
, x ̸= 0,

1, x = 0.
求 f ′(x).

解 当 x ̸= 0 时,
f ′(x) =

xex − (ex − 1)

x2
=

(x− 1)ex + 1

x2
(6 分)

在 x = 0 处:

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

ex−1
x

− 1

x
= lim

x→0

ex − 1− x

x2

= lim
x→0

x2

2
+ o (x2)

x2
=

1

2
(12 分)

说明 (1) 也可以通过课本定理 3.19, 证明 f 连续, 然后通过计算导函数的极限得到
f ′(0), 但是这样必须先证明 f 连续, 否则不得分. (因为这样没用到 f(0) = 1, 此时如果把 f(0)

改为任何其它数, 那么 f ′(0) 不存在)
(2) 正确地写到了 lim

x→0

ex − 1− x

x2
, 但是之后求错了其值, 扣 4 分.

(3) 出现一些书写错误, 如写着写着漏了 lim
x→0

, 酌情扣 1–2 分.

4. (12 分) 设 y(x) = x2e−x, f(x) = xy(n+1)(x) + (n+ x− 2)y(n)(x) + ny(n−1)(x).
(1) 求 y(n)(x);
(2) 求证: f(x) = 0.
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解 (1)

y(n)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)(
x2
)(k) (e−x

)(n−k)

= (−1)nx2e−x + (−1)n−12nxe−x + (−1)n−2n(n− 1)e−x

= (−1)ne−x
(
x2 − 2nx+ n(n− 1)

)
(8 分)

(2) 将 (1) 中结果代入:

f(x) = xy(n+1)(x) + (n+ x− 2)y(n)(x) + ny(n−1)(x)

= x
(
(−1)n+1e−x

(
x2 − 2(n+ 1)x+ n(n+ 1)

))
+ (n+ x− 2)

(
(−1)ne−x

(
x2 − 2nx+ n(n− 1)

))
+ n

(
(−1)n−1e−x

(
x2 − 2(n− 1)x+ (n− 2)(n− 1)

))
= 0. (12 分)

说明 第 (1) 问二项式系数
(
n

k

)
算错扣 2 分.

实际上本题需要把 n = 0, 1 单独考虑, 但是可以验证结果仍然可以写成 (−1)ne−x(x2 −
2nx+ n(n− 1)) 的形式, 因此并没有扣分.

第 (2) 问虽然同学们也许算了很长时间, 但是改卷过程中只看代入的第一步是否正确, 之
后不管是真的去算了得到是 0 还是假装计算了得到 0 都给分, 没有第 1 步的不得分.

5. (12 分) 求函数 f(x) =

(
x− 5

2

)
x

2
3 在 (−∞,+∞) 上的极大值和极小值.

解 当 x ̸= 0 时, 有

f ′(x) = x
2
3 +

(
x− 5

2

)
· 2
3
x− 1

3 =
5

3
x− 1

3 (x− 1) = 0 =⇒ x = 1 (4 分)

由此 f(x) 在 (−∞, 0) 单调递增, 在 (0, 1) 单调递减, 在 (1,+∞) 上单调递增. 故,
f(0) = 0 是 f(x) 的极大值; (8 分)
f(1) = −3

2
是 f(x) 的极小值. (12 分)

说明 (1) 如果第一步求导就求错了, 下面都是错的, 不得分. 如果化简的时候算错
了系数, 可得 2 分.

(2) 最好明确写出所得导数仅适用于 x ̸= 0, 如果没写不扣分, 但是, 若根据 f ′(x) = 0 得

到 x = 0, 1, 出现 x = 0 扣 2 分.
(3) 若求导错误导致极小值求错了, 但是指出 x = 0 是极大值点. 在指出 0 是极大值的时

候, 视论证过程是否用到导数 (以及求导是第一步就错, 还是化简后错) 扣分情况不同.
(4) 求得了极大值点、极小值点,但是没有代入求出极大值、极小值,两处各扣 1分 (即扣

2 分)
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6. (10 分) 设函数 y = y(x) 是由方程 y = 1 + xey 确定的隐函数. 求该函数曲线上点
(0, 1) 处的切线方程.

解

y = 1 + xey =⇒ x =
y − 1

ey =⇒ x′
y =

2− y

ey (6 分)

=⇒ y′x =
ey

2− y
(8 分)

代入 (0, 1) 得到 (0, 1) 处切线斜率为

y′x|x=0,y=1 = e,

从而切线方程为 y = ex+ 1. (10 分)

7. (10 分) 设函数 f(x) 定义在 [a, b] 且 f(x) ∈ [a, b], 又 [a, b] 中任意不同的 x, y 满足

|f(x)− f(y)| < |x− y|. 令 x1 ∈ [a, b], 并归纳地定义 xn+1 =
1

2
(xn + f(xn)). 求证:

(1) {xn} 是单调数列;
(2) {xn} 收敛于 [a, b] 中一点 c, 且 f(c) = c;
(3) 满足 f(x) = x 的 x 是唯一的.
解 (1) xn+1 − xn =

1

2
(xn − xn−1 + f(xn)− f(xn−1)), 由条件 |f(x)− f(y)| < |x− y| 知

|f(xn)− f(xn−1)| < |xn − xn−1|, 从而 xn − xn−1 与 xn − xn−1 + f(xn)− f(xn−1) 同号, 从而对
任意的 n, xn − xn−1 与 x2 − x1 同号, 故

(a) x2 > x1 时, xn 递增,
(b) x2 < x1 时, xn 递减,
(c) x2 = x1 时, f(x1) = x1 从而 f(xn) = xn, xn 为常数列.

综上, xn 单调. (4 分)
(2) 可归纳证明 xn ∈ [a, b] 对 ∀n ∈ N∗ 成立, 由 (1) 知 xn 单调且有界, 故 xn → c ∈

[a, b] (n → ∞), 由 |f(x)− f(y)| < |x− y| 知 f 满足 Lipschitz 条件, 从而 f ∈ C[a, b].
在式 xn+1 =

1

2
(xn + f(xn)) 两边取极限, 由 f 连续得

c =
c+ f(c)

2
=⇒ c = f(c). (7 分)

(3) 用反证法. 假设存在 b ̸= c, 使得 f(b) = b, 则

|b− c| = |f(b)− f(c)| < |b− c|,

矛盾! 从而假设不成立, 证毕. (10 分)
解 (2) 往证: {xn} 单调.
考虑 xn+1 − xn = f(xn)− xn, 设 g(x) = f(x)− x, h(x) = f(x) + x

由题知 ∀a 6 x < y 6 b, 有

|f(x)− f(y)| < |x− y| =⇒ x− y < f(x)− f(y) < y − x

=⇒

 f(x)− x > f(y)− y ⇐⇒ g(x) > g(y),

f(x) + x < f(y) + y ⇐⇒ h(x) < h(y),
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这表明 g(x) 在 [a, b] 上严格递减, h(x) 在 [a, b] 上严格递增, 由 f 满足 Lipschitz 条件知
f ∈ C[a, b], 故 g, h ∈ C[a, b], 由 f(x) ∈ [a, b] 知

g(a) = f(a)− a > 0, g(b) = f(b)− b 6 0,

由 g 连续且严格递减知存在唯一的 c ∈ [a, b] 使得 g(c) = 0, 此即 f(c) = c. (第 3 问, 3 分)
因此,
(a) 当 x ∈ [a, c) 时, g(x) > 0 =⇒ f(x) > x,
(b) 当 x ∈ (c, b] 时, g(x) < 0 =⇒ f(x) < x.
下面对 x1 的取值范围分类讨论.

(a) 当 x1 = c 时, x2 =
x1 + f(x1)

2
= x1, 从而可归纳证明 {xn} 为常数列;

(b) 当 x1 ∈ [a, c) 时,

x2 − x1 =
g(x1)

2
>

g(c)

2
= 0, x2 =

h(x1)

2
<

h(c)

2
< c,

从而可归纳证明:
xn < xn+1 < c, ∀n ∈ N∗,

即 {xn} 单调递增有上界;
(c) 当 x1 ∈ (c, b] 时,

x2 − x1 =
g(x1)

2
<

g(c)

2
= 0, x2 =

h(x1)

2
>

h(c)

2
= c,

从而可归纳证明:
xn > xn+1 > c, ∀n ∈ N∗,

即 {xn} 单调递减有下界. (第 1 问, 7 分)

由上知 {xn} 单调有界, 故收敛, 记 xn → x′ ∈ [a, b] (n → ∞), 在 xn+1 =
1

2
(xn + f(xn)) 两

边取极限, 由 f 连续知 x′ = f(x′), 又根据 g(x) 零点唯一性知 x′ = c, 从而 xn → c (n → ∞),
其中 c ∈ [a, b] 满足 f(c) = c. (第 2 问, 10 分)

说明 (1) 无论采用何种方法, 分值分配都是第 (1) 问 4 分, (2) (3) 问各 3 分.
(2) 若第 (1)(3) 问证明过程中对 f 求导, 则该问至多得 1 分, 第二问如果没证明 f 的连

续性就将极限和函数交换扣 1 分, 其他情况 (如循环论证等) 酌情扣分/给分.

8. (8 分) 设函数 f(x) 在 [0,+∞) 上存在二阶导数, f(0) = 0, f ′(0) > 0, f ′′(x) 6 α < 0,
其中 α 是常数. 证明:

(1) 存在 x0 > 0, 使得 f ′(x0) = 0;
(2) 方程 f(x) = 0 在 (0,+∞) 内有唯一实根.
证明 (1) ∀x > 0, 由 Lagrange 中值定理得: ∃ξ1 ∈ (0, x), 使得

f ′(x)− f ′(0)

x− 0
= f ′′(ξ1) 6 α

=⇒ f ′(x) 6 αx+ f ′(0),
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取 x1 = −f ′(0)

α
+ 1, 则 f ′(x1) < 0. (2 分)

又 f ′(0) > 0, f ′(x) 连续, 由连续函数介值定理 (或 Darboux 定理) 知, ∃x0 ∈ (0, x1) ⊂
(0,+∞), 使得 f ′(x0) = 0. (4 分)

(2) 由 f(0) = 0, f ′(0) > 0 及极限的保序性知, ∃x2 > 0, 使得 f(x2) > f(0) = 0.
对 f(x) 使用 Taylor 公式, ∃ξ2 ∈ (0, x), 使得

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(θx)

2
x2 6 f ′(0)x+

α

2
x2 = x

(
f ′(0) +

α

2
x
)
,

取 x3 = −2f ′(0)

α
+ 1, 则 f(x3) < 0.

由 f(x2) > 0, f(x3) < 0 及连续函数介值定理知, ∃x′
0 ∈ (x2, x3), 使得 f(x′

0) = 0. (2 分)
下证这样的实根是唯一的.
用反证法. 若 f(x) = 0 在 (0,+∞) 上有两个不同实根 x′

0, x
′′
0, 不妨设 0 < x′

0 < x′′
0, 则由

f(0) = f(x′
0) = f(x′′

0) = 0 及 Rolle 定理知, ∃η1 ∈ (0, x1), η2 ∈ (x1, x2), 使得

f ′(η1) = f ′(η2) = 0,

再次使用 Rolle 定理知, ∃γ ∈ (η1, η2), 使得 f ′′(γ) = 0, 这与 f ′′(x) < 0 矛盾, 因此 f(x) = 0 在

(0,+∞) 内有唯一实根. (4 分)

说明 第 (1) 问找出 f ′(x1) < 0 得 2 分, 未写出具体过程而只有文字叙述的不得分.
第 (2) 问存在性和唯一性各 2 分, 唯一性也可以通过函数单调性来证明, 但必须说明清

楚, 画图证明不得分.

9. (7分) 设函数 f(x)在 (−∞,+∞)上有任意阶导数,且对任意实数 x及 n = 0, 1, 2, · · ·
满足

∣∣f (n)(x)
∣∣ 6 n! |x|. 求证: f(x) = 0.

提示 先考虑通过 Taylor 展开证明在 (−1, 1) 上有 f(x) = 0, 再通过一般点处的 Taylor
展开及数学归纳法或递推得到 f(x) = 0, x ∈ (−∞,+∞).

证明 由条件易知 f (n)(x) = 0, n = 0, 1, 2, · · · . 对 f(x) 在 x = 0 处 Taylor 展开:
∃θ ∈ (0, 1) 使得

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ · · ·+ f (n−1)(0)

(n− 1)!
xn−1 +

f (n)(θx)

n!
xn =

f (n)(θx)

n!
xn (2 分)

=⇒ |f(x)| 6 |θx| · |x|n 6 |x|n+1 ,

上式令 n → ∞ 得: f(x) = 0, x ∈ (−1, 1). (3 分)
由连续性得: f(x) = 0, x ∈ [−1, 1]. (4 分)
同理, 对 f (n)(x) 进行 Taylor 展开可知, f (n)(x) = 0, x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, · · · .
下面对 k 用数学归纳法证明: f (n)(x) = 0, x ∈ [−k, k], ∀k ∈ N∗, ∀n ∈ N∗.

(1) k = 1 时, 已证明;
(2) 假设结论对 k 成立, 下证对 k + 1 (k > 1) 成立.
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对 f(x) 在 x = k 处 Taylor 展开: ∃θ1 ∈ (0, 1), 使得

f(x) =
f (n)(k + θ)

n!
(x− k)n

=⇒ |f(x)| 6 |k + θ| · |x− k|n 6 (k + 1) |x− k|n , (5 分)

上式令 n → ∞ 得: f(x) = 0, x ∈ [k, k + 1).
同理可证得 f (n)(x) = 0, x ∈ [−(k + 1), k + 1].
(3) 由 (1)(2) 及数学归纳法知, f (n)(x) = 0, x ∈ [−k, k], ∀k ∈ N∗.

因此, f (n)(x) = 0, x ∈ (−∞,+∞).
特别地, 取 n = 0, 有 f(x) = 0, x ∈ (−∞,+∞). (7 分)
说明 写出在任一点 x0 处的展开式, 或 x = 0 处的无穷阶 Taylor 展开, 或 x = 0 处

Taylor 展开未交代中值 θ, ξ 的范围, 均得 1 分.
证得 f(x) = 0, x ∈ [−1, 1] 后写出延拓或一般点处的展开得 1 分, 证明完整且逻辑清晰得

7 分, 归纳递推交代不清楚扣 1–2 分.

余启帆2 苏煜庭 严骐鸣

2021 年 11 月 24 日于中国科学技术大学

2闻道有先后, 解答有疏漏. 发现错误欢迎联系我: qifan@mail.ustc.edu.cn

mailto:qifan@mail.ustc.edu.cn
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