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前言

本讲义的主要目的是为进一步学习代数几何中的概型理论做一些技术和观念上的
准备. 我们较为详细地介绍了诸如维数, 平坦性, 光滑性等基本概念和结果, 并主要在
域上有限生成代数这样的例子中展示了上述结果的实际用法. 局部化技术与粘合的观
念是我们处理问题的指导思想. 局部化可以将问题约化到局部环上, 从而可以使用如
Nakayama 引理之类的工具, 而粘合或者层的观念可以将局部的信息拼接得到整体的信
息. 为此, 我们尽可能早地引入素谱空间上预层与层的概念, 并在后续发展中不断深化.
比如介绍基本的同调知识时, 作为最重要的例子介绍了标准单形的链复形, 并将 Cěch
复形和 Koszul 复形看作其衍生出的复形. 这种看法的好处是可以直接借鉴标准单形上
的锥构造来证明一些特定条件下 Cěch 复形和 Koszul 复形的零调性. Cěch 复形的零调
性又可以反过来给出拟凝聚模层为层的更自然的证明. 如果将环的忠实平坦扩张看作
某种开覆盖, 此时 Cěch 复形的类比就是 Amitsur 复形, 而零调性的证明也完全可以类
比过来. 在这个看法下, 模的忠实平坦下降的提出和证明也就成为非常自然的了. 有了
这些观念上的准备, 进一步也不难理解晶体 (crystal), 分层 (stratification) 和可积联络
的关系. 与这个例子类似, 很多代数命题在表述和证明时的繁杂只是为了严格性而不得
不作出的妥协, 其动机甚至证明思路其实都是非常朴素的几何观念.
以下对各章内容作一个简介和说明.
第一章: 环及其局部化 我们从将环解释为某个空间上的函数环这一动机出发，引

出素谱空间以及环中元素在素理想处取值的概念. 进而将环的局部化解释为函数在一
个开子集上的限制. 由此自然有预层和层的概念. 作为应用, 我们用层的看法给出了中
国剩余定理及相关命题的证明.

第二章: 模及其局部化 模可以看作向量丛截面的某种推广. 本章主要介绍模的各
种常用操作: 直和, 同态, 局部化, 张量积, 并研究这些操作的交换性. 为此, 我们引入正
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2 前言

合列的概念, 并从函子的角度考察以上操作. 与环类似, 我们介绍了模在主开集上的局
部化形成的层.

第三章: 一些常用技术 本章介绍了交换代数论证中最基本的一些概念和方法. 这
些基本结果会在后面的章节中反复用到, 读者也应在后面章节的学习中体会其实际
用法. 其中符号幂与准素分解一节只是为了介绍符号幂的概念, 并展示伴随素理想和
Noether 性的用法, 与后续章节基本上没有联系.

第四章: Dedekind 整环 本章主要从局部化的观点讨论 Dedekind 整环的基本
性质. 利用相对于 Z 的整扩张以及考察分歧性, 我们给出了分圆整数环 Z[ζN ] 是
Dedekind 整环的证明. 同时介绍了分歧指数, 剩余类域次数等基本概念. 本章最后一节
介绍 Dedekind 整环的理想类群, 主要论述了可逆模, 理想类群和除子类群这三个观点
的等价性, 并由此得到理想的唯一分解性.
第五章: 维数理论 我们将上升和下降定理,理想链版本的 Noether正规化定理,以

及 Noether 局部环的 Krull 维数等于极小参数系包含的元素个数这几个命题看作维数
理论的基本定理. 利用这几个基本定理, 可以比较容易地得到域上有限生成代数维数的
常用性质, 如超曲面的维数, 像集的可够造性, 纤维维数的上半连续性等. 关于 Noether
局部环维数的基本性质, 我们首先给出了基于 Krull 主理想定理的利用符号幂的直接证
明, 又利用 Hilbert-Samuel 多项式的次数给出了另一个更加流行的证明. 初学者完全可
以直接承认这些基本定理而不去纠缠证明细节, 把重点放在体会其在域上有限生成代
数的应用上.
第六章: 同调工具 本章介绍了后面章节中需要用到的同调代数知识. 作为复形的

例子, 我们重点介绍了标准单形的链复形及其零调性的证明. 将 Cěch 复形看作标准单
形衍生而来的复形, 则标准单形上的锥构造自然会给出一定条件下 Cěch 复形的零调性
质. 而这个零调性质又给出了第二章中拟凝聚模层是层的另一个证明. 关于 Tor 和 Ext
函子, 我们主要介绍了其长正合列.
第七章: 平坦性 本章重点有两个, 一是平坦性的局部判别法及其推论, 这些可以直

接用来判断 Noether 环上有限生成代数的平坦性. 另一个是模的忠实平坦下降. 我们先
在素谱空间主开集的开覆盖情形讨论了模的粘合的充要条件, 其关键之处为 Cěch 复形
的零调性. 在 Grothendieck 拓扑的意义下, 环的忠实平坦扩张成为开覆盖的类比, 从而
也可以得到 Cěch 复形的类比: Amitsur 复形. 在这些类比下, 忠实平坦下降定理的叙
述和证明均变得非常自然. 最后我们以 Galois 下降及 Hilbert 定理 90 作为例子展示了
忠实平坦下降的用法.
第八章: Cohen-Macualay 环 本章主要介绍 Cohen-Macaulay 环的基本性质.

完全交环是最常见的一类例子. 作为 CM 概念的应用, 我们介绍了利用纤维维数稳定来
判断平坦性的定理, 以及 Serre 整闭性判据.

第九章: 正则局部环 本章主要介绍了 Serre 利用投射维数对正则局部环的刻画.
作为推论, 给出了正则局部环是唯一因子分解整环的证明.

第十章: 微分模 微分模是微分流形中光滑一形式的代数类比. 我们首先介绍了微
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分模的两个基本正合列, 并以基本正合列及其给出的 Jacobian 判据为中心, 详细梳理
了光滑同态的几个等价定义. 最后介绍了晶体和可积联络的联系, 其发展思路和忠实平
坦下降是完全类似的.

每章最后安排了若干习题,其中有些是为了说明正文中概念和定理在具体例子中的
应用, 有些是正文中限于篇幅没有详细介绍的一些重要概念和命题, 如相对 Frobenius,
可构造集等. 我们鼓励读者尽量理解习题所说的意思, 并尝试给出证明. 同时, 正文并
没有引用习题中的结论, 所以习题的完成度不会影响正文内容的学习.
本讲义采用了北京大学李文威教授的 LaTeX 模板 (https://gitee.com/wen-wei-

li/AlJabr-1). 讲义中大量交换图表的编辑使用了 quiver(https://q.uiver.app/) 这个
非常方便的工具. 封面的制作借鉴了 TeXromancers 的模板 (https://aareyanman-
zoor.github.io/Texromancers.html). 感谢以上作者在技术上的无私分享!
由于还没有经过长期的实际教学检验, 同时也囿于编著者的学识和经验, 本讲义在

诸如内容取舍, 章节安排, 语言表述及术语翻译等方面一定还有很多不妥之处. 非常欢
迎各位专家及读者反馈宝贵意见和建议, 以期进一步完善本讲义.

许金兴

2024 年 1 月于合肥

未定稿: 2024-01-28

https://gitee.com/wen-wei-li/AlJabr-1
https://gitee.com/wen-wei-li/AlJabr-1
https://q.uiver.app/
https://aareyanmanzoor.github.io/Texromancers.html
https://aareyanmanzoor.github.io/Texromancers.html




符号约定

• 符号 ⊂ 代表集合的包含, 也包括相等的情形. 集合的真包含用符号 ( 或 $ 表示.

• 环均指含幺交换环. 环同态均要求将乘法单位元映到乘法单位元.

• 为了书写方便, 有时我们并不区分相等符号”=” 和同构符号”'”.

• 注意素理想和极大理想根据定义都是真理想.

• 环 A 的所有乘法可逆元形成的集合记为 A∗.

• 设 A 为环, 一个 A-代数是指一个环同态 ϕ : A→ B. 其中 ϕ 称为结构同态. 在结
构同态明确的情况下也称 B 为 A-代数. 设 ψ : A → C 也为 A-代数, 则 B 到 C

的一个 A-代数同态是指一个满足 ψ = f ◦ ϕ 的环同态 f : B → C.

• 设 ϕ : A → B 为环同态 (不一定为单同态). 对 A 的理想 I, 我们经常将 ϕ(I) 在
B 中生成的理想记为 IB. 对 B 的理想 J , 有时将 ϕ−1(J) 记为 J

⋂
A. 我们用

ϕ∗ : SpecB → SpecA, Q 7→ Q ∩A 表示 ϕ 诱导的素谱空间映射.

• 对环 A 的素理想 P , 用 k(P ) 表示 P 处的剩余类域 Frac(A/P ) = AP /PAP (同
构的证明见推论 1.3.1).

• 环 A 称为局部环, 如果 A 只有唯一的极大理想 m. 常用符号 (A,m) 或 (A,m, k)

明确局部环 A 的极大理想 m 和剩余类域 k = A/m.
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第一章 环及其局部化

1.1 空间与函数环

设 X 为拓扑空间, 令 C(X) 为 X 上所有复值连续函数形成的 C-代数. 我们的观
点是用环 C(X) 的信息来理解空间 X. 首先, 对 X 中的一个点 a, 我们对应 C(X) 中
的如下极大理想

ma := {f ∈ C(X)|f(a) = 0}.

显然, 若 a 6= b, 则 ma 6= mb. 这说明将空间 X 中的点对应为 C(X) 中的极大理想
并没有损失信息. 其次, 我们也可以将函数 f 在点 a 处的取值利用环中的语言重新表
述. 具体而言, 考虑剩余类域 k(ma) = C(X)/ma, 易知 C-代数结构同态 C → k(ma)

为同构. 在这个同构下, 我们有 f 在 a 点的取值 f(a) = f̄ , 其中 f̄ 表示 f 在商同态
C(X)→ k(ma) 下的像. 最后, 设 g : X → Y 为拓扑空间的连续映射, 则其诱导了函数
环的拉回同态 (k-代数同态)

g♯ : C(Y ) −→ C(X)

f 7−→ f ◦ g

如果 g(a) = b, 则 g♯−1(ma) = mb. 因此环同态 g♯ 可以认为是空间映射 g 的对应物.
在上面的讨论中, 拓扑空间也可换作其它带结构的空间, 如微分流形, 复流形, 代数

簇等, 而相应的函数环为光滑函数环, 全纯函数环, 或正则函数环.

例 1.1.1 记 A1 = C 为复平面. 考虑其上的多项式函数环 C[x]. 则 A1 中的点 a 一一
对应到 C[x] 中的极大理想 ma = (x − a). 设 g : A1 → A1, z 7→ f(z) 为多项式映射.
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8 第一章 环及其局部化

则容易验证 g♯ : C[x]→ C[x] 为 x 7→ f(x). 这说明 A1 到自身的多项式映射一一对应到
C[x] 到自身的 C-代数同态.

1.2 素谱空间

对一般的环 A, 我们也希望将其看作某个空间上的函数环. 根据上节的讨论, 一个
自然的空间是 A 上所有极大理想形成的集合. 为了更方便的处理理想的拉回, 我们考
虑所有素理想形成的空间.

定义 1.2.1 环 A 的素谱空间 SpecA 定义为 A 的所有素理想形成的集合.

对 P ∈ SpecA, 对 f ∈ A, 我们定义 f 在 P 处的取值 f(P ) 为 f 在自然同态
A → k(P ) = Frac(A/P ) 下的像. 从而 f(P ) ∈ k(P ). 以这样的方式, 我们将 f 看作
SpecA 上的“函数”, 其与真正函数的差别在于值域 k(P ) 随着点 P 变化. 如果 A 为
某个域 k 上的代数, 并且自然同态 k → k(P ) 为同构, 则通过该同构, f 可看作真正的
k-值函数. 虽然不是真正的函数, 我们仍然可以通过要求 f 是“连续的”来定义 SpecA
上的拓扑. 由于在不同的剩余类域 k(P ) 中, 能够统一表述的元素只有 0 和 1, 我们只能
要求 f 不等于 0 的集合为开集.

定义 1.2.2 设 f ∈ A, 称 D(f) := {P ∈ SpecA|f(P ) 6= 0} 为 SpecA 的一个主开集.

根据定义, 条件 f(P ) 6= 0 也等价于 f /∈ P . 下面的简单性质说明所有主开集形成
SpecA 上的一个开集基.

命题 1.2.1 设 f, g ∈ A, 则 D(f)
⋂
D(g) = D(fg).

证明 根据定义即得.

由此, 我们以主开集为开集基得到 SpecA 上的拓扑, 称为 Zariski 拓扑. 由定义,
U ⊂ SpecA 为开集当且仅当 U 为一些主开集的并. 我们以后在素谱空间上默认赋予
Zariski 拓扑.

命题 1.2.2 SpecA 中的子集 F 为闭集 ⇐⇒ 存在 A 的理想 I, 使得

F = V (I) := {P ∈ SpecA|f(P ) = 0, ∀ f ∈ I} = {P ∈ SpecA|I ⊂ P}.

证明 由
⋃
j∈J D(fj) 和 V (

∑
j∈J(fj)) 互为补集即得.

由定义, V (I) 为理想 I 中所有“函数”的公共零点. 下面的命题给出了当理想作
运算时, V (I) 的变化.

命题 1.2.3 设 I, J 均为 A 的理想, 则有
(i) 如果 I ⊂ J , 那么 V (J) ⊂ V (I).
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(ii) V (I + J) = V (I)
⋂
V (J).

(iii) V (I
⋂
J) = V (IJ) = V (I)

⋃
V (J).

证明 由定义直接验证即得. 作为例子, 下面证明 V (I
⋂
J) = V (I)

⋃
V (J). 首先由 (i)

知 V (I)
⋃
V (J) ⊂ V (I

⋂
J). 假设 V (I)

⋃
V (J) $ V (I

⋂
J), 可取 P ∈ V (I

⋂
J), 并且

P /∈ (V (I)
⋃
V (J)). 这样存在 f ∈ V (I), g ∈ V (J), 使得 f(P ) 6= 0, g(P ) 6= 0. 从而

fg(P ) 6= 0. 而 fg ∈ V (I
⋂
J),这与 P ∈ V (I

⋂
J)矛盾. 故 V (I)

⋃
V (J) = V (I

⋂
J).

在实际应用中, 我们经常需要利用主开集给出 SpecA 的开覆盖. 下面的命题是一
个非常方便的判断方法.

命题 1.2.4 设 fj(j ∈ J) 为 A 的一族元素, 则以下几条互相等价:
(i) D(fj) 形成 SpecA 的一个开覆盖.
(ii) 理想

∑
j∈J(fj) = A.

(iii) 存在 J 的有限子集 j1, . . . , jn, 存在 c1, . . . , cn ∈ A, 使得
∑n
k=1 ckfjk = 1.

证明 由于
⋃
j∈J D(fj) 的补集为 V (

∑
j∈J(fj)), 故

⋃
j∈J D(fj) = SpecA ⇐⇒

V (
∑
j∈J(fj)) = ∅ ⇐⇒

∑
j∈J(fj) = A.

由该命题, SpecA 总是紧空间, 但一般不是 Hausdorff 的. 设 ϕ : A→ B 为环同态,
则有素谱空间之间的映射

ϕ∗ : SpecB −→ SpecA

Q 7−→ ϕ−1(Q)

对于 Q ∈ SpecB, 记 P = ϕ−1(Q) ∈ SpecA, 则 ϕ 诱导整环的单同态 A/P ↪→ B/Q,
进而诱导剩余类域的同态 ϕP : k(P ) → k(Q). 由取值的定义可以看到对于 f ∈ A,
ϕ(f)(Q) = ϕP (f(P )). 这说明环同态 ϕ 可以看做空间映射 ϕ∗ 诱导的函数环的拉回
同态. 由这个看法或者直接由定义, 对于 SpecA 的主开集 D(f), 有 ϕ∗−1(D(f)) =

D(ϕ(f)). 从而 ϕ∗ 为连续映射.

例 1.2.1 我们分析 SpecZ. 首先作为集合, SpecZ = {0, (2), (3), (5), . . . }. 其中 0 处的
剩余类域为 Q, (p) 处的剩余类域为 Fp. 对非零的 n ∈ Z, n 在 (p) 处的取值为 n̄ ∈ Fp.
主开集 D(n) = {(p) : p - n}. 由于 Z 为主理想整环, 对任意非零理想 I = (n), 对应的
闭集 V (I) = {(p) : p | n}. 由此, SpecZ 的闭集为 SpecZ 或 SpecZ \ {0} 的有限子集.
另一个具有普遍性的现象是点 0 的闭包为 SpecZ, 称为一般点, 而其它点自身均为闭子
集, 称为闭点.
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10 第一章 环及其局部化

1.3 环的局部化

根据上几节的讨论, 我们将环 A 中的元素看作 SpecA 上的“函数”. 一个自然的
问题是主开集 D(f) 上的“函数”应该是哪个环中的元素? 直观上看, 由于 D(f) 表示
f 取值不为零的开子集, 任意形如 g

fn 的“函数”都应该在 D(f) 上有定义. 与通常的
分数表示法类似, 当 gfm = hfn 时, 两个元素 g

fn , h
fm 应该代表同一个“函数”. 为了

将上述分析严格化, 我们考虑集合 Ã := {(g, fn)|g ∈ A, n ∈ Z≥0}. 考虑 Ã 上的如下关
系 ≡: (g, fn) ≡ (h, fm) ⇐⇒ gfm = hfn. 不难看到, 关系 ≡ 并不是 Ã 上的等价关系
(不满足传递性). 为此, 我们将其进行修正, 变成等价关系. 令 ∼ 为 Ã 上的如下关系:
(g, fn) ∼ (h, fm) ⇐⇒ 存在 k ∈ Z≥0, 使得 (gfm − hfn)fk = 0. 容易看到, ∼ 为 Ã 上
的等价关系. 我们记 Af 为商集 Ã/ ∼, 并将 (g, fn) 代表的 Af 中元素记为 g

fn . 这样在
Af 中, g

fn = h
fm ⇐⇒ 存在 k ∈ Z≥0, 使得 (gfm − hfn)fk = 0. 在 Af 中, 通过如下方

式定义加法和乘法, 使其成为环:

g

fn
+

h

fm
:=

gfm + hfn

fm+n

g

fn
· h
fm

:=
gh

fm+n
.

容易验证, 上述定义不依赖于代表元的选取, 从而是良好的. 并且通过这样定义的加法
和乘法, Af 成为环, 称为 A 在 f 处的局部化. 对于 g

fn ∈ Af , 对 P ∈ D(f), 通过令
g
fn (P ) =

g(P )
f(P )n ∈ k(P ), 我们将

g
fn 看作 D(f) 上的“函数”. 不难看到, 当 f ∈ A∗ 为

A 中乘法可逆元时 (比如 f = 1), 局部化 Af 与 A 同构.

我们将上述构造过程推广到一般情形. 称环 A 的子集 S 为一个乘法子集, 如果
1 ∈ S, 并且 ∀ s1, s2 ∈ S, 均有 s1s2 ∈ S. 对于乘法子集 S ⊂ A, 令

Ã = A× S = {(a, s)|a ∈ A, s ∈ S}.

考虑 Ã 上的关系 ∼: (a, s1) ∼ (b, s2) ⇐⇒ 存在 s ∈ S, 使得 (as2 − bs1)s = 0. 可以验
证这是 Ã 上的等价关系. 记商集合 Ã/ ∼ 为 AS 或 S−1A, 并将 (a, s) 代表的 AS 中元
素记为 a

s . 这样在 AS 中, a
s1

= b
s2
⇐⇒ 存在 s ∈ S, 使得 (as2 − bs1)s = 0. 在 AS 中,

通过如下方式定义加法和乘法, 使其成为环:

a

s1
+

b

s2
:=

as2 + bs1
s1s2

a

s1
· b
s2

:=
ab

s1s2
.

容易验证, 上述定义不依赖于代表元的选取, 从而是良好的. 并且通过这样定义的加法
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§1.3 环的局部化 11

和乘法, AS 成为环, 称为 A 在 S 处的局部化.

例 1.3.1 以下为常用的三种乘法子集处的局部化:

• 对 f ∈ A, 乘法子集 S 取为 {fn|n ∈ Z≥0}. 此时 AS 恰为前面定义的在 f 处的局
部化 Af .

• 对 P ∈ SpecA, 取 S 为 P 的补集 {s ∈ A|s /∈ P}. 此时 AS 也记为 AP , 称为 A

在点 P 处的局部化.

• 对同态 ϕ : A → B, 对 p ∈ SpecA, 取 B 的乘法子集 S = ϕ(pc) = {ϕ(s)|s /∈ p}.
此时 BS 也记为 Bp.

一般地, 对同态 ϕ : A→ B, 对 A 的乘法子集 S, 我们将 B 在 ϕ(S) 处的局部化记
为 BS 或 S−1B.

映射 i : A→ AS , a 7→ a
1 显然为环同态, 并且其满足如下万有性质:

命题 1.3.1 i(S) ⊂ A∗, 并且对任意环同态 ϕ : A→ B, 如果 ϕ(S) ⊂ B∗, 那么存在唯一
的环同态 ϕ̄ : AS → B, 使得 ϕ = ϕ̄ ◦ i. 用交换图表表示如下:

A

AS B

φ
i

∃!
φ̄

证明 我们说明 ϕ̄ 的存在性, 其它易验证. 给定 ϕ : A → B 满足 ϕ(S) ⊂ B∗. 对
a
s ∈ AS , 令 ϕ̄(as ) = ϕ(a)ϕ(s)−1. 不难验证, ϕ̄ 不依赖代表元的选取, 从而给出了良好定
义的 ϕ̄ : AS → B.

在不引起歧义的情况下, 对 a ∈ A, 我们也将 i(a) ∈ AS 记作 a. 利用万有性质可以
避免构造同态时繁琐的验证定义良好性的问题.

命题 1.3.2 (局部化与商交换) 设 S 为环 A 的乘法子集, I 为 A 的理想. 记 S̄ ⊂ A/I

为 S 的在商环 A/I 中的像. 则 S̄ 为 A/I 的乘法子集, 并且有同构 AS/IAS ' (A/I)S̄ .

证明 直接验证可知 S̄ 为 A/I 的乘法子集. 利用局部化的万有性质, 自然同态 A →
(A/I)S̄ 诱导了同态 AS → (A/I)S̄ . 再由商的万有性质, 又得到同态 ϕ : AS/IAS →
(A/I)S̄ . 同理, 先由商的万有性质, 再由局部化的万有性质, 也可以从自然同态
A → AS/IAS 诱导一个同态 ψ : (A/I)S̄ → AS/IAS . 通过写出在具体元素上的作用,
可以验证 ϕ 和 ψ 互逆, 从而得到所要证的同构.

推论 1.3.1 设 P ∈ SpecA, 则有域同构 Frac(A/P ) ' AP /PAP .

证明 注意到 Frac(A/P ) 为整环 A/P 在素理想 0 处的局部化. 利用上面的命题
即可.

未定稿: 2024-01-28



12 第一章 环及其局部化

命题 1.3.3 (局部化的复合) 设 S1, S2 均为 A 的乘法子集, 则

S := {s1s2|s1 ∈ S1, s2 ∈ S2}

也为 A 的乘法子集, 并且有环同构 (AS1
)S2
' AS .

证明 直接验证可知 S 为 A 的乘法子集. 利用局部化的万有性质, 同态 A→ AS 诱导
了同态 AS1

→ AS , 再次利用局部化万有性质, 得到同态 (AS1
)S2
→ AS . 同理可得同态

AS → (AS1
)S2

. 通过在具体元素上进行验证得到这两个同态互逆.

命题 1.3.4 (局部化与多项式环交换) 设 S 为环 A 的乘法子集, 则有环同构

A[x]S ' AS [x].

证明 与前面类似, 利用局部化的万有性质和多项式环的万有性质即得互逆的同态.

下面讨论局部化的素谱空间. 我们有如下基本性质.

命题 1.3.5 设 S 为 A 的乘法子集. 自然同态 i : A→ AS 诱导如下集合的双射:

i∗ : SpecAS
∼−→ X := {P ∈ SpecA, P ∩ S = ∅}

Q 7−→ i−1(Q)

其逆映射为 P 7→ PAS .

证明 直接验证即可.

在例 1.3.1 的三种情形, 有 SpecAS 的更具体描述:

• 对 f ∈ A, 自然同态 i : A→ Af 诱导 SpecAf 到 SpecA 的主开集 D(f) 的双射.

• 对 P ∈ SpecA, SpecAP 一一对应到 A 的包含在 P 中的素理想. 特别地, AP 为
局部环, 其唯一的极大理想是 PAP , 剩余类为 k(P ) = Frac(A/P ) = AP /PAP .

• 对同态 A→ B, 对 P ∈ SpecA, SpecBP 一一对应到 B 的满足 Q ∩ A ⊂ P 的素
理想 Q.

作为对比, 环同态基本定理告诉我们商环 A/I 的素理想一一对应到 A 的包含 I 的
素理想. 所以作局部化和作商都有将问题集中到 A 的一部分素理想上的效果. 实际上
这种一一对应还是保持拓扑结构的, 即有下面的命题.

命题 1.3.6 设 f ∈ A, 设 I 为 A 的理想. 则有:
(i) 自然同态 i : A → Af 诱导的双射 i∗ : SpecAf

∼→ D(f) 为同胚. 其中赋予 D(f)

作为 SpecA 的开子集的子空间拓扑.

未定稿: 2024-01-28



§1.3 环的局部化 13

(ii) 商同态 π : A→ A/I 诱导的双射 π∗ : Spec(A/I) ∼→ V (I) 为同胚. 其中赋予 V (I)

作为 SpecA 的闭子集的子空间拓扑.

证明 (i): 前面已经说明 i∗ 为双射, 并且 SpecAf → SpecA 总是连续映射. 下面只需
验证 i∗ 把 SpecAf 的主开集映为 D(f) 的开集. 设 U 为 SpecAf 的主开集. 由定义,
存在 h = g/fn ∈ Af , 使得 U = D(h). 其中 g ∈ A, n ≥ 0. 由于 f 为 Af 中的可逆元,
故 U = D(g/1) = D(i(g)). 由此可以看到 i∗(U) = D(g) ∩D(f) 为 D(f) 中的开集. 故
i∗ 为同胚.

(ii): 与 (i) 类似, 只需验证 π∗ 把 Spec(A/I) 的主开集映为 V (I) 的开集. 任
取 g ∈ A, 则 Spec(A/I) 的主开集 D(ḡ) 满足 D(ḡ)) = D(π(g)). 由此可以看到
π∗(D(ḡ)) = D(g) ∩ Imπ∗ = D(g) ∩ V (I). 这就验证了所需要的性质.

综合利用局部化和取商的操作, 我们得到下面关于纤维的描述.

命题 1.3.7 设 ϕ : A → B 为环同态, 设 P ∈ SpecA. 则素谱空间映射 ϕ∗ : SpecB →
SpecA 在点 P 处的纤维为 ϕ∗−1(P ) ' Spec(BP /PBP ).

证明 根据商环中理想的描述, 商同态 BP → BP /PBP 诱导了 Spec(BP /PBP ) 与 BP

中包含 PBP 的素理想的一一对应, 也即与 BP 中满足 Q ∩ A ⊃ P 的素理想 Q 一
一对应. 再由命题 1.3.5, SpecBP 与 B 中与 ϕ(A \ P ) 不相交的素理想一一对应, 也
即与 B 中满足 Q ∩ A ⊂ P 的素理想 Q 一一对应. 综合上面的两种描述, 得到同态
B → BP /PBP 诱导了 Spec(BP /PBP ) 与 ϕ∗−1(P ) 的一一对应.

例 1.3.2 考虑 C 的子环 Z[i], 其中 i =
√
−1. 我们考察环同态 Z→ Z[i]. 设 p 为素数.

则根据前面的命题, 纤维
{
Q ∈ SpecZ[i] | Q ∩ Z = (p)

}
与 Spec(Z[i](p)/(p)) 一一对应.

注意到有环同构 Z[x]/(x2 + 1)
∼→ Z[i], x 7→ i. 从而有环的一系列同构

Z[i](p)
(p)

'
(Z[x]/(x2 + 1))(p)

(p)
' (

Z[x]/(x2 + 1)

(p)
)(p) ' (

Fp[x]
(x2 + 1)

)(p) '
(Fp[x])(p)
(x2 + 1)

' Fp[x]
(x2 + 1)

.

这里用到了 Z\(p)在 Fp[x]中已经为可逆元,从而局部化 Fp[x](p) 与 Fp[x]同构. 通过上
面的同构, 我们看到 Spec(Z[i](p)/(p)) ' Spec(Fp[x]/(x2 +1)). 从而 SpecZ[i]→ SpecZ
在 (p) 处的纤维元素个数不超过两个, 并且由 x2 + 1 在 Fp[x] 中的唯一因子分解确定.

命题 1.3.8 设 A 为环. 则
⋂
P∈SpecA P 等于 A 的所有幂零元形成的理想.

证明 显然 A 的幂零元包含在
⋂
P∈SpecA P 中. 反之, 设 f ∈

⋂
P∈SpecA P , 考虑 Af .

由上面的描述, SpecAf ' D(f). 而根据 f 的取法, D(f) = ∅. 这样得到 SpecAf = ∅,
从而 Af 为零环, 即 1 = 0. 故 f 为幂零元.

该命题的几何意义是说, 对 f ∈ A, 如果 f 作为 SpecA 上的“函数”处处取值为
0, 则 f 为幂零元. 特别地, 如果 A 没有非平凡幂零元, 那么处处取值为 0 的“函数”也
是零元素, 这说明此时将 A 中的元素看作 SpecA 上的“函数”不损失信息.
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14 第一章 环及其局部化

定义 1.3.1 称环 A 为约化环, 如果 A 没有非平凡幂零元, 或等价地,
⋂
P∈SpecA P = 0.

定义–命题 1.3.1 设 I 为环 A 的理想, 则
√
I := {a ∈ A|∃ n ≥ 0, an ∈ I} 也为 A 的理

想. 如果
√
I = I, 则称 I 为根式理想.

命题 1.3.8 可以用上面的符号写为
⋂
P∈SpecA P =

√
(0). 更一般地, 我们有如下

性质.

命题 1.3.9 设 I 为环 A 的理想, 则
⋂
P∈SpecA,P⊇I P =

√
I.

证明 应用命题 1.3.8 到商环 A/I 即可.

该命题的几何意义是说,
√
I 中的元素恰为在 SpecA 的闭子集 V (I) 上取值为 0

的“函数”. 这说明 V (
√
I) = V (I). 下面的命题说明根式理想和 SpecA 的闭子集一一

对应.

命题 1.3.10 设 A 为环. 则 I 7→ V (I) 和 Z 7→ I(Z) := {f ∈ A|f(x) = 0, ∀ x ∈ Z} 建
立了如下两个集合的一一对应:

{A的根式理想} 1:1−→ {SpecA的闭子集}.

证明 利用命题 1.3.9 验证 I 7→ V (I) 和 Z 7→ I(Z) 是互逆映射即可.

我们称一个拓扑空间 X 是不可约的, 如果 X 不能写成两个真闭子集的并. 不难看
到, X 不可约等价于 X 的每个非空开子集都是稠密的, 也等价于 X 的任何两个非空开
子集的交非空. X 的子集 F 称为不可约子集, 如果 F 在子空间拓扑下是不可约的.

命题 1.3.11 设 I 为环 A 的理想, 则 V (I) 是 SpecA 的不可约闭子集 ⇐⇒
√
I 为 A

的素理想.

证明 由于 V (I) = V (
√
I),我们不妨设 I =

√
I 为根式理想. 又由于 V (I) ' SpecA/I,

通过考虑 A/I, 我们又不妨设 I = 0. 这样 A 为约化环, 只需证明

SpecA 不可约 ⇐⇒ A 为整环.

=⇒: 设 f, g ∈ A并且 fg = 0. 则 ∀ P ∈ SpecA, f(P )g(P ) = 0. 从而D(f)∩D(g) =

∅. 由 X 不可约知 D(f) = ∅ 或 D(g) = ∅. 不妨设 D(f) = ∅. 则 ∀ P ∈ SpecA,
f(P ) = 0. 由 A 为约化环知 f = 0.

⇐=: 设 D(f), D(g) 为 SpecA 的两个非空主开集. 则 f, 均非零, 从而由 A 为整环
知 fg 6= 0. 再由 A 为约化环即知 D(fg) 6= ∅. 这样证明了任意两个非空主开集的交非
空. 由主开集形成为开集基即知 SpecA 的任意两个非空开子集的交非空.

设 X 为拓扑空间. 设 F0 ) F1 ) · · · ) Fn 为 X 的不可约闭子集形成的降链, 称
n 为该降链的长度. 我们定义 X 的维数, 记为 dimX, 为所有 X 的不可约闭子集降链
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§1.4 层的观点 15

长度的上确界. 设 Y 为 X 的闭子集, 我们定义 Y 在 X 中的余维数, 记为 codimX(Y )

为 X 的所有包含 Y 的不可约闭子集形成的降链长度的上确界. 设 A 为环, 定义 A 的
(Krull) 维数为素谱空间 SpecA 的维数, 记为 dimA. 对于 A 的理想 I, 我们称 V (I) 在
SpecA 中的余维数 codimSpecA(V (I)) 为 I 的高度, 记为 ht I.

一般而言, 在一个理想处的局部化 AP 因为是局部环, 所以比 A 更容易研究. 但是
从 A 过渡到 AP 的过程中某种意义上只保留了 P 附近的信息. 为了弥补这个损失, 我
们可以让 P 遍历 SpecA 中的所有点. 这样考虑所有 AP 时就不会损失信息了. 下面的
两个命题就说明了这种观点.

命题 1.3.12 设 A 为环, 设 f ∈ A. 则 f = 0 ⇐⇒ ∀ P ∈ SpecA, 均有 f 在 AP 中为
0.

证明 只需证⇐=. 记 ann(f) :=
{
a ∈ A | af = 0

}
为 f 的零化理想. 如果 ann(f) 6= A,

则存在 A 的极大理想 m 包含 ann(f). 由于 f 在 Am 中为 0, 根据定义可以看到存在
s ∈ A \m, 使得 sf = 0, 即 s ∈ ann(f). 而这与 ann(f) ⊂ m 矛盾. 故 ann(f) = A, 从
而 f = 0.

命题 1.3.13 设 A 为整环. 对每个 P ∈ SpecA, 通过自然的单同态将 AP 看作 Frac(A)
的子环. 则 A =

⋂
P∈SpecAAP .

证明 设 0 6= x ∈
⋂
P∈SpecAAP . 考虑理想 I :=

{
a ∈ A | ax ∈ A

}
. 只需证明 I = A.

假设 I $ A, 则存在 A 的极大理想 m 包含 I. 由于 x ∈ Am, 根据局部化的定义可以找
到 s ∈ A \m, 使得 sx ∈ A, 从而 s ∈ I. 这与 I ⊂ m 矛盾. 故 I = A, 而 x ∈ A. 另一个
方向的包含关系 A ⊂

⋂
P∈SpecAAP 是显然的.

注记 1.3.1 命题 1.3.13 中证明一个分式域中的元素属于 A 的方法还会在处理整闭整
环时出现 (定理 4.1.1, 定理 8.5.1).

1.4 层的观点

设 X 为拓扑空间. 为了构造 X 上的连续函数 f , 我们只需构造 X 的一个开覆盖
Ui, 以及每个 Ui 上的连续函数 fi, 使得对每个 i, j, 在交集 Ui ∩ Uj 上有 fi = fj . 满足
这些条件的 fi 通过粘合给出整体的连续函数 f . 层的概念将这种通过粘合局部对象得
到整体对象的方法抽象化, 以适应各种不同的语境.
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16 第一章 环及其局部化

1.4.1 层与 B-层

定义 1.4.1 设 X 为拓扑空间, X 上的一个 (Abel 群) 预层 F 是指满足下列条件的一
个结构:

(i) 对 X 的每个开集 U , 指定一个 Abel 群 F(U), 并且 F(∅) = 0.
(ii) (限制同态) 对任意两个开集 V ⊂ U , 指定一个群同态 ρUV : F(U)→ F(V ), 并且

ρUU = id.
(iii) (相容性) 对任意三个开集 W ⊂ V ⊂ U , 有 ρUW = ρVW ◦ ρUV .

在上述定义中, 如果每个 F(U) 均为环, 并且限制同态 ρUV 均为环同态, 则得到的预层
称为环预层. 我们称 s ∈ F(U) 为 F 在 U 上的一个截面. F(X) 中的元素称为整体截
面. 对 s ∈ F(U), V ⊂ U , 一般将 ρUV (s) 记作 s |V , 称为 s 在 U 上的限制. 为了从局
部截面粘合得到整体截面, 我们经常需要预层进一步满足如下的粘合条件.

定义 1.4.2 设 X 为拓扑空间. X 上的一个预层 F 称为层, 如果其满足如下粘合条件:
(1) 对任意开集 U , 对 U 的任意开覆盖 Ui (i ∈ I), 如果 s ∈ F(U) 满足 s |Ui

= 0,
∀ i ∈ I, 那么 s = 0.

(2) 对任意开集 U , 对 U 的任意开覆盖 Ui (i ∈ I), 如果对每个 i ∈ I, 给定 si ∈ F(Ui),
并且满足 ∀ i, j ∈ I, si |Ui∩Uj

= sj |Ui∩Uj
, 那么存在 s ∈ F(U), 使得 s |Ui

= si,
∀ i ∈ I.

例 1.4.1 设 X 为拓扑空间, 对开集 U ⊂ X, 令 CX(U) 为 U 上的连续复值函数形成的
环, 对 V ⊂ U , 令限制同态 ρUV 为函数在子集上的限制. 这样得到的预层 CX 为层, 称
为 X 上的连续函数层. 这是一个环层. 同样的方式, 如果 X 为微分流形 (复流形, 代数
簇), X 上的光滑函数 (全纯函数, 正则函数) 也形成层.

在微分流形中, 为了描述在一个点附近的光滑函数性质, 我们有函数芽的概念. 对
于抽象的预层或层, 我们也有类似的推广. 设 F 为 X 上的一个预层, 设 x ∈ X. 给定
一个满足如下条件的 x 的开邻域形成的集合 S:

对x 的任意开邻域U, ∃ V ∈ S,使得V ⊂ U. (1.4–1)

注意这样的 S 一定存在, 比如可以将 S 取为所有 x 的开邻域形成的集合. 对满
足(1.4–1) 的 S, 考虑无交并

⊔
U∈S F(U) 的如下商集:

lim−→
U∈S
F(U) :=

⊔
U∈S
F(U)/ ∼,

其中等价关系 ∼ 定义为: 对 s1 ∈ F(U1), s2 ∈ F(U2), 则 s1 ∼ s2 ⇐⇒ 存在 U3 ∈ S,
使得 U3 ⊂ U1

⋂
U2, 并且 s1 |U3= s2 |U3 .
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§1.4 层的观点 17

我们通过如下方式定义 lim−→
U∈S
F(U) 上的加法:

对s1 ∈ F(U1), s2 ∈ F(U2),取U3 ∈ S满足U3 ⊂ U1

⋂
U2,则令s1 + s2 := s1 |U3

+s2 |U3
.

由定义可以验证上述定义不依赖于代表元的选取, 并且在这个加法运算下 lim−→
U∈S
F(U) 成

为 Abel 群. 更进一步, 下面的命题说明 lim−→
U∈S
F(U)(在同构意义下) 不依赖于 S 的选取.

命题 1.4.1 设 F 为拓扑空间 X 上的预层. 设 S1 和 S2 均为点 x ∈ X 的一些开邻域
形成的满足条件(1.4–1) 的集合. 则有 Abel 群同构:

lim−→
U∈S1

F(U) ' lim−→
U∈S2

F(U).

证明 对 U ∈ S1, 以及 s ∈ F(U), 由于 S2 满足条件(1.4–1), 可以找到 V ∈ S2, 使得
V ⊂ U . 可以验证 s̄ 7→ s |V 是一个良好定义的从 lim−→

U∈S1

F(U) 到 lim−→
U∈S2

F(U) 的群同态.

同理可以构造反方向的同态并验证这两个同态互逆.

设 F 为拓扑空间 X 上的预层. 对 x ∈ X, 定义

Fx := lim−→
U∈S
F(U).

其中 S 为 x 的所有开邻域形成的集合. 这样得到的 Abel 群 Fx 称为 F 在 x 处的茎.
由命题 1.4.1, 可以将 S 换作任意一个满足条件(1.4–1) 的集合来计算茎. 设 U 为 X 的
开集, x ∈ U . 截面 s ∈ F(U) 在自然的商映射 F(U)→ Fx 下的像记作 sx, 称为 s 在 x

处的芽. 容易验证, 自然的商映射 F(U)→ Fx 为群同态.

命题 1.4.2 设 F 为拓扑空间 X 上的层. 设 U 为 X 的开子集, s ∈ F(U) 为一个截面.
如果 sx = 0, ∀ x ∈ U , 则 s = 0.

证明 由 sx = 0 的定义, 存在 x 的开邻域 Ux, 使得 Ux ⊂ U , 并且 s |Ux
= 0. 由于 Ux

(x ∈ U) 形成 U 的一个开覆盖, 由层的定义得到 s = 0.

设 B 为 X 的一个开集基. 很多情况下我们只能对层 F 在 U ∈ B 上的截面有比较
具体的描述. 为了更方便的使用层, 我们引入如下开集基上预层和层的概念.

定义 1.4.3 设 X 为拓扑空间, B 为 X 的一个开集基. X 上的一个 (Abel 群)B-预层 F
是指满足下列条件的一个结构:

(i) 对每个开集 U ∈ B, 指定一个 Abel 群 F(U), 并且 F(∅) = 0.
(ii) (限制同态) 对任意两个满足 V ⊂ U 的开集 U, V ∈ B , 指定一个群同态 ρUV :

F(U)→ F(V ), 并且 ρUU = id.
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18 第一章 环及其局部化

(iii) (相容性)对任意三个满足W ⊂ V ⊂ U 的开集W,V,U ∈ B ,有 ρUW = ρVW ◦ρUV .

定义 1.4.4 设 X 为拓扑空间, B 为 X 上的一个开集基. X 上的一个 B-预层 F 称为
B-层, 如果其满足如下粘合条件:
(1) 对任意 U ∈ B, 对 U 的任意满足 Ui ∈ B 的开覆盖 Ui (i ∈ I), 如果 s ∈ F(U) 满足

s |Ui
= 0, ∀ i ∈ I, 那么 s = 0.

(2) 对任意 U ∈ B, 对 U 的任意满足 Ui ∈ B 的开覆盖 Ui (i ∈ I), 如果对每个 i ∈ I, 给
定 si ∈ F(Ui), 满足相容性条件: ∀ i, j ∈ I, 对任意 B 中满足 V ⊂ Ui ∩ Uj 的元素
V , 均有 si |V= sj |V , 那么存在 s ∈ F(U), 使得 s |Ui

= si, ∀ i ∈ I.

注记 1.4.1 不难验证, 如果开集基 B 中任意两个开集的交还在 B 中, 则 B-层定义中的
相容性条件可以改为 si |Ui∩Uj= sj |Ui∩Uj , 而得到等价的定义.

由定义可以看出, 任何预层 (层) 只看 B 中元素上的截面就得到 B-预层 (B-层). 反
之, 可以证明任何 B-层也可以 (同构意义上) 唯一地扩张为层. 由于我们后面并不需要
这个结论, 故省略详细证明, 有兴趣的读者可以自行查阅相关资料 (如 [6, §I.1.3]).

对于 B-预层而言, 同样也有茎和芽的概念. 具体而言, 对 X 上的一个 B-预层 F ,
对 x ∈ X, 定义:

Fx := lim−→
U∈S
F(U).

其中 S 为 x 的所有在 B 中的开邻域形成的集合. 这样得到的 Abel 群 Fx 称为 F 在 x

处的茎. 同样由命题 1.4.1, 可以将 S 换作任意一个满足条件(1.4–1) 的 x 的开邻域形成
的 B 的子集来计算茎. 设 U ∈ B, x ∈ U . 截面 s ∈ F(U) 在商同态 F(U)→ Fx 下的像
记作 sx, 称为 s 在 x 处的芽.
与命题 1.4.2 的证明类似, 我们有如下命题.

命题 1.4.3 设 F 为拓扑空间 X 上的 B-层. 设 U ∈ B, s ∈ F(U). 如果 sx = 0,
∀ x ∈ U , 则 s = 0.

1.4.2 环看作 B-层 设 A 为环, 在 X = SpecA 上赋予 Zariski 拓扑. 令

B = {D(f) | f ∈ A}

为主开集形成的开集基. 由于我们将 Af 看作 D(f) 上的“函数”环, 自然希望这些环
形成 X 上的一个 B-层. 为了实现这个想法, 我们先定义 B-预层 OX . 对 f, g ∈ A, 如果
D(g) ⊂ D(f), 易验证 f 为 Ag 中的可逆元, 从而由局部化的万有性质 (命题 1.3.1), 存
在唯一的环同态 ρf,g 使得下图交换:

A

Af Ag
∃!
ρf,g
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§1.4 层的观点 19

设 D(h) ⊂ D(g) ⊂ D(f), 则在下图中令 ϕ 为 ρf,h 或 ρg,h ◦ ρf,g 均使其成为交换图

A

Af Ah
φ

这样由唯一性得到 ρf,h = ρg,h ◦ ρf,g. 特别地, 如果 D(f) = D(g), 则 ρf,g 给出了 Af 和
Ag 的同构, 我们利用这个同构将 Af 等同到 Ag. 则对 D(f) ∈ B, 令 OX(D(f)) := Af ,
对 D(g) ⊂ D(f), 令 ρD(f),D(g) := ρf,g, 就得到一个良好定义的 B-预层 OX . 事实上, 我
们有如下更强的性质.

命题 1.4.4 上面定义的 OX 是一个 B-层.

证明 由于 SpecAf ' D(f), 我们只需考虑全空间 X 的开覆盖即可. 首先考虑有限覆
盖的情形. 设 X =

⋃n
i=1D(fi) 为开覆盖. 我们分别验证 B-层定义中的两条.

(1) 设 s ∈ OX(X) = A, 并且 s |D(fi)= 0, ∀ i = 1, . . . , n. 由 s 在 Afi 中为 0 知
存在 Ni ≥ 1, 使得 sfNi

i = 0. 取 N = max{N1, . . . , Nn}, 则 sfNi = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ n.
由 X =

⋃n
i=1D(fNi ) 及 命题 1.2.4, 存在 ci ∈ A, 使得 c1f

N
1 + . . . cnf

N
n = 1. 故

s = c1sf
N
1 + . . . cnsf

N
n = 0.

(2) 设对每个 i, 给定 si ∈ OX(D(fi)) = Afi , 满足 ∀ i, j, 在 OX(D(fi) ∩D(fj)) =

Afifj 中成立 si |D(fi)∩D(fj)= sj |D(fi)∩D(fj). 设 si = gi
f
ai
i

, gi ∈ A, ai ≥ 0. 则
si |D(fi)∩D(fj)= sj |D(fi)∩D(fj) 等价于存在 aij ≥ 0, 使得在 A 中成立

(gif
aj
j − gjf

ai
i )(fifj)

aij = 0.

取 N = max{aij | 1 ≤ i, j ≤ n}. 令 bi = ai +N , hi = gif
N
i . 则 si =

gi
f
ai
i

= hi

f
bi
i

. 并且

对每个 i, j, 有 hif
bj
j = hjf

bi
i . 由 X =

⋃n
i=1D(f bii ) 及 命题 1.2.4, 存在 ci ∈ A, 使得

c1f
b1
1 + . . . cnf

bn
n = 1. 令 s := c1h1 + . . . cnhn ∈ A = OX(X). 直接验证可得对每个 i,

有 s 在 Afi 中与
hi

f
bi
i

相等, 即 s |D(fi)= si. 这样就证明了有限开覆盖的情形.
设 X =

⋃
i∈I D(fi) 是 X = SpecA 的一个主开集形成的任意开覆盖. 由 X 的

紧性. 可以找到有限个 i1, . . . , in ∈ I, 使得 D(fi1), . . . , D(fin) 为 X 的开覆盖. 假设
s ∈ OX(X) 满足 s |D(fi)= 0, ∀ i ∈ I, 则 s 限制在每个 D(fik) 上为 0, ∀ k = 1, . . . , n.
由上面已证的关于有限覆盖的情形即知 s = 0. 特别地, 这也说明给定局部截面粘合得
到的整体截面至多有一个. 假设对每个 i ∈ I,给定 si ∈ OX(D(fi)),并且满足 ∀ i, j ∈ I,
有 si |D(fi)∩D(fj)= sj |D(fi)∩D(fj). 由上面已证的有限覆盖情形, 存在 s ∈ OX(X), 使
得对每个 k = 1, . . . , n, 均有 s |D(fik )

= sik . 对任意 j ∈ I, 注意到 D(fik) ∩ D(fj)

(k = 1, . . . , n) 为 D(fj) ' SpecAfj 的一个主开集形成的有限覆盖. 由于 s |D(fj) 和 sj

在每个 D(fik) ∩D(fj) 上的限制都相等 (k = 1, . . . , n), 从而由粘合得到的截面至多有
一个知 s |D(fj)= sj . 这就验证了 OX 确实为一个 B-层.
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20 第一章 环及其局部化

注记 1.4.2 命题 6.2.3 将给出 OSpecA 为 B-层的另一个更加概念性的证明.

命题 1.4.5 设 P ∈ SpecA, 则 OX,P ' AP .

证明 利用局部化 AP 的万有性质, 同态 A −→ OX,P , s 7−→ sP 诱导了环同态
AP −→ OX,P . 直接验证这是一个既单又满的映射即可.

由这个将 AP 解释为茎的看法, 不难看到命题 1.3.12 为命题 1.4.3 在 OX 情形的
推论.

1.4.3 中国剩余定理 利用 B-层的看法, 我们将 A 中的元素看作 OSpecA 的整体截
面. 从而可以利用粘合局部截面来证明 A 中元素的存在性. 本节我们利用这个看法证
明一些命题.

命题 1.4.6 设 A 为环. 设 Z 为 SpecA 的既开又闭的子集. 则 Z 为主开集.

证明 令 W = Zc 为 Z 的补集. 则 Z 和 W 均为既开又闭的子集. 我们希望能构
造 A 中的一个元素 f , 使其在 Z 上取值恒为 1, 而在 W 上取值恒为 0. 为此, 取 Z

的开覆盖 Z =
⋃n
i=1D(fi) 和 W 的开覆盖 W =

⋃m
j=1D(gj) (覆盖的有限性由 Z 和

W 均为紧空间得到), 使得 D(fi)
⋂
D(gj) = ∅, ∀ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. 取

si := 1 ∈ OSpecA(D(fi)) 以及 sj := 0 ∈ OSpecA(D(gj)), 则这些局部截面显然满足粘合
条件, 从而粘合为一个整体截面 f ∈ A. 由此不难看到 Z = D(f) 为主开集.

由维数的定义, 一个环 A 为零维环当且仅当 A 的每个素理想均为极大理想.

命题 1.4.7 设 A 为零维环, 并且 SpecA = {P1, . . . , Pn} 为有限集. 则

A ' AP1
× · · · × APn

.

证明 由条件知每个 Pi 均为 SpecA 的既开又闭的子集. 从而由命题 1.4.6 知每个 Pi

均为主开集. 这样由 OSpecA 为 B-层, 得到限制同态诱导的环同态

A = OSpecA(SpecA) −→
n∏
i=1

OSpecA(Pi)

s 7−→ (s |Pi)

为同构. 由 Pi 本身也为主开集知 OSpecA(Pi) ' OSpecA,Pi ' APi . 故得

A ' AP1 × · · · × APn .

定理 1.4.1 (中国剩余定理) 设 I1, . . . , In 为环 A 的两两互素的理想. 这里两两互素是
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§1.5 Noether 环 21

指对任意 i 6= j, 有 Ii + Ij = A. 则有环同构:

A

I1 ∩ · · · ∩ In
' A

I1
× · · · × A

In
.

证明 通过考虑商环 A
I1∩···∩In , 不妨假设 I1 ∩ · · · ∩ In = 0. 令 Zi = V (Ii). 则

I1 ∩ · · · ∩ In = 0 蕴含 SpecA =
⋃n
i=1 Zi. 又可验证 Ii + Ij = A 蕴含 Zi

⋂
Zj = ∅.

故 Z1, . . . , Zn 为两两不交的既开又闭的子集, 从而由命题 1.4.6 均为主开集. 令
Ai = OSpecA(Zi), 则由 OSpecA 为 B-层知限制同态诱导了环同构 A ' A1 × · · · × An,
并且 Ai ' A/Ji, 其中 Ji = {f ∈ A : f |Zi

= 0}. 对 j 6= i, 设 a ∈ Ii, b ∈ Ij 使得
a+ b = 1. 容易看到 ∀ P ∈ Zi, 有 b(P ) = 1 6= 0, 故 b ∈ A∗P , 特别地, IjAP = AP . 进而
得到 ∀ P ∈ Zi, 0 = (I1 ∩ · · · ∩ In)AP = (I1AP )∩ · · · ∩ (InAP ) = IiAP . 这说明 Ii ⊂ Ji.
设 f ∈ Ji, 由 f |Zi

= 0 知 ∀ P ∈ Zi = V (Ii), 有 f 在 AP 中为 0, 从而在 (A/Ii)P 中为
0. 由于 P 遍历 SpecA/Ii ' Zi, 根据 命题 1.3.12 得到 f 在 A/Ii 中为 0, 故 f ∈ Ii. 这
样得到反向包含 Ji ⊂ Ii. 从而 Ji = Ii, 即得 Ai ' A/Ii.

1.5 Noether环

回忆一个环 A 称为 Noether 环, 如果 A 的任意理想升链均在有限步稳定, 这也等
价于任意 A 的理想形成的非空集合均有极大元, 同时又等价于 A 的任意理想都是有限
生成的. 熟知若 A 为 Noether 环, 则 A 的商环 A/I 以及多项式环 A[x] 均为 Noether
环 (Hilbert 基定理). 下面的命题说明局部化也保持 Noether 性.

命题 1.5.1 设 S 为环 A 的乘法子集, 若 A 为 Noether 环, 则局部化 AS 也为 Noether
环.

证明 任取 AS 的理想 J , 令 I = J
⋂
A, 容易验证 J = IAS . 从而由 I 为有限生成知

J 为有限生成.

下面分析 SpecA 在 A 是 Noether 环时的特点.

命题 1.5.2 设 A 为 Noether 环, 则 SpecA 是 Noether 空间, 即 SpecA 的任意闭子集
降链均在有限步之后稳定, 或者等价地, 任意 SpecA 的非空的由闭子集形成的集合均
有极小元.

证明 由闭子集与根式理想的对应 (命题 1.3.10), SpecA 的闭子集降链对应于 A 的理
想升链. 从而由 A 为 Noether 环即得结论.

命题 1.5.3 (不可约分解) 设 A 为 Noether 环. 则 SpecA 可以写为有限个不可约闭子
集的并.
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22 第一章 环及其局部化

证明 令 X = SpecA. 如果 X 本身不可约, 则结论显然成立. 如果 X 可约, 则有分解
X = F1

⋃
F2, 并且 F1, F2 均为 X 的真闭子集. 若 F1 和 F2 均不可约, 则结论成立. 反

之, 不妨设 F1 可约, 则可以将其分解为两个真闭子集的并 F1 = F11

⋃
F12, 继续讨论

Fij 的可约性. 如果以上讨论过程在有限步不能终止, 那么可以找到 X 的一个无限长的
闭子集降链, 并且其在有限步不能稳定住. 这将与 X 为 Noether 空间矛盾. 故上面的
讨论在有限步终止, 从而 X 可写为有限个不可约闭子集的并. 这个讨论过程可以表示
为如下二叉树图表:

X

F2

F22

...
...

F21

...
...

F1

F12

...
...

F11

...
...

我们也可以更形式化地进行如下论证: 考虑如下集合

S := {F | F 为X 的非空闭子集, 并且F 不能写为有限个不可约闭子集的并.}

如果 S 非空, 由 X 为 Noether 空间知 S 存在一个极小元 F . 由于 F /∈ S, 知 F 一定
可约. 设 F = F1

⋃
F2, 并且 Fi(i = 1, 2) 为 F 的真闭子集. 由 F 的极小性知 Fi 不在

S 中, 从而可写为有限个不可约闭子集的并. 从而 F 也可写为有限个不可约闭子集的
并. 这与 F ∈ S 矛盾! 故 S 为空集. 这样 X /∈ S, 从而结论得证.

对 Noether 环 A, 由命题 1.5.3 知存在分解 SpecA = F1

⋃
· · ·

⋃
Fn, 使得 Fi 均为

不可约闭子集, 并且 Fi 之间没有包含关系. 我们称这样的分解为 SpecA 的不可约分
解, 每个 Fi 称为 SpecA 的不可约分支. 由维数的定义可以看到 dimA = max

1≤i≤n
dimFi.

对 SpecA 的任意不可约闭子集 F , 由 F = (F
⋂
F1)

⋃
. . . (F

⋂
Fn) 以及 F 的不可

约性知存在某个 i, 使得 F = F
⋂
Fi, 从而 F ⊂ Fi. 由此不难看到 SpecA 的不

可约分解在不计顺序的情况下是唯一的. 设 W = V (I) 为 SpecA 的任意闭子集,
由同胚 V (I) ' Spec(A/I) 以及 A/I 也为 Noether 环, 知 W 也存在不可约分解
W =W1 ∪ . . .Wm, 使得 Wi 互不包含. 这些 Wi 称为 W 的不可约分支.

命题 1.5.4 设 A 为 Noether 环, 则 A 的极小素理想只有有限个.

证明 由命题 1.3.10 和命题 1.3.11, A 的极小素理想一一对应到 SpecA 的极大不可约
闭子集, 又一一对应到 SpecA 的不可约分支, 从而由命题 1.5.3 为有限个.

习题
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习题 23

1. 本习题从关系生成的等价关系角度来说明局部化定义中的等价关系. 集合 X 上的一个关系
是指 X ×X 的一个子集 R. 关系 R 称为等价关系, 如果其满足

(i) (自反性) ∀ x ∈ X, (x, x) ∈ R.
(ii) (对称性) ∀ x, y ∈ X, (x, y) ∈ R =⇒ (y, x) ∈ R.

(iii) (传递性) ∀ x, y, z ∈ X, (x, y) ∈ R 且 (y, z) ∈ R =⇒ (x, z) ∈ R.
证明:
(1) 对 X 上的任一关系 R, 必存在最小的一个包含 R 的等价关系 R̃. 这称为 R 生成的等价
关系.

(2) 设 A 为环, S 为 A 的乘法子集. 令 X = A × S. 定义 X 上的如下关系 R ⊂ X × X:
((a, s1), (b, s2)) ∈ R ⇐⇒ as2 = bs1. 则R生成的等价关系 R̃满足: ((a, s1), (b, s2)) ∈ R̃

⇐⇒ ∃ s ∈ S, 使得 (as2 − bs1)s = 0.

2. 设 A 为环, P ∈ SpecA. 证明: 点 P 的闭包为 V (P ). 特别地, P 为闭点 ⇐⇒ P 为极大
理想.

3. 证明 命题 1.3.7 给出的一一对应 ϕ∗−1(P ) ' Spec(BP /PBP ) 是拓扑空间的同胚. 其中在纤
维 ϕ∗−1(P ) 上赋予 SpecB 的子空间拓扑.

4. 证明命题 1.3.12 与命题 1.3.13 可以加强为只考虑极大理想, 即:
(i) 设 A 为环, 设 f ∈ A. 则 f = 0 ⇐⇒ 对 A 的每个极大理想 m, 均有 f 在 Am 中为 0.

(ii) 设 A 为整环. 对每个 A 的极大理想 m, 通过自然的单同态将 Am 看作 Frac(A) 的子
环. 则 A =

⋂
mAm. 其中 m 遍历 A 的极大理想.

5. 设 I, J 均为环 A 的理想. 证明 I = J ⇐⇒ 对每个素理想 P ∈ SpecA, 均有 IAP = JAP

在 AP 中成立.

6. 设 I, J 均为环 A 的理想, 并且 I + J = A. 证明 I
⋂
J = IJ .

7. 设 A 为环, f ∈ A. 证明 f ∈ A∗ ⇐⇒ ∀ P ∈ SpecA, f ∈ A∗
P ⇐⇒ ∀ P ∈ SpecA,

f(P ) 6= 0.

8. 设 ϕ : A −→ B 为环同态. 证明:
(i) 若 ϕ 为单同态, 则 ϕ∗(SpecB) = SpecA.

(ii) 若 ϕ∗(SpecB) = SpecA, 并且 A 为约化环, 则 ϕ 为单同态.

9. 设 A 为环. 证明 A 可写为两个子环的乘积 ⇐⇒ SpecA 不连通 (即 SpecA 可写为两个互
不相交开子集的并).

10. 设 A 为环, 证明 A 为整环 ⇐⇒ A 为约化环, 并且 SpecA 是不可约的 (即 SpecA 不能写
成两个真闭子集的并).

11. 设 A 为 Noether 环, 并且对任意 P ∈ SpecA, 局部化 AP 均为整环. 证明 A 为有限个整环
的乘积.

12. 设 A 为环, 证明 A/
√

(0) 为约化环, 并且 Spec (A/
√

(0)) 与 SpecA 同胚.

13. 设 A 为环. 证明 SpecA 是不可约的 ⇐⇒
√

(0) 是 A 的素理想.

14. 设 I1, I2, . . . 为环 A 中的无限个理想, 是否总有
⋃∞
i=1 V (Ii) = V (

⋂∞
i=1 Ii) ?

15. 设 I, J 为环 A 的理想, 证明
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24 第一章 环及其局部化

(i)
√√

I =
√
I.

(ii) 对任意 n ≥ 1,
√
In =

√
I.

(iii)
√
I
⋂
J =

√
I
⋂√

J .
(iv) 若 P ∈ SpecA, 则

√
P = P .

16. 对如下环 A 中理想 I, 计算
√
I:

(i) A = Z, I = (12)

(ii) A = C[x, y], I = (x, y4).

17. 设 A 为 Noether 环, X = SpecA. 我们称 X 的一个子集 Z 为局部闭子集, 如果对任意
x ∈ Z, 存在 x 在 X 中的开邻域 U , 使得 Z ∩ U 为 U 的闭子集. 称 X 的子集 W 为可构造
子集, 如果 W 可以写为有限个局部闭子集的并.

(i) 证明: X 的子集 Z 为局部闭子集 ⇐⇒ 存在 X 的开子集 U 和 X 的闭子集 F , 使得
Z = U ∩ F .

(ii) 在欧式空间 R2 中举出一个不是局部闭子集的可构造子集的例子.
(iii) 证明可构造子集的有限交, 有限并和补集均为可构造子集.
(iv) 设 W 为 X 的子集. 证明 W 为 X 的可构造子集 ⇐⇒ 存在 X 的闭集形成的有限降链

F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ Fn+1 = ∅,

以及 Fi \ Fi+1 的稠密开子集 Ui, i = 1, . . . , n, 使得 W =
n⋃
i=0

Ui.

(v) 设 W 为 X 的可构造子集. 证明 W 包含其闭包 W 的一个稠密开子集.
(vi) 设 W 为 X 的子集. 证明 W 为 X 的可构造子集 ⇐⇒ ∀ x ∈ W , W 包含 {x} 在 X

中的闭包 {x} 的一个非空开子集.
(vii) 设 W 为 X 的可构造子集. 证明 W 为 X 的开子集 ⇐⇒ ∀ P ∈ SpecA = X, 对任意

满足 Q ⊂ P 的 A 的素理想 Q, 均有 Q ∈W .

18. 设 G 为 GLn(C) 的有限子群. 对 g ∈ G, 对 f(x1, . . . , xn) ∈ C[x1, . . . , xn], 令 gf ∈
C[x1, . . . , xn] 为如下多项式: (gf)(x1, . . . , xn) := f((x1, . . . , xn)g). 其中 (x1, . . . , xn)g 为行
向量与 n 阶方阵的乘法. 这样给出了 G 在 C[x1, . . . , xn] 上的作用. 令

C[x1, . . . , xn]G :=
{
f ∈ C[x1, . . . , xn] | gf = f, ∀ g ∈ G

}
为所有 G-不变多项式形成的 C[x1, . . . , xn] 的子代数. 本习题的目标是通过以下步骤证明
C[x1, . . . , xn]G 为有限生成 C-代数, 即存在有限个元素 a1, . . . , am ∈ C[x1, . . . , xn]G, 使得
C[x1, . . . , xn]G = C[a1, . . . , am].

(i) 记 I 为 C[x1, . . . , xn]G 中的正次数齐次多项式在 C[x1, . . . , xn] 中生成的理想. 证明: 存
在正次数齐次多项式 f1, . . . , fk ∈ C[x1, . . . , xn]G, 使得 I = (f1, . . . , fk).

(ii) 证明: 任取正次数齐次多项式 f ∈ C[x1, . . . , xn]G, 存在齐次多项式 h1, . . . , hk ∈
C[x1, . . . , xn], 使得 f = h1f1 + · · ·+ hkfk.

(iii) 证明: 任取正次数齐次多项式 f ∈ C[x1, . . . , xn]G, 存在齐次多项式 h1, . . . , hk ∈
C[x1, . . . , xn]G, 使得 f = h1f1 + · · ·+ hkfk.

(iv) 证明 C[x1, . . . , xn]G 为有限生成 C-代数.
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习题 25

注记 1.5.1 上述定理和证明是 Hilbert 给出的. Hilbert 基定理也是在证明这个定理的
过程中提出的. 关于其更多的背景和历史, 可见 [10, Introduction]. 另一个不依赖域的
特征的证明见第三章习题 14.
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26 第一章 环及其局部化

习题提示

17. (iv): 设 W =
n
∪
i=1

(Zi ∩ Yi), 并且 Zi 为不可约闭子集, Yi 为开子集. 不妨设

Z1, . . . , Zm (m ≤ n) 为 F1 :=
n
∪
i=1

Zi 的所有不可约分支, 则对每个 1 ≤ i ≤ m, 存在 Zi

的非空开子集 Vi, 使得 Vi ⊂ W , 并且 Vi ∩ Zj = ∅, ∀ 1 ≤ i 6= j ≤ m. 令 U1 =
m
∪
i=1

Vi,
则 F1 \U1 为 X 的闭子集, 并且 W1 =W \U1 包含在 F1 \U1 中. 将上面对 W 的讨论
应用到 W1 上, 可以继续得到 F2, U2, W2. 不断进行下去, 利用 Noether 性可知有限步
之后这个过程终止, 即对某个 N 有 WN = ∅.

(vi): ⇐=: 考虑 W 的不可约分解, 与 (iv) 的证明类似, 构造一系列递降的闭集.
(vii): ⇐=: 考虑 U 的补集. 证明 X \ U = X \ U .
18. (i): 利用 Hilbert 基定理.
(iii): 设 f = h1f1 + · · ·+ hkfk 并且 f , hi (1 ≤ i ≤ k) 均为 G-不变多项式. 对任意

g ∈ G, 通过 g 的作用得到

f = gf = (gh1)(gf1) + · · ·+ (ghk)(gfk) = (gh1)f1 + · · ·+ (ghk)fk.

再取平均得到

f =
1

|G|
∑
g∈G

gf =
1

|G|
∑
g∈G

(gh1)f1 + · · ·+
1

|G|
∑
g∈G

(ghk)fk.

而每个 1
|G|

∑
g∈G(ghi) 均为 G-不变多项式.
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模的概念比环更广, 很多熟知的结构都可以看作模, 如理想, 线性空间, 代数等. 而
模的各种构造更加方便, 从而为我们处理很多代数对象提供了更具有弹性的结构.

2.1 基本概念与基本构造

定义 2.1.1 设 A 为环. 一个 A-模 M 是指 M 为一个 Abel 群, 同时带一个 A 的作用

A×M −→M

(a, x) 7−→ ax

满足如下条件:
(i) a(x1 + x2) = ax1 + ax2, ∀ a ∈ A, ∀ x1, x2 ∈M ,
(ii) (a1 + a2)x = a1x+ a2x, ∀ a1, a2 ∈ A, ∀ x ∈M ,
(iii) (a1a2)x = a1(a2x), ∀ a1, a2 ∈ A, ∀ x ∈M .
(iv) 1x = x, ∀ x ∈M .

不难看到, M 为 A-模也等价于 M 为一个 Abel 群, 同时指定了一个环同态
A→ End(M). 其中 End(M) 是指 M 作为 Abel 群的自同态环.

例 2.1.1 • 环 A 本身在乘法下可以看成 A-模. 更一般地, A 的理想均为 A-模.

• 设 B 为 A-代数, 则通过结构同态, A 可以作用到 B 上, 使得 B 成为 A-模. 一般
地, 任何 B-模 M 均可用类似的方式看成 A-模.
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• 设 V 为 k-线性空间, 设 ϕ ∈ Endk(V ) 为 V 上的 k-线性变换, 则通过定义作用
f(x)v := f(ϕ)(v), 可以将 V 看成 k[x]-模.

设 M,N 均为 A-模, 其作为 Abel 群的直和 M
⊕
N 在 A 的如下作用下也成为

A-模:
a(x1, x2) := (ax1, ax2), a ∈ A, x1 ∈M, x2 ∈ N.

A-模 M 的一个子 Abel 群 N 称为子模, 如果 ax ∈ N , ∀ a ∈ A, x ∈ N . 对 M 的
子模 N , 商群 M/N 也是一个 A-模, 其中 A 的作用为 ax̄ := ax. 我们称 M/N 为商模.
设 N,K 均为 M 的子模, 则 N +K :=

{
x+ y | x ∈ N, y ∈ K

}
也为 M 的子模.

对 A-模 M , 对 x ∈M , Ax :=
{
ax | a ∈ A

}
为 M 的子模, 称为 x 生成的子模. 一

组元素 x1, . . . , xn 称为 M 的生成元, 如果 M =
∑n
i=1Axi. 如果 M 存在有限个元素

作为生成元, 则 M 称为有限 A-模.
A-模 M 的一个子集 S 称为一组基, 如果其满足如下两个条件:

(i) S 为生成元, 即 ∀ x ∈ M , 存在有限个元素 x1, . . . , xn ∈ S, 存在 a1, . . . , an ∈ A,
使得 x =

∑n
i=1 aixi.

(ii) S 线性无关, 即对任意有限个 S 中的元素 x1, . . . , xn, 对任意 a1, . . . , an ∈ A, 如
果

∑n
i=1 aixi = 0, 则 a1 = · · · = an = 0.

与线性空间不同, 并不是所有 A-模均存在基 (比如 Q 作为 Z-模). 如果 A-模 M 存
在一组基, 则称 M 为一个自由 A-模.

命题 2.1.1 (自由模的万有性质) 设 M 为自由 A-模, S 为一组基. 则对任意 A-模 N ,
对任意映射 f : S → N , 均存在唯一的 A-模同态 ϕ :M → N , 使得 ϕ |S= f .

证明 由自由模的定义, 对任意 x ∈M , 存在 S 中的元素 x1, . . . , xn, 以及 A 中的元素
a1, . . . , an, 使得 x =

∑n
i=1 aixi, 并且这样的表达式是唯一的. 令 ϕ(x) :=

∑n
i=1 aif(xi),

即得到所求的模同态. 唯一性直接验证即可.

下面的命题说明自由模的基所包含的元素个数与基的选取无关, 这是线性空间
中类似命题的一个推广, 其证明也与线性空间情形相同. 该命题的另一个证明可见命
题 2.2.3.

命题 2.1.2 设 M 为自由 A-模. 设 e1, . . . , en ∈ M 和 f1, . . . , fm ∈ M 均为 M 的基.
则 n = m.

证明 如果 n 6= m, 不妨设 n > m. 由基的定义, 存在 A-系数的 m × n 矩阵 P ∈
Mm×n(A) 以及 n×m 矩阵 Q ∈Mn×m(A), 使得有如下等式:

(e1, . . . , en) = (f1, . . . , fm)P,

(f1, . . . , fm) = (e1, . . . , en)Q.
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由此得到 (e1, . . . , en) = (e1, . . . , en)QP . 因为 e1, . . . , en 是 A-线性无关的, 我们得到
QP = In 为单位方阵. 取行列式得到 det(QP ) = det In = 1. 由 Q和 P 的形状 (Q的行
数大于列数, P 的列数大于行数), 与域上矩阵的证明类似, 或者利用下面的引理 2.1.1,
可以看到 det(QP ) = 0. 这个矛盾说明 n = m.

引理 2.1.1 设 A为环, P 为 A上的 m×n矩阵, Q为 A上的 n×m矩阵,并且 n > m,
则 det(QP ) = 0.

证明 设 P = (aij), Q = (bkl). 考虑整系数多项式环

B := Z[xij , ykl | 1 ≤ i, l ≤ m, 1 ≤ j, k ≤ n].

定义 B 上的 m × n 矩阵 P̃ = (xij), 以及 n ×m 矩阵 Q̃ = (ykl). 将 P̃ 和 Q̃ 看作 B

的分式域 Frac(B) 上的矩阵, 由域上矩阵的性质, 知 det(Q̃P̃ ) = 0. 由于 B 为整环,
B ↪→ Frac(B) 为单同态, 故在 B 上也有等式 det(Q̃P̃ ) = 0. 考虑环同态:

ϕ : B −→ A

xij 7−→ aij

ykl 7−→ bkl

容易看到有 det(QP ) = ϕ(det(Q̃P̃ )) = 0.

对存在有限个元素 e1, . . . , en 作为基的自由 A-模 M , 我们称基中元素的个数 n 为
M 的秩, 记为 rank(M). 由上面的命题 2.1.2, rank(M) 不依赖于基的选取.

两个 A-模 M 和 N 之间的一个 A-模同态是指一个映射 ϕ : M → N , 使得 ϕ 为
Abel 群同态, 并且 ϕ(ax) = aϕ(x), ∀ a ∈ A, x ∈ M . 我们用 HomA(M,N) 表示所
有 M 到 N 的 A-模同态形成的集合, 我们总是赋予其在以下加法和 A 作用下的 A-模
结构:

(ϕ1 + ϕ2)(x) := ϕ1(x) + ϕ2(x), ∀ ϕ1, ϕ2 ∈ HomA(M,N), ∀ x ∈M,

(aϕ)(x) := aϕ(x), ∀ ϕ ∈ HomA(M,N), ∀ a ∈ A, x ∈M.

对 A-模同态 ϕ : M → N , 其核 Kerϕ 为 M 的子模, 像 Imϕ 为 N 的子模, 余核
Cokerϕ = N/ Imϕ 为 N 的商模.

定理 2.1.1 (同态基本定理) 设 ϕ : M → N 为 A-模的满同态, 则 ϕ 诱导了如下 A-模
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同构:

M

Kerϕ
∼−→ N

x̄ 7−→ ϕ(x)

证明 上述映射在 Abel 群层面上为同构, 同时该映射与 A 的作用交换, 从而为模
同构.

推论 2.1.1 设 N,K 均为 A-模 M 的子模, 则有如下的模同构:

N

N
⋂
K

∼−→ N +K

K

x̄ 7−→ x̄

证明 验证该同态是满的, 并且其核为 N
⋂
K 即可.

推论 2.1.2 设 K ⊂ N ⊂M 为 A-模, 则有模同构:

M

N
−→ M/K

N/K

x̄ 7−→ x̄

证明 验证该同态是满的, 并且其核为 N 即可.

命题 2.1.3 设 N 为 A-模 M 的子模, 则 M/N 的子模与 M 的包含 N 的子模一一
对应:

{
K | K 为M 的子模, N ⊂ K ⊂M

} 1:1−→
{
M/N 的子模

}
K 7−→ K/N

证明 记 π : M → M/N 为商同态. 则对 M/N 的每个子模 L, 对应 L 7→ π−1(L) 给
出了相应的逆映射.

与环的局部化类似, 我们可以构造模的局部化. 设环 A 的子集 S 为一个乘法子集,
设 M 为 A-模. 令

M̃ =
{
(x, s)|x ∈M, s ∈ S

}
.

考虑 M̃ 上的关系 ∼: (x, s1) ∼ (y, s2) ⇐⇒ 存在 s ∈ S, 使得 (xs2 − ys1)s = 0. 可以
验证这是 M̃ 上的等价关系. 记商集合 M̃/ ∼ 为 MS 或 S−1M , 并将 (x, s) 代表的 MS

中元素记为 x
s . 这样在 MS 中, x

s1
= y

s2
⇐⇒ 存在 s ∈ S, 使得 (xs2 − ys1)s = 0. 在
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MS 中, 通过如下方式定义加法和 AS 的作用, 使其成为环:

x

s1
+

y

s2
:=

xs2 + ys1
s1s2

, x, y ∈M, s1, s2 ∈ S,
a

s1
· x
s2

:=
ax

s1s2
, a ∈ A, x ∈M, s1, s2 ∈ S.

容易验证, 上述定义不依赖于代表元的选取, 从而是良好的. 并且通过这样定义的加法
和 AS 作用, MS 成为 AS-模, 称为 M 在 S 处的局部化. 对例 1.3.1 所列的三种特殊乘
法子集 S, 我们有时也将对应的局部化 MS 分别记作 Mf , MP 和 Mp.
通过自然环同态 A → AS , MS 也可看作 A-模, 并且映射 i : x 7→ x

1 是一个 M 到
MS 的 A-模同态. 容易看到, 环的局部化 AS 作为 AS-模, 与 A 作为 A-模的局部化相
同, 这说明模的局部化构造与前面环的局部化是相容的.

命题 2.1.4 (局部化的万有性质) 设 M 为 A-模, S 为 A 的乘法子集. 对任意 AS-模 N,
对任意 A-模同态 ϕ :M → N , 均存在唯一的 AS-模同态 ϕ̄ :MS → N , 使得 ϕ = ϕ̄ ◦ i.
用交换图表表示如下:

M

MS N

i
φ

∃! φ̄

证明 对 x/s ∈MS , 令 ϕ̄(x/s) = s−1ϕ(x) 即可. 其余易验证.

与环的情形类似, 有如下判断模中一个元素为零的局部化方法.

命题 2.1.5 设 M 为 A-模. 设 s ∈M . 则 s = 0 ⇐⇒ 对任意 P ∈ SpecA, s 在 MP 中
均为 0.

证明 只需证 ⇐=. 假设对任意 P ∈ SpecA, s 在 MP 中均为 0. 考虑 s 的零化理想

ann(s) :=
{
a ∈ A | as = 0

}
.

只需证明 ann(s) = A. 如果 ann(s) 为 A 的真理想, 则可以找到 A 的极大理想 m 包
含 ann(s). 由于 s 在 Mm 中为 0, 根据定义可知存在 a ∈ A \m, 使得 as = 0. 从而
a ∈ ann(s). 这与 ann(s) ⊂ m 矛盾！故 ann(s) = A, 即得 s = 0.
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2.2 张量积

2.2.1 模的张量积

定义 2.2.1 设 M,N,K 为 A-模, 一个映射 f :M ×N → K 称为 (A-) 双线性映射, 如
果其满足:

(i) f(a1x1 + a2x2, y) = a1f(x1, y) + a2f(x2, y),
(ii) f(x, a1y1 + a2y2) = a1f(x, y1) + a2f(x, y2).
其中 ai ∈ A, x, xi ∈M , y, yi ∈ N .

对给定的 A-模 M,N , 其张量积在某种意义上给出了所有从 M ×N 出发的双线性
映射. 具体构造为: 令 M̃ ×N 为以 M × N 中的元素作为基生成的自由 A-模. 考虑
M̃ ×N 中的如下两个集合:

S1 :=
{
(a1x1 + a2x2, y)− a1(x1, y) + a2(x2, y) | ai ∈ A, xi ∈M, y ∈ N

}
,

S2 :=
{
(x, a1y1 + a2y2)− a1(x, y1) + a2(x, y2) | ai ∈ A, x ∈M, yi ∈ N

}
.

设 R 为 S1

⋃
S2 生成的 M̃ ×N 的子模, 令 M ⊗A N := M̃ ×N/R 为商模, 称为 M

和 N 的张量积. 在环 A 明确的情况下我们也将 M ⊗A N 简记为 M ⊗N . 对 x ∈ M ,
y ∈ N , 我们记 x⊗ y ∈M ⊗AN 为 (x, y) 在自然的商映射 M̃ ×N →M ⊗AN 下的像.
容易看到, π :M ×N →M ⊗A N , (x, y) 7→ x⊗ y 是一个双线性映射. 其具有如下万有
性质:

命题 2.2.1 (模的张量积的万有性质) 设 M,N 为 A-模. 则对任意 A-模 K 以及任意双
线性映射 f :M ×N → K, 均存在唯一的 A-模同态 f̄ :M ⊗AN → K, 使得 f = f̄ ◦ π.
用交换图表表示为:

M ×N

M ⊗A N K

f
π

∃!
f̄

证明 对 x ∈M , y ∈ N , 定义 f̄(x⊗ y) = f(x, y), 根据 M ⊗A N 的构造可以验证 f̄ 是
良好定义的. 其它均可直接验证.

根据万有性质, 为了构造从 M ⊗A N 出发的模同态, 我们只需构造从 M ×N 出发
的双线性映射, 其本质是在万有性质中统一地证明了定义的良好性, 从而在每个具体情
形不用再重新验证. 下面命题的证明说明了万有性质的用法.

命题 2.2.2 设 A 为环, M,N,L,Ni(i ∈ I) 为 A-模, 则有如下模同构:
(i) M ⊗A N ' N ⊗AM .
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(ii) (M ⊗A N)⊗A L 'M ⊗A (N ⊗A L).
(iii) M ⊗A (A/I) 'M/IM , 其中 I 为 A 的理想.
(iv) M ⊗A A 'M .
(v) M ⊗A (⊕

i∈I
Ni) ' ⊕

i∈I
(M ⊗A Ni).

证明 (i): 由张量积的万有性质, 双线性映射 M ×N → N ⊗AM , (x, y)→ y⊗ x 诱导
模同态 ϕ :M ⊗A N → N ⊗AM . 同理可得模同态 ψ : N ⊗AM →M ⊗A N . 易验证在
形如 x⊗ y 的元素上, ϕ ◦ ψ 与 ψ ◦ϕ 均为恒等映射. 由于所有形如 x⊗ y 的元素为生成
元, 故 ϕ 和 ψ 为互逆的模同态, 从而给出同构.

(ii): 对每个 z ∈ L, 考虑双线性映射 fz :M ⊗A N −→M ⊗A (N ⊗A L), (x, y) 7−→
x ⊗ (y ⊗ z). 由此诱导同态 ϕz : M ⊗A N −→ M ⊗A (N ⊗A L). 再考虑双线性映
射 (M ⊗A N) × L −→ M ⊗A (N ⊗A L), (t, z) 7−→ ϕz(t). 该双线性映射诱导同态
(M ⊗A N) ⊗A L −→ M ⊗A (N ⊗A L), (x ⊗ y) ⊗ z 7−→ x ⊗ (y ⊗ z). 同理可构造同态
M ⊗A (N ⊗A L) −→ (M ⊗A N)⊗A L, x⊗ (y ⊗ z) 7−→ (x⊗ y)⊗ z. 在生成元上验证即
知上述两个同态互逆.

(iii): 与 (i) 类似, 由张量积的万有性质可以构造模同态 M ⊗A (A/I) → M/IM ,
x ⊗ ā 7→ ax. 另一方面, 由定理 2.1.1 (商的万有性质) 我们有模同态 M/IM →
M ⊗A (A/I), x̄ 7→ x ⊗ 1̄. 通过在生成元上验证, 可知这两个模同态互逆, 从而给出所
要的模同构.

(iv) 为 (iii) 在 I = 0 时的推论.
(v): 与前面类似, 我们有良好定义的模同态 M ⊗A (⊕

i∈I
Ni) → ⊕

i∈I
(M ⊗A Ni),

x⊗ (yi) 7→ (x⊗ yi), 以及反方向的模同态 (x⊗ yi) 7→ x⊗ (yi). 易验证这两个同态互逆,
从而给出所要的模同构.

现在我们可以借助张量积给出命题 2.1.2 的另一个证明.

命题 2.2.3 设 M 为有限 A-模, 并且 M 为自由模. 则 M 的任何一组基中的元素个数
有限, 且任何两组基中包含的元素个数相等.

证明 设 e1, . . . , en 为 M 的一组生成元, 则存在满同态 An
φ−→ M . 任取 A 的一个极

大理想 m, 令 k = A/m. 则 kn = An ⊗A k
φ⊗1−→ M ⊗A k = M/mM 为 k-线性空间的

满同态. 再由 (⊕
i∈I

A)⊗A k ' ⊕
i∈I

k 知 M 的任意一组基也为 M/mM 的 k-线性空间基.
由此得到 M 的任意基包含的元素个数等于 dimkM/mM ≤ n.

设B为A-代数, M 为A-模. 由张量积的万有性质,对 b ∈ B,映射 x⊗b1 7→ x⊗(bb1)
给出了一个良好定义的 M ⊗A B 到自身的 A-模同态. 通过这个模同态, 环 B 作用到
M ⊗A B 上, 并且在这个作用下 M ⊗A B 成为 B-模. 以下运算中的“消去”性质经常
用到.
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命题 2.2.4 设 B 为 A-代数, M 为 A-模, N 为 B-模. 则有 B-模同构:

(M ⊗A B)⊗B N 'M ⊗A N.

证明 由张量积的万有性质得到良好定义的模同态 (M ⊗A B) ⊗B N → M ⊗A N ,
(x ⊗ b) ⊗ y 7→ x ⊗ (by) 其中 x ∈ M , b ∈ B, y ∈ N . 同理有反方向的同态 M ⊗A N →
(M ⊗A B) ⊗B N , x ⊗ y 7→ (x ⊗ 1) ⊗ y. 易验证这两个同态互逆, 从而给出所要的模
同构.

下面的命题说明 · ⊗A B 和将 B-模看作 A-模互为伴随函子.

命题 2.2.5 设 B 为 A-代数, M 为 A-模, N 为 B-模. 则以下两个映射互为逆映射, 从
而给出双射 HomB(M ⊗A B,N) ' HomA(M,N):

HomB(M ⊗A B,N) −→ HomA(M,N)

f 7−→ (x 7→ f(x⊗ 1))

HomA(M,N) −→ HomB(M ⊗A B,N)

g 7−→ (x⊗ b 7→ bg(x))

证明 利用张量积的万有性质, 可以看到上述两个映射都是良好定义的. 直接在生成元
上验证可知其为互逆的映射.

下面的命题表明, 我们可以用张量积和环的局部化来得到模的局部化.

命题 2.2.6 设 M 为 A-模, S 为 A 的一个乘法子集. 则有 AS-模同构:

MS 'M ⊗A AS .

证明 MS 到 M ⊗A AS 的同态由 x
s 7→ x ⊗ 1

s 给出. M ⊗A AS 到 MS 的同态由
x⊗ a

s 7→
ax
s 给出.

2.2.2 代数的张量积 设 B, C 均为 A-代数. 我们在 B ⊗A C 上赋予一个 A-
代数结构. 首先定义乘法. 对 b ∈ B, c ∈ C, 双线性映射 B × C → B ⊗A C,
(b1, c1) 7→ (b1b)⊗ (c1c) 诱导了 A-模同态 ϕb,c : B ⊗A C → B ⊗A C. 对 x ∈ B ⊗A C, 双
线性映射 B×C 7→ B⊗AC, (b, c) 7→ ϕb,c(x)诱导了 A-模同态 ψx : B⊗AC → B⊗AC.
对于 x, y ∈ B⊗AC,我们定义乘法 xy := ψx(y) ∈ B⊗AC. 可以看到这个乘法对于 x和
y 是双线性的, 并且对于 b, b1 ∈ B, c, c1 ∈ C, 有 (b⊗ c)(b1⊗ c1) = (bb1)⊗ (cc1). 在这个
乘法下, B ⊗A C 成为环, 并且在结构同态 A→ B ⊗A C, a 7→ a⊗ 1 = 1⊗ a = a(1⊗ 1)

下成为一个 A-代数. 并且 i1 : B ⊗A C, b 7→ b⊗ 1 以及 i2 : C → B ⊗A C, c 7→ 1⊗ c 均
为环同态. 作为 A-代数, B ⊗A C 有如下万有性质.
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命题 2.2.7 (代数张量积的万有性质) 设 B, C 均为 A-代数, 结构同态为 ϕ1 : A → B,
ϕ2 : A→ C. 则
(1) i1 ◦ ϕ1 = i2 ◦ ϕ2.
(2) 对任意环 D 以及环同态 ψ1 : B → D 和 ψ2 : C → D, 如果 ψ1 ◦ϕ1 = ψ2 ◦ϕ2, 那么
存在唯一的环同态 ψ : B ⊗A C → D, 使得 ψ1 = ψ ◦ i1, ψ2 = ψ ◦ i2.

用交换图表表示为:
D

B ⊗A C C

B A

∃!ψ

ψ1

ψ2

φ2

i2

i1

φ1

证明 (1): 直接验证即可.
(2): 通过同态 ψ1 ◦ϕ1 = ψ2 ◦ϕ2, D 成为 A-代数. A-模的双线性映射 B ×C → D,

(b, c)→ ψ1(b)ψ2(c) 诱导模同态 ψ : B ⊗A C → D, 满足 ψ(b⊗ c) = ψ1(b)ψ2(c). 不难看
到 ψ 为环同态. 其余直接验证即可.

下面分析素谱空间 Spec(B ⊗A C). 首先注意到我们可以通过 Hom(A, k) 来“探
测”SpecA 中的点, 即有如下命题.

命题 2.2.8 设 A 为环. 则
(1) 对任意 P ∈ SpecA, 均存在域 L 以及环同态 ϕ : A→ L, 使得 P = Kerϕ.
(2) 设 L 为域, ϕ : A → L 为环同态. 设 P = Kerϕ. 则 P ∈ SpecA, 并且存在唯一的
域嵌入 ψ : k(P )→ L 使得如下图表交换:

A

k(P ) L

ι

∃!ψ

φ

其中 ι : A→ k(P ) = AP

PAP
为局部化和商诱导的自然同态.

证明 (1): 取 L = k(P ), ϕ 为自然同态即可.
(2): 由自然同态 ι 的定义以及局部化和商的万有性质即得.

命题 2.2.9 设 B,C 均为 A-代数, 结构同态为 ϕ1 : A→ B, ϕ2 : A→ C. 则交换图表

B ⊗A C C

B A

i2

i1 φ2

φ1
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诱导了素谱空间映射的交换图表

Spec(B ⊗A C) SpecC

SpecB SpecA

i∗2

i∗1 φ∗
2

φ∗
1

并且由此诱导如下集合之间的映射:

Spec(B ⊗A C)
φ−→ SpecB ×SpecA SpecC :=

{
(P1, P2) ∈ SpecB × SpecC | ϕ∗1(P1) = ϕ∗2(P2)

}
P 7−→ (i∗1(P ), i

∗
2(P ))

我们有:
(i) ϕ 为满射.
(ii) 当 A

φ1−→ B 满足如下条件时, ϕ 为单射 (从而为双射):

对任意P1 ∈ SpecB, 令P = P1 ∩A, 则ϕ1诱导剩余类域的同构k(P )
∼−→ k(P1).

证明 (i): 设 P1 ∈ SpecB, P2 ∈ SpecC, 并且 ϕ∗1(P1) = ϕ∗2(P2) = P ∈ SpecA. 则有剩
余类域之间的同态 k(P )→ k(P1), k(P )→ k(P2). 显然张量积 k(P1)⊗k(P ) k(P2) 不是
零环. 取 k(P1)⊗k(P ) k(P2) 的一个极大理想 m, 令 L := k(P1)⊗k(P ) k(P2)/m, 则有域
嵌入的交换图表:

L k(P2)

k(P1) k(P )

通过复合自然同态 B → k(P1) 和 C → k(P2), 我们得到同态 B → L 和 C → L. 不难
验证以下图表交换:

L C

B A

从而由张量积的万有性质 (命题 2.2.7) 得到同态 B ⊗A C → L, 设 P 为这个同态的核,
则由该同态的构造可以看到 P 在映射 Spec(B ⊗A C)→ SpecB ×SpecA SpecC 下的像
即为 (P1, P2).

(ii): 设 Q1, Q2 ∈ Spec(B ⊗A C), 并且在映射

Spec(B ⊗A C)→ SpecB ×SpecA SpecC

下的像均为 (P1, P2). 我们需要证明 Q1 = Q2. 设 P = i∗1(P1) = i∗2(P2) ∈ SpecA. 我们
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有如下域嵌入的交换图表:

k(Q2) k(P2)

k(Q1)

k(P1) k(P )

(2.2–1)

跟前面类似, 通过作张量积再商极大理想的方式, 我们可以找到一个域 L, 使得有下面
的交换图表:

L k(Q2)

k(Q1) k(P2)

由条件, ϕ1 诱导同构 k(P )
∼−→ k(P1), 从而可知交换图表(2.2–1) 扩充为下面的交

换图表:
L k(Q2) k(P2)

k(Q1)

k(P1) k(P )∼

同态 k(P1) → L 诱导了同态 B → L, 同态 k(P2) → L 诱导了同态 C → L. 记
ψi : B ⊗A C → L 为 k(Qi)→ L 诱导的同态, i = 1, 2, 则有如下交换图表:

L

B ⊗A C C

B A

ψ2

ψ1

由张量积万有性质中的唯一性即知 ψ1 = ψ2, 从而 Q1 = Kerψ1 = Kerψ2 = Q2.

作为推论, 我们得到命题 1.3.7 关于纤维刻画的另一个证明.

推论 2.2.1 设 ϕ : A → B 为环同态, 设 P ∈ SpecA, 则素谱空间映射 ϕ∗ : SpecB →
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SpecA 在点 P 处的纤维为

ϕ∗−1(P ) ' Spec(B ⊗A k(P )) ' Spec(BP /PBP ).

证明 注意到 Spec k(P ) 为单点集, 故 ϕ∗−1(P ) ' Spec k(P ) ×SpecA SpecB. 又因
为 A −→ k(P ) 显然诱导剩余类域的同构, 从而可以应用命题 2.2.9 (ii) 得到双射
Spec(B ⊗A k(P )) ' Spec k(P )×SpecA SpecB. 最后注意到环 B ⊗A k(P ) 与 BP /PBP

同构即可.

注记 2.2.1 以下两种情况满足命题 2.2.9 (ii) 的条件:
(1) B = A/I 为商环, ϕ1 为商同态.
(2) B = AS 为 A 的局部化, ϕ1 为 A 到局部化的自然同态.

注意命题 2.2.9 中给出的素谱空间映射 ϕ 一般不是单射. 下面为两个例子.

例 2.2.1 (1) 设 A = k为域, B = k[x], C = k[y]为一元多项式环. 则 B⊗AC ' k[x, y].
考虑 k[x, y]中的两个素理想 Q1 = (x−y)和 Q2 = (0). 则对 i = 1, 2,均有 Qi∩B =

(0), Qi ∩C = (0). 这说明 Q1, Q2 在映射 Spec(B⊗AC)
φ−→ SpecB×SpecA SpecC

下的像相同.
(2) 设 A = R 为实数域, B = C = C 为复数域, 则

B ⊗A C = C⊗R C ' R[x]
(x2 + 1)

⊗R C ' C[x]
(x2 + 1)

' C× C.

由此知 Spec(B ⊗A C) 为两个点的集合, 而 SpecB ×SpecA SpecC 为单点集.

2.3 函子性与正合性

设M 和 N 为 A-模,则 HomA(M,N)在加法运算 (ϕ1+ϕ2)(x) := ϕ1(x)+ϕ2(x)以
及 A 的作用 (aϕ)(x) := aϕ(x) 下也为 A-模. 我们将算符 HomA(·, ·) 看作两个变量的函
数, 这样对固定的 M , 符号 HomA(M, ·)将每个 A-模 N 变为 A-模 HomA(M,N). 同时
对 A-模同态 f : N1 → N2,有同态 HomA(M,N1)→ HomA(M,N2), ϕ 7→ f ◦ϕ. 利用范
畴语言, 这是说 HomA(M, ·) 是一个从 A-模范畴到 A-模范畴的共变函子. 同样地, 固定
另一个变量 N ,我们看到 HomA(·, N)会将每个 A-模M 变为 A-模 HomA(M,N),并且
对模同态 f :M1 →M2, 有诱导的模同态 HomA(M2, N)→ HomA(M1, N), ϕ 7→ ϕ ◦ f .
这样得到反变函子 HomA(·, N).
把上面的讨论过程应用到张量积运算 · ⊗A · 上, 我们看到对 A-模 M , 运算

M ⊗A · 把每个 A-模 N 变为 A-模 M ⊗A N , 同时将模同态 f : N1 → N2 变为
id⊗ f :M ⊗AN1 →M ⊗AN2, x⊗ y 7→ x⊗ f(y). 这样 M ⊗A · 为从 A-模范畴到 A-模
范畴的共变函子. 同理有共变函子 · ⊗AM . 但由于 M ⊗A N ' N ⊗AM , 函子 M ⊗A ·
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与 · ⊗AM 是同构的.
类似地, 固定环 A 的乘法子集 S, 则在 S 处作局部化这个运算将每个 A-模 M 变

为 AS-模 MS , 并且将 A-模同态 f :M → N 变为 AS-模同态 MS → NS , xs 7→
f(x)
s . 这

样在 S 处作局部化为一个从 A-模范畴到 AS-模范畴的共变函子.
为了分析上述几种运算之间的关系, 我们还需要引入复形与正合列的概念.

定义 2.3.1 对于 A-模同态给出的一个序列 · · · →Mi−1
di−1−→Mi

di−→Mi+1 → · · · , 如果
对每个 i, 均有 di ◦ di−1 = 0, 即 Im di−1 ⊂ Ker di, 则称该序列为 A-模复形. 如果等式
Im di−1 = Ker di 成立, 则称上述复形在 Mi 处正合. 如果一个复形在每个 Mi 处均正
合, 则称该复形为正合列.

形如 0 −→ M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0 的正合列称为短正合列. 形如 0 −→ M1 −→
M2 −→ M3 的正合列称为左正合列. 形如 M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0 的正合列称为右
正合列. 不难看到, 0 −→ M1

φ−→ M2
ψ−→ M3 −→ 0 为短正合列等价于 ϕ 为单同态, ψ

为满同态, 同时 ϕ 的像等于 ψ 的核. 同样地, 0 −→ M1
φ−→ M2

ψ−→ M3 为左正合列等
价于 ϕ 为单同态, 并且 ϕ 的像等于 ψ 的核. 而 M1

φ−→ M2
ψ−→ M3 −→ 0 为右正合列

等价于 ψ 为满同态, 并且 ϕ 的像等于 ψ 的核.

命题 2.3.1 设有如下 A-模同态的交换图表:

M1 M2 M3

N1 N2 N3

f1 f2 f3

(i) 如果 0 −→ M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0 和 0 −→ N1 −→ N2 −→ N3 −→ 0 均为短
正合列, 并且 f1 和 f3 均为同构, 则 f2 也为同构.

(ii) 如果 0 −→ M1 −→ M2 −→ M3 和 0 −→ N1 −→ N2 −→ N3 均为左正合列, 并且
f2 和 f3 均为同构, 则 f1 也为同构.

(iii) 如果 M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0 和 N1 −→ N2 −→ N3 −→ 0 均为右正合列, 并且
f1 和 f2 均为同构, 则 f3 也为同构.

证明 图表追踪即得. 作为演示, 我们只验证 (i) 中 f2 的满射性. 给定 n2 ∈ N2, 我们
希望找到 m2 ∈ M2, 使得 f2(m2) = n2. 为此, 考虑 n2 在 N3 中的像 n3, 由 f3 为满同
态, 可以找到 m3 ∈ M3, 使得 f3(m3) = n3. 由 M2 → M3 为满同态, 可以取 m′2 ∈ M2

为 m3 的一个原像. 这样由图表的交换性可以看到 δ2 := n2 − f(m′2) ∈ N2 映到 N3 中
为 0. 再由 N1 −→ N2 −→ N3 在 N2 处正合, 可以找到 δ2 在 N1 中的一个原像 n1. 进
而由 f1 为满同态又可以找到 n1 在 M1 中的一个原像 m1. 记 m1 在 M2 中的像为 m′′2 .
令 m2 := m′2 +m′′2 , 则由图表的交换性可以验证 f2(m2) = n2. 从而 f2 为满同态.

关于上述 Hom, ⊗ 及局部化各函子的正合性, 我们总结如下:
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命题 2.3.2 设 M1
φ−→M2

ψ−→M3 为 A-模复形. 设 M , N 为 A-模, S 为 A 的一个乘
法子集. 则有:

(i) 局部化为正合函子, 即 M1
φ−→M2

ψ−→M3 在 M2 处正合 =⇒
S−1M1

φS−→ S−1M2
ψS−→ S−1M3 在 S−1M2 处正合.

(ii) 0 −→ M1
φ−→ M2

ψ−→ M3 为左正合列 ⇐⇒ 对任意 A-模 M , 均有 0 −→
HomA(M,M1)

φ◦·−→ HomA(M,M2)
ψ◦·−→ HomA(M,M3) 为左正合列.

(iii) M1
φ−→ M2

ψ−→ M3 −→ 0 为右正合列 ⇐⇒ 对任意 A-模 N , 均有 0 −→
HomA(M3, N)

·◦ψ−→ HomA(M2, N)
·◦φ−→ HomA(M1, N) 为左正合列.

(iv) M ⊗A · 为右正合函子, 即 M1
φ−→M2

ψ−→M3 −→ 0 为右正合列 =⇒

M ⊗AM1

1⊗φ
−−−−−→ M ⊗AM2

1⊗ψ
−−−−−→ M ⊗AM3 −→ 0 为右正合列. 其中 1 ⊗ ϕ

为同态 x⊗ y 7→ x⊗ ϕ(y). 1⊗ ψ 的含义同理.

证明 (i): 直接验证即可.
(ii): =⇒ 直接验证即可. 现在证明 ⇐=. 为证明 ϕ 为单同态, 令 M = Kerϕ,

由条件得到 HomA(Kerϕ,M1)
φ◦−→ HomA(Kerϕ,M2) 为单同态. 考虑自然的包含

同态 i ∈ HomA(Kerϕ,M1), 由 ϕ ◦ i = 0 知 i = 0, 从而 Kerϕ = 0, 即 ϕ 为单同
态. 由 M1

φ−→ M2
ψ−→ M3 为 A-模复形知 ψ ◦ ϕ = 0, 即 Imϕ ⊂ Kerψ. 再令

M = Kerψ,由条件知 HomA(Kerψ,M1)
φ◦−→ HomA(Kerψ,M2)

ψ◦−→ HomA(Kerψ,M3)

正合. 考虑自然的包含同态 i ∈ HomA(Kerψ,M2), 则 ψ ◦ i = 0, 从而由正合性知存在
f ∈ HomA(Kerψ,M1), 使得 i = ϕ ◦ f . 由此知 Kerψ ⊂ Imϕ. 从而 Kerψ = Imϕ. 这
样就完成了 ⇐= 的证明.

(iii): 与 (ii) 类似, 只需证明 ⇐=. 要证明 ψ 为满同态, 我们取 N = Cokerψ =

M3/ Imψ 以及自然的商同态 π ∈ HomA(M3,Cokerψ). 要证明 Imϕ = Kerψ, 我们可
以取 N = Cokerϕ 以及自然的商同态 π ∈ HomA(M2,Cokerϕ). 再与 (ii) 类似进行推
理即可.

(iv): 由 (iii),任取 A-模 N ,只需证明 0 −→ HomA(M⊗AM3, N) −→ HomA(M⊗A
M2, N) −→ HomA(M ⊗AM1, N) 为左正合列. 由张量积的万有性质, 对 i = 1, 2, 3, 有
自然同构 HomA(M ⊗A Mi, N) ' HomA(Mi,HomA(M,N)). 从而又只需证明 0 −→
HomA(M3,HomA(M,N)) −→ HomA(M2,HomA(M,N)) −→ HomA(M1,HomA(M,N))

为左正合列. 而这由条件中的右正合性以及 (ii) 即得.

注记 2.3.1 上述命题中的 (iv)还可以证明如下: 显然 (1⊗ψ)◦(1⊗ϕ) = 0. 双线性映射

f :M ×M3 −→ (M ⊗AM2)/(1⊗ ϕ)(M ⊗M1)

(x, x3) 7−→ x⊗ x2

是良好定义的, 其中 x2 ∈ M2 为任意满足 ψ(x2) = x3 的元素. 由张量积的万有性质,
双线性映射 f 诱导了模同态 f̄ :M ⊗AM3 −→ (M ⊗AM2)/(1⊗ ϕ)(M ⊗M1). 通过在

未定稿: 2024-01-28



§2.3 函子性与正合性 41

生成元上直接验证即得 f̄ 与 1⊗ ψ : (M ⊗AM2)/(1 ⊗ ϕ)(M ⊗M1) −→ M ⊗AM3 互
为逆映射, 从而为互逆的同构.

设 M 为 A-模, N 为 M 的一个子模. 设 S 为 A 的一个乘法子集. 由于局部化为
正合函子, 自然的包含同态 N ↪→ M 在局部化后得到的同态 NS ↪→ MS 还是单同态.
我们以后总是通过这个单同态将 NS 看作 MS 的子模. 特别地, 设 I 为环 A 的理想, 我
们将 IS 看作 AS 的子模 (或理想). 容易验证有 AS 中理想的等式 IS = IAS , 其中 IAS

为 I 在环 AS 中生成的理想.

命题 2.3.3 (商与局部化交换) 设 M 为 A-模, N 为 M 的一个子模. 设 S 为 A 的一个
乘法子集. 则有 AS-模同构 MS/NS ' (M/N)S .

证明 考虑短正合列 0 −→ N −→M −→M/N −→ 0, 作局部化后得到如下交换图表:

0 NS MS MS/NS 0

0 NS MS (M/N)S 0

id o id o

由局部化为正合函子知 0 −→ NS −→ MS −→ (M/N)S −→ 0 为短正合列. 再由命
题 2.3.1 即知 MS/NS → (M/N)S 为同构.

命题 2.3.4 A-模复形 N
φ−→ M

ψ−→ K 在 M 处正合 ⇐⇒ 对任意 P ∈ SpecA, 均有
局部化 NP

φP−→MP
ψP−→ KP 在 MP 处正合.

证明 由于局部化为正合函子, 不难看到有模同构

ImϕP ' (Imϕ)P , KerψP ' (Kerψ)P .

进而有 KerψP / ImϕP ' (Kerψ/ Imϕ)P . 再由命题 2.1.5 即得.

由于单同态, 满同态以及同构均可以由正合列描述, 我们得到如下常用的推论.

推论 2.3.1 设 ϕ : M → N 为 A-模同态. 则 ϕ 为单同态 (满同态, 同构) ⇐⇒ 对任意
P ∈ SpecA, 局部化之后的同态 ϕP :MP → NP 为单同态 (满同态, 同构).

证明 利用命题 2.3.4, 并且注意到以下事实即可:
(i) ϕ 为单同态等价于 0 −→M −→ N 为左正合列.
(ii) ϕ 为满同态等价于 M −→ N −→ 0 为右正合列.
(iii) ϕ 为同构等价于 0 −→M −→ N −→ 0 为正合列.

下面的推论说明可以通过局部化判断两个子模是否相等.
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推论 2.3.2 设 N , K 均为 A-模 M 的子模. 则 N = K ⇐⇒ 对任意 P ∈ SpecA, 都有
NP = KP . 这里通过自然的单同态将 NP 和 KP 都看作 MP 的子模.

证明 只需证明 ⇐=. 设 L = N + K. 对任意 P ∈ SpecA, 有 (L/N)P = LP /NP =

(NP +KP )/NP = 0. 故 L/N = 0. 同理 L/K = 0. 从而 L = N = K.

下面讨论张量积与局部化运算的交换性.

命题 2.3.5 (张量积与局部化交换) 设 M , N 均为 A-模. 设 S 为 A 的乘法子集. 则有
AS-模同构 (M ⊗A N)S 'MS ⊗AS

NS .

证明 这由以下运算即得:

MS ⊗AS
NS = (M ⊗A AS)⊗AS

(N ⊗A AS) =M ⊗A N ⊗A AS = (M ⊗A N)S .

下面给出另一个约化到自由模的论证. 当 N = A时,由张量积的运算性质 (命题 2.2.2),
可知结论成立:

(M ⊗A A)S 'MS 'MS ⊗AS
AS .

进一步, 当 N 为自由 A-模时, N 同构于一些 (不一定有限个)A 的直和 ⊕
j∈J

A, 而

局部化和张量积均与直和交换 (命题 2.2.2 (v)). 故此时结论也成立:

(M ⊗A ⊕
j∈J

A)S ' ⊕
j∈J

(M ⊗A A)S ' ⊕
j∈J

MS ' ⊕
j∈J

(MS ⊗AS
AS) 'MS ⊗AS

( ⊕
j∈J

AS).

最后, 在一般情形, 通过取生成元, 我们总可以将 N 表达为两个自由模之间同态的
余核, 即存在右正合列 F1 −→ F2 −→ N −→ 0, 使得 F1, F2 均为自由 A-模. 对这个右
正合列依次应用张量积函子 M ⊗A · 和局部化函子, 并由张量积和局部化均保持右正合
性, 仍然得到右正合列 (M ⊗A F1)S −→ (M ⊗A F2)S −→ (M ⊗A N)S −→ 0. 同样地,
对原右正合列依次应用局部化和张量积函子 MS ⊗AS

·, 又得到右正合列

MS ⊗AS
F1S −→MS ⊗AS

F2S −→MS ⊗AS
NS −→ 0.

利用张量积的万有性质, 不难建立上面得到的两个右正合列的同态, 即如下交换图表:

(M ⊗A F1)S (M ⊗A F2)S (M ⊗A N)S 0

MS ⊗AS
F1S MS ⊗AS

F2S MS ⊗AS
NS 0

f1 f2 f3

由前面的讨论已经得到 f1 和 f2 均为同构, 从而由命题 2.3.1 知 f3 为同构.

命题 2.3.6 (Hom与局部化交换) 设 M , N 为 A-模, S 为 A 的乘法子集, 并且 M 同构
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于两个有限秩的自由模之间同态的余核. 则有 AS-模同构

HomA(M,N)S ' HomAS
(MS , NS).

证明 与命题 2.3.5 的证明思路类似. 首先证明 M 本身为有限秩自由模的情形. 在一
般情形, 设 F1 → F2 →M → 0 为右正合列, 并且 F1, F2 均为有限秩的自由模. 考虑如
下交换图表即可:

0 HomA(M,N)S HomA(F2, N)S HomA(F1, N)S

0 HomAS
(MS , NS) HomAS

(F2S , NS) HomAS
(F1S , NS)

o o

2.4 Noether模

定义 2.4.1 我们称环 A 上的模 M 为 Noether 模, 如果 M 的子模满足升链条件, 即任
意子模的升链在有限步稳定.

由于环 A 的理想都是 A 作为自身上的模的子模, 故一个环 A 是 Noether 环等价
于 A 作为自身上的模是 Noether 模.

命题 2.4.1 设 M 为 A-模. 则以下三条互相等价:
(i) M 为 Noether 模.
(ii) 任意非空的由 M 的一些子模形成的集合均存在极大元.
(iii) M 的任意子模都是有限 A-模.

证明 (i) =⇒ (ii): 由 Zorn 引理即得.
(ii) =⇒ (iii): 设 N 为 M 的子模. 考虑 N 的所有有限子模形成的集合. 由 (ii),

可以找到该集合的一个极大元 K. 设 K = Ax1 + · · · + Axn. 如果 K 6= N , 可以取
x ∈ N \K, 则 x1, . . . , xn, x 生成的 N 的子模 K1 也是有限子模, 并且 K $ K1. 这与
K 的极大性矛盾. 故 N = K 为有限 A-模.

(iii) =⇒ (i): 设 N1 ⊂ N2 ⊂ . . . 为一个 M 的子模的升链. 令 N =
⋃∞
i=1Ni. 则

N 为 M 的子模. 从而 N = Ax1 + . . . Axn 为有限模. 故存在 m ≥ 1 使得每个 xi 均包
含在 Nm 中. 这说明 Nm+i = Nm, ∀ i ≥ 0. 故子模升链 N1 ⊂ N2 ⊂ . . . 从 Nm 之后为
稳定的.

下面的命题说明模的 Noether 性可以遗传到子模和商模上去.

命题 2.4.2 设 M 为 A-模, N 为子模. 则 M 为 Noether 模 ⇐⇒ N 和 M/N 均为
Noether 模.
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证明 =⇒: 任取 N 的子模 K, 则 K 也为 M 的子模. 由命题 2.4.1 知 K 为有限模. 由
K 的任意性知 N 为 Noether 模.

任取 M/N 的子模 K, 令 L 为 K 在模同态 M → M/N 下的原像. 则 L 为有限
模, 从而 K = L/N 也为有限模. 由 K 的任意性知 M/N 为 Noether 模.

⇐=: 设 K 为 M 的子模. 则 K
⋂
N 为 N 的子模, 而 K + N/N 为 M/N 的

子模. 从而由条件知 K
⋂
N 和 K + N/N 均为有限模. 设 x1, . . . , xn 为 K

⋂
N 的

一组生成元, y1, . . . , ym ∈ K 在 K + N/N 中为一组生成元. 则对任意 x ∈ K, 存在
a1, . . . , am ∈ A, 使得在 K + N/N 中有 x̄ = a1ȳ1 + . . . amȳm. 令 y = x −

∑m
i=1 aiyi.

则 y ∈ K
⋂
N . 故存在 b1, . . . , bn ∈ A 使得 y =

∑n
i=1 bixi. 这样得到

x =

m∑
i=1

aiyi +

n∑
i=1

bixi.

由此知 y1, . . . , ym, x1, . . . , xn 为 K 的一组生成元. 故 K 为有限模. 由 K 的任意性知
M 为 Noether 模.

命题 2.4.3 设 A 为 Noether 环, M 为有限 A-模. 则 M 为 Noether 模.

证明 设 M = Ax1 + · · ·+Axn. 对生成元个数 n 归纳.
(i) 如果 n = 1, 则 M ' A/I, 由 A 为 Noether 环得到 A 和 I 均为 Noether A-模, 从
而 A/I 也为 Noether A-模.

(ii) 设 n ≥ 2. 令 M1 = Ax1, 则由 n = 1 的情形知 M1 为 Noether 模. 由于商模
M/M1 = Ax̄2 + · · · + Ax̄n 可由 n − 1 个元素生成, 由归纳假设知 M/M1 为
Noether 模. 从而由命题 2.4.2 得到 M 为 Noether 模.

如果 A-模 M 没有非平凡子模, 即 M 的子模只有 0 和 M , 则我们称 M 为
单模. M 的一个子模链 M = M0 % M1 % · · · % Mn = 0 的长度为 n, 它的一
个加细是指在某些 Mi 和 Mi+1 之间再插入一些子模得到的 M 的子模链, 即形如
M = M ′0 % M ′1 % · · · % M ′m = 0, 并且存在 0 ≤ i0 < i1 < · · · < in ≤ m, 使得
∀ 0 ≤ j ≤ n, M ′ij =Mj 的 M 的子模链. M 的子模链 M =M0 %M1 % · · · %Mn = 0

称为一个合成列, 如果该子模链不能进一步加细. 下面的定理说明, 合成列如果存在, 则
有某种唯一性.

定理 2.4.1 (Jordan-Hölder定理) 设 A-模 M 存在长度为 n 的合成列, 则
(i) M 的任意子模链均可加细为一个合成列.
(ii) M 的任意两个合成列的长度都相等.
(iii) 设 M =M0 %M1 % · · · %Mn = 0 和 M = N0 % N1 % · · · % Nn = 0 为 M 的两

个合成列, 则以下两个带重数的集合 (因子集) 相等:

{
Mi/Mi+1 | i = 0, . . . , n− 1

}
=

{
Ni/Ni+1 | i = 0, . . . , n− 1

}
.
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证明 首先注意到由于因子集中的元素个数 (计重数) 等于合成列的长度, 故两个合成
列的因子集相同能推出长度相等. 设 M = M0 % M1 % · · · % Mn = 0 为 M 的一个合
成列, 设 M = N0 % N1 % · · · % Nm = 0 为 M 的一个子模列. 我们只需通过对 n 归
纳, 证明 M = N0 % N1 % · · · % Nm = 0 可以加细为一个合成列, 并且该合成列的因子
集与 M =M0 %M1 % · · · %Mn = 0 的因子集相同. 用图表表示如下:

M0 =M = N0

M1 N1

Mn−1 Nm−1

Mn = 0 = Nm

如果 n = 1, 则 M 为单模, 从而 m = 1, N1 = 0, 此时要证的结论成立.

下面设 n ≥ 2. 考虑 Nm−1 与合成列 M =M0 %M1 % · · · %Mn = 0 的交:

Nm−1 = Nm−1 ∩M0 ⊃ Nm−1 ∩M1 ⊃ · · · ⊃ Nm−1 ∩Mn = 0.

由于对每个 i = 0, . . . , n − 1, 自然的同态 Nm−1∩Mi

Nm−1∩Mi+1
−→ Mi

Mi+1
为单同态, 并且 Mi

Mi+1

为单模, 从而知 Nm−1∩Mi

Nm−1∩Mi+1
= 0 或 Nm−1∩Mi

Nm−1∩Mi+1

∼−→ Mi

Mi+1
为同构.

设 j 为最大的非负整数, 使得 Nm−1 ∩Mj = Nm−1. 则 0 ≤ j < n, 并且有

Nm−1 = Nm−1 ∩M0 = · · · = Nm−1 ∩Mj % Nm−1 ∩Mj+1,

以及 Nm−1

Nm−1∩Mj+1
=

Nm−1∩Mj

Nm−1∩Mj+1

∼−→ Mj

Mj+1
为同构. 从而 Nm−1 +Mj+1 = Mj , 并由此
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又得到同构 Mj+1

Nm−1∩Mj+1

∼−→ Mj

Nm−1
. 用图表表示如下:

M0

Mj

Mj+1 Nm−1

Mj+1 ∩Nm−1

Mj+2 ∩Nm−1

Mn ∩Nm−1 = 0

¬

¬

­

­

其中两条蓝线¬代表的商同构, 两条红线­代表的商也同构.

由于 Mj+1 存在长度为 n − j − 1 < n 的合成列 Mj+1 % Mj+2 % · · · % Mn = 0,
由归纳假设知 Mj+1 的子模列

Mj+1 ⊃Mj+1 ∩Nm−1 ⊃Mj+2 ∩Nm−1 ⊃ · · · ⊃Mn ∩Nm = 0

可以加细为长度 n− j − 1 的合成列. 由于

Mj+1 ∩Nm−1 ⊃Mj+2 ∩Nm−1 ⊃ · · · ⊃Mn ∩Nm = 0

删掉重复项之后已经是合成列,故Mj+1 ⊃Mj+1∩Nm−1 可加细为长度不超过 n−j−1

的合成列. 从而 Mj ⊃ Nm−1 也可加细为长度不超过 n− j − 1 的合成列. 该合成列与
M =M0 %M1 % · · · %Mj 合并, 给出 M ⊃ Nm−1 的长度不超过 n− j− 1+ j = n− 1

的加细合成列. 从而对 M/Nm−1 应用归纳假设, 得到 M = N0 ⊃ N1 ⊃ · · · ⊃ Nm−1 可
加细为具有同样因子集 (计重数) 的合成列.

注意到 Nm−1 的如下子模链

Nm−1 ⊃Mj+1 ∩Nm−1 ⊃Mj+2 ∩Nm−1 ⊃ · · · ⊃Mn ∩Nm = 0

在删掉重复项之后是一个合成列. 这个合成列与上面 M = N0 ⊃ N1 ⊃ · · · ⊃ Nm−1 加
细得到的合成列给出了 M = N0 % N1 % · · · % Nm = 0 加细而得的合成列. 从上面的
构造过程, 不难看到其因子集 (计重数) 与合成列 M =M0 %M1 % · · · %Mn = 0 的因
子集 (计重数) 相同. 这样就完成了归纳过程, 从而定理得证.
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我们称 A-模 M 为有限长度的, 如果 M 存在有限长的合成列. 由 Jordan-Hölder
定理, 有限长度模 M 的任一子模列均可加细为合成列, 且这些合成列的长度均相同, 我
们称这些合成列的长度为 M 的长度, 记为 `A(M), 或者 (在 A 明确的情况下) `(M).

命题 2.4.4 设 A-模 M 是有限长度的, 则 M 的任一子模 N 及商模 M/N 也是有限长
度的, 并且 `(M) = `(N) + `(M/N).

证明 任取M/N 的子模列,并将其等同到M 的包含 N 的子模列. 这与任意 N 的子模
列合并为 M 的一个子模列. 再由 Jordan-Hölder 定理即知这个 M 的子模列可以加细
为有限长度的合成列. 由此知 N 和M/N 的长度有限,并且 `(M) = `(N)+`(M/N).

例 2.4.1 域 k 上的单模恰为一维线性空间. 从而 k-线性空间 V 作为 k-模是有限长度
的等价于 V 是有限维线性空间, 并且此时 `k(V ) = dimk V .
由于 Z 存在无限长的子模列 Z % 2Z % 4Z % 8Z % . . . , 故 Z 作为 Z-模不是有限

长度的. 另一方面, 对素数 p, 可以看到 Z/pZ 为单的 Z-模, 故 `(Z/pZ) = 1. 一般地, 对
n ≥ 0, Z/pnZ 有以下合成列

Z/pnZ % pZ/pnZ % p2Z/pnZ % · · · % pnZ/pnZ = 0.

故 `(Z/pnZ) = n.
设 m 为任意正整数, m = pa11 . . . pakk 为其素因子分解. 由中国剩余定理, 命

题 2.4.4及上面的讨论, 不难看到 `(Z/mZ) =
∑k
i=1 ai.

关于有限长度模, 以下命题给出了常用的一大类例子和长度计算方法.

命题 2.4.5 设 M 为 Noether 局部环 (A,m, k) 上的有限模. 并且存在 a ≥ 1, 使得
maM = 0. 则 M 的长度有限, 并且

`A(M) =

∞∑
i=0

dimk(m
iM/mi+1M).

注意当 i ≥ a 时, miM/mi+1M = 0, 故上述和式为有限和.

证明 考虑 M 的子模列 M = m0M ⊃ mM ⊃ m2M ⊃ · · · ⊃ maM = 0. 由命题 2.4.4
知 `A(M) =

∑a
i=0 `A(m

iM/mi+1M). 由于 m 零化 miM/mi+1M , 故 miM/mi+1M

的 A-子模等同于 miM/mi+1M 作为 k-线性空间的子空间. 再由 M 的 Noether 性知
miM/mi+1M 为有限维 k-线性空间, 从而 `A(m

iM/mi+1M) = dimk(m
iM/mi+1M).

命题得证.
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2.5 层的观点

设 M 为 A-模. 记 B 为所有主开集形成的 SpecA 的开集基. 与环的情形类
似, 我们定义 SpecA 上的如下 B-预层 M̃ : 对主开集 D(f), 令 M̃(D(f)) = Mf , 对
D(g) ⊂ D(f), 令限制同态 ρD(f),D(g) 为唯一的使下图交换的 A-模同态 (其存在唯一性
由局部化的万有性质2.1.4保证):

M

Mf Mg

ρD(f),D(g)

由唯一性可以验证限制同态的相容性, 从而得到预层 M̃ . 利用1.4.2 节的记号, 不难看
到当 M = A 时, 我们有 Ã = OSpecA.

命题 2.5.1 M̃ 是 B-层.

证明 与环的情形一样. 只需在命题 1.4.4的证明中适当地将 A 替换为 M 即可.

与环的情形类似, 我们可以描述 M̃ 在每个点的茎.

命题 2.5.2 对任意 P ∈ SpecA, 有 M̃P 'MP

证明 直接验证即可.

命题 2.5.3 设 M 为 A-模. 设 SpecA =
{
P1, . . . , Pk

}
为有限点集, 并且每个 Pi 均为

闭点. 则有 A-模同构 M 'MP1
⊕ · · · ⊕MPk

.

证明 与命题 1.4.7 的证明类似.

下面讨论 M̃ 的支集. 为此, 我们先引入层的支集和模的零化理想的概念.

定义 2.5.1 设 F 为拓扑空间 X 上的一个 B-层. 称以下集合

Supp(F) :=
{
x ∈ X | Fx 6= 0

}
为 F 的支集.

设 M 为 A-模. 由 M̃ 茎的描述, 可以看到 Supp(M̃) 与集合
{
P ∈ SpecA |

MP 6= 0
}
相同. 我们也将 Supp(M̃) 记为 SuppA(M), 在 A 明确的情况下也直接记为

Supp(M).
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定义 2.5.2 设 M 为 A-模. 对于 x ∈M , 称以下理想

annA(x) :=
{
a ∈ A | ax = 0

}
为 x 的零化理想. 称 annA(M) :=

{
a ∈ A | ax = 0, ∀ x ∈M

}
为 M 的零化理想. 在环

A 明确的情况下, 我们也将 annA(x) 和 annA(M) 分别记为 ann(x) 和 ann(M).

下面的命题说明, 取零化理想和局部化操作是交换的.

命题 2.5.4 设 M 为 A-模, x ∈M . 设 S 为 A 的乘法子集. 则

annAS
(x) = (annA(x))S , annAS

(MS) = (annA(M))S .

证明 直接验证即可.

命题 2.5.5 设 M 为有限 A-模. 则 Supp(M) = V (ann(M)).

证明 设 x1, · · · , xn 为 M 的生成元. 则对任意 P ∈ SpecA, 有

MP = 0 ⇐⇒ ∃ s ∈ A \ P, ∀ i, sxi = 0 ⇐⇒ ann(M) * P.

由此得到 Supp(M) = V (ann(M)).

习题

1. 设 A 为环.
(i) 设 P ∈ Mm×n(A) 为 A 上的 m × n 矩阵, 并且 m < n. 证明存在非零列向量

x = (a1, . . . , an)
t ∈ An, 使得 Px = 0.

(ii) 设 M 为 A-模. 设 e1, . . . , en 为 M 的一组生成元. 证明 M 中任意 n + 1 个元素必线
性相关.

(iii) 设 M 为有限 A-模, 且为自由模. 证明 M 的任意一组基的元素个数有限, 即 M 为秩有
限的自由模.

2. 计算下列有限 Abel 群:

(i) Z
6Z

⊗Z
Z
9Z

.

(ii) HomZ(
Z
6Z
,
Z
9Z

).

3. 设以下两个复形均为 A-模短正合列:

0 −→ K
i−→M

f−→M ′ −→ 0

0 −→ L
j−→ N

g−→ N ′ −→ 0
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证明: M ′ ⊗A N ′ ' (M ⊗A N)/T , 其中 T = (i⊗ 1)(K ⊗A N) + (1⊗ j)(M ⊗ L).

4. 设 A 为 Noether 环, M 为有限 A-模. 证明 M 同构于两个有限秩的自由模之间同态的余核.

5. 设 A 为环, M 为 A-模, 并且 ∀ P ∈ SpecA, 局部化 MP 均为有限 AP -模.
(i) 是否可以得到 M 为有限 A-模?

(ii) 如果进一步假设 ∀ P ∈ SpecA, 局部化 MP 均为秩 1 的自由 AP -模, 是否可以得到 M

为有限 A-模?

6. 设 A 为环, M 为 A-模. 设 SpecA =
⋃
i∈I

D(fi) 为主开集的开覆盖, 使得每个 Mfi 均为有限

Afi -模. 证明 M 为有限 A-模.

7. (Frobenius 同态) 设 A 为 Fp-代数, 映射 FA : A −→ A, a 7−→ ap 称为 A 的 Frobenius 映射.
(i) 证明 FA 为环同态. 我们也称其为 Frobenius 同态.

(ii) 证明 F ∗
A : SpecA −→ SpecA 为恒等映射.

(iii) 以下设 ϕ : A −→ B 为环同态. 证明有如下交换图表

B B

A A

φ φ

FB

FA

(iv) 令 B(p) = A ⊗A B 为张量积, 其中 A −→ A 为 Frobenius 同态 FA. 证明有如下环同
态的交换图表

B

B(p) B

A A

φ
φ

FB

FA

i2

i1

FB/A

其中 A-代数同态 FB/A : B(p) −→ B 称为相对 Frobenius 同态.
(v) 证明 FB/A ◦ i2 = FB , 以及 i2 ◦ FB/A = FB(p) .

(vi) 证明 FB/A 诱导的素谱空间映射 F ∗
B/A : SpecB −→ SpecB(p) 为同胚.
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习题提示

7. (v): 考虑如下交换图表

B(p) B B(p) B

A A A A

i2 FB/A i2

FAidFA

i1 φ i1 φ

FB
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3.1 行列式技巧

对于交换环上的矩阵, 很多在域上熟知的构造和运算仍然成立, 如伴随方阵, 行列
式的常见性质等. 我们可以借用一些矩阵技巧得到环上有限生成模的结论.

定理 3.1.1 (Cayley-Hamilton定理) 设 M 为环 A 上的有限模, e1, . . . , en 为一组生成
元. 设 ϕ :M →M 为 M 的一个 A-模自同态. 设 P ∈Mn(A) 为 A 上的 n 阶方阵, 使
得 ϕ(e1, . . . , en)

t = P (e1, . . . , en)
t. 则有如下 M 的自同态的等式成立:

det(ϕIn − P ) = 0.

其中 (e1, . . . , en)
t 代表行向量 (e1, . . . , en) 作转置得到的列向量.

证明 在等式 (ϕIn−P )(e1, . . . , en)t = 0 两边乘以 ϕIn−P 的伴随方阵 (ϕIn−P )∗, 得
到

det(ϕIn − P )(e1, . . . , en)t = (ϕIn − P )∗(ϕIn − P )(e1, . . . , en)t = 0.

由 e1, . . . , en 为 M 的生成元, 知作为 M 的自同态有 det(ϕIn − P ) = 0.

我们将上面证明 Cayley-Hamilton 定理的推理方法称为行列式技巧, 其核心为交
换环上的方阵等式 (detP )In = P ∗P . 下面讨论行列式技巧的更多应用.

命题 3.1.1 设 A 为环, M 为有限 A-模. 设 ϕ :M →M 为 M 的自同态. 如果 ϕ 为满
同态, 则 ϕ 为同构.
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证明 设 e1, . . . , en 为 M 的一组生成元. 由 ϕ 为满同态知存在 A 上的 n 阶方阵
P , 使得 (e1, . . . , en)

t = Pϕ(e1, . . . , en)
t. 在等式 (In − Pϕ)(e1, . . . , en)t 两边同时乘

以 (In − ϕP )∗, 得到 det(In − ϕP )(e1, . . . , en)t = 0. 将行列式展开, 则得到 A 中的元
a1, . . . , an, 使得 1 + a1ϕ+ a2ϕ

2 + · · ·+ anϕ
n = 0 作为 M 的自同态成立. 由此不难看

到 ϕ 为单同态. 从而 ϕ 为同构.

另一个行列式技巧的重要应用是如下的 Nakayama 引理.

引理 3.1.1 (Nakayama引理) 设 (A,m) 为局部环, M 为有限 A-模. 如果 M = mM ,
则 M = 0.

证明 取 M 的一组生成元 e1, . . . , en. 由 M = mM 知存在 A 上的 n 阶方阵 P , 使
得 P 的每个元素均在 m 中, 并且 (e1, . . . , en)

t = P (e1, . . . , en)
t. 利用行列式技巧, 得

到 det(In − P )ei = 0, ∀ i = 1, . . . , n. 由 det(In − P ) ∈ 1 +m 和 (A,m) 为局部环知
det(In − P ) ∈ A∗. 从而 ei = 0, ∀ i = 1, . . . , n. 这样就得到 M = 0

设 k = A/m 为剩余类域. 由于 M/mM = M ⊗A k, Nakayama 引理也等价于说
M ⊗A k = 0 =⇒ M = 0.

推论 3.1.1 设 (A,m) 为局部环, M 为有限 A-模. 设 N 为 M 的子模, 并且满足
M = mM +N . 则 M = N .

证明 对商模 M/N 应用 Nakayama 引理即可.

推论 3.1.2 设 (A,m, k)为局部环, M 为有限 A-模. 设 x1, . . . , xn ∈M ,使得 x̄1, . . . , x̄n

为 k-线性空间 M ⊗A k =M/mM 的生成元. 则 x1, . . . , xn 为 M 的一组生成元.

证明 令 N = Ax1 + · · ·+Axn, 则 M = mM +N . 从而由推论 3.1.1 即得

M = Ax1 + · · ·+Axn.

由该推论, 为了找 M 的生成元, 我们只需找 k-线性空间 M/mM 的一组生成元,
再提升到 M 中即可.

定义 3.1.1 设 (A,m, k) 为局部环, M 为有限 A-模. M 的一组元素 x1, . . . , xn 称为一
组极小生成元, 如果 x̄1, . . . , x̄n 为 k-线性空间 M/mM 的一组基.

由推论 3.1.2不难看到, 一组元素是 M 的极小生成元等价于其是包含最少元素的生
成元.

例 3.1.1 设 p 为素数, 则 Z 在 (p) 处的局部化 Z(p) 为局部环. 令 F = Z(p)e1 ⊕ Z(p)e2

是秩为 2 的自由 Z(p)-模. 令 N = Z(p)(pe1 + pe2) 为 F 的子模, M := F/N 为商模. 则
ē1, ē2 为 M 的极小生成元, 但是 M 并不是自由模.
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3.2 素避引理

在后面的讨论中, 我们经常需要找到一个理想 I 中的元素, 使其同时不在一些素理
想 Pi 中. 下面的引理说明, 为了证明这样的元素存在, 只需要 I 不包含在每一个 Pi 中.

引理 3.2.1 (素避引理) 设 A 为环, I, P1, . . . , Pr 为 A 的理想, 并且 P3, . . . , Pr 为素理

想. 如果 ∀ i = 1, . . . , r, 均有 I * Pi, 那么 I *
r⋃
i=1

Pi.

证明 对 r 归纳. r = 1 的情形是平凡的. 当 r = 2 时, 由 I * Pi, 我们可以找到
ai ∈ I \ Pi, i = 1, 2. 如果 a1 /∈ P2, 则令 a = a1, 如果 a2 /∈ P1, 则令 a = a2, 如果
a1 ∈ P2 且 a2 ∈ P1, 则取 a = a1 + a2. 无论在那种情况, 均有 a ∈ I 且 a /∈ P1

⋃
P2. 故

I * P1

⋃
P2.

假设 r ≥ 3. 不妨假设这些 Pi 之间没有包含关系. 由归纳假设, 存在 a ∈ I, 使得

a /∈
r−1⋃
i=1

Pi. 如果 a /∈ Pr, 则结论得证. 假设 a ∈ Pr. 由 Pi * Pr, i = 1, . . . , r − 1, 以

及 I * Pr, 知 IP1 . . . Pr−1 * Pr. 故可以找到 b ∈ IP1 . . . Pr−1, 使得 b /∈ Pr. 不难验证
a+ b ∈ I \ (

r⋃
i=1

Pi). 从而结论得证.

3.3 Artin-Rees引理与完备化

引理 3.3.1 (Artin-Rees引理) 设 A 为 Noether 环, M 为有限 A-模. 设 I 为 A 的
理想, N 为 M 的子模. 则存在正整数 c ≥ 1, 使得对任意 i ≥ c, 均有 IiM

⋂
N =

Ii−c(IcM
⋂
N).

证明 设 a1, . . . , an 为 I 的生成元, e1, . . . , em 为 M 的生成元. 考虑如下集合

K :=
{
(f1, . . . , fm) ∈ A[x1, . . . , xn]m | f1, . . . , fn 为同次数的齐次多项式, 且∑m

q=1 fq(a1, . . . , an)eq ∈ N
}

.

将A[x1, . . . , xn]
m看作秩为m的自由A[x1, . . . , xn]-模,令 K̃为K生成的A[x1, . . . , xn]

m

的子模. 由 Hilbert 基定理, A[x1, . . . , xn] 为 Noether 环, 故 A[x1, . . . , xn]
m 为 Noether

A[x1, . . . , xn]-模. 从而 K̃ 为有限 A[x1, . . . , xn]-模. 设 k1, . . . , kr ∈ K 为 K̃ 的生
成元, 并且 kp = (fp1, . . . , fpm), p = 1, . . . , r. 设 x ∈ IiM

⋂
N , 则存在 i 次齐

次多项式 g1, . . . , gm ∈ A[x1, . . . , xn], 使得 x =
∑m
q=1 gq(a1, . . . , an)eq. 这样得到

(g1, . . . , gm) ∈ K̃. 令 c 为 deg fpq (1 ≤ p ≤ r, 1 ≤ q ≤ m) 的最大值. 则当 i ≥ c 时, 不
难看到存在齐次多项式 h1, . . . , hr ∈ A[x1, . . . , xn], 使得 (g1, . . . , gm) =

∑r
p=1 hpkp, 并

且 deghp = i− deg kp ≥ i− c. 这里 deg kp 是指 kp 的任一分量的次数. 再由 x 的表达
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式即知

x =

m∑
q=1

gq(a1, . . . , an)eq =

r∑
p=1

hp(a1, . . . , an)(

m∑
q=1

fpq(a1, . . . , an)eq) ∈ Ii−c(IcM
⋂
N).

作为推论, 有下面的定理.

定理 3.3.1 (Krull交集定理) 设 (A,m) 为 Noether 局部环, 设 M 为有限 A-模. 则⋂
i≥0m

iM = 0.

证明 令 N =
⋂
i≥0m

iM . 由 Artin-Rees 引理, 存在 c ≥ 0, 使得对任意 i ≥ c, 均有
miM

⋂
N = mi−c(mcM

⋂
N). 取 i = c+ 1, 即得

N = mc+1M
⋂
N = m(mcM

⋂
N) = mN.

再由 Nakayama 引理即得 N = 0.

设 A 为环, 对 n ≥ 1, ϕn :Mn →Mn−1 为 A-模同态. 如下集合

lim←−
n

Mn :=
{
(· · · , x1, x0) ∈

∞∏
n=0

Mn | ϕn(xn) = xn−1, ∀ n ≥ 1
}

显然为乘积模
∏∞
n=0Mn 的子模. 我们称 lim←−

n

Mn 为这一族模 Mn 在同态 ϕn 下的逆极

限, 或称为 投射极限.

如果 I 为环 A 的理想, M 为 A-模. 则商模 Mn := M/In+1M 之间有自然的商同
态 M/In+1M → M/InM , n ≥ 0. 这样得到的逆极限 lim←−

n

M/In+1M 称为 M 在理想

I 处的完备化, 记为 M̂ .

注意到
∏∞
n=0A/I

n+1 为环, 容易验证其子集 Â 为子环. 这样我们总是将 Â 看作
环. A 到 Â 有一个自然的环同态 a 7→ (an), 其中 an = a, ∀ n ≥ 0. 另一方面, 对
(an) ∈ Â, 对 (xn) ∈ M̂ , 通过令 (an) · (xn) := (anxn), 我们看到 M̂ 为 Â-模. 通过自然
同态 A → Â 将 M̂ 看作 A-模, 则 x 7→ (xi), xi = x 是一个 A-模同态 M → M̂ . 我们
一般将 x ∈ M 在 M̂ 中的像仍记作 x. 设 f : M → N 为 A-模同态, 则 f̂ : M̂ → N̂ ,
(xn) 7→ (f(xn)) 为 Â-模同态. 这样, 在 I 处作完备化是一个从 A-模范畴到 Â-模范畴
的一个函子. 我们会证明在一些条件下这个函子是正合的.
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例 3.3.1 设 A = C[x], I = (x). 则容易看到有环同构:

CJxK ∼−→ Â = lim←−
n

C[x]/(xn+1)

∞∑
i=0

cix
i 7−→ (

n∑
i=0

cix
i)

受上面例子的启发, 对于一族元素 ai ∈ Ii, i ≥ 0, 我们用无穷和
∑∞
i=0 ai 代表

Â = lim←−
n

A/In+1 中的元素 (bn), 其中 bn =
∑n
i=0 ai, ∀ n ≥ 0. 不难看到, Â 中的每个元

素均可以表示为这样的无穷和. 类似地, 对 A-模 M , 对一组元素 xi ∈ IiM , 我们用无
穷和

∑∞
i=0 xi 代表 M̂ = lim←−

n

M/In+1M 中的元素 (bn), 其中 bn =
∑n
i=0 xi, ∀ n ≥ 0.

同样地, M̂ 中的元素均可表示为这样的无穷和.
本节剩下的命题中, 如不特别说明, 对于环 A 上的模, 完备化指在某一个固定理想

I 处的完备化, 如果 A 为局部环, 则默认完备化为在 A 的唯一极大理想处的完备化.

命题 3.3.1 设 e1, . . . , en 为 A-模 M 的一组生成元, 则 e1, . . . , en 也为 Â-模 M̂ 的生
成元.

证明 设 x ∈ M̂ , 则存在 xi ∈ IiM , 使得 x =
∑∞
i=0 xi. 对每个 i, 又可找到 aij ∈ Ii, 使

得 xi =
∑n
j=1 aijej . 这样得到 x =

∑∞
i=0 xi =

∑∞
i=0

∑n
j=1 aijej =

∑n
j=1(

∑∞
i=0 aij)ej .

对每个 j, 令 aj =
∑∞
i=0 aij ∈ Â 即得 x =

∑n
j=1 ajej .

命题 3.3.2 设 ϕ :M → N 为有限 A-模的满同态, 则 ϕ̂ : M̂ → N̂ 为 Â-模的满同态.

证明 设 e1, . . . , en 为 M 的生成元, 则由 ϕ 为满同态知 ϕ(e1), . . . , ϕ(en) 为 N 的生成
元. 从而由命题 3.3.1知 e1, . . . , en 生成 M̂ , ϕ̂(e1), . . . , ϕ̂(en)生成 N̂ . 故 ϕ̂为满同态.

命题 3.3.3 (完备化的正合性) 设 A为 Noether环. 设 0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0

为有限 A-模的短正合列, 则 0 −→ M̂1 −→ M̂2 −→ M̂3 −→ 0 为有限 Â-模的短正合列.
用函子语言, 这等价于说完备化是从有限 A-模范畴到有限 Â-模范畴的一个正合函子.

证明 由命题 3.3.1 知完备化将有限 A-模变为有限 Â-模. 由 0 −→ M1 −→ M2 −→
M3 −→ 0 为短正合列, 知 M3 'M2/M1, 从而对任意 i ≥ 1, 有

M3

IiM3
' M2/M1

Ii(M2/M1)
' M2

IiM2 +M1
' M2/I

iM2

M1/(IiM2 ∩M1)
.

这样得到短正合列 0 −→M1/(I
iM2 ∩M1) −→M2/I

iM2 −→M3/I
iM3 −→ 0. 由此可

以直接验证有逆极限的左正合列

0 −→ lim←−
i

M1/(I
i+1M2 ∩M1) −→ lim←−

i

M2/I
i+1M2 −→ lim←−

i

M3/I
i+1M3.
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由下面的引理 3.3.2,自然的模同态M1/I
i+1M1 →M1/(I

i+1M2∩M1)诱导逆极限的同
构 lim←−

i

M1/I
i+1M1

∼→ lim←−
i

M1/(I
i+1M2 ∩M1). 从而有左正合列 0 −→ M̂1 −→ M̂2 −→

M̂3. 根据命题 3.3.2, M̂2 → M̂3 为满同态. 故 0 −→ M̂1 −→ M̂2 −→ M̂3 −→ 0 为短正
合列.

引理 3.3.2 设 A 为 Noether 环, I 为 A 的理想, M2 为有限 A-模, M1 为 M2 的子模.
则自然的模同态 M1/I

i+1M1 →M1/(I
i+1M2 ∩M1) 诱导逆极限的同构

lim←−
i

M1/I
i+1M1

∼→ lim←−
i

M1/(I
i+1M2 ∩M1).

证明 记 ϕ : lim←−
i

M1/I
i+1M1 −→ lim←−

i

M1/(I
i+1M2 ∩M1) 为诱导的逆极限之间的同态.

由 Artin-Rees 引理, 存在 c ≥ 0, 使得对任意 i ≥ c, 均有

Ii+1M2 ∩M1 = Ii−c+1(IcM2 ∩M1).

先证 ϕ 为单同态. 设 (xi) ∈ Kerϕ. 则对任意 i ≥ 0, xi ∈ Ii+1M2 ∩M1. 特别
地, xi+c ∈ Ii+c+1M2 ∩M1 = Ii+1(IcM2 ∩M1) ⊂ Ii+1M1. 由 xi 之间的相容性知
xi = xi+c = 0 ∈M1/I

i+1M1. 这就证明了 Kerϕ = 0.
再证 ϕ 为满同态. 任取 (yi) ∈ lim←−

i

M1/(I
i+1M2 ∩ M1). 对任意 i, 取定 zi ∈

M1/I
i+1M1 为 yi 在满同态 M1/I

i+1M1 → M1/(I
i+1M2 ∩M1) 下的一个原像. 由 yi

的相容性可以看到, 对任意 d ≥ 0, zi+c 和 zi+c+d 在 M1/I
i+1M1 中的像相同. 这样, 对

每个 i ≥ 0, 令 xi := zi+c ∈M1/I
i+1M1, 即可验证 (xi) ∈ lim←−

i

M1/I
i+1M1, 并且 (xi) 在

ϕ 下的像即为 (yi).

命题 3.3.4 设 A 为 Noether 环, M 为有限 A-模. 则有 Â-模同构 M̂ 'M ⊗A Â.

证明 对每个 A-模 M 均有 Â-模同态 M ⊗A Â→ M̂ , x⊗ (ai) 7→ (aix).
由条件知存在右正合列 An −→ Am −→ M −→ 0. 分别对其作用张量积函子

· ⊗A Â 和完备化函子, 得到如下右正合列的交换图:

An ⊗A Â Am ⊗A Â M ⊗A Â 0

Ân Âm M̂ 0

φ1 φ2 φ3

不难看到 ϕ1 和 ϕ2 均为自由 Â-模之间的同构, 从而 ϕ3 也为同构.

命题 3.3.5 设 A 为 Noether 环, Â 为 A 在理想 I 处的完备化. 设 J 为 A 的理想, 则
Ĵ = JÂ. 这里通过自然的单同态, 我们将 Ĵ 看作 Â 的理想.
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证明 由完备化的正合性知 Ĵ ↪→ Â 为单同态, 从而可将 Ĵ 看作 Â 的理想. 由命
题 3.3.1 知 J 的生成元 a1, . . . , an 也为 Ĵ 的生成元. 从而 Ĵ = JÂ.

命题 3.3.6 设 A 为 Noether 环, 则 Â 也是 Noether 环.

证明 设 Â 为 A 在理想 I 处的完备化. 设 a1, . . . , an 为 I 的生成元. 考虑如下映射:

ϕ : AJx1, . . . , xnK −→ Â

∞∑
i=0

fi 7−→
∞∑
i=0

fi(a1, . . . , an)

这里 fi ∈ A[x1, . . . , xn] 为 i 次齐次多项式. 容易看到 ϕ 为满的环同态. 从而由
AJx1, . . . , xnK 为 Noether 环知 Â 为 Noether 环.

命题 3.3.7 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, 则 (Â,mÂ, k) 也为 Noether 局部环.

证明 Â 的 Noether 性前面已证. 任取 a ∈ mÂ, 则 (1− a)−1 :=
∑∞
i=0 a

i 为 Â 中良好
定义的元素, 并且 (1 − a)(1 − a)−1 = 1. 故对任意 a ∈ mÂ, 1 − a 均为 A 中的乘法可
逆元. 从而知 mÂ 包含在 A 的任一极大理想中. 又由于 Â/m̂ = Â/m = A/m = k 为
域, 并且 m̂ = mÂ, 即知 mÂ 为 Â 的唯一极大理想.

例 3.3.2 设 p 为素数, 整数环 Z 在 (p) 处的完备化记为 Zp, 称为 p-进整数环. 回忆
Z 在 (p) 处的局部化记为 Z(p). 由于对每个 i ≥ 1, 有同构 Z/(pi) ' Z(p)/(p

i), 从而
Zp ' Ẑ(p). 这样 Zp 为 Noether 局部环, 并且其极大理想为 pZp, 剩余类域为 Fp.

练习 3.3.1 证明 Zp 为整环.

3.4 伴随素理想

伴随素理想是极小素理想的一种推广, 其在研究 Noether 环上的有限模时起着重
要的作用.

定义 3.4.1 设 A 为环, M 为 A-模. A 的素理想 P 称为 M 的一个伴随素理想, 如果存
在 x ∈M , 使得 P = ann(x). M 的所有伴随素理想的集合记为 AssA(M) 或 Ass(M).

环 A 的伴随素理想是指 A 作为 A-模的伴随素理想. 环 A 的所有伴随素理想形成
的集合记为 Ass(A).

由定义, 一个素理想 P 为伴随素理想等价于存在一个 A-模的单同态 A/P ↪→M .
下面的命题给出了伴随素理想的存在性.

命题 3.4.1 设 A 为 Noether 环, M 为非零 A-模. 则集合
{

ann(x) | x ∈ M,x 6= 0
}
的

每个极大元均为 M 的伴随素理想. 特别地, Ass(M) 6= ∅.
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证明 注意到集合
{

ann(x) | x ∈M,x 6= 0
}
非空. 由 A 的 Noether 性知该集合存在极

大元. 设 I = ann(x) 为一个极大元. 只需证明 I 为素理想. 设 a, b ∈ A 且 ab ∈ I. 则
abx = 0. 设 b /∈ I, 则 bx 6= 0, 并且 a ∈ ann(bx). 而 I ⊂ ann(bx) ( A. 从而由 I 的极
大性知 I = ann(bx), 这样得到 a ∈ I. 由此证明了 I 为素理想.

对 A-模M ,我们称 a ∈ A为M 的一个零因子,如果存在 0 6= x ∈M ,使得 ax = 0.

推论 3.4.1 设 A 为 Noether 环, M 为非零 A-模. 则
⋃

P∈Ass(M)

P 恰为 M 的所有零因

子形成的集合.

证明 这是命题 3.4.1 的直接推论.

对 A-模 M , 一个元素 a ∈ A 称为 M -正则元, 如果乘 a 映射 M →M , x 7→ ax 为
单同态. 由推论 3.4.1, 在 A 为 Noether 环时, a 为 M -正则元等价于 a 不包含在任一伴
随素理想中. 后面我们经常利用这个结论来找 M -正则元.

下面分析伴随素理想的有限性.

命题 3.4.2 设 A 为环, 0 −→ M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0 为 A-模短正合列. 则
Ass(M2) ⊂ Ass(M1)

⋃
Ass(M3).

证明 设 P = ann(x) ∈ Ass(M2). 则 A/P ' Ax ⊂ M2. 如果 Ax
⋂
M1 = 0. 则复

合映射 Ax ↪→ M2 → M3 为单同态, 从而 P ∈ Ass(M3). 如果 Ax
⋂
M1 6= 0. 任取

0 6= y ∈ Ax
⋂
M1, 由 Ax ' A/P 且 A/P 作为环是整环, 可以看到 annA(y) = P , 故

P ∈ Ass(M1).

下面的命题说明取伴随素理想是与局部化交换的.

命题 3.4.3 设 A 为 Noether 环, M 为 A-模. 设 S 为 A 的乘法子集. 则 AssAS
(MS) =

AssA(M)
⋂

SpecAS . 这里将 SpecAS 等同到 A 中与 S 交集为空的素理想全体.

证明 设 P ∈ AssAS
(MS), 则存在 x ∈ M , 使得 P = annAS

(x). 设 a1, . . . , ar 为 P 的
生成元, 则对每个 i, 存在 si ∈ S, 使得 siaix = 0. 由此不难看到 P = annA(s1 · · · srx).

设 P ∈ AssA(M)
⋂

SpecAS . 则存在 x ∈M , 使得 P = annA(x), 并且 P
⋂
S = ∅.

利用定义验证即得, 将 P 看作 AS 的素理想, 有 P = annAS
(x). 故 P ∈ AssAS

(MS).

综合利用上面的几个命题, 我们得到以下关于 Noether 环上有限模的伴随素理想
的基本性质.

定理 3.4.1 设 A 为 Noether 环, M 为有限 A-模, 则
(i) 存在 M 的有限长子模列 0 =M0 (M1 ( · · · (Mn =M , 使得 ∀ i = 1, . . . , n, 有

Mi/Mi−1 ' A/Pi, Pi ∈ SpecA.
(ii) Ass(M) 为有限集合.
(iii) Ass(M) ⊂ Supp(M) = V (ann(M)).
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(iv) Ass(M) 的极小元形成的集合与 Supp(M) 的极小元形成的集合相同.

证明 (i): 任取 P1 = ann(x1) ∈ Ass(M), 令 M1 = Ax1, 则 M1 ' A/P1. 如果
M1 6= M , 则取 P2 = ann(x̄2) ∈ Ass(M/M1), 这样得到 A/P2 ' Ax̄2. 由 M/M1 的子
模 Ax̄2 对应到 M 的子模 M2 := Ax2 +M1, 故 M1 ( M2, 且 M2/M1 ' Ax̄2 ' A/P2.
继续操作下去, 我们得到 M 的子模列 M1 ( M2 ( · · · , 由 M 为 Noether 模可知这个
子模列在有限步稳定, 故存在 n 使得 Mn =M .

(ii): 注意到对素理想 P ∈ SpecA, 由 A/P 为整环可知 AssA(A/P ) = {P}. 再由
(i) 和命题 3.4.2 即知 Ass(M) 有限.

(iii): 设 P ∈ Ass(M), 则由伴随素理想和局部化交换 (命题 3.4.3) 知 P ∈
AssAP

(MP ), 特别地, AssAP
(MP ) 非空. 故 MP 6= 0, 即 P ∈ Supp(M).

(iv): 设 P 为 Supp(M) 的极小元, 则 MP 6= 0. 并且由 SuppAP
(MP ) = {PAP } 知

AssAP
(MP ) = {PAP }. 因此 P 为 Ass(M) 的极小元. 再设 P 为 Ass(M) 的极小元.

如果 P 不是 Supp(M) 的极小元, 则存在更小的素理想 Q ( P 使得 MQ 6= 0. 再由伴
随素理想和局部化交换知 AssAQ

(MQ) = AssA(M)
⋂

SpecAQ 6= ∅. 由此可以找到 M

的包含在 Q 中的伴随素理想, 这与 P 的极小性矛盾. 故 P 也为 Supp(M) 的极小元.

在上面的定理中取 M = A, 即得 A 的极小素理想有限的另一个证明 (命题 1.5.4).
现在可以将命题 2.1.5 加强为如下的

命题 3.4.4 设 A 为 Noether 环, M 为有限 A-模. 设 x ∈ M , 则 x = 0 ⇐⇒
∀ P ∈ Ass(M), 均有 x 在 MP 中为 0.

证明 只需证明 ⇐=. 如果在 M 中, x 6= 0, 那么 ann(x) 为 A 的真理想, 从而由命
题 3.4.1, 存在 P ∈ Ass(M) 包含 ann(x). 这与 x 在 MP 中为 0 矛盾. 故在 M 中有
x = 0.

同样地, 在 Noether 整环的情形可以将命题 1.3.13 加强为

命题 3.4.5 设 A 为 Noether 整环, K = Frac(A). 设 x = b
a ∈ K. 如果对商环 A/(a)

的任意伴随素理想 P ∈ Ass(A/(a)), 通过将 P 等同于 A 中包含 (a) 的素理想, 均有
x ∈ AP , 则 x ∈ A.

证明 与命题 1.3.13 的证明思路一样, 考虑理想 I :=
{
s ∈ A | sx ∈ A

}
. 不难看到,

(a) ⊂ I, 并且 I/(a) = annA/(a)(b̄). 如果 I 6= A, 则 I/(a) 为 A/(a) 的真理想, 从而由
命题 3.4.1 知存在 P ∈ Ass(A/(a)), 使得 I/(a) ⊂ P . 另一方面, 通过将 P 等同于 A 中
包含 (a) 的素理想, 由 x ∈ AP 知存在 s ∈ A \ P , 使得 sx ∈ A, 即 s ∈ I. 这样在 A/(a)

中有 s̄ ∈ I/(a), 并且 s̄ /∈ P . 这与 I/(a) ⊂ P 矛盾. 故 I = A, 即得 x ∈ A.
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3.5 应用: 符号幂与准素分解

我们应用前几节的技术 (伴随素理想, 局部化, Artin-Rees 引理) 来讨论 Noether
环中的准素分解.

定义 3.5.1 设 A 为 Noether 环, P ∈ SpecA. 称 A 的理想 I 为 P -准素理想, 如果
AssA(A/I) =

{
P
}

. 这也等价于 I ⊂ P , 并且商环 A/I 恰有一个伴随素理想 P/I.

由定义, 素理想均为准素理想. 对于 Noether 局部环 (A,m), 容易看到对任意正整数
s ≥ 1, 商环 A/ms 只有一个素理想 m, 从而也只有一个伴随素理想, 这样得到 ms 为
A 的准素理想. 对一般的 Noether 环 A, 我们可以通过局部化得到伴随素理想: 取一
个素理想 P ∈ SpecA, 则对正整数 s, 环 AP /P

sAP 只有一个素理想. 考虑自然同态
A → AP /P

sAP , 记 P (s) 为其核, 则有单同态 A/P (s) ↪→ AP /P
sAP , 这样得到 A/P (s)

也只有一个伴随素理想. 由此, 我们得到

定义–命题 3.5.1 设 P 为 Noether 环 A 的素理想. 对正整数 s ≥ 1, P 的 s-次符号幂
P (s) 定义为自然同态 A→ AP /P

sAP 的核. P (s) 为 P -准素理想.

命题 3.5.1 设 A 为 Noether 环, I 为 A 的 P -准素理想. 则有:
(i)
√
I = P .

(ii) 存在 s ≥ 1, 使得 P (s) ⊂ I.

证明 (i): 由于 A/I 的极小素理想均为伴随素理想, 故 P/I 为 A/I 的唯一极小素理
想, 从而

√
I = P .

(ii): 这等价于要证存在 s ≥ 1, 使得 P (s) 在 A/I 中为 0. 由命题 3.4.4 以及
AssA(A/I) = {P}, 只需证明在 (A/I)P = AP /IAP 中 P (s) 为 0. 由定义, P (s) 在 AP

中恰为 (PAP )
s. 由于 P 为 (A/I)P 中的唯一极小素理想, 故存在 s ≥ 1, 使得 P (s) 在

(A/I)P 中为 0.

几何上看, f ∈ P (s) 等价于 f 在 V (P ) 的一个非空开集上零点的阶不小于 s. 由于
A 的所有伴随素理想附近的行为控制着 f 在 A 中是否为零 (命题 3.4.4), 故我们可以
期望下面的性质.

命题 3.5.2 设 A 为 Noether 环, 设 AssA = {P1, . . . , Pm}. 则存在正整数 s ≥ 1, 使得

0 = P
(s)
1

⋂
P

(s)
2

⋂
· · ·

⋂
P (s)
m .

证明 记 Is = P
(s)
1

⋂
P

(s)
2

⋂
· · ·

⋂
P

(s)
m . 我们希望找到 s ≥ 1, 使得 Is 在每个 APi 中均

为 0, 1 ≤ i ≤ m.
首先考虑极小素理想. 不妨设 P1, . . . , Pn (n ≤ m) 为 A 的所有极小素理想. 由于
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APi
(1 ≤ i ≤ n) 为零维 Noether 局部环, 不难看到存在 s1 ≥ 1, 使得 Is1 在每个 APi

(1 ≤ i ≤ n) 中均为 0.
假设 Is1 6= 0. 将 Is1 看作 A-模,则 Supp(Is1) = V (ann(Is1))不包含 P1, . . . , Pn. 并

且 Supp(Is1)的极小元也为 Is1 的伴随素理想,从而也为 A的伴随素理想 (Is1 是 A的子
模). 任取 Supp(Is1)的一个极小元Q,则Q等于某个 Pi, n+1 ≤ i ≤ m. 由极小性,存在
s ≥ 1, 使得在 AQ 中有 QsAQ ⊂ ann(Is1AQ), 这样得到在 AQ 中 QsIs1 = 0. 由 Artin-
Rees 引理 3.3.1, 不难看到对充分大的 s, 在 AQ 中有 Is ⊂ Qs

⋂
Is1 ⊂ Qs−cIs1 = 0. 由

于 Supp(Is1) 的极小元个数有限, 我们可以找到正整数 s2 ≥ s1, 使得对 Supp(Is1) 的每
个极小元 Q, 均有 Is2 在 AQ 中为 0. 这样得到 Supp(Is2) $ Supp(Is1).
继续讨论下去, 如果对任意 s 都有 Is 6= 0, 则我们将得到无限长的递增数列

s1 ≤ s2 ≤ . . . si ≤ si+1 ≤ . . . , 使得 ∀ i, 均有 Supp(Isi+1) $ Supp(Isi). 这与 A 的
Noether 性矛盾！故必有一个正整数 s 使得 Is = 0.

对任意理想 I, 通过考虑 A/I, 我们得到如下准素分解的存在性

定理 3.5.1 设 I 为 Noether 环 A 的理想. 设 Ass(A/I) = {P1, . . . , Pm}. 则存在正整
数 s ≥ 1, 使得

I = P
(s)
1

⋂
P

(s)
2

⋂
· · ·

⋂
P (s)
m .

特别地, I 可写为有限个准素理想的交集, 这称为 I 的一个准素分解.

证明 应用命题 3.5.2 于商环 A/I 即可.

显然 I 的准素分解并不唯一. 为了得到尽可能具有唯一性的分解, 我们对一个准素
分解 I = I1

⋂
· · ·

⋂
Im 做一些修改, 使其长度 m 尽可能小:

• 如果 Ii 是冗余的, 即 I = I1
⋂
. . . Ii−1

⋂
Ii+1

⋂
· · ·

⋂
Im, 则可以将 Ii 去掉.

• 如果 Ii 与 Ij 均为 P -准素理想, 则 Ii
⋂
Ij 也为 P -准素理想 (这可以通过考虑单

同态 A/Ii ∩ Ij ↪→ A/Ii ⊕A/Ij 看出), 从而可以去掉 Ii 和 Ij , 替换为 Ii
⋂
Ij .

我们称一个准素分解 I = I1
⋂
· · ·

⋂
Im 是极小的, 如果其满足:

(1) 每个 Ii 均不是冗余的. 即对每个 i, 均有 I 6= I1
⋂
. . . Ii−1

⋂
Ii+1

⋂
· · ·

⋂
Im.

(2) 素理想
√
I1, . . . ,

√
Im 互不相同.

下面的命题表明, 极小准素分解一定存在, 其具有一定程度的唯一性.

定理 3.5.2 设 I 为 Noether 环 A 的理想. 则
(i) I 一定存在极小的准素分解. 设为 I = I1

⋂
· · ·

⋂
Im.

(ii) Ass(A/I) = {
√
I1, . . . ,

√
Im}.

(iii) 设 Pi :=
√
Ii 为 Ass(A/I) 中的极小元, 那么 Ii = Ker(A → APi

/IAPi
). 特别地,

这样的 Ii 由 I 唯一决定.
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证明 (i): 准素分解的存在性由定理 3.5.1给出. 由上面的讨论, 对准素分解进一步约化
可以得到一个极小准素分解.

(ii): 记 Pi =
√
Ii. 由单同态 A/I ↪→ A/I1 ⊕ · · · ⊕ A/Im 可得 Ass(A/I) ⊂

{P1, . . . , Pm}. 下面说明 P1 ∈ Ass(A/I). 考虑同态 ϕ : A/I → A/I2 ⊕ · · · ⊕ A/Im. 由
I1 的非冗余性知 Kerϕ 6= 0, 并且 Kerϕ ↪→ A/I1 为单同态. 由 {P1} = Ass(A/I1) 得到
{P1} = Ass(Kerϕ) ⊂ Ass(A/I). 由对称性知 ∀ i, 均有 Pi ∈ Ass(A/I).

(iii): 由 Pi 的极小性知对任意 j 6= i, 有 (A/Ij)Pi
= 0. 正合列

0 −→ I −→ A −→ A/I1
⊕
· · ·

⊕
A/Im

在 Pi 处作局部化, 得到正合列 0 −→ IPi −→ APi −→ (A/Ii)Pi . 由此得到 IPi = IiAPi ,
故 Ii ⊂ J := Ker(A → APi/IAPi). 为了得到反包含 J ⊂ Ii, 只需证明 J 在 A/Ii 中为
零. 由 Ass(A/Ii) = {Pi} 以及命题 3.4.4, 又只需证明 J 在局部化 (A/Ii)Pi 中为零. 而
这由 J 的定义和 APi/IAPi = APi/IiAPi 即得.

3.6 整扩张

定义 3.6.1 设 ϕ : A → B 为环同态. 称 b ∈ B 在 A 上整, 如果存在 n ≥ 1, 存在
a0, . . . , an−1 ∈ A, 使得 bn + ϕ(an−1)b

n−1 + · · ·+ ϕ(a1)b+ ϕ(a0) = 0.
称环同态 ϕ : A → B 为整扩张, 或 B 为 A 的整扩张, 如果任意 b ∈ B 均在 A

上整.

注意整扩张不一定为单同态. 另外我们经常省略同态记号 ϕ, 而将上面关于 b 的首一方
程直接记作 bn + an−1b

n−1 + · · ·+ a1b+ a0.

命题 3.6.1 设 A→ B 为环同态, b ∈ B. 则以下几条互相等价:
(i) b 在 A 上整.
(ii) A[b] 为有限 A-模. 其中 A[b] 是指 B 的包含 A 的像以及 b 的最小子环.
(iii) 存在 B 的 A-子代数 C, 使得 b ∈ C, 并且 C 为有限 A-模.

证明 (i) =⇒ (ii): 设 b 满足系数在 A 上的 n 次首一方程, 则容易看到 1, b, . . . , bn−1

为 A[b] 作为 A-模的一组生成元.
(ii) =⇒ (iii): 取 C = A[b] 即可.
(iii) =⇒ (i): 利用行列式技巧. 设 e1, . . . , en 为 C 作为 A-模的一组生成元. 任取

c ∈ C, 考虑乘 c 映射的矩阵表示, 得到 A 上的 n× n 方阵 P ∈Mn(A), 使得

c(e1, . . . , en)
t = P (e1, . . . , en)

t.

从而由行列式技巧得到 det(c In − P )(e1, . . . , en)t = 0. 由于 e1, . . . , en 可以 A-线性组
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合出 C 的乘法单位元 1, 故知 det(c In −P ) = 0. 将该行列式展开即得 c 满足系数在 A

上的 n 次首一方程. 从而 A→ C 为整扩张. 特别地, b ∈ C 在 A 上整.

定义–命题 3.6.1 设 A→ B 为环同态. 如果 b1, b2 ∈ B 均在 A 上整, 那么 b1 + b2, b1b2
都在 A 上整. 特别地, Ã :=

{
b ∈ B | b 在A 上整

}
是 B 的子环, 称为 A 在 B 中的整闭

包.

证明 设 b1, b2 均在 A 上整, 则由命题 3.6.1, A[b1] 为有限 A-模. 同样地, b2 在 A 上
整蕴含 b2 在 A[b1] 上整, 从而 A[b1][b2] = A[b1, b2] 为有限 A[b1]-模. 这样得到 A[b1, b2]

为有限 A-模. 再由命题 3.6.1 即知 A[b1, b2] 中的元素 b1 + b2, b1b2 均在 A 上整.

定义 3.6.2 设 B 为 A-代数, 结构同态为 ϕ : A→ B. 如果存在有限个元素 b1, . . . , bn ∈
B, 使得 B = A[b1, . . . , bn], 则称 B 为有限生成 A-代数. 如果 B 作为 A-模为有限模,
则称 ϕ 为有限扩张.

由定义, B 为有限生成 A-代数等价于存在 A-代数的满同态 A[x1, . . . , xn]→ B.

命题 3.6.2 设 A→ B 为环同态. 则以下三条互相等价:
(i) B = A[b1, . . . , bn] 为有限生成 A-代数, 并且每个 bi 均在 A 上整.
(ii) A→ B 为有限扩张.
(iii) A→ B 为整扩张, 并且 B 为有限生成 A-代数.

证明 (i) =⇒ (ii): 设 m ≥ 1, 使得每个 bi 均满足 A 系数的 m 次首一方程. 则易验证
B 作为 A-模, 有一组生成元

{
ba11 . . . bann | 0 ≤ ai ≤ m− 1

}
. 从而 A→ B 为有限扩张.

(ii) =⇒ (iii): 由命题 3.6.1 即得.
(iii) =⇒ (i): 显然.

下面考察整扩张与张量积, 局部化, 取商之间的关系.

命题 3.6.3 设 A→ B 为整扩张. 则有:
(i) 如果 B → C 也为整扩张, 那么复合同态 A→ C 为整扩张.
(ii) 对任意 A-代数 C, C → C ⊗A B 为整扩张.
(iii) 对 A 的理想 I 以及 B 的理想 J , 如果 IB ⊂ J , 那么 A/I → B/J 为整扩张. 特

别地, A/J ∩A→ B/J 为整扩张.
(iv) 对 A 的任一乘法子集 S, 局部化 AS → BS 为整扩张.

证明 (i): 任取 c ∈ C, 设 c满足如下 B 系数的首一方程: cn+ bn−1cn−1+ · · ·+ b0 = 0,
bi ∈ B. 考虑 C 的 A-子代数 A[b0, . . . , bn−1, c]. 由命题 3.6.1 知 A→ A[b0, . . . , bn−1] 和
A[b0, . . . , bn−1]→ A[b0, . . . , bn−1, c] 均为有限扩张. 从而 A→ A[b0, . . . , bn−1, c] 为有限
扩张. 故 c 在 A 上整.

(ii), (iii), (iv) 由定义直接验证即可.

命题 3.6.4 设 A ↪→ B 为整环之间的单同态, 且为整扩张. 则 A 为域 ⇐⇒ B 为域.
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证明 =⇒: 任取 0 6= b ∈ B, 考虑 b 满足的次数最小的 A 系数首一方程: bn +

an−1b
n−1 + · · · + a0 = 0, ai ∈ A. 如果 a0 = 0, 则 b 将满足次数更小的首一方程

bn−1 + an−1b
n−2 + · · · + a1 = 0, 这与开始的首一方程次数最小矛盾. 故 a0 6= 0, 这就

得到 b(bn−1 + an−1b
n−2 + · · · + a1) + a0 = 0, 从而由 A 为域知 b 在 B 中的逆元为

−a−10 (bn−1 + an−1b
n−2 + · · ·+ a1). 这样得到 B 中非零元均可逆, 从而 B 为域.

⇐=: 任取 0 6= a ∈ A, 设 a 在域 B 中的逆元为 a−1 ∈ B. 只需证明 a−1 ∈ A. 由
A→ B 为整扩张, a−1 满足 A 系数的首一方程: (a−1)n+ an−1(a

−1)n−1 + · · ·+ a0 = 0,
ai ∈ A. 该等式两边同时乘以 an−1 得到 a−1 + an−1 + · · · + a0a

n−1 = 0, 由此知
a−1 ∈ A.

推论 3.6.1 设 A → B 为整扩张, 设 Q ∈ SpecB, P = Q ∩ A. 则 Q 为 B 的极大理想
⇐⇒ P 为 A 的极大理想.

证明 由 A/P ↪→ B/Q 为单的整扩张和命题 3.6.4 即得.

命题 3.6.5 设 A → B 为整扩张, 设 P ∈ SpecA. 则 P 处纤维中的点代表的素理想没
有包含关系, 即对任意 Q1 6= Q2 ∈ SpecB, 如果 Q1 ∩A = Q2 ∩A = P , 那么 Q1 * Q2.

证明 假设 Q1 ⊂ Q2. 在 P 处作局部化, 则 AP → BP 仍为整扩张, 并且对 i = 1, 2, Qi
看作 BP 中的素理想, 满足 Qi ∩AP = PAP . 由推论 3.6.1 知 Qi 为 BP 中的极大理想,
i = 1, 2. 再由 Q1 ⊂ Q2 即知 Q1 = Q2.

命题 3.6.6 设 ϕ : A→ B 为整扩张, 则 ϕ∗ : SpecB → SpecA 为闭映射. 更进一步, 设
J 为 B 的理想, 则 ϕ∗(V (J)) = V (J ∩A). 特别地, 若 ϕ 为单的整扩张, 则 ϕ∗ 为满射.

证明 设 J 为 B 的理想. 由定义即得 ϕ∗(V (J)) ⊂ V (J ∩ A). 设 Ā = A/J ∩ A,
B̄ = B/J . 则 Ā ↪→ B̄ 为单的整扩张. 任取 P ∈ Spec Ā, 在 P 处作局部化, 得到单的整
扩张 ĀP ↪→ B̄P . 这样知 B̄P 6= 0. 任取 B̄P 的极大理想 Q, 则由推论 3.6.1 知 Q ∩ ĀP
为极大理想, 从而 Q ∩ ĀP = PĀP . 再由 Spec Ā ' V (J ∩ A) 和 Spec B̄ ' V (J) 知
V (J ∩A) ⊂ ϕ∗(V (J)).

作为整扩张的应用, 我们证明域上有限生成代数的一些独特性质, 主要是 Hilbert
零点定理和 Noether 正规化定理. 首先看一个例子.

例 3.6.1 设 m 为 C[x, y] 中的极大理想, 我们分析 m 的形状. 由于 C[x, y] 不是域, 故
m 6= 0. 从而可以取 0 6= f(x, y) ∈ m.

(i) 假设 f(x, y) = yn + gn−1(x)y
n−1 + · · · + g0(x) 为 y 的首一多项式. 则 m :=

m/(f) 为商环 C[x, y]/(f) 的极大理想. 由 f 为 y 的首一多项式可知 C[x] →
C[x, y]/(f) 为整扩张. 从而 m

⋂
C[x] 为 C[x] 的极大理想 (推论 3.6.1). 这样

得到 m
⋂
C[x] = (x − a), a ∈ C. 从而 (x − a, f) ⊂ m, 故 m/(x − a, f) 为

C[x, y]/(x − a, f) ' C[y]/(f(a, y)) 的极大理想. 这样可以找到 b ∈ C 满足
f(a, b) = 0, 使得 m/(x− a, f) = (y − b). 由此不难看到 m = (x− a, y − b).
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(ii) 对一般情形, 由于 f 6= 0, 不妨设 f(0, y) 6= 0. 从而可以找到充分大的正整数 N ,
使得通过作如下可逆变量代换: x = x′ + y′N

y = y′

f(x, y) = y′m + hm−1(x
′)y′m−1 + · · ·+ h0(x

′) 成为 y′ 的首一多项式. 由此化归为
前一种情形, 仍然得到 m = (x− a, y − b), a, b ∈ C.

由上面的讨论,我们得到结论: C[x, y]中的极大理想均形如 (x−a, y− b),其中 a, b ∈ C.

上面论证的方法可以总结为两步: 首先通过可逆变量代换制造首一多项式, 其次通
过构造整扩张将问题约化到更少变量的情况. 对一般的多项式环, 不断应用同样的做
法, 我们得到下面 Hilbert 零点定理的弱形式.

定理 3.6.1 (Hilbert零点定理: 弱形式) 设 k为代数封闭域,设m为多项式环 k[x1, . . . , xn]

的极大理想. 则存在 a1, . . . , an ∈ k, 使得 m = (x1 − a1, . . . , xn − an).

证明 对 n 进行归纳. 取 0 6= f ∈ m. 设 f(0, . . . , 0, xn) 6= 0. 作如下形式的可逆变量
代换: 

x1 = x′1 + x′N1
n

x2 = x′2 + x′N2
n

...

xn = x′n

不难看到,通过适当地取正整数 N1, . . . , Nn−1,可以使得 f 成为 x′n的首一多项式. 从而
k[x′1, . . . , x

′
n−1] → k[x1, . . . , xn]/(f) = k[x′1, . . . , x

′
n]/(f) 为整扩张. 令 m̄ = m/(f), 则

由推论 3.6.1知 m̄∩k[x′1, . . . , x′n−1]为极大理想. 由归纳假设知存在 a′1, . . . , a
′
n−1 ∈ k,使

得 m̄∩k[x′1, . . . , x′n−1] = (x′1−a′1, . . . , x′n−1−a′n−1). 在商环 k[x′n] = k[x′1, . . . , x
′
n]/(x

′
1−

a′1, . . . , x
′
n−1−a′n−1)中,极大理想 m/(x′1−a′1, . . . , x′n−1−a′n−1)为主理想,因而具有形

式 (x′n−a′n), a′n ∈ k. 这样就得到极大理想之间的包含关系 (x′1−a′1, . . . , x′n−a′n) ⊂ m.
故 m = (x′1−a′1, . . . , x′n−a′n). 再通过变量代换即知 m具有形式 (x1−a1, . . . , xn−an),
ai ∈ k.

利用同样的变量代换技巧, 我们可以证明下面的 Noether 正规化定理, 其具有更广
的内涵, 并且在处理有限生成代数时使用起来更为方便.

定理 3.6.2 (Noether正规化定理) 设 k 为域, A 为有限生成 k-代数. 则存在 n ≥ 0,
以及 A 中在 k 上代数无关的元 t1, . . . , tn, 使得 k[t1, . . . , tn] ↪→ A 为有限扩张. 其中
n = 0 时 k[t1, . . . , tn] 约定为 k.
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证明 设 A = k[a1, . . . , am]. 对生成元个数 m 进行归纳. 当 m = 0 时 A = k, 结论显
然成立.

下面设 m ≥ 1. 设 a1, . . . , am 在 k 上代数相关, 并且 0 6= f ∈ k[x1, . . . , xm] 使得
f(a1, . . . , am) = 0. 不妨设 f(0, . . . , 0, xm) 6= 0. 则可以作如下形式的可逆变量代换:

x1 = x′1 + x′N1
m

x2 = x′2 + x′N2
m

...

xm = x′m

通过适当选取正整数 N1, . . . , Nm−1, 可以使得 f 为 x′m 的首一多项式. 再令 a′1, . . . , a
′
m

由下式决定: 

a1 = a′1 + a′N1
m

a2 = a′2 + a′N2
m

...

am = a′m

则 a′m 在 k[a′1, . . . , a
′
m−1] 上整. 利用归纳假设, 可以在 A 的子代数 k[a′1, . . . , a

′
m−1] 中

找到在 k 上代数无关的元 t1, . . . , tn, 使得 k[t1, . . . , tn] ↪→ k[a′1, . . . , a
′
m−1] 为整扩张, 从

而 k[t1, . . . , tn] ↪→ k[a′1, . . . , a
′
m] = A 也为整扩张. 再由命题 3.6.2 知 k[t1, . . . , tn] ↪→ A

为有限扩张.

注记 3.6.1 Noether正规化定理的几何意义为: 对于仿射空间 Amk = Spec k[x1, . . . , xm]

的闭子簇 (闭子概形) X, 存在一个 Amk 的自同构 ϕ : Amk
∼−→ Amk , 存在一个线性子空间

H ⊂ Amk , 使得线性投影 Amk −→ H 诱导了一个满的有限态射 X −→ H. 另外不难看到
如果 k 为无限域, 则上述定理证明中的可逆变量代换可取为可逆线性变换, 这也等价于
自同构 ϕ : Amk

∼−→ Amk 可取为线性自同构.

以下几个命题均可以看作 Noether 正规化定理的推论.

定理 3.6.3 (Hilbert零点定理: 剩余类域形式) 设 k 为域, A 为有限生成 k 代数. 设
P ∈ SpecA. 则以下几条互相等价:

(i) P 为极大理想.
(ii) 剩余类域 k(P ) 为 k 的有限扩张.
(iii) 剩余类域 k(P ) 为 k 的代数扩张.

证明 (i) =⇒ (ii): 考虑有限生成 k-代数 A/P . 由 Noether 正规化定理, 存在分解
k ↪→ k[t1, . . . , tn] ↪→ A/P , 使得 t1, . . . , tn 在 k 上代数无关, 并且 k[t1, . . . , tn] ↪→ A/P

为有限扩张. 由于 P 为极大理想, A/P 为域, 从而由命题 3.6.4 知 k[t1, . . . , tn] 为域.
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故必有 n = 0, k[t1, . . . , tn] = k. 这样得到 k(P ) = A/P 为 k 的有限扩张.
(ii) =⇒ (iii): 显然.
(iii) =⇒ (i): 考虑环的单扩张 k ↪→ A/P ↪→ Frac(A/P ) = k(P ). 由 k(P )/k 为代

数扩张 (整扩张) 知 k ↪→ A/P 为整扩张, 从而由命题 3.6.4 知 A/P 为域, 即 P 为极大
理想.

一般而言, 拓扑空间 X 的一个开集中的闭点在 X 中不一定还是闭点. 但是对于域
上有限生成代数的素谱空间, 开子集中的闭点总是全空间的闭点, 即一个点是否为闭点
是一个局部条件.

推论 3.6.2 设 k 为域, A 为有限生成 k-代数. 设 P ∈ SpecA, 以及 U 为 P 的一个开
邻域. 则 P 为 SpecA 的闭点 ⇐⇒ P 为 U 的闭点 (即 P 在 U 中的闭包为 P 自身).

证明 不妨设 U = D(f) 为主开集. 则 Af 也为有限生成 k-代数, 并且 P 在 A 中的剩
余类域和 P 在 Af 中的剩余类域同构. 这样由定理 3.6.3 即得所要证的等价性.

推论 3.6.3 设 k 为域, A 为有限生成 k-代数. 则 SpecA 的闭点形成的集合在 SpecA
中稠密.

证明 设 U = D(f) 为 SpecA 的主开集. 如果 U 不是空集, 则 U 中必有闭点 x(对应
于 Af 的极大理想). 由闭点的局部性 (推论 3.6.2) 知 x 也为 SpecA 的闭点.

对域 k 上的有限生成代数 A, 令 Specm A 为 A 的所有极大理想形成的集合, 也
等于 SpecA 的所有闭点形成的子集. 赋予 Specm A 子空间拓扑. 对 A 的理想 I, 令
Vm(I) := V (I)

⋂
Specm A 为 SpecA 中的闭集 V (I) 与 Specm A 的交. 这样得到的

Vm(I) 为 Specm A 的全部闭集. 由 Vm(I) 在 V (I) 中稠密, 可知 V (I) 7→ Vm(I) 给出了
SpecA 的闭子集到 Specm A 的闭子集的一一对应. 在这个对应下, A 的素理想一一对
应到 Specm A 的不可约闭子集. 由此, 拓扑空间 SpecA 可以由 Specm A 完全恢复出
来. 在 k 为代数闭域的情形下, 若 A = k[x1, . . . , xn]/I, 则由 Hilbert 零点定理的弱形
式, Specm A 可以等同到 I 在 kn 中的公共零点形成的集合, 这说明此时考虑这些 “看
得见的” 零点集与考虑 SpecA 得到的信息是一样的.

在域上的有限生成代数情形, 我们可以将 命题 1.3.9 加强为如下的:

推论 3.6.4 设 k 为域, A 为有限生成 k 代数. 设 I 为 A 的理想, 则
√
I 等于所有包含

I 的极大理想的交.

证明 与命题 1.3.9 的证明想法类似, 任取包含 I 的所有极大理想的交集中的元 f , 往
证 f ∈

√
I. 考虑有限生成 k-代数 (A/

√
I)f , 其极大理想一一对应到 A 的包含

√
I 并且

不包含 f 的极大理想 (由闭点的局部性, 即推论 3.6.2). 而根据 f 的取法, A 中不存在
这样的极大理想, 故 (A/

√
I)f 没有极大理想, 从而为零环. 由此即得 f ∈

√
I.
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定理 3.6.4 (Hilbert零点定理: 强形式) 设 k 为域, k̄ 为 k 的代数闭包. 设 I 为多项式
环 k[x1, . . . , xn] 的理想. 令 Z 为 I 在 k̄n 中的公共零点集, 即

Z :=
{
a = (a1, . . . , an) ∈ k̄n | g(a) = 0, ∀ g ∈ I

}
.

设 f ∈ k[x1, . . . , xn] 满足 f(a) = 0, ∀ a ∈ Z. 则 f ∈
√
I.

证明 记 A = k[x1, . . . , xn]/I, Ak̄ = A ⊗k k̄. 注意到 Af ⊗k k̄ = (Ak̄)f = Ak̄[
1
f ] 为有

限生成 k̄-代数. 由定理 3.6.3, (Ak̄)f 中的极大理想一一对应到 Ak̄ 中满足 f(m) 6= 0

的极大理想 m. 再由 Ak̄ = k̄[x1, . . . , xn]/I 和 Hilbert 零点定理的弱形式, 得到 Ak̄ 的
极大理想一一对应到 Z 中的点. 而由条件, ∀ a ∈ Z, 均有 f(a) = 0. 故 (Ak̄)f 没有
极大理想. 这说明 (Ak̄)f 为零环, 从而其子环 Af 也为零环. 故 f 为 A 中幂零元. 在
k[x1, . . . , xn] 即为 f ∈

√
(0)

注记 3.6.2 设 k 为代数封闭域. 设 f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn] 在 kn 中没有公共零点,
则由 Hilbert 零点定理, 存在 g1, . . . , gm ∈ k[x1, . . . , xn] 使得

∑m
i=1 gifi = 1. 有效零点

定理 (Effective Nullstellensatz) 可以利用 max
1≤i≤m

deg fi 给出 max
1≤i≤m

deg gi 的上界. 从而
寻找这样的 gi 就可以转化为解线性方程组的问题. 这方面的结果可见 [11, 12].

Noether 正规化定理在整环情形有如下形式.

定理 3.6.5 (Noether正规化定理: 整环形式) 设 R 为 Noether 整环, A 为有限生成
R-代数, 并且 A⊗R Frac(R) 6= 0. 则存在 0 6= f ∈ R, 同时满足:

(i) Rf ↪→ Af 为单同态.
(ii) 存在环同态的分解 Rf ↪→ B ↪→ Af , 使得 B 作为 Rf -代数同构于多项式代数

Rf [x1, . . . , xn], 以及 B ↪→ Af 为有限扩张.

证明 设 I 为结构同态 R → A 的核. 由 A ⊗R Frac(R) 6= 0 知 R ⊗R Frac(R) →
A⊗R Frac(R) 为单同态, 从而 I ⊗R Frac(R) = 0. 由此知 I = 0. 故 R ↪→ A 为单同态.

设 A = R[a1, . . . , am]. 对域 Frac(R) 上的有限生成代数 A ⊗R Frac(R) 应用
Noether 正规化定理, 可以找到 A ⊗R Frac(R) 中在 Frac(R) 上代数无关的元 ti,
i = 1, . . . , n, 使得 Frac(R)[t1, . . . , tn]→ A⊗R Frac(R) 为整扩张. 由局部化的定义, 我
们可以找到 0 6= f ∈ R, 使得每个 ti 都在 Af 中, 并且每个 ai 满足系数在 Rf [t1, . . . , tn]

上的首一方程. 这样即知 Rf [t1, . . . , tn] → Af = Rf [a1, . . . , am] 为整扩张, 进而为有
限扩张. 由 t1, . . . , tn 在 Frac(R) 上代数无关知 Rf [t1, . . . , tn] 作为 Rf -代数同构于
Rf [x1, . . . , xn].

习题
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1. 设 A → B 为环同态, M 为有限 B-模. 设对任意 P ∈ SpecA, 均有 M ⊗A k(P ) = 0, 证明
M = 0. 这里 k(P ) = AP /PAP 为 P 处的剩余类域.

2. 设 M 为有限 A-模, I 为 A 的理想. 证明:
(i)

√
annA(M/IM) =

√
annA(M) + I.

(ii) SuppA(M/IM) = SuppA(M)
⋂
V (I).

3. 设 (A,m) 为 Noether 局部环, M 为有限 A-模, N 为 M 的子模. 证明⋂
n≥1

(N +mnM) = N.

4. 设 (A,m)为 Noether局部环, M1,M2,M3 为有限 A-模. 设 ϕ :M1 −→M2, ψ :M2 −→M3

为 A-模同态, 并且对任意 i ≥ 1,

M1 ⊗A (A/mi)
φ⊗1

−−−−−→M2 ⊗A (A/mi)
ψ⊗1

−−−−−→M3 ⊗A (A/mi)

在 M2 ⊗A (A/mi) 处正合. 证明: M1
φ−→M2

ψ−→M3 在 M2 处正合.

5. 设 Â 为环 A 在理想 I 处的完备化.
(i) 证明嵌入同态 I ↪→ A 诱导的完备化之间的同态 Î ↪→ Â 为单同态, 下面通过这个单同
态将 Î 看作 Â 的理想.

(ii) 证明 Î 包含在 Â 的任何一个极大理想中.
(iii) 设 I 为有限生成理想, 证明 Î = IÂ.

6. 设 A 为 Noether 环, I 为 A 的理想, M,N 均为有限 A-模. 证明:
(i) 有 Â-模同构 M̂ ⊗Â N̂ ' M̂ ⊗A N , 其中完备化均指在 I 处的完备化.

(ii) 有 Â-模同构 HomÂ(M̂, N̂) ' ̂HomA(M,N).

7. 设 A 为 Noether 环, I 为 A 的理想, 设 Â 为 A 在 I 处的完备化. 记 ˆ̂A 为 Â 在 IÂ 处的完
备化. 证明有环同构 ˆ̂A ' Â.

8. 设 A 为 Noether 环, M 为有限 A-模. 证明 SpecA 上的整数值函数

f : P 7→ dimk(P )M ⊗A k(P )

是上半连续的, 即对任意实数 a, f−1((−∞, a)) 为开子集. 并证明 f(SpecA) 为有限集.

9. 设 A 为 Noether 环. 设 S 为 A 的正则元全体. 则 S 为 A 的乘法子集. 记 Tot(A) = AS 为
A 在 S 处的局部化, 称为 A 的全分式环. 设 A 还是约化环. 记 P1, . . . , Pr 为 A 的所有极小
素理想.

(i) 证明 A→ A/P1 × · · · ×A/Pr 为单同态.
(ii) 证明 Ass(A) =

{
P1, . . . , Pr

}
.

(iii) 记 Ki = Frac(A/Pi). 证明 Tot(A) ' K1 × · · · ×Kr.

10. 设 ϕ : A→ B 为 Noether环之间的环同态, 设 M 为有限 B-模. 通过 ϕ将 M 也看作 A-模.
证明 AssA(M) = ϕ∗(AssB(M)). 其中 ϕ∗ : SpecB → SpecA 为 ϕ 诱导的素谱空间的映射.

11. 设 A ↪→ B 为整环的单同态, 且为整扩张. 设 P 为 B 的非零素理想. 证明 P ∩A 6= 0.

未定稿: 2024-01-28
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12. 设 k 为域, A 为有限生成 k-代数, 并且 A 为整环. 令 K = Frac(A) 为 A 的分式域. 设 k′

为 k 在 K 中的整闭包. 证明 k′ 为域, 并且 [k′ : k] < +∞.

13. 设 R 为有限生成 Z-代数.
(i) 设 m 为 R 的极大理想, 证明 m ∩ Z = (p) 为 Z 的非零素理想.

(ii) 设 m 为 R 的极大理想, 证明 R/m 为有限域.
(iii) 设 P ∈ SpecR, 证明 P 为极大理想 ⇐⇒ 剩余类域 k(P ) := RP /PRP 为有限域.
(iv) 证明 R 的极大理想在 SpecR 中稠密, 即对于 f ∈ R, 如果 f 不是幂零元, 那么存在 R

的极大理想 m, 使得 f /∈ m.
注: 该命题是模 p 约化的交换代数基础. 关于代数几何中模 p 约化的一些应用, 见 [16].

14. 我们利用整扩张给出第一章习题18 的另一个证明. 记号同该习题, 并设 N =| G |.

(1) 对每个 i, 设
∏
g∈G

(x− gxi) = xN +
N−1∑
j=0

cijx
j . 证明 cij ∈ k[x1, . . . , xn]

G.

(2) 令 A = C[cij | 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ N − 1] 为所有 cij 生成的 C[x1, . . . , xn]G 的子代数.
证明 A→ C[x1, . . . , xn] 为整扩张, 进而证明其为有限扩张.

(3) 证明 C[x1, . . . , xn] 为 Noether A-模.
(4) 证明 C[x1, . . . , xn]G 为 Noether A-模.
(5) 证明 C[x1, . . . , xn]G 为有限生成 C-代数.
如果将 C 换为任意域 k, 同样的证明可以得到 k[x1, . . . , xn]

G 为有限生成 k-代数.
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习题提示

10. 设 P ∈ AssA(M). 要证明 P ∈ ϕ∗(AssB(M)), 可以先在 P 处作局部化从而假
设 A 为局部环, P 为其唯一极大理想. 再设 x ∈ M , P = annA(x). 则 P ⊂ annB(x).
由命题 3.4.1 可以找到一个 Q ∈ AssB(M) 包含 annB(x), 即得 Q ∩A = P .

12. 为了证明 [k′ : k] < +∞, 利用 Noether 正规化定理, 将问题约化为:
k[x1, . . . , xn] ⊂ K, 设 a1, . . . , am ∈ K 为 k-线性无关的, 则也为 k(x1, . . . , xn)-线性
无关的. 该习题见 [18, Lemma 037J].

13. 假设m为 R的极大理想并且m∩Z = 0,则有单同态 Z ↪→ R/m. 再由 Noether
正规化定理的整环形式 (定理 3.6.5), 存在 0 6= f ∈ Z以及分解 Zf ↪→ Zf [x1, . . . , xn]

φ
↪→

R/m, 使得 x1, . . . , xn 在 Q 上代数无关, 并且 ϕ 为有限扩张. 因为 R/m 是域, 故
Zf [x1, . . . , xn] 也为域. 而这是不可能的.
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第四章 Dedekind整环

本章主要介绍 Dedekind 整环的基本性质. 这种环对应一维正则概型, 在代数数论
中的典型例子是代数数域的代数整数环, 在代数几何中的典型例子是一维光滑仿射曲
线的正则函数环. Dedekind 整环局部上是离散赋值环, 因此很多时候我们通过逐点作
局部化来考察 Dedekind 整环. 另一方面, 类比于利用分歧覆盖来研究代数曲线, 我们
也可以从整扩张的角度去考察 Dedekind 整环. 因此, 考察整扩张时的纤维可以说是本
章的核心方法.

4.1 离散赋值环与整闭整环

定义 4.1.1 设 A 为环, 如果其同时满足:
(i) A 为整环,
(ii) (A,m) 为 Noether 局部环,
(iii) m = (π) 为非 0 主理想,
则称 A 为离散赋值环, 简称 DVR.

例 4.1.1 形式幂级数环 CJxK, p-进整数环 Zp, 以及 Z 在素理想 (p) 处的局部化 Z(p)

均为 DVR.

命题 4.1.1 设 (A,m) 为 DVR, m = (π), 则:
(i) ∀ 0 6= a ∈ A, 存在 k ⩾ 0 为非负整数, 以及 u ∈ A∗, 使得 a = u · πk.
(ii) A 为主理想整环 (PID), 从而为唯一因子分解整环 (UFD).

证明 (i): 由 Krull 交集定理,
⋂∞
i=0m

i = (0). 从而对 0 6= a ∈ A, 可以找到 k ≥ 0, 使
得 a ∈ mk \mk+1. 由次可得 a = uπk, 并且 u ∈ A \m = A∗.
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76 第四章 Dedekind 整环

(ii): 设 I 为 A 的非零理想. 由 Noether 性知 I = (a1, . . . , an) 是有限生成的. 由
(i), 可设 ai = uiπ

ki , ui ∈ A∗, ki ≥ 0. 令 k = min
1≤i≤n

ki, 不难看到 I = (πk), 从而为主
理想.

命题 4.1.2 设 (A,m, k) 为 DVR, 设 f(x) ∈ A[x] 为首一不可约多项式. 令 B =

A[x]/(f(x)). 如果 f(x) ∈ k[x] 满足 (f(x), f ′(x)) = 1(即 f(x) 没有重根), 则对 B 中的
任意极大理想 P , 均有 BP 为 DVR.

证明 由定义知 B 为 Noether 环. 由 f 不可约知 B 为整环. 因为 f 是首一的, 故
A ↪→ B 为单的整扩张. 从而 P ∩A = m为 A的极大理想. 根据作商与作局部化交换知
BP /mBP = (B/mB)P . 而 B/mB = k[x]/(f(x)). 由 (f(x), f ′(x)) = 1 知 k[x]/(f(x))

为有限个域的乘积. 从而 (B/mB)P 为域. 这样得到 PBP = mBP . 设 m = (π). 则
PBP = (π) 为主理想. 综合以上信息知 B 为 DVR.

例 4.1.2 设 p 6= 2为素数. 则 x2+1在 Fp[x]中没有重根. 设 P 为 Z[i] ' Z[x]/(x2+1)

中的素理想, 并且满足 P ∩ Z = (p). 考察整扩张 Z→ Z[i], 可以看到 P 为 Z[i] 中的极
大理想. 又可以验证 Z[i]P 同构于 Z(p)[x]/(x

2 +1) 在一个极大理想处的局部化, 从而由
命题 4.1.2 知 Z[i]P 为 DVR.

下面从整闭整环的角度给出 DVR 的等价刻画.

定义 4.1.2 设 A 为整环, 如果 A 在其分式域 Frac(A) 中的整闭包为 A, 则称 A 为整
闭整环.

命题 4.1.3 唯一因子分解整环 (UFD) 为整闭整环.

证明 设 A 为 UFD, K = Frac(A). 设 0 6= x ∈ K 在 A 上整. 则 x =
a

b
, a, b 为 A 中

互素的元素, 并且 x 满足 A 上的首一方程(a
b

)n
+ an−1

(a
b

)n−1
+ · · ·+ a0 = 0,

其中 ai ∈ A. 该方程等价于

an + an−1a
n−1b+ · · ·+ a0b

n = 0.

假设 b /∈ A∗, 则可以取 b 的不可约因子 p. 由上述方程可知 p | an, 从而 p | a. 这与 a, b

互素矛盾. 由此即知 b ∈ A∗, x ∈ A.

命题 4.1.4 设 A 为整环, K = Frac(A) 为其分式域.
(i) 设 A 为整闭整环, 并且 S 为 A 的一个乘法子集, 则局部化 AS 为整闭整环.
(ii) 设 A = ∩

i∈I
Ai, 其中每个 Ai 为 K 的子环, 并且为整闭整环. 则 A 为整闭整环.
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证明 (i): 设 x ∈ K 满足 AS 上的首一方程: xn + cn−1x
n−1 + · · · + c0 = 0, ci ∈ AS .

可以看到存在 s ∈ S 以及 ai ∈ A, 使得 ci =
ai
s , ∀ i = 0, . . . , n− 1. 由此知 sx 满足方程

(sx)n + scn−1(sx)
n−1 + · · ·+ snc0 = 0.

而 sicn−i = an−is
i−1 ∈ A, ∀ i = 1, . . . , n. 由 A 整闭知 sx ∈ A, 故 x ∈ AS .

(ii): 设 x ∈ K 满足 A 上的首一方程, 那么显然也满足 Ai 上的首一方程, 从而由
Ai 整闭知 x ∈ Ai. 故 x ∈ ∩

i∈I
Ai = A.

由维数的定义, 一个整环 A 是一维环当且仅当 A 不是域, 并且 A 的任何非零素理
想均为极大理想.

定理 4.1.1 设 (A,m) 为局部环. 则 A 为 DVR ⇐⇒ A 为一维 Noether 整闭整环. .

证明 =⇒: 由 DVR 是唯一因子分解整环和命题 4.1.3 即得 A 为整闭整环. 一维和
Noether 性由 DVR 的定义即得.

⇐=: 取 0 6= a ∈ m. 则 m/aA 为 A/aA 的极小素理想. 从而 m ∈ Ass(A/aA). 设
b ∈ A 使得 m = ann(b̄). 则 b

a /∈ A, 且 m b
a ⊂ A 为 A 的理想. 如果 m b

a ⊂ m, 由伴随
方阵技巧知 b

a 在 A 上整, 从而 b
a ∈ A, 这与 b

a /∈ A 矛盾. 故 m b
a = A. 设 π ∈ m 使得

π ba = 1. 不难验证 m = (π). 从而 A 为 DVR.

回忆命题 1.3.13是说对整环 A, 有 A = ∩
P∈SpecA

AP . 其证明关键为对于 x = b/a ∈

Frac(A), 考虑 A 的理想

I := {s ∈ A|sx ∈ A} = {s ∈ A|sb ∈ aA}.

注意到在商环 A/aA 中看, 有 I/aA = ann(b̄). 从而如果 b̄ 6= 0, 则存在 P ∈
Ass(A/aA), 使得 I ⊂ P . 利用这个观察, 在 Noether 整环的情形, 可以将命题 1.3.13加
强为只需 P 遍历 Ass(A/aA), ∀ a 6= 0.

命题 4.1.5 设 A 为 Noether 整环. 设 a, b ∈ A 为非零元素, x = b
a ∈ Frac(A). 如果对

任意 P ∈ Ass(A/aA), 都有 x ∈ AP , 那么 x ∈ A.

证明 假设 x /∈ A, 则 b /∈ aA. 记 I := {c ∈ A|xc ∈ A} = {c ∈ A|cb ∈ aA}. 则
I = ann(b̄), 其中 b̄ ∈ A/aA 为 b 代表的元. 由于 b̄ 6= 0, 存在 P ∈ Ass(A/aA), 使得
I ⊂ P . 这与 x ∈ AP 矛盾! 故 x ∈ A.

命题 4.1.6 设 A 为 Noether 环, 且为整闭整环. 则对每个非零的 a ∈ A, 对每个
P ∈ Ass(A/aA), 均有 htP = 1.

证明 通过在 P 处作局部化, 不妨设 A 为局部环, 且 P = m 为极大理想. 设 b ∈ A,
使得对 0 6= b̄ ∈ A/aA, 有 m = ann(b̄). 从而 mb ⊂ aA, 即 m b

a ⊂ A. 下面讨论理想 m b
a
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是否等于 A:
• 若 m b

a = A, 令 π ∈ m 满足 π ba = 1, 则容易验证 m = (π), 从而 A 为离散赋值环.
• 若 m b

a ⊂ m, 则通过伴随方阵技巧知 b
a 在 A 上整, 故由 A 的整闭性知 b

a ∈ A. 这
与 b̄ 在 A/aA 中不为零矛盾!

定理 4.1.2 设 A 为 Noether 整环. 则 A 为整闭整环当且仅当以下两条同时成立:
(i) 对 A 的每个高度为 1 的素理想 P , 局部环 AP 为离散赋值环.
(ii) A =

⋂
htP=1

AP .

证明 如果这两个条件成立, 由 DVR 为整闭整环以及整闭整环的交还是整闭整环可知
A 为整闭整环. 如果 A 为整闭整环, 由定理 4.1.1, (i) 成立. 由命题 4.1.5 知 A =

⋂
AP ,

其中 P 遍历集合 S :=
⋃

a∈A\0
Ass(A/aA). 再由命题 4.1.6 知 S 恰为所有高度等于 1 的

素理想集合. 由此知 (ii) 成立.

推论 4.1.1 设 A 为 Noether 环, 且为整闭整环, 则 A[x] 为整闭整环.

证明 由定理 4.1.2, A =
⋂

htP=1

AP , 从而 A[x] =
⋂

htP=1

AP [x]. 而每个这样的 AP 均为

DVR, 特别地是唯一因子分解整环, 故 AP [x] 也是唯一因子分解整环, 从而为整闭整环.
故它们的交 A[x] 也为整闭整环.

定理 4.1.3 设 A 为 Noether 整环. 则 A 为整闭整环当且仅当以下两条同时成立:
(i) 对 A 的每个高度为 1 的素理想 P , 局部环 AP 为离散赋值环.
(ii) 对每个非零的 a ∈ A, 对每个 P ∈ Ass(A/aA), 均有 htP = 1.

证明 当 A为 Noether整闭整环时, 由定理 4.1.1知 (i)成立. 由命题 4.1.6知 (ii)成立.
反之, 假设 (i) 和 (ii) 成立, 由命题 4.1.5 知 A =

⋂
AP , 其中 P 遍历集合 S :=⋃

a∈A\0
Ass(A/aA). 再由 (ii) 知 S 恰为所有高度等于 1 的素理想集合. 由此知 A =⋂

htP=1

AP 为一些离散赋值环的交, 从而 A 为整闭整环.

注记 4.1.1 一个不事先假设 A 为整环的整闭判别法见定理 8.5.1.

4.2 Dedekind整环

定义 4.2.1 一个环 A 称为 Dedekind 整环，如果 A 为 Noether 整环，并且对任意一
个非零素理想 P ∈ SpecA, 局部化 AP 均为离散赋值环.

显然一个 Noether 整环 A 为 Dedekind 整环也等价于 A 不是域，并且 A 在任意
一个极大理想处的局部化均为离散赋值环. 根据定义, Dedekind 整环主要的特点为局
部上均为 DVR. 由于 DVR 可以从整闭整环的角度去刻画 (定理 4.1.1), 我们可以将这
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个刻画整体化, 得到 Dedekind 整环的等价定义. 为此, 首先说明整闭整环的性质是一
个局部性质.

命题 4.2.1 设 A 为整环, K = Frac(A) 为 A 的分式域.
(i) 如果 A 为整闭整环，则对任意乘法子集 S ⊂ A, AS 为整闭整环.
(ii) 如果 ∀ P ∈ SpecA, AP 均为整闭整环, 则 A 为整闭整环.

证明 (i): 注意到 K = Frac(AS). 设 x ∈ K 在 AS 上整, 满足如下首一方程:

xn +
an−1
sn−1

xn−1 + · · ·+ a0
s0

= 0,

其中 ai ∈ A, si ∈ S. 令 s = s0 . . . sn−1 ∈ S 为 si 的乘积, 则上式两边同乘以 sn 得到

(sx)n + bn−1(sx)
n−1 + · · ·+ b0 = 0,

其中 bi ∈ A. 由 A 为整闭整环知 sx ∈ A, 从而 s ∈ AS .
(ii): 设 x ∈ K 在 A 上整, 则对任意 P ∈ SpecA, x 也在 AP 上整. 从而由 AP 为

整闭整环知 x ∈ AP . 再由 A =
⋂
P∈SpecAAP (命题 1.3.13) 知 x ∈ A.

注意在 (ii) 中, 只需对所有非零素理想 P 有 AP 为整闭整环, 就能得到 A 为整闭
整环. 这是因为 A 在 (0) 处的局部化为 Frac(A), 而域显然为整闭整环.

定理 4.2.1 设 A 为环. 则 A 为 Dedekind 整环 ⇐⇒ A 为一维 Noether 整闭整环.

证明 =⇒: 由 Dedekind 整环的定义以及命题 4.2.1 即得.
⇐=: 任取 A 的非零素理想 P , 则 AP 为 Noether 局部整环, 并且 PAP 6= (0). 由

命题 4.2.1知局部环 AP 为一维 Noether整闭整环, 再由定理 4.1.1即知 AP 为 DVR.

在具体例子中, 我们经常直接利用定义, 通过证明每个局部上都是 DVR 来说明一
个环为 Dedekind 整环.

例 4.2.1 我们说明 Z[i] 为 Dedekind 整环. 首先 Z[i] 为 Noether 整环. 任取非零素理
想 P , 考虑整扩张 Z ↪→ Z[i], 由于 Z[i]中的零理想与 Z交为 (0), 而且对整扩张, 任一点
的纤维中的两个素理想没有包含关系 (命题 3.6.5), 从而 P ∩ Z 6= (0). 设 P ∩ Z = (p).
如果素数 P 不为 2, 则例 4.1.2 已经说明了 Z[i]P 是 DVR. 故只需考虑 P ∩ Z = (2) 的
情形, 此时 P 为 Z[i]/(2) 中的素理想, 而我们有环同构:

Z[i]
(2)

i← [x
=

Z[x]
(2, x2 + 1)

=
F2[x]

(x2 + 1)
=

F2[x]

(x+ 1)2
.

由于 F2[x]/(x + 1)2 只有一个素理想 (x + 1), 故在 Z[i]/(2) 中有 P = (i+ 1). 这说明
在 Z[i] 中有 P = (2, i+ 1). 再由 2 = (1 + i)(1− i) 即知 P = (i+ 1) 为主理想. 这样得
到 Z[i]P 为 DVR.
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利用同样地处理方法, 我们可以证明分圆整数环均为 Dedekind 整环.

命题 4.2.2 设 N ≥ 1, 设 ζN := e
2πi
N ∈ C∗ 为 N 次本原单位根. 则分圆整数环 Z[ζN ]

为 Dedekind 整环.

证明 显然 Z[ζN ] 为 Noether 整环. 对 Z[ζN ] 的任意非零素理想 P , 由命题 3.6.5 知
P ∩ Z 6= (0). 下面对 N 归纳来证明: Z[ζN ] 在每个非零素理想 P 处的局部化为 DVR,
并且如果 P ∩ Z = (q) 以及素数 q 满足 (q,N) = 1, 则 PZ[ζN ]P = (q).
(1) 设 N = pn 为素数幂次. 令 B = Z[x]/(xN − 1). 则 B → Z[ζN ], x 7→ ζN 为满同态.
设 P 为 Z[ζN ] 的非零素理想, 并且 P ∩ Z = (q), q 为素数.

(i) 假设 q 6= p. 将 P 在 B 中对应的素理想仍记作 P , 由 q 6= p 知 xN − 1 在
Fq[x] 中无重根, 从而由命题 4.1.2 可知 PBP = (q), 故 PZ[ζN ]P = (q) 为主
理想. 这样得到 Z[ζN ]P 为 DVR.

(ii) 假设 q = p, 即 P ∩ Z = (p). 由 B/(p) = Fp[x]/(x − 1)p
n

到 Z[ζN ]/(p) 为满
同态, 并且 (x − 1) 为 Fp[x]/(x − 1)p

n

中的唯一素理想知 P/(p) = (ζN − 1).
故在 Z[ζN ] 中有 P = (p, ζN − 1). 易知 Φ(x) := xpn−1

xpn−1−1
在 Z[x] 中, 并且

Φ(ζN ) = 0. 显然 ζN − 1 为 f(y) := Φ(y + 1) = (y+1)p
n
−1

(y+1)pn−1−1
∈ Z[y] 的根. 由

(y+1)m−1的最低次项为 my 可知 f(y)的常数项为 p. 再利用 f(ζN −1) = 0

即得 p ∈ (ζN − 1), 故 P = (ζN − 1) 为主理想. 这样得到 Z[ζN ]P 为 DVR.
(2) 设 N = pnm, 且 (p,m) = 1. 不难验证 Z[ζN ] = Z[ζm, ζpn ]. 令 A = Z[ζm], 则

Z[ζN ] = A[ζpn ]. 由归纳假设, A 为 Dedekind 整环. 设 P 为 Z[ζN ] 的非零素理想.
并设 P ∩ A = Q, P ∩ Z = Q ∩ Z = (q), q 为素数. 设 QAQ = (π). 注意到 Z[ζN ]P

可看作 AQ[ζpn ] 在 P 处的局部化.
(i) 假设 q 6= p, 则 k(Q) := AQ/QAQ 为 Fq 的扩域, 从而 xp

n − 1 在 Fq[x] 中无
重根, 与前面一样的推理得到 PZ[ζN ]P = (π), 故 Z[ζN ]P 为 DVR.

(ii) 假设 q = p. 由 (p,m) = 1 和归纳假设知 QAQ = (p). 这样 k(Q) := AQ/QAQ

为 Fp 的扩域. 与前面一样, 由 AQ[ζpn ]/(p) 为 k(Q)[x]/(x − 1)p
n

的商环知
PZ[ζN ]P = (p, ζpn − 1). 再由 ζpn − 1 为整系数多项式 f(y) := (y+1)p

n
−1

(y+1)pn−1−1
的根得到 p ∈ (ζpn − 1). 故 PZ[ζN ]P = (ζpn − 1) 为主理想. 这样得到 Z[ζN ]P

为 DVR.

作为推论, 我们得到 Z[ζN ] 为整闭整环. 在代数曲线的情形, 我们有下面的
Dedekind 整环的典型例子.

命题 4.2.3 设 k 为代数封闭域, f(x, y) ∈ k[x, y] 为不可约多项式. 设 f(x, y) =
∂f
∂x (x, y) =

∂f
∂y (x, y) = 0 在 k2 中无解, 则 k[x, y]/(f) 为 Dedekind 整环.

证明 设 B = k[x, y]/(f). 由条件知 B 为 Noether 整环. 设 m 为 B 的极大理想,
由 Hilbert 零点定理, 存在 a, b ∈ k, 使得 m = (x − a, y − b), 并且 f(a, b) = 0. 由于
∂f
∂x (a, b) 和

∂f
∂y (a, b) 不能同时为 0, 不妨设 ∂f

∂y (a, b) 6= 0. 这样 m/(x − a) = (y − b) 为
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k[x, y]/(x−a, f) = k[y]/(f(a, y))的一个极大理想. 由 ∂f
∂y (a, b) 6= 0知 b为 f(a, y)的单

根,从而由中国剩余定理不难看到 k[y]/(f(a, y))在 (y−b)处的局部化为 k,即 B/(x−a)
在 m/(x − a) 处的局部化为 k. 由局部化和作商的交换性, 得到 Bm/(x − a) = k 为
域. 从而 mBm = (x− a) 为主理想. 这就证明了 Bm 为 DVR. 由 m 的任意性知 B 为
Dedekind 整环.

4.3 Dedekind整环的有限扩张

定义 4.3.1 设 (A,m), (B,n) 为局部环. 如果环同态 A → B 满足 n ∩ A = m, 则称其
为局部同态, 记为 (A,m)→ (B,n).
设 (A,m) → (B,n) 为离散赋值环之间的局部同态, 并且 mB 6= 0, 则存在 e ≥ 1,

使得 mB = ne. 我们称 e 为 B/A 的分歧指数. 如果 k(n) = B/n 为 k(m) = A/m 的
有限扩张, 则称域扩张次数 f = [k(n) : k(m)] 为 B/A 的剩余类域次数.

对于 Dedekind 整环之间的单扩张 A ↪→ B, 如果 P , Q 分别为 A, B 的非零素理
想, 并且 P = Q ∩ A, 则 DVR 的扩张 AP ↪→ BQ 的分歧指数和剩余类域次数分别称为
P 在 Q 处的分歧指数和剩余类域次数.

定理 4.3.1 设 A 为 Dedekind 整环, K = Frac(A) 为其分式域. 设 K ↪→ L 为域的有
限扩张. 令 B :=

{
x ∈ L | x 在A 上整

}
为 A 在 L 中的整闭包. 设 B 为有限 A-模, P

为 A 的非零素理想, 则有:
(i) B 为 Dedekind 整环.
(ii) B 中满足 Q ∩ A = P 的素理想 Q 均为非零素理想, 并且只有有限个, 记为

Q1, . . . , Qt.
(iii) P 在每个 Qi 处的剩余类域次数 fi 是有限的.

(iv) [L : K] =
t∑
i=1

eifi. 其中 ei, fi 分别为 P 在 Qi 处的分歧指数和剩余类域次数.

(v) 在 B 中成立理想的等式 PB = Qe11 Q
e2
2 . . . Qett .

证明 (i): 由 B 的定义知 B 为整闭整环. 由 B 为有限 A-模知 B 为 Noether 环. 由定
理 4.2.1 只需再证明 B 为一维环. 设 P1 ⊂ P2 为 B 的两个素理想. 令 P0 = (0). 则

(0) = P0 ∩A ⊂ P1 ∩A ⊂ P2 ∩A

为 A 的三个素理想. 而 A 为一维环, 故 P0 ∩ A,P1 ∩ A,P2 ∩ A 中至少有两个相等. 再
由整扩张的纤维中的素理想没有包含关系 (命题 3.6.5) 知 P0, P1, P2 中至少有两个相
等. 由此得到 B 为一维环.

(ii): 设素理想 Q 满足 Q ∩A = P . 由 P 6= (0) 知 Q 6= (0). 通过在 P 处作局部化,
AP ↪→ BP 为单的整扩张, 故 BP /PBP 为零维 Noether 环. 从而其素理想均为极小素
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理想, 故只有有限个, 这些素理想一一对应到 B 中满足 Q ∩A = P 的素理想 Q.
(iii) 和 (iv): 通过将 A,B 分别替换为 AP , BP , 我们不妨设 A 为 DVR, P = m =

(π) 为 A 的唯一极大理想. 则 A ↪→ B 为有限扩张. 由 Qi ∩ A = m 知 A/m ↪→ B/Qi

为单的有限扩张. 从而 [k(Qi) : k(m)] = fi 为有限数.
由于 B 为有限 A-模, 而 A 为 DVR, 根据主理想整环上有限模的结构定理, 可

知 B 为秩有限的自由 A-模, 记 n = rankA(B). 由 A ↪→ B 为单的有限扩张知
K = A ⊗A K ↪→ B ⊗A K 也为单的有限扩张, 从而 B ⊗A K 为域. 而作为 B 的局部
化, 我们有自然的单同态 B ⊂ B ⊗A K ⊂ L = Frac(B), 从而得到 B ⊗A K = L, 故
[L : K] = n.

另一方面, 记 k = A/m, 则由 B 为秩 n 的自由 A-模知 B/mB = B ⊗A k 为
n 维 k-线性空间, 即 dimk B/mB = n. 注意到 B/mB 为零维 Noether 环, 并且
Spec(B/mB) = {Q1, . . . , Qt}, 由命题 1.4.7 得到环同构

B/mB ' BQ1
/mBQ1

× · · · ×BQt
/mBQt

. (4.3–1)

在离散赋值环 BQi
中, 设 QiBQi

= (πi), 则 mBQi
= (πi)

ei . 从而 BQi
/mBQi

=

BQi
/(πi)

ei . 由此得到

dimk

(
BQi

mBQi

)
= `A

(
BQi

mBQi

)
=

ei∑
j=1

`A

(
(πi)

j−1

(πi)j

)
=

ei∑
j=1

`A

(
BQi

(πi)

)

=

ei∑
j=1

dimk k(Qi) = eifi.

分别计算(4.3–1) 两边作为 k-线性空间的维数即得 n =
t∑
i=1

eifi.

(v): 设 Q 为 B 的非零素理想, 我们比较 P 和 Qe11 Q
e2
2 . . . Qett 在 BQ 中生成的理

想, 只需证明 PBQ = Qe11 Q
e2
2 . . . Qett BQ.

如果 Q ∩ A 6= P , 则 PBQ = BQ, 而且 Q 6= Qi, ∀ 1 ≤ i ≤ t. 故对每个 i 有
QiBQ = BQ. 这样得到 PBQ = Qe11 Q

e2
2 . . . Qett BQ = BQ.

如果 Q ∩ A = P , 则存在某个 i 使得 Q = Qi. 由 ei 的定义得到 PBQ = Qeii BQ.
对 j 6= i, 由于 Qi 和 Qj 为不同的极大理想, 不难看到 Q

ej
j BQ = BQ. 由此也得到

PBQ = Qe11 Q
e2
2 . . . Qett BQ.

下面考察在哪些情况下, 上述定理中 “B 为有限 A-模” 这个条件成立.

命题 4.3.1 设 A 为整闭整环, 且为 Noether 环, K = Frac(A) 为其分式域. 设 K ↪→ L

为域的有限扩张. 令 B 为 A 在 L 中的整闭包. 设下列两个条件中至少一个成立, 则 B

为有限 A-模.
(i) L/K 为有限可分扩张.
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(ii) A 为一个域 k 上的有限生成代数.

证明 (i): 想法是将 B 放入更大的一个有限 A-模中, 则利用 Noether 模的性质可得 B

为有限 A-模. 为此, 设 e1, . . . , en 为 L 的一组 K-基. 通过乘以 A 中的元, 可设 ei ∈ B,
∀ i = 1, . . . , n. 由 L/K 为有限可分扩张, 知如下 K-双线性映射

ϕ : L× L −→ K

(x, y) 7−→ TrL/K(xy)

为非退化的 ([18, Lemma 0BIL]). 由 A 整闭知 TrL/K(B) ⊂ A, 从而 ϕ(ei, b) ∈ A,
∀ 1 ≤ i ≤ n, ∀ b ∈ B. 设 b =

∑n
i=1 xiei ∈ B, xi ∈ K, 则

M ·



x1

x2

...

xn


∈ An,

其中 M = (ϕ(ei, ej)) 为 A 上的 n 阶方阵. 由此知
x1

...

xn

 ∈M−1 ·An = (detM)−1M∗ ·An.

其中 M∗ 为 M 的伴随方阵. 这样得到 B 包含在如下有限 A-模中:

(detM)−1(e1, . . . , en) ·M∗ ·An.

再由 A 为 Noether 环知 B 为有限 A-模.
(ii): 当 char.K = 0 时, L/K 为有限可分扩张, 从而由 (i) 即知 B 为有限 A-模.

下面设 char.K = p > 0. 由 Noether 正规化定理, 我们取 A 的 k-子代数 k[t1, . . . , tn],
使得 t1, . . . , tn 在 k 上代数无关, 并且 k[t1, . . . , tn] ↪→ A 为有限扩张. 这样得到域的
有限扩张 k(t1, . . . , tn) ⊂ K ⊂ L, 并且 B 为 k[t1, . . . , tn] 在 L 中的整闭包. 只需证明
k[t1, . . . , tn] ↪→ B 为有限扩张. 故下面不妨设 A = k[t1, . . . , tn], 并且 t1, . . . , tn 在 k 上
代数无关.

通过将 L 替换为 L/K 的正规闭包, 我们还可以假设 L/K 为有限正规扩张. 域扩
张 L/K 可以分解为 K ⊂ Linsep ⊂ L, 使得 Linsep/K 为有限纯不可分扩张, L/Linsep
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为有限可分扩张 ([18, Lemma 030M]). 设 Bi 为 A 在 Linsep 中的整闭包, 则 B 为 Bi

在 L 中的整闭包, 并且由 (i) 知 Bi ↪→ B 为有限扩张, 从而只需证明 A ↪→ Bi 为有限扩
张. 故通过将 L 替换为 Linsep, 又不妨假设 L/K 为有限纯不可分扩张.
设 L = K(b1, . . . , bm), bi ∈ B, ∀ 1 ≤ i ≤ m. 由 L/K 为纯不可分的有限扩张, 存在

p 的一个正整数幂次 q, 使得 bqi ∈ K, ∀ 1 ≤ i ≤ m. 又由于 bqi 在 A 上整, 并且 A 为整
闭的, 故每个 bqi 均在 A = k[t1, . . . , tn] 中. 这样可以找到有限个 k 中的元素 c1, . . . , cr,
使得每个 bi 均在 k′(t

1
q

1 , . . . , t
1
q
n ) 中, 其中 k′ = k(c

1
q

1 , . . . , c
1
q
r ) 为 k 的有限扩域. 由此

得到 L ⊂ k′(t
1
q

1 , . . . , t
1
q
n ), 从而 B 包含在 A 在 k′(t

1
q

1 , . . . , t
1
q
n ) 的整闭包 B′ 中. 不难看

到 B′ = k′[t
1
q

1 , . . . , t
1
q
n ]. 这是因为 k′[t

1
q

1 , . . . , t
1
q
n ] 在 A 上整, 同时 k′[t

1
q

1 , . . . , t
1
q
n ] 同构于

k′ 上的 n 元多项式环, 从而为整闭整环. 由于 A ↪→ B′ 显然为有限有限扩张, 从而由
Noether 性知 B 为有限 A-模.

注记 4.3.1 一般地, 当 A 为 Dederkind 整环时, 只要 L/K 为有限扩张, 就能得到 B

为 Dedekind 整环 (但不一定是有限 A-模). 这是 Krull-Akizuki 定理的一个推论, 其表
述和证明见 [14, Theorem 11.7].

一个代数数域 K 是指有理数域 Q 的一个有限扩域. 代数数域 K 的代数整数环是
指 Z 在 K 中的代数闭包, 一般记为 OK . 由 命题 4.3.1, OK 为 Dedekind 整环.

4.4 Dedekind整环的理想类群

在本节中, 如不特别说明, A 均为一个 Dedekind 整环, K 为 A 的分式域, SpecmA
表示 A 的所有非零素理想 (极大理想) 形成的集合. 我们分别定义 A 上的 Picard 群,
理想类群和除子类群, 并说明这三个群是同构的. 这个群反映了 A 的一些整体信息.

定义 4.4.1 称 A-模 M 为可逆模, 如果 M 为有限 A-模, 并且对 A 的每个非零素理想
P , 均有 MP 为秩 1 的自由 AP -模.

我们首先说明 M 在局部上是秩为 1 的自由模, 即下面的命题.

命题 4.4.1 设 M 为可逆 A-模, 则对任意 P ∈ SpecA, 均存在 f ∈ A, 使得 P ∈ D(f),
并且 Mf 作为 Af -模同构于 Af .

证明 由于 MP ' AP , 可知存在 x ∈M , 使得 MP = AP
x

1
. 考虑 A-模同态

ϕ : A −→M

a 7−→ ax

则 ϕ 在 P 处的局部化 ϕP : AP −→ MP 为同构. 从而 (Kerϕ)P = 0, (Cokerϕ)P = 0.
由于 Kerϕ和 Cokerϕ均为有限 A-模,可以找到 f ∈ A,使得 f /∈ P ,并且 (Kerϕ)f = 0,
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(Cokerϕ)f = 0. 这样得到 ϕf : Af −→Mf 为 Af -模同构.

对于可逆 A-模 M , 下面的命题说明张量积函子 M ⊗ · 是正合函子.

命题 4.4.2 设 M 为可逆 A-模, 设 ϕ :M1 −→M2 为 A-模的单同态, 则

1⊗ ϕ :M ⊗AM1 −→M ⊗AM2

x⊗ x1 7−→ x⊗ ϕ(x1)

也为单同态.

证明 对任意 P ∈ SpecA,

M ⊗AMi ⊗A AP 'Mi ⊗A (M ⊗A AP ) 'Mi ⊗A AP ,

由 ϕ 为单同态知 M1 ⊗A AP −→M2 ⊗A AP 为单同态. 故 1⊗ ϕ 在每个素理想 P 处的
局部化均为单同态, 由此知 1⊗ ϕ 为单同态.

对于可逆 A-模 M , 我们将 M 作为 A-模的同构类记作 [M ]. 记 Pic(A) 为所有可
逆 A-模的同构类形成的集合. 容易看到, 若 M , N 均为可逆模, 则 M ⊗A N 也为可逆
模, 并且 [M ] · [N ] := [M ⊗A N ] 是良好定义的 Pic(A) 上的运算.

命题 4.4.3 Pic(A) 在上述运算 [M ] · [N ] 下是一个 Abel 群. 其单位元为 [A], 并且
[M ] ∈ Pic(A) 的逆元为 [HomA(M,A)]

证明 由张量积的性质, 该运算显然具有结合性和交换性, 并且 [A] 为单位元. 下面验
证对于可逆 A-模 M , 有 M ⊗A HomA(M,A) ' A. 首先有 A-模同态

M ⊗A HomA(M,A)
φ−→ A

x⊗ f 7→ f(x)

由 M 为可逆模可知对 A 的每个素理想 P , 均有 MP ' AP , 以及

HomA(M,A)P ' HomAP
(MP , AP ) ' AP .

这样得到 ϕ 在 P 处的局部化 M ⊗A HomA(M,A) ⊗A AP
φP−→ AP 为同构. 由 P 的任

意性知 ϕ 为同构.

Pic(A) 称为 A 的 Picard 群. 对于可逆 A-模 M , 由命题 4.4.2 知自然同态
M →M ⊗A K, x 7→ x⊗ 1 为单的 A-模同态. 又由于任取非零素理想 P , 有

M ⊗A K 'M ⊗A AP ⊗AP
K 'MP ⊗AP

K ' AP ⊗AP
K ' K.
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我们看到 M 同构于 K 的一个 A-子模. 一般地, 我们称 K 的一个非零有限 A-子模为
A 的一个分式理想. A 的非零理想均为分式理想.

命题 4.4.4 A 的分式理想均为可逆 A-模.

证明 设 M ⊂ K 为 A 的一个分式理想. 设 e1, . . . , en 为 M 的生成元. 对任意
P ∈ SpecmA, 令 π 为极大理想 PAP 的生成元. 则 ei = uiπ

ai , 其中 ui ∈ A∗P , ai ∈ Z.
不妨设 a1 = min{a1, . . . , an}. 则易验证 MP = AP e1 为秩 1 的自由 AP -模.

另一方面, 下面的命题说明每个可逆模也都同构于某个分式理想.

命题 4.4.5 设 M 为可逆 A-模, 则存在 A-模单同态 M ↪→ K, 即 M 与一个分式理想
同构.

证明 由命题 4.4.1, 可找到一个 0 6= f ∈ A, 使得 Mf ' Af . 令 ϕ 为复合同态
M −→ Mf

∼−→ Af ↪→ K. 下面验证 ϕ 为单同态. 任取 s ∈ M , 并设 ϕ(s) = 0. 对任意
P ∈ SpecA, 取 g ∈ A, 使得 P ∈ D(g), 并且 Mg ' Ag. 考虑交换图表:

M Mf Af K

Mg Mgf

Ag Agf

o o

∼

由 ϕ(s) = 0 知 s 在局部化的自然同态 M −→Mf 下的像为 0. 由图表的交换性知 s 在
局部化自然同态 M −→Mg 下的像 s |g 也为 0. 注意到 P ∈ D(g), 得到 s 在 MP 中为
0. 由 P 的任意性即知 s = 0.

由该命题以及前面的讨论, Pic(A) 中的每个元素都可以取分式理想为代表元. 为了
完全用分式理想刻画 Pic(A), 我们还需要讨论两个分式理想何时作为 A-模是同构的.

命题 4.4.6 设 I, J 均为 A 的分式理想, 则 I 与 J 作为 A-模同构 ⇐⇒ 存在
0 6= f ∈ K∗, 使得 J = fI.

证明 ⇐= 是显然的. 故只需证 =⇒ . 设 ϕ : I
∼−→ J 为 A-模同构. 取 0 6= x0 ∈ I, 令

f =
ϕ(x0)

x0
∈ K. 则 f 6= 0. 对任意 x ∈ I, 由于 x

x0
∈ K, 可找到 a, b ∈ A, b 6= 0, 使得

x

x0
=
a

b
, 从而 ax0 − bx = 0. 故 aϕ(x0)− bϕ(x) = 0. 这说明

ϕ(x) =
aϕ(x0)

b
=
ϕ(x0)

x0
x = fx.

从而 J = ϕ(I) = fI.
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为了对应可逆模的张量积运算, 我们需要在分式理想上引入乘法运算. 设 I, J 为
A 的分式理想, 定义 IJ 为集合

{
xy | x ∈ I, y ∈ J

}
生成的 K 的 A-子模. 显然 IJ 也

是一个分式理想, 称为 I 和 J 的乘积. 当 I, J 均为 A 的非零理想时, 其作为分式理想
的乘积与作为理想的乘积相同.

命题 4.4.7 设 I, J 均为 A 的分式理想, 则在 Pic(A) 中有 [I] · [J ] = [IJ ].

证明 由命题 4.4.2, 我们得到如下一系列单的 A-模同态:

I ⊗A J ↪→ K ⊗A J ↪→ K ⊗A K
∼−→ K.

并且 I⊗AJ 在这些同态的复合下映为K 的子模 IJ . 由此得到 A-模同构 I⊗AJ ' IJ .

在 A 的所有分式理想形成的集合上, 引入等价关系 ∼ 为: I ∼ J ⇐⇒ 存在
0 6= f ∈ K∗, 使得 I = fJ . 令等价类集合为 Cl(A). 分式理想的乘积给出了 Cl(A) 上的
一个运算. 前面的讨论可以总结为如下命题.

命题 4.4.8 Cl(A) 在分式理想的乘积下形成一个 Abel 群, 并且有群同构

Cl(A) ∼−→ Pic(A)

I 7−→ [I]

证明 由命题 4.4.5 和命题 4.4.6 可知映射 Cl(A) ∼−→ Pic(A), I 7−→ [I] 是一个双射.
再由命题 4.4.7 可知该映射保持两边的乘法运算, 从而由 Pic(A) 为群知 Cl(A) 为群, 并
且上述双射为群同构.

我们称 Cl(A) 为 A 的理想类群. 作为 Cl(A) 是一个群的推论, 分式理想在乘积运
算下均有逆元. 下面的推论给出了逆元的形式.

推论 4.4.1 对分式理想 I, 令 I−1 :=
{
x ∈ K | xI ⊂ A

}
, 则 I−1 为分式理想, 并且

II−1 = A.

证明 由群同构 Cl(A) ∼−→ Pic(A) 知存在分式理想 J ′, 存在 f ∈ K∗, 使得 IJ ′ = fA.
令 J = f−1J ′, 则 IJ = A. 显然 J ⊂ I−1. 反之, 任给 x ∈ I−1, 有 x ∈ xA = xIJ ⊂
AJ = J , 故 I−1 ⊂ J . 这样得到 I−1 = J 为分式理想, 并且 II−1 = A.

由于分式理想的乘积显然具有结合性和交换性, 因此 A 的所有分式理想在乘积运
算下形成一个 Abel 群, 将其记为 C̃l(A). 形如 fA, f ∈ K∗ 的分式理想称为主分式理
想, 所有主分式理想形成 C̃l(A) 的子群. 根据上面的分析, C̃l(A) 商掉主分式理想形成
的子群得到的商群即为 Cl(A).

A 的除子群 Div(A) 定义为以 A 的所有非零素理想 SpecmA 作为基生成的自由
Abel 群 (Z-模). 除子群 Div(A) 中的一个元素 D 称为一个除子, 其为有限个非零素理
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想的形式和: D =
∑t
i=1 niPi, ni ∈ Z, Pi ∈ SpecmA. 对一个分式理想 I ⊂ K,在非零素

理想 P 处作局部化得到 IP ⊂ K⊗AAP = K, 从而 IP 可以自然地看作 K 的 AP -子模.

命题 4.4.9 设 I 为 A 的分式理想, 则只有有限个非零素理想 P 使得 IP 6= AP , 或者
等价地, 对几乎所有非零素理想 P , 均有 IP = AP . 这里均通过自然的单同态将 IP 和
AP 看作 K 的 AP -子模.

证明 设 f1, . . . , fn ∈ K∗ 为 I 作为 A-模的生成元. 设 fi =
ai
bi

, ai, bi ∈ A \ {0}. 由 A

为一维 Noether 环知集合

S :=
{
P | P ∈ SpecmA, 并且存在1 ≤ i ≤ n, 使得ai ∈ P 或者bi ∈ P

}
为有限集. 若 P 为不在 S 中的非零素理想, 则 IP = A. 从而命题得证.

对分式理想 I, 对 P ∈ SpecmA, 设 πP 为主理想 PAP 的生成元, 则容易看到存在
整数 vP (I), 使得作为 K 的子模有 IP = π

vP (I)
P AP . 容易看到 vP (I) 不依赖于生成元

πP 的选取, 称为 I 在点 P 处的阶. 由命题 4.4.9, 只有有限个 P 使得 vP (I) 6= 0, 从而

div(I) :=
∑

P∈Specm A

vP (I)P ∈ Div(A)

是良好定义的除子. 特别地, 设 f ∈ K∗, 则主分式理想 fA 对应的除子 div(f) :=

div(fA) 称为一个主除子. vP (f) := vP (fA) 称为 f 在点 P 处的阶. 直观上看, vP (f)
代表有理函数 f 在 P 处的零点或极点的重数 (按 vP (f) 正负区分零点极点). A 的所
有主除子形成 Div(A) 的子群, 记为 Divp(A). 对应的商群 Cl′(A) := Div(A)/Divp(A)
称为 A 的除子类群.

命题 4.4.10 对应 I 7→ div(I) 给出了群同构 C̃l(A) ∼−→ Div(A), 并且在这个同构下主
分式理想形成的子群 P(A) 对应到主除子形成的子群 Divp(A). 特别地, 我们有群同构
Cl(A) ' Cl′(A).

证明 对分式理想 I, J , 如果 div(I) = div(J), 则 IP = JP , ∀ P ∈ SpecA, 从而 I = J .
这就证明了同态 I 7→ div(I) 为单的. 对任意 P ∈ SpecmA, 显然 div(P ) = P ∈
Div(A). 由于 Div(A) 由 SpecmA 生成, 故 I 7→ div(I) 为满的. 这就得到了群同构
C̃l(A) ∼−→ Div(A). 由定义, 这个同构将主分式理想对应到主除子, 从而诱导了商群的
同构 Cl(A) ∼−→ Cl′(A).

作为分式理想群和除子群同构的推论, 我们得到分式理想的素因子分解.

推论 4.4.2 设 I 为 A 的分式理想, 则有:
(i) 存在分解 I = P a11 . . . P ann . 其中 P1, . . . , Pn 为互不相同的非零素理想, a1, . . . , an
均为非零整数.

(ii) 上述分解在不计各 P aii 顺序的前提下是唯一的.

未定稿: 2024-01-28



习题 89

(iii) I 为 A 的理想 ⇐⇒ ∀ i = 1, . . . , n, ai > 0.
特别地, 我们得到 A 的非零理想均可写为有限个素理想的乘积, 而且这种分解在不计素
理想因子顺序的前提下是唯一的.

证明 这是命题 4.4.10 给出的群同构以及对 P ∈ SpecmA, div(P ) = P 的直接推论.

Cl(A) 刻画了 A 相对于主理想整环的偏离程度. 具体而言, 有下面的命题.

命题 4.4.11 设 Cl(A) = 0 为平凡 Abel 群 ⇐⇒ A 为主理想整环.

证明 由理想类群 Cl(A) 的定义即得.

总结上面的讨论,我们得到了 Picard群 Pic(A),理想类群 Cl(A)和除子类群 Cl′(A)
是互相同构的. 前面已经说明了可逆模和分式理想的对应, 下面描述除子和它们之间的
对应. 其中涉及到的验证都是直接的, 读者可以自行补充. 设 D =

∑t
i=1 niPi ∈ Div(A)

为除子. 通过 Div(A) 和 C̃l(A) 的同构, 令 I 为与 D 对应的分式理想, 则 div(I) = D.
由 div(I) 的定义即可验证 I =

{
f ∈ K∗ | div(f) +D ≥ 0

}⋃
{0} 为 K 的子集. 这里

div(f) +D ≥ 0 是指除子 div(f) +D 作为形式和的每个系数均为非负整数.
另一方面, 给一个可逆 A-模 M , 对 P ∈ SpecmA, 由于 MP ' AP 为秩 1 的自

由 AP -模, 我们可取 eP ∈ MP 为 MP 的生成元, 即 MP = AP eP . 这样的元素 eP 称
为 M 在点 P 处的局部标架. 任何两个 P 处的局部标架相差一个 A∗P 中的元. 我们
称 M ⊗A K 中的一个元 s 为 M 的一个亚纯截面. 现在取定一个非零的亚纯截面 s,
再对每个 P ∈ SpecmA, 取定一个 P 处的局部标架 eP , 取定 PAP 的生成元 πP . 由
M ⊗A K ' MP ⊗AP

K, 将 eP ∈ MP 等同 eP ⊗ 1 ∈ MP ⊗AP
K, 再等同到 M ⊗A K

中的元, 可知 M ⊗A K = KeP . 这样得到 s = fP eP , 其中 fP ∈ K∗. 易知只有有限
个 P 使得 vP (fP ) 6= 0. 从而 div(s) :=

∑
P∈Specm A vP (fP )P ∈ Div(A) 是一个良好定

义的除子, 并且可验证不依赖于 eP 和 πP 的选取. 若 s′ 为另一个非零亚纯截面, 则
存在 0 6= f ∈ K∗, 使得 s′ = fs, 并且 div(s′) = div(s) + div(f). 这说明 div(s) 和
div(s′) 相差一个主除子, 从而 div(s) 代表的 Cl′(A) 中的元不依赖于 s 的选取. 不难看
到 [M ] 7→ div(s) 即为前面给出的群同构 Pic(A) ∼→ Cl′(A).

对于一个代数数域 K, 其代数整数环 OK 的理想类群 Cl(OK) 是一个有限 Abel
群. 这是代数数论中的一个基本结论. 其证明可见代数数论的相关教材, 如 [15]. 关
于代数整数环的理想类群, 还有很多猜想没有得到证明, 比如二次域的 Cohen-Lenstra
heuristics ([4, §5.10]).

习题

1. 设 A 为 Dedekind 整环. 证明:
(i) 对 0 6= a ∈ A, 有 A/aA = A1 × · · · × An, 并且每个 Ai 均为离散赋值环的商环.
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(ii) 设 I 为 A 的非零理想, 则存在 a, b ∈ I, 使得 I = (a, b).

2. 证明 Z[
√
2], Z[ 3

√
2] 均为 Dedekind 整环.

3. 证明 Z[ 3
√
5] 为 Dedekind 整环, 并写出 (2) 和 (3) 上方的各个素理想处的分歧指数和剩余类

域次数.

4. 设 N ≥ 1, ζN = e
2πi
N ∈ C∗. 设 P 为 Z[ζN ] 的非零素理想, P ∩ Z = (p). 求 (p) 在 P 处的分

歧指数.

5. 设 A 为 DVR, 证明 Â 也为 DVR.

6. 设 A
φ
↪→ B 为 Dedekind 整环间单的有限扩张, 并且 (A,m) 为 DVR. 设 ϕ∗ 在点 m 处的纤

维为 ϕ∗−1(m) =
{
Q1, . . . , Qt

}
. 证明:

(i) Â⊗A B '
t∏
i=1

Bi, 其中 Bi = B̂Qi 为离散赋值环 BQi 的完备化.

(ii) 对 1 ≤ i ≤ t, 对于 DVR 之间的扩张 A → BQi 和 Â → B̂Qi , 它们的分歧指数 ei 和剩
余类次数 fi 分别相等. 并且 B̂Qi 为秩等于 eifi 的自由 Â-模.

注: 本习题说明 B 完备化之后分裂为有限个局部环的乘积. 这在某种意义上是说在完备局部
环比一般的局部环更具有 “局部性”. 一般地, 具有这种 “分裂” 效果的环称为 henselian 局部
环, 其主要性质可见 [8, §2.8].

7. 设 f : C2 \ {0} → C 为 C2 \ {0} 上的复值函数. 设 f 还是有理函数, 即对任意 x ∈ C2 \ {0},
存在 g, h ∈ C[x1, x2], 使得 h(x) 6= 0, 并且对任意 y ∈ D(h) := {a ∈ C2 \ {0}|h(a) 6= 0}, 均
有 f(y) = g(y)/h(y). 证明存在唯一的多项式 F ∈ C[x1, x2], 使得 F |U = f .
注: 这是多复变函数论中 Hartogs 现象 (见 [5, Chapter I, (3.28)]) 的一个有理函数版本.
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习题提示

1. (i): A/aA 为零维 Noether 环. (ii): A1 × · · · × An 的每个理想均为主理想.
7. 设 A = C[x1, x2], 由 A 为整闭整环知 A =

⋂
htP=1AP .
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5.1 基本定理

回忆拓扑空间 X 的维数 dimX 为所有 X 的不可约闭子集降链长度的上确界. 环
A 的维数 dimA 定义为 SpecA 的维数. 在研究维数的性质时, 整扩张是一个重要的
手段.

定理 5.1.1 (上升定理) 设 A → B 为环的整扩张, 设 P1 ( P2 为 A 的两个素理想, 设
Q1 ∈ SpecB 且 Q1 ∩A = P1, 则存在 Q2 ∈ SpecB, 使得 Q2 ∩A = P2, 并且 Q1 ( Q2.

证明 令 Ā = A/P1, B̄ = B/Q1, 则 Ā ↪→ B̄ 为单的整扩张. 在 P2 处作局部化, 得到单
的整扩张 ĀP2

↪→ B̄P2
. 故 B̄P2

不是零环. 任取 B̄P2
的极大理想 Q, 则由整扩张的性质,

ĀP2
∩Q 为 ĀP2

的极大理想, 从而 ĀP2
∩Q = P2ĀP2

. 令 Q2 ∈ SpecB 为 Q 对应的素
理想即可.

命题 5.1.1 设 A→ B 为单的整扩张, 则 dimA = dimB.

证明 设 P0 ( P1 ( · · · ( Pn 为 A 的一个素理想链. 由命题 3.6.6, 存在 Q0 ∈ SpecB,
使得 Q0 ∩ A = P0. 再由定理 5.1.1, 可以将 Q0 扩展为 B 中的素理想链 Q0 ( Q1 (
· · · ( Qn, 使得 Qi ∩A = Pi, ∀ 0 ≤ i ≤ n. 这样得到 dimA ≤ dimB.

反过来, 任给 B 的素理想链 Q0 ( Q1 ( · · · ( Qn, 令 Pi = Qi ∩A, 则得到 A 的素
理想链 P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Pn. 对每个 i = 0, . . . , n − 1, 由 Qi ( Qi+1 和命题 3.6.5 知
Pi ( Pi+1. 这样得到一个 A 中长度为 n 的素理想链. 从而 dimA ≥ dimB. 结合已得
到的关系 dimA ≤ dimB 即知 dimA = dimB.
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定理 5.1.2 (下降定理) 设 A ↪→ B 为整环的单同态, 并且为整扩张. 还设 A 为整闭整
环. 设 P1 ( P2 为 A 的素理想, Q2 ∈ SpecB 并且 Q2 ∩ A = P2. 则存在 Q1 ∈ SpecB
满足 Q1 ∩A = P1, 以及 Q1 ( Q2.

证明 令 K = Frac(A), L = Frac(B), 则 L/K 为代数扩张. 下面将问题逐步进行约化.

(1) 可设 B 为 A 在 L 中的整闭包. 理由为: 令 B̃ 为 A 在 L 中的整闭包, 则有整扩张
A ⊂ B ⊂ B̃. 由上升定理, 可取 Q̃2 ∈ Spec B̃, 使得 Q̃2 ∩ B = Q2. 如果对 A ⊂ B̃

的情形已经证明了下降定理, 则可取 Q̃1 ∈ Spec B̃, 使得 Q̃1 ⊂ Q̃2, 且 Q̃1 ∩A = P1.
这样取 Q1 = Q̃1 ∩B 即可.

(2) 可设 L/K 为有限扩张. 理由为: 假设对有限扩张的情形已经证明了下降定理, 对
L/K 的每个中间域 M , 记 AM 为 A 在 M 中的整闭包. 考虑如下集合

S :=
{
(M,QM ) |M 为 L/K 的中间域, QM ∈ SpecAM , QM ∩A = P1,

QM ⊂ Q2 ∩AM
}

.

定义 S 上的偏序关系 ≤ 为: (M1, QM1) ≤ (M2, QM2) ⇐⇒ M1 ⊂ M2, 且
QM2 ∩ AM1 = QM1 . 对 S 中的任意链 (全序子集)

{
(Mi, QMi) | i ∈ I

}
, 令

M :=
⋃
i∈I

Mi, QM :=
⋃
i∈I

QMi , 易验证 (M,QM ) ∈ S, 并且 (Mi, QMi) ≤ (M,QM ),

∀ i ∈ I. 这说明 S 中的任意链均有上界. 由 Zorn 引理, 可以找到 S 的一个极
大元 (M0, QM0

). 如果 M0 6= L, 取 a ∈ L \M0, 令 M1 = M0(a). 则 M1/M0 为
域的有限扩张, 并且对这个有限扩张应用下降定理可找到 QM1

∈ SpecAM1
, 使得

QM1
∩ AM0

= QM0
, 以及 QM1

⊂ Q2 ∩ AM1
. 这样得到 (M0, QM0

) < (M1, QM1
),

与 (M0, QM0
) 的极大性矛盾. 故 M0 = L, 从而取 Q1 = QM0

即可.
(3) 可设 L/K 为正规扩张. 理由为: 取 L̃ 为 L/K 的正规闭包, 令 B̃ 为 A 在 L̃ 中的整
闭包. 则 A ⊂ B ⊂ B̃ 为整扩张. 由上升定理,可取 Q̃2 ∈ Spec B̃,使得 Q̃2∩B = Q2.
如果对 A ⊂ B̃ 的情形已经证明了下降定理, 则可取 Q̃1 ∈ Spec B̃, 使得 Q̃1 ⊂ Q̃2,
且 Q̃1 ∩A = P1. 这样取 Q1 = Q̃1 ∩B 即可.

(4) 可设 L/K 为可分扩张. 理由为: 设 char.K = p > 0, 由于已经假设 L/K 为有限
正规扩张, 域扩张 L/K 可以分解为 K ⊂ Linsep ⊂ L, 使得 Linsep/K 为有限纯
不可分扩张, L/Linsep 为有限可分扩张 ([18, Lemma 030M]). 设 Ainsep 为 A 在
Linsep 中的整闭包. 对 j = 1, 2, 令 P̃j :=

{
x ∈ Ainsep | ∃ n ≥ 1, xp

n ∈ Pj
}

. 则 P̃j

为 Ainsep 中唯一的满足 P̃j ∩ A = Pj 的素理想, 并且 P̃1 ⊂ P̃2, Q2 ∩ Ainsep = P̃2.
如果对可分扩张 L/Linsep 已经证明了下降定理, 则可找到 Q1 ∈ SpecB, 使得
Q1 ∩Ainsep = P̃1, Q1 ⊂ Q2. 这样 Q1 也满足 Q1 ∩A = P1 的要求.

(5) 由前面几步的约化, 我们可以假设 L/K 为有限 Galois 扩张, B 为 A 在 L 中的
整闭包. 令 G = Gal(L/K) 为 Galois 群. 由上升定理, 可找到 Q′1 ∈ SpecB 使得
Q′1 ∩ A = P1, 又可找到 Q′2 ∈ SpecB, 使得 Q′2 ∩ A = P2, 且 Q′1 ⊂ Q′2. 我们断言
存在 g ∈ G, 使得 gQ′2 = Q2. 这是因为, 假设 ∀ g ∈ G, Q2 * gQ′2, 则由素避引
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理 3.2.1, 可找到 x ∈ Q2, 使得 x /∈ gQ′2, ∀ g ∈ G. 这样得到 y :=
∏
g∈G

gx /∈ Q′2. 由于

y ∈ LG = K, y 在 A上整且 A为整闭整环, 知 y ∈ A. 从而 y ∈ Q2∩A = P2 ⊂ Q′2.
这与 y /∈ Q′2 矛盾. 故存在 g ∈ G, 使得 Q2 ⊆ gQ′2. 由于 gQ′2 ∩ A = P2 = Q2 ∩ A,
以及整扩张时每个纤维中的素理想没有包含关系, 我们得到 Q2 = gQ′2. 这样取
Q1 = gQ′1 即满足条件.

注记 5.1.1 在环的平坦同态时也有形如下降定理的性质成立 (命题 7.3.5).

推论 5.1.1 设 A ↪→ B 为整环的单同态, 并且为整扩张. 还设 A 为整闭整环. 记
f : Y = SpecB → X = SpecA 为相应的素谱空间之间的映射. 设 W 为 X 的一个不可
约闭子集. 则对 f−1(W ) 的任何不可约分支 Z, 都有 f(Z) =W , 并且 dimZ = dimW .

证明 设 W = V (P ), Z = V (Q), 则 P ∈ SpecA, Q ∈ SpecB, 并且 Q 为包含 PB 的
一个极小素理想. 记 P1 := Q ∩ A ⊃ P . 由上升定理可以看到 f(Z) = V (P1). 如果
P1 ) P , 由下降定理, 可以找到 Q0 ∈ SpecB, 使得 Q ) Q0, 以及 Q0 ∩A = P . 这与 Q

为包含 PB 的一个极小素理想矛盾. 故 P1 = P , f(Z) = W . 这样 A/P ↪→ B/Q 为整
的单扩张. 由命题 5.1.1得到 dimA/P = dimB/Q, 即 dimZ = dimW .

现在可以将 Noether 正规化定理加强为下面的版本.

定理 5.1.3 (Noether正规化定理:理想链版本) 设 k 为域, A 为有限生成 k-代数. 设
I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ir 为 A 的理想链, 并且 Ir 6= A. 则 A 中可找到有限个在 k 上代数无
关的元 t1, . . . , tn, 满足:

(i) k[t1, . . . , tn] ↪→ A 为有限扩张.
(ii) 存在整数 0 ≤ h(1) ≤ h(2) ≤ · · · ≤ h(r) ≤ n, 使得对每个 1 ≤ i ≤ r, 均有

Ii
⋂
k[t1, . . . , tn] = (t1, . . . , th(i)). 其中当 h(i) = 0 时, (t1, . . . , th(i)) 理解为零理

想 (0).

证明 设 A = k[x1, . . . , xn]/J , 则 I1 ⊂ · · · ⊂ Ir 可看作 k[x1, . . . , xn] 中的理想链. 通
过考虑 k[x1, . . . , xn] 的理想链 J ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ Ir, 不妨假设 A = k[x1, . . . , xn] 为多项
式环. 下面对 n 进行归纳.
(1) 当 n = 1 时, 不妨设 I1 6= (0), 则 I1 = (f) 为主理想, 且 f 为次数大于 0 的多项式.
令 t1 = f , 则 t1 在 k 上代数无关, k[t1] ↪→ A 为整扩张, 并且 I1 ∩ k[t1] = (t1). 由
于 (t1) 为极大理想, 故 Ii ∩ k[t1] = (t1), ∀ i = 1, . . . , r.

(2) 当 n ≥ 2 时, 不妨设 I1 6= 0. 取 0 6= f ∈ I1, 并令 I0 = (f). 与定理 3.6.2 的证明类
似, 通过一个可逆变量代换, 不妨设 f 为 x1 的首一多项式. 这样取 u1 = f , ui = xi

(2 ≤ i ≤ n), 则容易看到 u1, . . . , un 在 k 上代数无关, k[u1, . . . , un] ↪→ A 为整扩张,
并且 I0 ∩ k[u1, . . . , un] = (u1). 对 k[u2, . . . , un] ' k[u1, . . . , un]/(u1) 及其理想链

I1 ∩ k[u1, . . . , un]
(u1)

⊂ I2 ∩ k[u1, . . . , un]
(u1)

⊂ · · · ⊂ Ir ∩ k[u1, . . . , un]
(u1)
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应用归纳假设, 可以找到 k[u2, . . . , un] 中在 k 上代数无关的元 t2, . . . , tn, 使得
k[t2, . . . , tn] ↪→ k[u2, . . . , un] 为整扩张, 且

Ii ∩ k[u1, . . . , un]
(u1)

⋂
k[t2, . . . , tn] = (t2, . . . , th(i)), i = 1, . . . , r.

其中 h(i) 为非负整数. 令 t1 = u1, 则 t1, . . . , tn 为 A 中在 k 上代数无关的元素, 并
且由 k[t1, . . . , tn] ↪→ k[u1, . . . , un] 为整扩张知 k[t1, . . . , tn] ↪→ A 为整扩张. 同时不
难验证, 对每个 i = 1, . . . , r, 有 Ii ∩ k[t1, . . . , tn] = (t1, . . . , th(i)). 归纳证毕.

上述证明想法的几何意义为: 设 V (I1) ⊃ V (I2) ⊃ · · · ⊃ V (Ir) 为仿射空间
Ank = Spec k[x1, . . . , xn] 的闭子簇 (闭子概型). 取 Y = V (f) 为 Ank 的包含 V (I1) 的
超曲面. 通过可逆变量代换, 找到满的有限态射 Ank

π1−→ Ank , 使得 π1(Y ) = H, 其
中 H ' An−1k 为 Ank 的一个超平面. 取定一个线性同构 ψ : Ank

∼−→ H × A1
k 使得

ψ(H) = H × {0}. 对 H 及其闭子簇链 π1(V (I1)) ⊃ · · · ⊃ π1(V (Ir)) 应用归纳假设, 又
可以找到满的有限态射 π2 : H −→ An−1k , 使得 π1(V (I1)) ⊃ · · · ⊃ π1(V (Ir)) 在 π2 下
的像为子线性空间链. 这样得到复合态射

π : Ank
π1−→ Ank

ψ−→ H × A1
k

π2×id
−−−−−→ An−1k × A1

k = Ank

为满的有限态射, 且 V (I1) ⊃ V (I2) ⊃ · · · ⊃ V (Ir) 在 π 下的像为子线性空间链.
下面分析 Noether 局部环的维数.

定义 5.1.1 设 (A,m) 为 Noether 局部环. m 中的一组元素 x1, . . . , xr 称为一组参数
系, 如果存在正整数 i, 使得 mi ⊂ (x1, . . . , xr). 包含元素个数最少的参数系称为 A 的
一组极小参数系. 极小参数系中包含的元素个数记为 δ(A).

由定义, δ(A) 不超过 m 的极小生成元的个数. 实际上, 有下面更强的不等式成立.

引理 5.1.1 设 (A,m) 为 Noether 局部环. 则 δ(A) ≤ dimA.

证明 不妨设 d = dimA < +∞. 对 d 归纳. 若 d = 0, 则 m 为极小素理想, 从而 m 为
幂零理想, 故 r = 0.

下面记 r = δ(A). 设 d ≥ 1. 则 m 不是极小素理想. 由于 A 的极小素理想只有有
限个, 由素避引理 3.2.1, 可以找到 x ∈ m, 使得 x 不在任何极小素理想中. 这样得到
dimA/(x) ≤ d − 1. 从而由归纳假设, 可以找到 y1, . . . , yr ∈ m, 使得 r ≤ d − 1, 并且
y1, . . . , yr 为 A/(x) 的极小参数系. 由此可得 x, y1, . . . , yr 为 A 的参数系. 故 δ(A) 不
超过 r + 1 ≤ d.

我们的目标是证明 Noether 局部环 A 的极小参数系包含的元素个数恰好等于 A

的维数. 为此, 需要先考察极小参数系只含一个元素的情形.
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定理 5.1.4 (Krull主理想定理) 设 (A,m) 为 Noether 局部环, 并且 x ∈ m 为 A 的参数
系. 则 dimA ≤ 1.

证明 设 P ( m 为 A 的一个不等于 m 的素理想. 我们只需证明 P 为极小素理想. 由
参数系的定义, 存在 i ≥ 1, 使得 mi ⊂ (x). 从而在 A/(x) 中有 mi = 0. 这说明 A/(x)

为有限长度的 A-模. 故 A/(x) 的任意理想降链均在有限步稳定.
如果 x ∈ P , 由 mi ⊂ (x) ⊂ P 知 m ⊂ P . 这与 P ( m 矛盾. 故 x /∈ P .
考虑 P 的符号幂 P (r) = P rAP

⋂
A, 以及 A 的理想降链

P (1) + (x) ⊃ P (2) + (x) ⊃ · · · .

该理想降链对应到 A/(x) 的理想降链, 再由 A/(x) 的任意理想降链均在有限步稳
定, 可知存在 r ≥ 1, 使得 P (r) + (x) = P (r+1) + (x). 从而对任意 y ∈ P (r), 存在
z ∈ P (r+1) ⊂ P (r) 以及 a ∈ A, 使得 y = z + xa. 再由 x /∈ P 可知 a ∈ P (r). 由此得
到 P (r) = P (r+1) + xP (r). 注意到 x ∈ m, 利用 Nakayama 引理可得 P (r) = P (r+1). 这
样在 AP 中有 P rAP = P r+1AP . 再 Noether 局部环 AP 中再次应用 Nakayama 引理,
即得 P rAP = 0. 故 PAP 为 AP 中的极小素理想. 从而 P 为 A 的极小素理想.

注记 5.1.2 通过局部化, 显然 Krull 主理想定理等价于下面的形式: 设 A 为 Noether
环, x ∈ A, 并且 P 为包含 x 的素理想中的极小元, 则 P 的高度 htP ≤ 1.

现在可以给出关于 Noether 局部环维数的如下基本定理.

定理 5.1.5 设 (A,m) 为 Noether 局部环, 则 dimA = δ(A).

证明 对 δ(A) 归纳. 如果 δ(A) = 0, 则 m 为幂零理想, 从而为极小素理想, 这说明
dimA = 0.

如果 δ(A) = 1, 由 Krull 主理想定理, dimA ≤ 1. 而若 dimA = 0, 则 m 为极小素
理想, 从而幂零, 这将得到 r(A) = 0. 故 dimA = 1.

下面假设 δ(A) = r ≥ 2. 由于引理 5.1.1 已经证明了 r ≤ dimA, 故只需证明
dimA ≤ r. 取 A 的一组极小参数系 x1, . . . , xr ∈ m. 任取 A 的一个长度为 n 的素理想
链 P0 ( · · · ( Pn−1 ( Pn = m. 由 Noether 环中任意理想的非空子集均有极大元, 可
知存在一个素理想 P 满足 Pn−1 ⊂ P ( m, 并且 P 和 m 之间不存在其它的素理想. 由
参数系的定义可以看到 (x1, . . . , xr) 6⊂ P , 因为否则 m 的一个幂次 (从而 m 本身) 将
包含在 P 中. 不妨设 xr /∈ P . 则 m 为包含 P + (xr) 的素理想的极小元. 从而 m 的
一个幂次包含在 P + (xr) 中. 特别地, 对每个 i = 1, . . . , r − 1, 均存在 ci ≥ 1, yi ∈ P ,
ai ∈ A, 使得 xcii = yi + aixr. 由此可以看到 (y1, . . . , yr−1, xr) 为 A 的另一组极小参
数系. 在商环 A/(y1, . . . , yr−1) 中, xr 为 m 的一个参数系, 从而由 Krull 主理想定理知
dimA/(y1, . . . , yr−1) ≤ 1. 再由 P ( m 知 P 为 A/(y1, . . . , yr−1) 的极小素理想. 这样
得到 y1, . . . , yr−1 为局部化 AP 的一组参数系. 从而由归纳假设知 dimAP ≤ r − 1. 再
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由 P0 ( P1 ( · · · ( Pn−1 ⊂ P 知 n− 1 ≤ dimAP ≤ r− 1. 故 n ≤ r. 这说明 A 的任意
素理想链长度不超过 r. 即得 dimA ≤ r = δ(A).

作为直接的推论, 我们得到下面关于局部同态纤维维数的不等式.

推论 5.1.2 设 (A,m)→ (B,n) 为 Noether 局部环的局部同态, 则

dimB/mB ≥ dimB − dimA.

证明 取 A 的一组极小参数系 x1, . . . , xr, 取 B/mB 的一组极小参数系 y1, . . . , ys, 则
x1, . . . , xr, y1, . . . , ys 为 B 的一组参数系. 从而 dimB ≤ dimA+ dimB/mB.

5.2 有限生成代数的维数

作为上节几个基本定理的应用, 我们分析域上有限生成代数的维数. 为此, 先引入
饱和素理想链的概念. 我们称环 A 的一个素理想链 P0 ( P1 ( · · · ( Pn 为饱和素理
想链, 如果 Pn 为极大理想, P0 为极小素理想, 并且对每个 0 ≤ i ≤ n − 1, 不存在满足
Pi ( Q ( Pi+1 的素理想 Q.

定理 5.2.1 设 A 为域 k 上的有限生成代数, 且为整环. 令 K = Frac(A) 为 A 的分式
域. 则有:

(i) dimA = trdegkK. 其中 trdegkK 为 K/k 的超越次数 ([18, Definition 030G]).
(ii) A 的任意素理想链 P0 ( P1 ( · · · ( Pr 均可扩充为一个饱和素理想链.
(iii) A 的任意两个饱和素理想链的长度相等.
(iv) 对 A 的任意极大理想 m, 有 dimA = dimAm.

证明 任取 A 的素理想链 P0 ( P1 ( · · · ( Pr. 由理想链形式的 Noether 正规
化定理 5.1.3, 可以找到在 k 上代数无关的元 t1, . . . , tn, 以及非负整数 0 ≤ h(0) ≤
h(1) ≤ · · · ≤ h(r) ≤ n, 使得 k[t1, . . . , tn] ↪→ A 为整扩张, 并且 Pi ∩ k[t1, . . . , tn] =
(t1, . . . , th(i)). 由于整扩张每个纤维中的素理想没有包含关系,我们看到 h(i) < h(i+1),
∀ i = 0, . . . , r − 1. 由下降定理 5.1.2, P0 ( P1 ( · · · ( Pr 可以扩充为素理想链
Q0 ( Q1 ( · · · ( Qn, 使得 Qi ∩ k[t1, . . . , tn] = (t1, . . . , ti), ∀ i = 0, . . . , n. 注意到
k[t1, . . . , tn] 中的素理想链 (0) ( (t1) ( (t1, t2) ( · · · ( (t1, . . . , tn) 已经饱和, 再由整扩
张每个纤维中的素理想没有包含关系, 我们看到素理想链 Q0 ( Q1 ( · · · ( Qn 是饱和
的. 这样我们证明了 A 的任何有限长素理想链都可以扩充为长度为 n 的饱和素理想
链. 由 n = trdegkK, 定理得证.

作为推论, 我们看到 dim k[x1, . . . , xn] = n. 这与直观相符.

推论 5.2.1 设 A 为域 k 上的有限生成代数, SpecA = X1

⋃
· · ·

⋃
Xr 为不可约分解.

未定稿: 2024-01-28

https://stacks.math.columbia.edu/tag/030G


§5.2 有限生成代数的维数 99

则对每个 Xi, 任取闭点 P ∈ Xi, 使得 ∀ j 6= i, P /∈ Xj , 则 dimXi = dimAP .

证明 设 Xi = V (Pi), Pi 为极小素理想. 由定义, dimXi = dimA/Pi. 再由定理 5.2.1
知 dimA/Pi = dimAP /PiAP . 而根据 P 的取法, PiAP 为 AP 的唯一极小素理想, 从
而 dimAP /PiAP = dimAP .

推论 5.2.2 设 k 为域, A = k[x1, . . . , xn]/I.
(i) 如果 I = (f1, . . . , fr), 则 SpecA 的每个不可约分支的维数均大于或等于 n− r.
(ii) 如果 I = (f) 为非零主理想, 则 SpecA 的每个不可约分支的维数均为 n− 1.

证明 (i): 设 X 为 SpecA 的一个不可约分支. 取闭点 P ∈ X, 使得 P 不在其
它不可约分支中. 由推论 5.2.1, dimX = dimAP = dim k[x1, . . . , xn]P /(f1, . . . , fr).
设 d = dim k[x1, . . . , xn]P /(f1, . . . , fr), 由 Noether 局部环维数的基本定理 5.1.5,
可取 a1, . . . , ad ∈ Pk[x1, . . . , xn]P 使得 ā1, . . . , ād 为 k[x1, . . . , xn]P /(f1, . . . , fr) 的
极小参数系, 从而 a1, . . . , ad, f1, . . . , fr 为 k[x1, . . . , xn]P 的参数系. 这样得到 n =

dim k[x1, . . . , xn]P ≥ d+ r. 故 d ≤ n− r.
(ii): 任取 SpecA 的不可约分支 X, 由于 X 为 Ank = Spec k[x1, . . . , xn] 的真闭子

集, 得到 dimX < dimAnk = n. 而由 (i) 知 dimX ≥ n− 1. 故 dimX = n− 1.

翻译为几何语言, 上述推论中的 (i) 是说在仿射空间 kn 中, 每用一个超曲面 V (fi)

截一次, 维数至多降一维. (ii) 是说 kn 的每个超曲面的不可约分支均为 n− 1 维的.
对于空间之间的一个满射 f : Y → X, 直观上看纤维 f−1(x) 的维数应该是

dimY − dimX. 对于域上有限生成代数的素谱之间的映射, 下面的定理说明每个非空
纤维的维数都不会小于期望维数 dimY − dimX, 并且对于一个稠密开子集上的 x, 其
纤维维数确实等于期望维数.

定理 5.2.2 设 k 为域, 设 A, B 均为有限生成 k-代数, 且均为整环. 设 ϕ : A ↪→ B 为
k-代数单同态. 记 f : Y = SpecB → X = SpecA 为相应的素谱空间之间的映射. 则有:

(i) 对 X 的任一闭点 x, 如果 f−1(x) 6= ∅, 则对 f−1(x) 的任一不可约分支 F , 均有
dimF ≥ dimY − dimX.

(ii) 存在 X 的非空开集 U , 使得 U ⊂ f(Y ), 并且对 U 的任一闭点 x, 对 f−1(x) 的任
一不可约分支 F , 均有 dimF = dimY − dimX.

证明 (i): 任取 F 上的一个闭点 y, 则 y 也是 Y 的闭点. 设 x对应 A的极大理想 m, y
对应 B 的极大理想 n, 由推论 5.2.1 可知 dimX = dimA = dimAm, dimY = dimB =

dimBn, 以及 dimF = dimBn/mBn. 再由 推论 5.1.2 即得 dimF ≥ dimY − dimX.
(ii): 由整环形式的 Noether 正规化定理 3.6.5, 通过将 A 替换为某个局部化 Aa, 我

们不妨设 ϕ 可以分解为
A ↪→ A[x1, . . . , xn] ↪→ B,

使得 x1, . . . , xn 在 Frac(A) 上代数无关, 并且 B 为 A[x1, . . . , xn] 的有限扩张. 记
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Y1 = SpecA[x1, . . . , xn], 则 f 分解为

Y
f1−→ Y1

f2−→ X.

由 f1 和 f2 均为满射, 知 f 为满射.
由 Noether正规化定理,存在 A的子代数 A1 = k[y1, . . . , ym],使得 y1, . . . , ym 在 k

上代数无关, 并且 A1 ↪→ A 为有限扩张. 设 g : X → X1 = SpecA1 为相应的素谱空间
的映射,则对 X 的闭点 x,其在 X1 中的像 g(x)也为闭点,并且 f−1(x)的每个不可约分
支也是 (g ◦ f)−1(g(x)) 的一个不可约分支. 再由 dimX = dimX1, 我们不妨设 A = A1

为 k 上的多项式环. 由 Y1 的定义知 f−12 (x) 为 n 维不可约闭子集. 再由 A[x1, . . . , xn]

为整闭整环, 可以应用下降定理 5.1.2 得到 f−1(x) = f−11 (f−12 (x)) 的每个不可约分支
F 满足 f1(F ) = f−12 (x), 故 dimF = dim f−12 (x) = n. 显然 n = dimY − dimX. 故
dimF = dimY − dimX.

例 5.2.1 下面是一个纤维维数不等于期望维数的例子. 设 k为代数封闭域, A = k[x, y],
B = k[x, y, z]/(x − zy), 而同态 A → B 为 x 7→ x, y 7→ y. 则对于 SpecA 上的闭点 P ,
当 P 6= (x, y) 时, SpecB → SpecA 在 P 处的纤维维数是 0, 而闭点 (x, y) 处的纤维维
数是 1.

下面将定理 5.2.1 的 (ii) 推广到更一般的形式.

命题 5.2.1 设 k 为域, 设 A, B 均为有限生成 k-代数, 且均为整环. 设 ϕ : A ↪→ B 为
k-代数单同态. 记 f : Y = SpecB → X = SpecA 为相应的素谱空间之间的映射. 则存
在 X 的非空开集 U , 使得

(i) U ⊂ f(Y ).
(ii) 对 X 的任意不可约闭子集W ,对 f−1(W )的任意不可约分支 Z,如果W ∩U 6= ∅,

Z ∩ f−1(U) 6= ∅, 那么有 dimZ − dimW = dimY − dimX.

证明 与定理 5.2.1 的证明一样, 由整环形式的 Noether 正规化定理 3.6.5, 我们不妨设
A→ B 可以分解为

A ↪→ A[x1, . . . , xn] ↪→ B,

使得 x1, . . . , xn 在 Frac(A) 上代数无关, 并且 B 为 A[x1, . . . , xn] 的有限扩张. 记
Y1 = SpecA[x1, . . . , xn], 则 f 分解为

Y
f1−→ Y1

f2−→ X.

由 f1 和 f2 均为满射, 知 f 为满射. 由下面的引理 5.2.1, 通过考虑局部化 Ag, 我
们不妨假设 A 为整闭整环, 从而由推论 4.1.1, A[x1, . . . , xn] 也为整闭整环. 对 X

的任意不可约闭子集 W , 容易看到 W1 := f−12 (W ) 为 Y1 的不可约闭子集, 并且
dimW1 = dimW + n. 再由推论 5.1.1, 对 f−1(W ) = f−11 (W1) 的任意不可约分支 Z,
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有 dimZ = dimW1. 从而 dimZ = dimW + n = dimW + dimY − dimX.

引理 5.2.1 设 A 为域 k 上的有限生成代数, 并且 A 为整环. 则存在 0 6= g ∈ A, 使得
Ag 为整闭整环.

证明 设 K = Frac(A) 为 A 的分式域. 记 Ã 为 A 在 K 中的整闭包. 由整环形式
的 Noether 正规化定理 3.6.5, 通过将 A 替换为在一个非零元处的局部化, 可以取到
t1, . . . , tn ∈ A 在 k 上代数无关, 并且 k[t1, . . . , tn] ↪→ A 为有限扩张. 考虑如下图表:

Ã ⊂ K

A

k[x1, . . . , xn] ⊂ k(t1, . . . , tn)

由命题 4.3.1 可以得到 k[t1, . . . , tn] ↪→ Ã 为有限扩张, 从而 A ↪→ Ã 也为有限扩张. 设
Ã = Ax1 + · · ·+ Axm, 并且 xi =

ai
bi

, ai, bi ∈ A. 令 g = b1 · · · bm ∈ A, 则 Ag = Ãg. 由
Ã 为整闭整环知其局部化 Ãg 也为整闭整环. 故 Ag 是整闭整环.

5.3 Hilbert-Samuel多项式

环 A =
⊕
n≥0

An 称为分次环, 如果每个 An 均为加法交换群,
⊕
n≥0

An 为 Abel 群的

直和, 并且
An ·Am ⊂ An+m, ∀ n,m ≥ 0.

设 A =
⊕
n≥0

An 为分次环, A-模 M =
⊕
n≥0

Mn 称为一个分次 A-模, 如果每个 Mn 均为

加法交换群,
⊕
n≥0

Mn 为 Abel 群的直和, 并且

An ·Mm ⊂Mn+m, ∀ n,m ≥ 0.

例 5.3.1 设 A0 为环, 则多项式环 A = A0[x1, . . . , xn] 为分次环, 其中 Am 定义为 m

次齐次多项式形成的加法子群.

设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, M 为有限 A-模. 则

gr(A) :=
⊕
n≥0

mn/mn+1
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为分次环.
gr(M) :=

⊕
n≥0

mnM/mn+1M

为分次 gr(A)-模. 并且每个 mnM/mn+1M 为有限维 k-线性空间. 我们希望考察
dimkm

nM/mn+1M 随着 n 增长时的行为. 下面的定理说明当 n 充分大时这是 n 的一
个多项式.

定理 5.3.1 设 A =
⊕
n≥0

An 为 Noether 分次环, M =
⊕
n≥0

Mn 为分次 A-模, 且为有限

A-模. 设 A 作为 A0-代数可以由 A1 中的有限个元素 x1, . . . , xs 生成, 并且每个 Mn 作
为 A0-模的长度 `(Mn) 有限. 则存在唯一的多项式 f(t) ∈ Q[t], 使得 deg f(t) ≤ s − 1,
并且对充分大的 n 都有

f(n) = `(Mn),

其中当 s = 0 时 f(t) = 0. 这个多项式 f(t) 称为 M 的 Hilbert 多项式.

证明 对 s 归纳. 当 s = 0 时, A = A0. 设 e1, . . . , en 为 M 的生成元. 取 m 为正整

数, 使得每个 ei 均包含在
m⊕
n=0

Mn 中. 则 Mn = 0, ∀ n > m. 这说明当 n > m 时有

`(Mn) = 0. 故 f(t) 为零多项式.
设 s ≥ 1. 考虑乘 x1 的模同态 M

x1·−→M , 其在每个分次部分上诱导了正合列:

0 −→ Kn −→Mn
x1·−→Mn+1 −→

Mn+1

x1Mn
−→ 0.

令 K :=
⊕
n≥0

Kn, M :=
⊕
n≥−1

Mn+1

x1Mn
, 其中 M−1 = 0. 则 K 和 M 均为分次 A/(x1)-模.

这里 A/(x1) 的分次环结构为 A/(x1) =
⊕
n≥0

An
xAn−1

, 其中 A−1 = 0. 由于作为 A-模, K

为 M 的子模, M 为 M 的商模, 从而 K 和 M 均为有限 A-模, 也为有限 A/(x1)-模. 由
于 A/(x1) 由 s− 1个元素 x2, . . . , xs 生成, 根据归纳假设, 存在有理系数多项式 g(t)和
h(t), 次数均不超过 s− 2, 并且对充分大的 n 有 g(n) = `(Kn), h(n) = `(Mn+1/x1Mn).
这样得到对充分大的 n, `(Mn+1)− `(Mn) = h(n)− g(n). 由此不难看到存在有理系数
多项式 f(t), 次数不超过 s− 1, 使得对充分大的 n, 有 f(n) = `(Mn). f(t) 的唯一性是
显然的.

推论 5.3.1 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, M 为有限 A-模. 则存在唯一的多项式
F (t) ∈ Q[t], 使得对充分大的 n 有

F (n) = `(M/mnM).

其中 `(M/mnM) 是指 M/mnM 作为 A-模的长度. 这个多项式 F (t) 称为 M 的
Hilbert-Samuel 多项式.
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证明 考虑分次环 gr(A) 上的分次模 gr(M). 设 x1, . . . , xs 为理想 m 的生成元,
e1, . . . , er 为 M 作为 A-模的生成元. 则 x1, . . . , xs ∈ m/m2 也是 gr(A) 作为 k-代数的
生成元, 而 e1, . . . , er ∈M/mM 是 gr(M) 作为 gr(A)-模的生成元. 作为有限生成 k-代
数, gr(A)也是 Noether环. 应用定理 5.3.1,存在有理系数多项式 f(t),使得对充分大的
n 有 f(n) = dimk(m

nM/mn+1M). 再由 `(M/mnM) =
∑n−1
i=0 dimk(m

iM/mi+1M)

即知多项式 F (t) 的存在性. F (t) 的唯一性是显然的.

我们记 d(M) := degF (t) 为其 Hilbert-Samuel 多项式 F (t) 的次数.

命题 5.3.1 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, M 为有限 A-模. 设 x ∈ A 为 M -正则元.
则 d(M/xM) ≤ d(M)− 1.

证明 记 M =M/xM , 则对任意 n ≥ 1, 有短正合列

0 −→ xM +mnM

mnM
−→ M

mnM
−→ M

mnM
−→ 0.

记 F (t) 和 F (t) 分别为 M 和 M 的 Hilbert-Samuel 多项式, 令 G(t) = F (t)−F (t). 则
对充分大的 n 有

G(n) = F (n)− F (n) = `(
M

mnM
)− `( M

mnM
) = `(

xM +mnM

mnM
) = `(

xM

mnM
⋂
xM

).

由 Artin-Rees引理,存在 c ≥ 1,使得 ∀ n ≥ c,均有 mnM
⋂
xM = mn−c(mcM

⋂
xM).

而
mn(xM) ⊂ mn−c(mcM

⋂
xM) ⊂ mn−c(xM).

故对充分大的 n, 有

`

(
xM

mn−c(xM)

)
≤ G(n) = `

(
xM

mn−c(mcM
⋂
xM)

)
≤ `

(
xM

mn(xM)

)
.

由 x 为 M -正则元知对任意 n, M

mnM
' xM

mn(xM)
. 从而对充分大的 n 有

F (n− c) ≤ F (n)− F (n) = G(n) ≤ F (n).

由此知 degF (t) ≤ degF (t)− 1, 即 d(M/xM) ≤ d(M)− 1.

对于 Noether 局部环 A, 其作为自身上模的 Hilbert-Samuel 多项式的次数记为
d(A). 回忆 δ(A) 为 A 的一组极小参数系包含的元素个数.

命题 5.3.2 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, 则 d(A) ≤ δ(A).

证明 记 r = δ(A). 取 x1, . . . , xr ∈ m 为 A 的一组极小参数系. 由于对任意 n ≥ 1, 自

未定稿: 2024-01-28



104 第五章 维数理论

然同态 A/(x1, . . . , xr)
n → A/mn 为满同态, 故

`(A/mn) ≤ `(A/(x1, . . . , xr)n).

由于对每个 i ≥ 0, (x1, . . . , xr)i/(x1, . . . , xr)i+1 作为 A-模有有一组生成元

{
xa11 x

a2
2 . . . xarr | a1 + · · ·+ ar = i, a1, . . . , ar ≥ 0

}
,

从而 `((x1, . . . , xr)
i/(x1, . . . , xr)

i+1) ≤ `(A/(x1, . . . , xr))
(
i+r−1
r−1

)
. 这样得到

`

(
A

(x1, . . . , xr)n

)
=

n−1∑
i=0

`

(
(x1, . . . , xr)

i

(x1, . . . , xr)i+1

)
≤ `

(
A

(x1, . . . , xr)

) n−1∑
i=0

(
i+ r − 1

r − 1

)
.

由此得到

`(A/mn) ≤ `
(

A

(x1, . . . , xr)

) n−1∑
i=0

(
i+ r − 1

r − 1

)
.

不难看到上述不等式右边是关于 n 的 r 次多项式. 从而 d(A) ≤ r = δ(A).

命题 5.3.3 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, 则 d(A) ≥ dim(A).

证明 设 P0 为 A 的极小素理想, 使得 dimA = dimA/P0. 令 A = A/P0, m = m/P0.
则对任意 n ≥ 1, 有满同态 A/mn −→ A/mn. 从而 d(A) ≥ d(A). 这样我们只需证明
d(A) ≥ dimA. 为此, 下面不妨设 A = A 为整环.

对 d(A) 归纳. 当 d(A) = 0 时, 对充分大的 n, `(A/mn) 为 n 的常值函数. 从而存
在 n 使得 mn = mn+1. 由 Nakayama 引理知 mn = 0. 故 dimA = 0.

设 d(A) ≥ 1. 如果 dimA = 0, 则显然 d(A) ≥ dimA. 下面设 dimA ≥ 1. 任取 A

的素理想链 (0) = P0 ( P1 ( · · · ( Pr = m, 并且 r ≥ 1. 取 0 6= x ∈ P1. 则由 A 是整
环知 x 为 A-正则元. 从而可以应用命题 5.3.1 得到 d(A/xA) ≤ d(A)− 1.

注意到 A/xA 分别看作 A-模和 A/xA-模得到的 Hilbert-Samuel 多项式相同, 对
环 A/xA 应用归纳假设可得 d(A/xA) ≥ dim(A/xA). 由于 P1 ( · · · ( Pr 对应
了 A/xA 中的一个长度为 r − 1 的素理想链, 可知 dim(A/xA) ≥ r − 1. 由此得到
r − 1 ≤ d(A) − 1. 故 r ≤ d(A). 再由素理想链 (0) = P0 ( P1 ( · · · ( Pr = m 的任意
性即知 dimA ≤ d(A).

综合引理 5.1.1, 命题 5.3.2 以及 命题 5.3.3, 我们得到对于 Noether 局部环 A 的不
等式:

dimA ≥ δ(A) ≥ d(A) ≥ dimA.

从而该不等式处处为等式. 这样得到如下关于 Noether 局部环维数的三种等价刻画.

定理 5.3.2 设 A 为 Noether 局部环, 则 dimA = δ(A) = d(A).

未定稿: 2024-01-28



§5.4 正则局部环初步 105

注意这给出了定理 5.1.5 以及 Krull 主理想定理 5.1.4的另一个证明.

5.4 正则局部环初步

对于 Noether 局部环 (A,m, k), 我们称 k-线性空间 m/m2 为 A 的余切空间. 由
Noether 性, 这是有限维线性空间. 再由 Nakayama 引理, 其维数等于 m 的极小生成元
的个数.

命题 5.4.1 对于 Noether 局部环 (A,m, k), 有 dimA ≤ dimkm/m2.

证明 由定理 5.1.5 和 A 的极小参数系包含的元素个数不超过 dimkm/m2 即得.

定义 5.4.1 Noether 局部环 (A,m, k) 称为正则局部环, 如果 dimA = dimkm/m2.

由定义和 Nakayama 引理, 离散赋值环等价于一维局部正则环. 设 k 为代数封闭
域, m 为 k[x1, . . . , xn] 的极大理想, 则局部化 k[x1, . . . , xn]m 为正则局部环. 这是因为
由 Hilbert 零点定理, m 具有形式 (x1 − a1, . . . , xn − an), ai ∈ k. 从而显式计算可以看
到 dimkm/m2 = n = dim k[x1, . . . , xn]m. 事实上, 对任意域 k, 多项式环 k[x1, . . . , xn]

在任意素理想处的局部化都是正则局部环 (推论 9.2.1, 命题 9.2.2).

命题 5.4.2 正则局部环均为整环.

证明 设 (A,m) 为正则局部环. 对 dimA 归纳. 当 dimA = 0 时 A 为域, 也为整环.
设 dimA > 0. 取 x ∈ m −m2, 并且 x 不在任何极小素理想中. 则 A/xA 为正则局部
环. 由归纳假设, A/xA 为整环. 从而 (x) 为 A 的素理想. 设 P 为包含在 (x) 中的极小
素理想. 对任意 a ∈ P , 由 P ⊂ (x) 知存在 b ∈ A 使得 a = bx. 再由 x /∈ P 知 b ∈ P .
这样得到 P = xP . 由 Nakayama 引理知 P = 0. 故 A 为整环.

注记 5.4.1 事实上, 正则局部环都是唯一因子分解整环 (定理 9.3.1).

命题 5.4.3 设 (A,m, k) 为正则局部环, I ⊂ m 为 A 的理想. 则 A/I 为正则局部环
⇐⇒ I 存在一组生成元 x1, . . . , xr, 使得 x1, . . . , xr 在余切空间 m/m2 中是 k-线性无
关的.

证明 我们分析商环 A/I 的余切空间维数与 A 的余切空间维数之差. A/I 的极大理想
为 m. 从而

m

m2 =
m/I

(m2 + I)/I
=

m

m2 + I
=

m/m2

(I +m2)/m2
.

记 r = dimk
I +m2

m2
= dimk

m

m2
− dimk

m

m2 为两个余切空间维数之差. 设 x1, . . . , xr ∈

I 形成
I +m2

m2
的一组 k-线性基. 令 J = (x1, . . . , xr) ⊂ I. 则同样的分析可知 A/J 的

余切空间维数等于 A/I 的余切空间维数, 均为 dimkm/m2 − r = dimA− r. 不断应用
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Krull 主理想定理可知 dimA/J ≥ dimA − r. 这样得到 dimA/J 大于等于 A/J 的余
切空间维数, 而反向不等式总是成立, 故 A/J 为正则局部环, 并且 dimA/J 等于 A/I

的余切空间维数.
=⇒: 如果 A/I 为正则局部环, 则通过比较余切空间维数得到 dimA/J = dimA/I,

再由 A/J 为整环和满同态 A/J → A/I 知 I = J = (x1, . . . , xr), 并且由 xi 的取法知
x1, . . . , xr 在余切空间 m/m2 中是 k-线性无关的.

⇐=: 如果 I 由在 m/m2 中 k-线性无关的元素生成, 则容易看到 I = J =

(x1, . . . , xr). 从而 A/I = A/J 为正则局部环.

习题

1. 设 A 为 Noether 环, 证明 A 的素理想降链一定在有限步稳定.

2. 设 k 为域, A 为 k-代数, 且 dimk A = n. 证明: | SpecA |≤ n.

3. 设 A −→ B 为有限扩张, 并且存在 b1, . . . , bn ∈ B 使得 B = Ab1 + · · · + Abn. 证明:
∀ P ∈ SpecA, SpecB −→ SpecA 在 P 处的纤维中点的个数不超过 n.

4. 设 A,B 均为有限生成 k-代数, 且均为整环. 设 A → B 为 k-代数同态, f : Y = SpecB →
X = SpecA 为相应的素谱空间映射. 设 dimY = dimX, 并且存在 X 的闭点 x, 使得
f−1(x) 为非空的有限集. 证明: f(Y ) 在 X 中稠密.

5. 设 k 为代数封闭域, A,B 均为有限生成 k-代数, 且均为整环. 记 X = SpecA, Y = SpecB,
Z = Spec(A⊗k B). 记同态 A→ A⊗k B, a 7→ a⊗ 1 诱导的素谱空间映射为 π : Z → X. 对
一个拓扑空间 U , 记 U 的闭点形成的子空间为 Ucl. 设 W 为 Z 的一个不可约闭子集. 证明:

(i) 对任意 x ∈ Xcl, 其在 π 的限制 π |Wcl : Wcl → Xcl 下的纤维 π |−1
Wcl

(x) 如果非空, 则
dimπ |−1

Wcl
(x) ≤ dimY .

(ii) Xcl 的子集
{
x ∈ Xcl | dimπ |−1

Wcl
(x) = dimY

}
为闭子集.

(iii) Z 为不可约空间.

6. 设 f1, . . . , fr ∈ Fp[x1, . . . , xn]. 记 A = Fp[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fr), X = SpecA. 对每个
m ≥ 1, 固定域嵌入 Fp ⊂ Fpm , 记 X(Fpm) 为 f1, . . . , fr 在 Fnpm 中的公共零点集.

(i) 证明存在集合的双射 X(Fpm) ' HomFp(A,Fpm). 其中后者是指 A 到 Fpm 的所有
Fp-代数同态的全体.

(ii) 对 m ≥ 1, 记 Xm 为 SpecA 中满足 k(P ) ' Fpm 的点 P 的全体. 证明

| X(Fpm) |=
∑
r|m

r | Xr | .

(iii) 设 d = dimX. 证明存在正实数 C > 0, 使得对任意 m ≥ 1, 均有 | X(Fpm) |≤ Cpmd.

7. 设 A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数, ϕ : A −→ B 为结构同态. 证明 ϕ∗(SpecB) 为
SpecA 的可构造子集.

未定稿: 2024-01-28
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8. 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环. 证明 A 为 n 维正则局部环 ⇐⇒ 分次 k-代数 gr(A) 同构
于 k[x1, . . . , xn].
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习题提示

1. 设 P ∈ SpecA, 则 dimAP < +∞.
6. (iii): 对 Fp-代数 A 应用 Noether 正规化定理.
8. =⇒: 通过正则参数系构造满同态 k[x1, . . . , xn] → ⊕∞i=0m

i/mi+1, 如果 ker 非
零, 比较两边 Hilbert-Samuel 多项式的次数. 见 [2, Theorem 11.22].
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第六章 同调工具

6.1 复形的同调群

本节中 A 总是指一个环, 复形总是指 A-模复形. 回忆一个 A-模同态形成的
序列 · · · −→ Kn+1

dn+1−→ Kn
dn−→ Kn−1 −→ · · · 称为一个复形, 如果对任意 n, 有

dn ◦ dn+1 = 0. 我们将该复形记作 K•, 并且在不引起歧义的情况下将 dn 简记为 d. 定
义 K• 的第 n 阶同调群为 Hn(K•) := Ker dn/ Im dn+1.

我们将形如 · · · −→ Kn dn−→ Kn+1 −→ · · · 的复形记为 K •, 并称 Hn(K •) :=

Ker dn/ Im dn−1 为 K • 的第 n 阶上同调群.
一个复形同态 f : K• −→ K ′• 是指一族满足 ∀ n, d′ ◦ fn = fn−1 ◦ d 的 A-模同态

f = (fn)n∈Z. 这等价于下面的交换图表

· · · Kn+1 Kn Kn−1 · · ·

· · · K ′n+1 K ′n K ′n−1 · · ·

d d

d′ d′

fn+1 fn fn−1

复形同态 f : K• −→ K ′• 诱导了同调群的同态 f∗ : Hn(K•) −→ Hn(K
′
• ), [x] 7−→ [fn(x)].

如果对每个 n, 均有 Hn(K•)
f∗−→ Hn(K

′
• ) 为同构, 则称 f 为拟同构.

定义 6.1.1 设 f, g : K• −→ K ′• 为两个复形同态. 如果有一族 A-模同态 hn : Kn −→
K ′n+1, 使得对任意 n, 有 fn − gn = hn−1 ◦ d+ d′ ◦ hn, 则称 f 与 g 同伦, 记为 f ∼ g.

如果存在复形同态 f : K• −→ K ′• 和 g : K ′• −→ K•, 使得 f ◦ g ∼ id以及 g ◦ f ∼ id,
则称 K• 和 K ′• 同伦等价.
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设 K• 为复形, M 为 A-模. 记 K• ⊗AM 为如下复形

· · · −→ Kn ⊗AM
d⊗1

−−−−−→ Kn−1 ⊗AM −→ · · ·

记 HomA(K•,M) 为如下复形

· · · −→ HomA(Kn,M) −→ HomA(Kn+1,M) −→ · · ·

用函子的语言, 我们可以说 · ⊗AM 和 HomA(·,M) 为复形范畴到自身的函子. 下面的
命题说明同伦可以被这两个函子所保持.

命题 6.1.1 设 K•, K ′• 为复形, M 为 A-模.
(i) 如果 f, g : K• −→ K ′• 为同伦的复形同态, 那么它们诱导的 K• ⊗AM 到 K ′• ⊗AM
的复形同态是同伦的, 诱导的 HomA(K

′
• ,M) 到 HomA(K•,M) 的复形同态也是同

伦的.
(ii) 如果K•和K ′• 同伦等价,那么K•⊗AM 和K ′•⊗AM 同伦等价,并且 HomA(K•,M)

和 HomA(K
′
• ,M) 也同伦等价.

证明 (i): 设 hn : Kn −→ K ′n+1 (n ∈ Z) 给出了 f 与 g 的同伦. 容易验证 hn ⊗ 1 :

Kn ⊗AM −→ K ′n+1 ⊗AM (n ∈ Z) 给出了 f ⊗ 1 和 g ⊗ 1 的同伦. 同样的推理可知 f

和 g 诱导的 HomA(K
′
• ,M) 到 HomA(K•,M) 的复形同态也是同伦的.

(ii): 由 (i) 即得.

命题 6.1.2 设 M•, N• 为复形.
(i) 若 f, g :M• −→ N• 为同伦的复形同态, 则 ∀ n, 有 f∗ = g∗ : Hn(M•) −→ Hn(N•).
(ii) 若 M• 和 N• 同伦等价, 则 ∀ n, 有 Hn(M•) ' Hn(N•).

证明 (i) 直接验证即得. (ii) 由 (i) 得到.

设 f : M• −→ N• 和 g : N• −→ K• 均为复形同态, 我们称 M•

f−→ N•

g−→ K• 为复
形的短正合列, 如果对任意 n, 0 −→Mn

fn−→ Nn
gn−→ Kn −→ 0 为 A-模的短正合列.

命题 6.1.3 (复形短正合列诱导同调群长正合列) 设 M•

f−→ N•

g−→ K• 为复形的短正合
列, 则对任意 n, 存在同态 δn : Hn(K•) −→ Hn−1(M•), 使得有如下长正合列:

· · · −→ Hn(M•)
f∗−→ Hn(N•)

g∗−→ Hn(K•)
δn−→ Hn−1(M•)

f∗−→ · · · .

证明 设 [x] ∈ Hn(K•), 其中 x ∈ Ker(Kn −→ Kn−1). 由 Nn
gn−→ Kn 为满同态, 可找

到 y ∈ Nn, 使得 gn(y) = x. 由图表的交换性可知 d(y) ∈ Nn−1 满足 gn−1(d(y)) = 0,
故由短正合列 0 −→ Mn−1

fn−1−→ Nn−1
gn−1−→ Kn−1 −→ 0 可找到 z ∈ Mn−1, 使得

fn−1(z) = d(y). 再由图表的交换性可得 z ∈ Ker(Mn−1 −→ Mn−2). 直接验证可以看
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到 [z] ∈ Hn−1(M•) 不依赖于 y, z 的选取. 从而得到良好定义的映射 δn : Hn(K•) −→
Hn−1(M•). 不难看到这是一个 A-模同态. 所得同调群序列的正合性直接验证即得.

6.2 标准单形与 Cěch复形

设 I 为非空集合. 对 m ≥ 0, 令 Cm(∆)为符号集合 {< i0i1 . . . im > |(i0, . . . , im) ∈
Im+1} 作为基生成的自由 Abel 群, 即

Cm(∆I) :=
⊕

(i0,...,im)∈Im+1

Z < i0i1 . . . im > .

令 C−1(∆I) = Z. 对 m < −1, 令 Cm(∆I) = 0. 定义如下边缘同态 ∂•

Cm(∆I)
∂m−→ Cm−1(∆I)

< i0 . . . im > 7−→
m∑
j=0

(−1)j < i0 . . . îj . . . im >

C0(∆I)
∂0−→ C−1(∆I)

< i0 > 7−→ 1

容易验证 ∀ m ∈ Z, ∂m−1 ◦ ∂m = 0, 从而 (C•(∆I), ∂•) 成为复形. 称为以 I 为顶点的增
广标准单形.

定理 6.2.1 增广标准单形 (C•(∆I), ∂•) 处处正合, 即 Hm(C•(∆)) = 0, ∀ m ∈ Z.

证明 我们构造 C•(∆I) 到自身的恒等同态 id 和零同态的一个同伦 h. 固定一个
i ∈ I. 令 h−1 : C−1(∆I) = Z → C0(∆I) 由 1 7→< i > 确定. 对 m ≥ 0, 令
hm : Cm(∆I) → Cm+1(∆I) 由 hm(< i0 . . . im >) =< i i0 . . . im > 确定. 容易验证,
hm(m ≥ −1) 给出了 id 和 0 的同伦, 即对任意 m, 有 id = hm−1 ◦ ∂m + ∂m+1 ◦ hm. 由
此得到 Hm(C•(∆I)) = 0, ∀ m ∈ Z.

上面定理证明中的同伦 h称为锥构造,其不仅证明了零调性,实际上构造了 C•(∆I)

上恒等同态 id 与零同态的同伦. 这是一个比零调性更强的结论. 对于其它从 C•(∆I) 衍
生出的复形, 如果要分析其零调性, 我们经常可以让同伦映射 h 相应地诱导衍生复形上
恒等同态与零同态的一个同伦. 这从下面的例子中可以看到.

命题 6.2.1 设 M 为 Z-模 (Abel 群), 则复形 C •(∆I ;M) := HomZ(C•(∆I),M) 是处处
正合的.
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证明 同态 hm : Cm(∆I)→ Cm+1(∆I) 诱导了

hm+1 : HomZ(Cm+1(∆I),M)→ HomZ(Cm(∆I),M).

容易验证 hm(m ≥ −1) 给出了 id 和零同态的同伦. 从而 C •(∆I ;M) 是零调的.

另一个从标准单形衍生出的复形为预层的增广 Cěch 复形. 设 X 为拓扑空间, B
为开集基, 使得 X ∈ B, 并且 B 中任意两个开集的交均在 B 中. 设 F 为 X 上的 B-预
层. 设 U =

{
Ui | i ∈ I

}
为 X 的一个开覆盖, 并且 Ui ∈ B, ∀ i ∈ I. 对每个 n ≥ 0,

定义 Abel 群 Cn(U ,F) :=
∏

(i0,...,in)∈In+1

F(Ui0...in). 其中 Ui0...in = Ui0 ∩ · · · ∩ Uin . 令

C−1(U ,F) := F(X). 对 n ≥ 0, 定义群同态

δn : Cn(U ,F) −→ Cn+1(U ,F) (6.2–1)

s = (si0...in) 7−→ δn(s) (6.2–2)

其中 δn(s) 的 (i0 . . . in+1) 分量为

δn(s)i0...in+1
:=

n+1∑
j=0

(−1)jsi0...îj ...in+1
|Ui0...in+1

,

而 îj 是指将指标 ij 删除. 另外定义群同态

δ−1 : C−1(U ,F) −→ C0(U ,F) (6.2–3)

s 7−→ (s |Ui
)i∈I (6.2–4)

不难验证, 对 n ≥ −1, 有 δn+1 ◦ δn = 0. 从而 (C •(U ,F), δ•) 形成一个复形, 称为 F
在开覆盖 U 下的增广 Cěch 复形, 其上同调群 Hn(C •(U ,F)) := Ker δn/ Im δn−1 记
为 Hn(U ;F). 直观上看, C •(U ,F) 可以看做从增广标准单形 C•(∆I) 到 F 的 “同态”
形成的复形, 即有形式上的等式 “C •(U ,F) = Hom(C•(∆I),F)”. 我们自然希望模仿命
题 6.2.1 的证明, 得到增广 Cěch 复形的零调性. 实际上, 增广 Cěch 复形并不总是零调
的. 其零调性需要一些额外的条件.

命题 6.2.2 设开覆盖 U 满足 X ∈ U , 则增广 Cěch 复形 C •(U ,F) 是零调的. 即
Hn(C •(U ,F)) = 0, ∀ n ∈ Z.

证明 设 Ui = X. 对 n ≥ 0, 我们定义如下同态:

hn+1 : Cn+1(U ,F) −→ Cn(U ,F)

s = (si0...in+1
) 7−→ hn+1(s)
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其中 hn+1(s) 的 (i0 . . . in) 分量为 hn+1(s)i0...in := sii0...in+1
∈ F(Ui0...in). 注意

sii0...in+1
虽然是 F(Uii0...in) 中的元素, 但是因为 Uii0...in = Ui ∩ Ui0 ∩ · · · ∩ Uin =

X ∩ Ui0 ∩ · · · ∩ Uin = Ui0...in , 我们将 sii0...in 自然看作 F(Ui0...in) 中的元素.
再定义同态 h0 : C0(U ,F) −→ C−1(U ,F), s = (si0) 7−→ si. 通过直接验证可以

看到 h• 给出了 Cěch 复形 C •(U ,F) 上恒等同态与零同态的一个同伦. 从而得到增广
Cěch 复形的零调性.

对于素谱空间上由模给出的预层, 我们有如下推论.

命题 6.2.3 设 A 为环, M 为 A-模. 设 SpecA = ∪ni=1D(fi) 为主开集形成的有限开覆
盖, 记为 U . 则 Hm(U , M̃) = 0, ∀ m ∈ Z.

证明 注意到 C •(U , M̃) 是 A-模复形, 由局部化保持正合性, 只需验证 ∀ P ∈ SpecA,
有 C •(U , M̃)P 处处正合. 又由于 SpecA = ∪ni=1D(fi), 我们只需验证 ∀ i = 1, . . . , n, 在
fi 处的局部化 C •(U , M̃)fi 处处正合.

考虑 U 在 D(fi) 上的限制形成的开覆盖 U |D(fi)=
{
D(fi) ∩ D(fj) | j ∈ I

}
. 则

C •(U , M̃)fi 恰为子空间 D(fi) ' SpecAfi 上的增广 Cěch 复形 C •(U |D(fi), M̃fi). 由于
U |D(fi) 满足命题 6.2.2 的条件, 从而利用该命题得到 C •(U , M̃)fi 处处正合. 故原命题
得证.

对于拓扑空间 X 上的 B-预层 F , 不难看到, F 是一个 B-层 ⇐⇒ 对 B 的任何元
素 U , 对 U 的任何 B 中元素形成的开覆盖 V, 均有 H−1(V,F) = H0(V,F) = 0. 如
果 B 中每个元素都是紧空间, 则上述开覆盖 V 可以只取为有限开覆盖. 由此, 作为命
题 6.2.3 的推论, 我们得到命题 2.5.1 的另一个证明. 而命题 1.4.4 又可看作命题 2.5.1
在 M = A 时的特殊情况.

在实际应用中标准单形 C•(∆I) 还有一些变体, 我们给出其定义并分析和 C•(∆I)

的关系. 对 m ≥ 0, 令 Rm(∆I) 为 Cm(∆I) 中由

{< iσ(0), . . . , iσ(m) > −sgn(σ) < i0 . . . im > |(i0, . . . , im) ∈ Im+1, σ ∈ Sm+1}

中元素生成的子群. 这里 Sm+1 理解为 {0, 1, . . . ,m} 到自身的双射形成的群. 定义
C ′m(∆I) 为商群 Cm(∆I)/Rm(∆I). 令 C ′−1(∆I) := C−1(∆I) = Z. 容易看到 C•(∆I) 上
的边缘算子 ∂• 诱导了 C ′• (∆I) 上的边缘算子, 使其成为一个复形. 并且有自然的复形同
态 C•(∆I)

π−→ C ′• (∆I), 使得每个 πm : Cm(∆I) −→ C ′m(∆I) 为商同态.
固定 I 上的一个全序. 对 m ≥ 0, 令 C ′′m(∆I) 为 {< i0 . . . im > |(i0, . . . , im) ∈

Im+1, i0 < i1 · · · < im} 生成的 Cm(∆I) 的子群. 令 C ′′−1(∆I) := C−1(∆I) = Z. 容易
看到 C ′′• (∆I) 为 C•(∆I) 的子复形.

命题 6.2.4 固定非空顶点集 I 上的一个全序. 则有:
(i) 复形 C ′• (∆I) 与 C ′′• (∆I) 同构.
(ii) 复形 C•(∆I) 与 C ′• (∆I) 同伦等价.
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证明 (i): 自然的包含同态 C ′′• (∆I) −→ C•(∆I) 和 π : C•(∆I)
π−→ C ′• (∆I) 的复合不难

看到给出了复形的同构: C ′′• (∆I)
∼−→ C ′• (∆I).

(ii): 记 (i) 中的同构 C ′• (∆I)
∼−→ C ′′• (∆I) 和自然的包含同态 C ′′• (∆I) −→ C•(∆I)

复合给出的复形同态为 i : C ′• (∆I) −→ C•(∆I). 我们验证 i 和 π 给出同伦等价. 首先容
易看到 π ◦ i = id. 下面只需验证 i ◦ π ∼ id. 令 αm := im ◦ πm − id. 我们希望构造如下
同伦 hm.

· · · C2(∆I) C1(∆I) C0(∆I) C−1(∆I) 0

· · · C2(∆I) C1(∆I) C0(∆I) C−1(∆I) 0

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

α−1α0α1α2
h−1h0h1h2

首先注意到 α−1 = 0, α0 = 0. 故可以令 h−1 = 0, h0 = 0. 对 i0, i1 ∈ I, 可以
看到 (α1 − h0 ◦ d)(< i0 i1 >) ∈ C1(∆{i0,i1}) ∩ Ker d. 由于 {i0, i1} 为顶点集的增
广标准单形 C•(∆{i0,i1}) 各阶同调群均为 0, 可以找到 bi0i1i2 ∈ C2(∆{i0,i1}) 使得
d(bi0i1i2) = (α1 − h0 ◦ d)(< i0 i1 >). 令 h1(< i0 i1 >) := bi0i1i2 . 这样给出了同态
h1 : C1(∆I) −→ C2(∆I). 继续上面的构造过程, 不难通过归纳对每个 m 给出同态
hm : Cm(∆I) −→ Cm+1(∆I), 使得 αm = hm−1 ◦ ∂ + ∂ ◦ hm. 从而 hm(m ≥ −1) 给出
了 i ◦ π 和 id 的同伦.

注记 6.2.1 注意到在命题 6.2.4 证明中构造的同伦 hm 还满足: 对任意 i0, . . . , im ∈ I,
hm(< i0 . . . im >) ∈ Cm+1(∆{i0,...,im}). 这个额外的性质在证明由 C•(∆I) 和 C ′• (∆I)

衍生出的一些复形同伦等价时会用得上.

6.3 投射消解

A-模短正合列 0 −→ M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0 称为分裂的, 如果其作为复形与
“标准” 短正合列 0 −→M1 −→M1 ⊕M3 −→M3 −→ 0 同构, 即有如下交换图表:

0 M1 M2 M3 0

0 M1 M1 ⊕M3 M3 0i π

o o o

其中 i 为嵌入同态 x 7→ (x, 0), 而 π 为投影同态 (x, y) 7→ y.

命题 6.3.1 设 0 −→ M1
φ1−→ M2

φ2−→ M3 −→ 0 为 A-模短正合列. 则以下几条互相
等价:

(i) 0 −→M1
φ1−→M2

φ2−→M3 −→ 0 是分裂的.
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(ii) 存在 A-模同态 ψ2 :M3 −→M2, 使得 ϕ2 ◦ ψ2 = id.
(iii) 存在 A-模同态 ψ1 :M2 −→M1, 使得 ψ1 ◦ ϕ1 = id.

证明 由分裂的定义即知 (i) =⇒ (ii) 和 (i) =⇒ (iii).
(ii) =⇒ (i): ϕ1 和 ψ2 给出同态 ϕ1 + ψ2 : M1 ⊕ M3 −→ M2, (x1, x3) 7−→

ϕ1(x1) + ψ2(x3). 并且有交换图表

0 M1 M1 ⊕M3 M3 0

0 M1 M2 M3 0

id φ1+ψ3 id

由命题 2.3.1 知 ϕ1 + ψ3 为同构. 故 0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0 分裂.
(iii) =⇒ (i): ψ1 和 ϕ2 给出同态 (ψ1, ϕ2) :M2 −→M1⊕M3, x 7−→ (ψ1(x), ϕ2(x)).

并且有交换图表

0 M1 M2 M3 0

0 M1 M1 ⊕M3 M3 0

id (ψ1,φ2) id

由命题 2.3.1 知 (ψ1, ϕ2) 为同构. 故 0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0 是分裂的.

定义 6.3.1 设 A 为环, P 为 A-模. 称 P 为投射模, 如果其满足如下性质: 对任意 A-模
的满同态 ϕ : M −→ N , 对任意 f ∈ HomA(P,N), 均存在 g ∈ HomA(P,M), 使得
f = ϕ ◦ g. 用图表表示为:

P

M N
φ

f
g

利用自由模的万有性质, 不难看到自由模都是投射模. 下面的性质说明了投射模和
自由模的紧密联系.

命题 6.3.2 设 A 为环, M 为 A-模. 则以下几条互相等价:
(i) M 为投射模.
(ii) 函子 HomA(M, •) 是正合的, 即对任意 A-模短正合列 0 −→ M1 −→ M2 −→

M3 −→ 0, 均有 0 −→ HomA(M,M1) −→ HomA(M,M2) −→ HomA(M,M3) −→
0 为短正合列.

(iii) 对任意 A-模 M1,M2, 任意形如 0
φ1−→M1 −→M2

φ2−→M −→ 0 的 A-模短正合列
都是分裂的.

(iv) 存在 A-模 N 以及自由 A-模 F , 使得 F 'M ⊕N . (此时称 M 为 F 的一个直和
项 (direct summand)).
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证明 (i) =⇒ (ii): 由投射模的定义以及 HomA(M, •) 的左正合性即得.
(ii) =⇒ (iii): 由 0 −→ HomA(M,M1) −→ HomA(M,M2) −→ HomA(M,M) −→

0 为短正合列, 可以找到 ψ2 : M −→ M2, 使得 ψ2 ◦ ϕ2 = id. 再由命题 6.3.1 即知
0 −→M1 −→M2 −→M −→ 0 分裂.

(iii) =⇒ (iv): 利用 M 的一组生成元, 可以构造一个满同态 ϕ : F −→M , 使得 F

为自由 A-模. 令 K := Kerϕ, 则有短正合列 0 −→ K −→ F −→M −→ 0. 从而由 (iii)
知 F ' K ⊕M .

(iv) =⇒ (i): 不妨设 F = M ⊕N 为自由模. 记 i : M −→ F , x 7−→ (x, 0) 为嵌入
同态. 记 π : F −→M , (x, y) 7−→ x 为投影同态. 则有 π ◦ i = id. 设 ϕ :M1 −→M2 为
A-模满同态, f ∈ HomA(M,M2). 则 f ◦ π ∈ HomA(F,M2). 由于自由模 F 为投射模,
可以找到 g ∈ HomA(F,M1), 使得 f ◦ π = ϕ ◦ g. 令 g1 := g ◦ i ∈ HomA(M,M1). 则有
f = f ◦ π ◦ i = ϕ ◦ g ◦ i = ϕ ◦ g1. 这就证明了 M 为投射模. 用图表表示如下:

F

M

M1 M2
φ

f

πi
g

g1

对于 Noether 环上的有限模, 投射性与自由性有更进一步的关系. 我们先引入局部
自由模的概念.

定义 6.3.2 设 A 为环. A-模 M 称为有限局部自由模, 如果 M 为有限 A-模, 并且对任
意 P ∈ SpecA, 局部化 MP 为自由 AP -模.

由定义, 可逆模都是有限局部自由模. 与命题 4.4.1类似, 我们有如下命题.

命题 6.3.3 设 A 为 Noether 环, M 为有限局部自由 A-模. 则对任意 P ∈ SpecA, 存
在 f ∈ A, 使得 P ∈ D(f), 并且 Mf 为秩有限的自由 Af -模.

证明 由于 M 为有限 A-模, 可知 MP 为秩有限的自由 AP -模. 设 x1, . . . , xn 为 MP

的一组基. 不难看到我们可以假设每个 xi ∈M . 考虑 A-模同态

ϕ : An −→M

ei 7−→ xi

其中 e1, . . . , en 为自由 A-模 An 的一组基. 由 xi 的选取知 ϕ 在 P 处的局部化
ϕP : AnP −→ MP 为同构. 从而 (Kerϕ)P = 0, (Cokerϕ)P = 0. 由于 Kerϕ 和 Cokerϕ
均为有限 A-模, 可以找到 f ∈ A, 使得 f /∈ P , 并且 (Kerϕ)f = 0, (Cokerϕ)f = 0. 这
样得到 ϕf : Anf −→Mf 为 Af -模同构.
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命题 6.3.4 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, 设 M 为有限 A-模. 则 M 为投射 A-模
⇐⇒ M 为自由 A-模.

证明 ⇐= 显然. 故只需证 =⇒ . 设 M 为投射的. 取 M/mM 的一组 k-线性基
x1, . . . , xn. 由 Nakayama 引理, x1, . . . , xn 为 M 的一组生成元. 故 ϕ : An −→ M ,
ei 7−→ xi 为满同态. 其中 e1, . . . , en 为自由 A-模 An 的一组基. 令 N = Kerϕ. 由 M

的投射性知 ϕ 诱导了同构 An ' M ⊕N . 故 An ⊗A k ' (M ⊗A k) ⊕ (N ⊗A k). 而由
x1, . . . , xn 为 M ⊗A k 的 k-线性基可知 ϕ ⊗ 1 : An ⊗A k

∼−→ M ⊗A k 为同构. 这样得
到 N ⊗A k = N/mN = 0. 由 Nakayama 引理知 N = 0. 故 M ' An 为自由模.

命题 6.3.5 设 A 为 Noether 环, 设 M 为有限 A-模. 则以下几条互相等价:
(i) M 为投射模.
(ii) ∀ P ∈ SpecA, 局部化 MP 为投射 AP -模.
(iii) M 为有限局部自由模.

证明 (i) =⇒ (ii): 由命题 6.3.2, 存在 A-模 N 使得 M ⊕ N 为自由 A-模. 从而
MP ⊕NP ' (M ⊕N)P 为自由 AP -模. 故 MP 为投射 AP -模.

(ii) =⇒ (i): 由 M 为有限 A-模, 可以找到秩有限的自由 A-模 F 以及满同态 ϕ :

F −→ M . 令 K = Kerϕ, 则得到有限 A-模的短正合列 0 −→ K −→ F −→ M −→ 0.
对任意 P ∈ SpecA, 由命题 2.3.4, 通过作局部化得到短正合列 0 −→ KP −→ FP −→
MP −→ 0. 再由 MP 为投射 AP -模知以下为短正合列: 0 −→ HomAP

(MP ,KP ) −→
HomAP

(MP , FP ) −→ HomAP
(MP ,MP ) −→ 0. 对 N = K,F,M , 由于其为 Noether

环上的有限模, 不难看到可以应用命题 2.3.6 得到 HomA(M,N)P ' HomAP
(MP , NP ).

从而有短正合列 0 −→ HomA(M,K) −→ HomA(M,F ) −→ HomA(M,M) −→ 0. 特别
地, 存在 f ∈ HomA(M,F ), 使得 ϕ ◦ f = id. 故 0 −→ K −→ F −→ M −→ 0 分裂, 从
而 F ' K ⊕M , 故 M 为投射模.

(i)⇐⇒ (iii): 由命题 6.3.4 和已证的 (i) ⇐⇒ (ii) 即得.

定义 6.3.3 设 A 为环, M 为 A-模. M 的一个投射消解是指如下的一个满足每个
Pn(n ≥ 0) 均为投射模, 并且处处正合的 A-模复形:

· · · −→ Pn −→ Pn−1 −→ · · · −→ P0 −→M −→ 0.

该投射消解也记为 P• −→M .

命题 6.3.6 设 M 为 A-模. 则 M 必存在投射消解.

证明 通过取 M 的一组生成元, 我们可以构造一个满同态 ϕ0 : F0 −→ M , 使得 F0 为
自由模. 记 K0 := Kerϕ0, 则有短正合列 0 −→ K0 −→ F0 −→ M −→ 0. 对 A-模 K0,
同样可以构造一个满同态 ϕ1 : F1 −→ K0, 使得 F1 为自由模. 记 K1 := Kerϕ1, 则有短
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正合列 0 −→ K1 −→ F1 −→ K0 −→ 0. 继续操作, 得到一系列首尾相接的短正合列:

0 −→ K0 −→F0 −→M −→ 0

0 −→ K1 −→F1 −→ K0 −→ 0

...

0 −→ Kn −→Fn −→ Kn−1 −→ 0

0 −→ Kn+1 −→Fn+1 −→ Kn −→ 0

...

不难看到由此拼接得到的 · · · −→ Fn+1 −→ Fn −→ · · · −→ F0 −→M −→ 0 是正合列.
由于每个 Fn 均为自由模, 也是投射模, 从而这是 M 的投射消解.

对给定的 M , 其投射消解显然不是唯一的, 下面说明在同伦等价意义下投射消解
具有唯一性.

命题 6.3.7 设 P• −→ M1 和 Q• −→ M2 分别是 A-模 M1 和 M2 的投射消解. 设
f−1 :M1 −→M2 为 A-模同态. 则有:

(i) 存在复形同态 f : P• −→ Q•, 使得下面的图表交换:

P• M1

Q• M2

f−1f

(ii) 设 f, g : P• −→ Q• 均为满足 (i) 中条件的复形同态, 则 f 与 g 同伦.

证明 记 K0 := Ker(P0 −→ M1). 对 n ≥ 1, 记 Kn := Ker(Pn −→ Pn−1). 则由
P• −→M1 −→ 0 为正合列得到以下首尾相接的一系列短正合列:

0 −→ K0 −→P0 −→M1 −→ 0

0 −→ K1 −→P1 −→ K0 −→ 0

...

0 −→ Kn −→Pn −→ Kn−1 −→ 0

0 −→ Kn+1 −→Pn+1 −→ Kn −→ 0

...

同样的, 记 K ′0 := Ker(Q0 −→ M2). 对 n ≥ 1, 记 K ′n := Ker(Qn −→ Qn−1). 则由
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Q• −→M2 −→ 0 为正合列得到以下首尾相接的一系列短正合列:

0 −→ K ′0 −→Q0 −→M2 −→ 0

0 −→ K ′1 −→Q1 −→ K ′0 −→ 0

...

0 −→ K ′n −→Qn −→ K ′n−1 −→ 0

0 −→ K ′n+1 −→Qn+1 −→ K ′n −→ 0

...

(i): 由 P0 为投射模, Q0 −→ M2 为满同态, 可以找到同态 f0 : P0 −→ Q0, 使得如下图
表交换

P0 M1

Q0 M2

f−1f0

不难看到 f0(K0) ⊂ K ′0, 从而有如下交换图表

K0 P0 M1

K ′0 Q0 M2

f−1f0f0|K0

对 n ≥ 0 进行归纳, 假设已经构造了同态 fn : Pn −→ Qn, 使得 fn |Kn
⊂ K ′n. 利用

Pn+1 是投射模以及 Qn+1 −→ K ′n 是满同态, 可以找到同态 fn+1 : Pn+1 −→ Qn+1, 使
得以下图表交换

Pn+1 Kn

Qn+1 K ′n

fn+1 fn|Kn

由图表的交换性即知 fn+1(Kn+1) ⊂ K ′n+1. 这样归纳地构造出的同态 fn (n ≥ 0) 即给
出一个满足条件的复形同态 f .

(ii): 对 n ≥ 0, 令 αn := fn − gn, 则有如下交换图表:

· · · Pn · · · P1 P0 M

· · · Qn · · · Q1 Q0 M

d

d′

0α0α1

d

d′

αn

由图表的交换性知 α0(P0) ⊂ Ker(Q0 −→ M2) = K ′0, 故同态 α0 通过同态 α′0 : P0 −→
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K ′0 分解得到, 即有交换图表

P0

0 K0
′ Q0

α0

α′
0

由 P0 为投射模, Q1 −→ K ′0 为满同态, 知 α′0 又可以提升为同态 h0 : P0 −→ Q1, 使得
以下图表交换

P0

Q1 K ′0 Q0

α0

α′
0

h0

假设对 n ≥ 0, 已经构造了同态 hi : Pi −→ Qi+1(0 ≥ i ≥ n), 使得 αn = hn−1 ◦ d +
d′ ◦ hn. 下面构造 hn+1 : Pn+1 −→ Qn+1, 满足 αn+1 = hn ◦ d + d′ ◦ hn+1. 为此,
记 δn+1 := αn+1 − hn ◦ d : Pn+1 −→ Qn+1. 则由 αn = hn−1 ◦ d + d′ ◦ hn 和图表
的交换性可知 d ◦ δn+1 = 0 : Pn+1 −→ Qn. 从而 Im δn+1 ⊂ K ′n+1. 这样得到同态
δ′n+1 : Pn+1 −→ Kn+1 使得以下图表交换

Pn+1

0 K ′n+1 Qn+1

δn+1

δ′n+1

再由 Pn+2 −→ K ′n+1 为满同态以及 Pn+1 为投射模, 可知 δ′n+1 可以提升为同态
hn+1 : Pn+1 −→ Qn+2, 且有交换图表

Pn+1

Qn+2 K ′n+1 Qn+1

δn+1

hn+1

δ′n+1

这样构造的 hn+1 即满足 αn+1 = hn ◦ d+ d′ ◦ hn+1. 由归纳法, 我们构造了 α = f − g
与 0 的同伦 h = (hn). 这也给出了 f 与 g 的同伦.

注记 6.3.1 命题 6.3.6 和命题 6.3.7 的证明中用到的长正合列与一系列首尾相接的短
正合列可以互相决定的方法在处理长正合列, 甚至一般的复形时经常用到. 其可以将问
题约化到短正合列的情形.

推论 6.3.1 设 P• −→ M 和 Q• −→ M 均为 A-模 M 的投射消解. 则 P• 与 Q• 是同伦
等价的.

未定稿: 2024-01-28



§6.3 投射消解 121

证明 由命题 6.3.7, 存在复形同态 f : P• −→ Q• 和 g : Q• −→ P•, 使得有交换图表

P• M Q• M

Q• M P• M

idf g id

再由命题 6.3.7 知 f ◦ g ∼ id, g ◦ f ∼ id. 故 P• 和 Q• 同伦等价.

命题 6.3.8 (短正合列的投射消解) 设 0 −→ M1
φ1−→ M2

φ2−→ M3 −→ 0 为 A-模短正合
列, 则存在如下交换图表

P• Q• R•

M1 M2 M3

i π

使得 P• −→ M1, Q• −→ M2, R• −→ M3 分别为 M1,M2,M3 的投射消解, 并且
P•

i−→ Q•

π−→ R• 为复形的短正合列.

证明 取投射模 P0, R0 以及满同态 P0
α0−→ M1, R0

γ0−→ M3. 令 Q0 = P0 ⊕ R0. 由
M2

φ2−→M3 为满同态, 可以找到同态 ψ2 : R0 −→M2, 使得下面的图表交换

R0

M2 M3

ψ2
γ0

φ2

考虑 ϕ1◦α0 : P0 −→M2和 ψ2 : R0 −→M2诱导的同态 β0 := ϕ1◦α0+ψ0 : Q0 −→M2,
则以下图表交换:

P0 Q0 R0

M1 M2 M3

i0 π0

α0 β0 γ0

φ1 φ2

(6.3–1)

其中 i0 : P0 −→ Q0, x 7−→ (x, 0) 为嵌入同态, π0 : Q0 −→ R0, (x, y) 7−→ y 为投影
同态. 由于(6.3–1) 中上下两行均为短正合列, 故该交换图可以看做复形的短正合列,
从而由命题 6.1.3 得到正合列 0 −→ Kerα0 −→ Kerβ0 −→ Ker γ0 −→ Cokerα0 −→
Cokerβ0 −→ Coker γ0 −→ 0. 由 α0, γ0 为满同态知 Cokerα0 = 0, Coker γ0 = 0. 故
Cokerβ0 = 0, 即 β0 为满同态. 并且 0 −→ Kerα0 −→ Kerβ0 −→ Ker γ0 −→ 0 为短正
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合列. 对这个短正合列进行类似的操作, 可构造交换图表

P1 Q1 R1

Kerα0 Kerβ0 Ker γ0

i1 π1

α1 β1 γ1

使得 P1, R1 为投射模, Q1 = P1 ⊕ R1, 并且 i1 为嵌入同态 x 7→ (x, 0), π1 为投影同态
(x, y) 7→ y, 同时 α1 和 γ1 均为满同态. 与刚才一样推理, 得到 β1 为满同态, 并且有短
正合列 0 −→ Kerα1 −→ Kerβ1 −→ Ker γ1 −→ 0. 不断重复以上过程, 即得到所需的
投射消解 P• −→M1, Q• −→M2, R• −→M3 以及复形同态 P•

i−→ Q•, Q•

π−→ R•.

注记 6.3.2 通过将右有界复形分解为一系列短正合列, 可以基于命题 6.3.8 得到一般右
有界复形的 Cartan-Eilenberg 消解. 其内射模版本可见 [18, Section 015G].

命题 6.3.9 设 A 为环, P 为投射 A-模, 则 · ⊗A P 为正合函子, 即对任意 A-模的短
正合列 0 −→ M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0, 均有 0 −→ M1 ⊗A P −→ M2 ⊗A P −→
M3 ⊗A P −→ 0 也为正合列.

证明 由 P 为投射模知存在 A-模 Q,使得 F := P⊕Q为自由模. 故 0 −→ F⊗AM1 −→
F ⊗AM2 −→ F ⊗AM3 −→ 0 为短正合列. 由于 F ⊗AMi ' (P ⊗AMi)⊕ (Q⊗AMi),
i = 1, 2, 3,可以看到 0 −→ P ⊗AM1 −→ P ⊗AM2 −→ P ⊗AM3 −→ 0也为短正合列.

6.4 Tor函子与 Ext函子

定义 6.4.1 设 A 为环, M,N 为 A-模. 取 P• −→ M 为 M 的一个投射消解. 对任意
n ≥ 0, 我们定义如下 A-模:

TorAn (M,N) := Hn(P• ⊗A N) =
Ker(Pn ⊗A N −→ Pn−1 ⊗A N)

Im(Pn+1 ⊗A N −→ Pn ⊗A N)

ExtnA(M,N) := Hn(HomA(P•, N)) =
Ker(HomA(Pn, N) −→ HomA(Pn+1, N))

Im(HomA(Pn−1, N) −→ HomA(Pn, N))
.

由推论 6.3.1, 对 M 的另一个投射消解 Q• −→ M , 有 P• 和 Q• 同伦等价, 从而不难
验证 P• ⊗A N 和 Q• ⊗A N 同伦等价, 以及 HomA(P•, N) 和 HomA(Q•, N) 同伦等价.
这样得到 Hn(P• ⊗A N) ' Hn(Q• ⊗A N), Hn(HomA(P•, N)) ' Hn(HomA(Q•, N)) (命
题 6.1.2). 这说明 TorAn (M,N) 和 ExtnA(M,N) (在相差同构的意义下) 不依赖于 M 的
投射消解的选取.

例 6.4.1 设 M = Z/mZ, N = Z/nZ, m,n 为非零整数. 我们计算 TorZi (M,N) 和
ExtiZ(M,N). 注意到 0 −→ Z ·m−→ Z −→ M −→ 0 为 M 的投射消解. 故 TorZi (M,N)
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由复形 0 −→ Z⊗Z N
·m⊗1
−−−−−→ Z⊗Z N −→ 0 的同调群给出. 从而

TorZ0 (M,N) ' Ker(N ·m−→ N) ' Z/(m,n)Z.

TorZ1 (M,N) ' Coker(N ·m−→ N) ' Z/(m,n)Z.

TorZi (M,N) = 0, ∀ i 6= 0, 1.

类似地, 可以得到:

Ext0Z(M,N) ' Ker(N ·m−→ N) ' Z/(m,n)Z.

Ext1Z(M,N) ' Coker(N ·m−→ N) ' Z/(m,n)Z.

ExtiZ(M,N) = 0, ∀ i 6= 0, 1.

设 ϕ : M1 −→ M2 为 A-模同态, P• −→ M1, Q• −→ M2 分别为 M1, M2 的投
射消解. 由命题 6.3.7, ϕ 可以扩充为复形同态 f : P• −→ Q•, 从而得到复形同态
P•⊗AN −→ Q•⊗AN 和 HomA(Q•, N) −→ HomA(P•, N). 由此得到同调群之间的同态
TorAn (M1, N) −→ TorAn (M2, N) 和 ExtnA(M2, N) −→ ExtnA(M1, N). 由于 ϕ 的不同扩
充都是同伦的,从而以上同调群的同态不依赖于扩充 f 的选取. 这说明 TorAn (•, N)是一
个共变函子, ExtnA(•, N) 是一个反变函子. 同样地, 可以看到 TorAn (M, •) 和 ExtnA(M, •)

都是共变函子.
以下为 Tor 函子的基本性质.

命题 6.4.1 设 M , N 均为 A-模. 则有:
(i) TorA0 (M,N) 'M ⊗A N .
(ii) 如果 M 为投射模, 那么 TorAn (M,N) = 0, TorAn (N,M) = 0, ∀ n > 0.
(iii) 如果 0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0 为 A-模的短正合列, 那么有如下长正合列:

· · · −→ TorAn (M1, N) −→ TorAn (M2, N) −→ TorAn (M3, N)

−→ TorAn−1(M1, N) −→ · · · −→ TorA1 (M3, N)

−→M1 ⊗A N −→M2 ⊗A N −→M3 ⊗A N −→ 0

(iv) 如果 0 −→ N1 −→ N2 −→ N3 −→ 0 为 A-模的短正合列, 那么有如下长正合列:

· · · −→ TorAn (M,N1) −→ TorAn (M,N2) −→ TorAn (M,N3)

−→ TorAn−1(M,N1) −→ · · · −→ TorA1 (M,N3)

−→M ⊗A N1 −→M ⊗A N2 −→M ⊗A N3 −→ 0

(v) TorAn (M,N) ' TorAn (N,M), ∀ n ≥ 0.
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证明 (i): 取 M 的一个投射消解 P• −→ M . 由于 · ⊗A N 是右正合函子, 可知
P1 ⊗A N −→ P0 ⊗A N −→ M ⊗A N −→ 0 正合. 故 TorA0 (M,N) ' H0(P• ⊗A N) '
M ⊗A N .

(ii): 设 M 是投射模, 则 0 −→ M
id−→ M −→ 0 为 M 的投射消解. 由此得到

TorAn (M,N) = 0, ∀ n > 0. 设 P• −→ N 为 N 的投射消解. 由 M 为投射模和命
题 6.3.9 知 P• ⊗AM −→ N ⊗AM −→ 0 为正合列, 故 TorAn (N,M) = 0, ∀ n > 0.

(iii): 根据命题 6.3.8, 有交换图表

P• Q• R•

M1 M2 M3

i π

使得 P• −→ M1, Q• −→ M2, R• −→ M3 分别为 M1,M2,M3 的投射消解, 并且 P•
i−→

Q•

π−→ R• 为复形的短正合列. 由于 ∀ n ≥ 0, Rn 为投射模, 则 Pn −→ Qn −→ Rn 为分
裂的短正合列, 从而 0 −→ Pn ⊗A N −→ Qn ⊗A N −→ Rn ⊗A N −→ 0 也为分裂的短
正合列. 这说明 P• ⊗A N −→ Q• ⊗A N −→ R• ⊗A N 为复形的短正合列. 由命题 6.1.3
即得所要的长正合列.

(iv): 设 P• −→ M 为 M 的一个投射消解. 对任意 n ≥ 0, 由命题 6.3.9 知
0 −→ Pn ⊗AN1 −→ Pn ⊗AN2 −→ Pn ⊗AN3 −→ 0 也为短正合列. 从而 P• ⊗AN1 −→
P• ⊗A N2 −→ P• ⊗A N3 为复形的短正合列. 由命题 6.1.3 即得所要的长正合列.

(v): 设 P• −→ M 为 M 的投射消解. 令 K0 := Ker(P0 −→ M), 对 n ≥ 1, 令
Kn := Ker(Pn −→ Pn−1). 将长正合列 P• −→ M −→ 0 分解为以下首尾相接的一系列
短正合列:

0 −→ K0 −→P0 −→M −→ 0

0 −→ K1 −→P1 −→ K0 −→ 0

...

0 −→ Kn −→Pn −→ Kn−1 −→ 0

0 −→ Kn+1 −→Pn+1 −→ Kn −→ 0

...

对短正合列 0 −→ K0 −→ P0 −→ M −→ 0 应用 (iv), 得到正合列 TorAn (N,P0) −→
TorAn (N,M) −→ TorAn−1(N,K0) −→ TorAn−1(N,P0). 如果 n − 1 > 0, 则由 (ii) 知
TorAn (N,P0) = 0, TorAn−1(N,P0) = 0. 故 TorAn (N,M) ' TorAn−1(N,K0). 继续利用短
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正合列进行类似推理, 可得

TorAn (N,M) ' TorAn−1(N,K0) ' TorAn−2(N,K1) ' · · · ' TorA1 (N,Kn−2).

利用短正合列 0 −→ Kn−1 −→ Pn−1 −→ Kn−2 −→ 0 诱导的 Tor 的长正合列可得
TorA1 (N,Kn−2) ' Ker(Kn−1 ⊗A N −→ Pn−1 ⊗A N). 由 · ⊗A N 为右正合函子可得下
面的两个右正合列

Kn ⊗A N −→ Pn ⊗A N −→ Kn−1 ⊗A N −→ 0

Kn+1 ⊗A N −→ Pn+1 ⊗A N −→ Kn ⊗A N −→ 0

由此不难分析出 Ker(Kn−1 ⊗A N −→ Pn−1 ⊗A N) ' Ker(Pn⊗AN−→Pn−1⊗AN)
Im(Pn+1⊗AN−→Pn⊗AN) '

TorAn (M,N). 故 TorAn (N,M) ' TorAn (M,N).

类似地, 我们有如下 Ext 的基本性质.

命题 6.4.2 设 M,N 均为 A-模. 则有:

(i) Ext0A(M,N) ' HomA(M,N).
(ii) 如果 M 为投射模, 那么 ExtnA(M,N) = 0, ∀ n > 0.
(iii) 如果 0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0 为 A-模的短正合列, 那么有如下长正合列:

0 −→ HomA(M3, N) −→ HomA(M2, N) −→ HomA(M1, N)

−→ Ext1A(M3, N) −→ Ext1A(M2, N) −→ Ext1A(M1, N)

−→ Ext2A(M3, N) −→ · · ·

(iv) 如果 0 −→ N1 −→ N2 −→ N3 −→ 0 为 A-模的短正合列, 那么有如下长正合列:

0 −→ HomA(M,N1) −→ HomA(M,N2) −→ HomA(M,N3)

−→ Ext1A(M,N1) −→ Ext1A(M,N2) −→ Ext1A(M,N3)

−→ Ext2A(M,N1) −→ · · ·

证明 (i): 设 P• −→ M 为 M 的投射消解. 由 HomA(•, N) 为左正合函子可知以
下为左正合列 0 −→ HomA(M,N) −→ HomA(P0, N) −→ HomA(P1, N). 由此可得
Ext0A(M,N) ' HomA(M,N).

(ii): 由 M 为投射模可知 0 −→M
id−→M −→ 0 为 M 的一个投射消解. 由此得到

ExtnA(M,N) = 0, ∀ n > 0.
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(iii): 根据命题 6.3.8, 有交换图表

P• Q• R•

M1 M2 M3

i π

使得 P• −→ M1, Q• −→ M2, R• −→ M3 分别为 M1,M2,M3 的投射消解, 并且 P•
i−→

Q•

π−→ R• 为复形的短正合列. 由于 ∀ n ≥ 0, Rn 为投射模, 则 Pn −→ Qn −→ Rn 为分
裂的短正合列, 从而 0 −→ HomA(Rn, N) −→ HomA(Qn, N) −→ HomA(Pn, N) −→ 0

也为分裂的短正合列. 这说明 HomA(R•, N) −→ HomA(Q•, N) −→ HomA(P•, N) 为复
形的短正合列. 由命题 6.1.3 即得所要的长正合列.

(iv): 设 P• −→ M 为 M 的一个投射消解. 对任意 n ≥ 0, 由 Pn 为投射模知
0 −→ HomA(Pn, N1) −→ HomA(Pn, N2) −→ HomA(Pn, N3) −→ 0 也为短正合列.
从而 HomA(P•, N1) −→ HomA(P•, N2) −→ HomA(P•, N3) 为复形的短正合列. 由命
题 6.1.3 即得所要的长正合列.

一般而言, 同态 f : M1 −→ M2 诱导的 ExtiA(M2, N) −→ ExtiA(M1, N) 不太容易
显式写出来. 但当 f 比较特殊时, Ext 之间的同态会比较简单.

命题 6.4.3 设 M,N 为 A-模, a ∈ A. 则对任意 i ≥ 0, 乘 a 同态 M
a·−→ M 诱导的同

态 ExtiA(M,N) −→ ExtiA(M,N) 也为乘 a 同态.

证明 任取 M 的投射消解 P• −→M . 则乘 a 同态给出如下交换图表:

· · · P1 P0 M

· · · P1 P0 M

a· a· a·

作用 HomA(·, N) 即得交换图表

· · · HomA(P1, N) HomA(P0, N) HomA(M,N)

· · · HomA(P1, N) HomA(P0, N) HomA(M,N)

a· a· a·

再由 Ext 的定义即得诱导的 ExtiA(M,N) −→ ExtiA(M,N) 也为乘 a 同态.

习题
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1. 设 F 为拓扑空间 X 上的 Abel 群预层, U =
{
Ui | i ∈ I

}
为 X 的开覆盖. 对 n ≥ 0, 定义

Cn(U ,F) 的子群 C′n(U ,F) 为

C′n(U ,F) :=
{
(si0···in) ∈ Cn(U ,F) | siσ(0)...iσ(n)

= sgn(σ)si0...in , ∀ σ ∈ Sn+1

}
.

令 C′−1(U ,F) := C−1(U ,F) = F(X). 则 C′•(U ,F) 为 C
•
(U ,F) 的子复形.

证明: 自然的包含给出的复形同态 C′•(U ,F) −→ C
•
(U ,F) 为同伦等价, 特别地, C′•(U ,F)

和 C
•
(U ,F) 的各阶上同调群是同构的.

2. 设 I, J 为非空集合. 对一个映射 f : J −→ I, 对 n ≥ 0, 定义如下同态

f̃n : Cn(∆J) −→ Cn(∆I)

< j0 · · · jn > 7−→< f(j0) · · · f(jn) >

令 f̃−1 : C−1(∆J) = Z −→ C−1(∆I) = Z 为恒等同态.
(i) 证明 f̃n(n ≥ −1) 给出复形同态 f̃ : C•(∆J) −→ C•(∆I).

(ii) 设 f, g : J −→ I 为两个映射, 证明存在 f̃ 与 g̃ 的同伦 h, 使得对每个 n ≥ 0, 对任意
j0, . . . , jn ∈ J , 均有

hn(< j0 · · · jn >) ∈ C{f(j0),...,f(jn),g(j0),...,g(jn)}.

3. 设 X 为拓扑空间, F 为 X 上的 Abel 群预层. 设 U =
{
Ui | i ∈ I

}
和 V =

{
Vj | j ∈ J

}
为

X 的两个开覆盖. 称映射 f : J −→ I 为 U 到 V 的一个加细映射, 如果 ∀ j ∈ J , Vj ⊂ Uf(j).
这样的一个加细映射诱导复形同态 f̃ : C

•
(U ,F) −→ C

•
(V,F):

Cn(U ,F) −→ Cn(V,F)

s = (si0···in) 7−→ s̃

其中 s̃j0···jn = sf(j0)···f(jn) |Uj0···jn .
证明: 对 U 到 V 的两个加细映射 f, g, 其诱导的复形同态 f̃, g̃ : C

•
(U ,F) −→ C

•
(V,F) 是同

伦的. 特别地, 对任意 n, 有 f̃∗ = g̃∗ : Hn(U ,F) −→ Hn(V,F).

4. 举例说明存在 A-模 M,N , 使得 Ext1A(M,N) � Ext1A(N,M).
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习题提示

1. 利用形式看法 “C •(U ,F) = Hom(C•(∆I),F)”和 “C ′•(U ,F) = Hom(C ′• (∆I),F)”,
将命题 6.2.4 中构造的同伦 h 解释到增广 Cěch 复形上.

3. 利用形式看法 “C •(U ,F) = Hom(C•(∆I),F)”和 “C •(V,F) = Hom(C•(∆J),F)”,
将习题 2 中的同伦 h 解释到增广 Cěch 复形上.
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第七章 平坦性

7.1 基本性质

定义 7.1.1 设 A 为环. 我们称 A-模 M 是平坦的, 如果对任意 A-模之间的单同态
N1 → N2, 均有 N1 ⊗AM → N2 ⊗AM 为单同态. 环同态 A→ B 称为平坦的, 或者说
B 为平坦 A-代数, 如果 B 作为 A-模是平坦的.

由于张量积是右正合函子, 显然 M 平坦等价于 · ⊗AM 为正合函子.

命题 7.1.1 设 A 为环.
(i) 投射 A-模均为平坦的.
(ii) (局部化) 对任意乘法集 S ⊂ A, 局部化 AS 为平坦 A-模.
(iii) (传递性) 设 A→ B 为平坦的环同态, M 为平坦 B-模. 则 M 也为平坦 A-模.
(iv) (基变换) 设 A → A′ 为环同态, 设 M 为平坦 A-模. 则 M ′ := M ⊗A A′ 为平坦

A′-模.

证明 (i): 此即命题 6.3.9. (ii)-(iv): 根据定义和张量积的简单性质即得.

下面的命题说明, 平坦性是一个局部性质.

命题 7.1.2 设 A→ B 为环同态, 设 M 为 B-模. 则以下几条互相等价:
(i) M 作为 A-模是平坦的.
(ii) 对任意 P ∈ SpecB, 局部化 MP 是平坦 AQ-模. 其中 Q = P

⋂
A ∈ SpecA.

(iii) 对任意 B 的极大理想 P , 局部化 MP 是平坦 AQ-模. 其中 Q = P
⋂
A ∈ SpecA.

证明 (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) 是显然的. 下面证明 (iii) =⇒ (i). 设 N1 → N2 为 A-模
的单同态. 则 N1 ⊗AM

φ−→ N2 ⊗AM 也可看作 B-模同态. 从而 ϕ 为单同态 ⇐⇒ 对
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任意 B 的极大理想 P , 局部化 (N1 ⊗AM)P
φP−→ (N2 ⊗AM)P 为单同态. 对 i = 1, 2,

(Ni ⊗AM)P = Ni ⊗AM ⊗B BP = Ni ⊗A AQ ⊗AQ
(M ⊗B BP ) = NiQ ⊗AQ

MP .

由 N1 → N2 为单同态知 N1Q → N2Q 也为单同态, 从而由 MP 是平坦 AQ-模得到 ϕP

为单同态.

由定义, 为了验证 M 的平坦性, 我们需要对任意 A-模单同态 N1 → N2 来验
证 N1 ⊗A M → N2 ⊗A M 为单同态. 下面的命题说明, 可以只对一些特殊的单同态
N1 → N2 进行验证.

命题 7.1.3 设 A 为环, M 为 A-模. 则以下几条互相等价:
(i) M 平坦.
(ii) 对任意的有限 A-模 N1, N2, 以及任意单同态 N1 → N2, 有 N1⊗AM → N2⊗AM
也为单同态.

(iii) 对 A 的任意有限生成理想 I, 自然同态 I ⊗AM →M 为单同态.
(iv) 对 A 的任意有限生成理想 I, 有 TorA1 (A/I,M) = 0.
(v) 对 A 的任意理想 I, 自然同态 I ⊗AM →M 为单同态.
(vi) 对 A 的任意理想 I, 有 TorA1 (A/I,M) = 0.
(vii) 对任意有限 A-模 N , 有 TorA1 (N,M) = 0.

证明 显然有 (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) ⇐⇒ (iv), 以及 (vi) ⇐⇒ (v) =⇒ (iii).
(iii) =⇒ (v): 设 x ∈ Ker(I⊗AM →M). 由张量积的定义,存在 a1, . . . , an ∈ I,以

及 y1, . . . , yn ∈M , 使得 x =
∑n
i=1 ai⊗ yi. 令 J = (a1, . . . , an), 及 x′ :=

∑n
i=1 ai⊗ yi ∈

J ⊗AM . 则 x′ ∈ Ker(J ⊗AM →M), 并且 x 为 x′ 在自然同态 J ⊗AM → I ⊗AM 下
的像. 而根据 (iii) 知 x′ = 0. 故 x = 0.

(vi) =⇒ (vii): 对 N 的生成元个数进行归纳, 应用 Tor 函子的长正合列即可.
(vii) =⇒ (ii): 对短正合列 0 −→ N1 −→ N2 −→ N2/N1 −→ 0 应用 Tor 函子的

长正合列即可.
(ii) =⇒ (i): 设 N1 → N2 为 A-模的单同态. 设 x ∈ Ker(N1⊗AM

φ−→ N2⊗AM).
根据张量积的具体构造, 可以看到存在 Ni 的有限子模 N ′i , 使得有以下交换图表：

N ′1 ⊗AM N ′2 ⊗AM

N1 ⊗AM N2 ⊗AM

φ′

ψ1 ψ2

φ

并且存在 y ∈ Ker(N ′1 ⊗A M
φ′

−→ N ′2 ⊗A M), 使得 x = ψ1(y). 由 N1 → N2 为有

限 A-模的单同态知 N ′1 ⊗A M
φ′

−→ N ′2 ⊗A M 为单同态. 从而 y = 0. 故 x = 0,
N1 ⊗AM

φ−→ N2 ⊗AM 为单同态.
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由平坦性的这些等价判别法, 容易得到离散赋值环上模的平坦性的等价刻画.

命题 7.1.4 设 (A,m) 为离散赋值环, π 为 m 的生成元. 则 A-模 M 平坦 ⇐⇒ π 不是
M 的零因子.

证明 由 A 的理想具有形式 (πi) 及命题 7.1.3, (iii) 即得.

对于 Noether 局部环上的有限模, 其平坦性的检验可以进一步简化如下.

命题 7.1.5 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, 设 M 为有限 A-模. 则以下几条互相等价:
(i) M 为自由 A-模.
(ii) M 为投射 A-模.
(iii) M 为平坦 A-模.
(iv) TorA1 (k,M) = 0.
(v) 自然同态 m⊗AM →M 为单同态.

证明 不难看到有 (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) ⇐⇒ (v). 下面证明 (iv) =⇒ (i).
取 x1, . . . , xr 为 M 的一组极小生成元. 则得到 A-模满同态 ϕ : Ar → M , 使得 ϕ ⊗ k
为同构. 对短正合列 0 → Kerϕ → Ar → M → 0 应用 TorAi (k, ·) 函子的长正合列, 得
到

TorA1 (k,M) −→ Kerϕ⊗A k −→ Ar ⊗A k
φ⊗k−→M ⊗A k −→ 0

为正合列. 再由 TorA1 (k,M) = 0 及 ϕ⊗ k 为同构知 Kerϕ⊗A k. 应用 Nakayama 引理
即得 Kerϕ = 0, 故 ϕ 为同构.

推论 7.1.1 设 A 为 Noether 环, 设 M 为有限 A-模. 则以下几条互相等价:
(i) M 为有限局部自由 A-模.
(ii) M 为投射 A-模.
(iii) M 为平坦 A-模.

证明 对 Noether 环 A 上的有限模 M 而言, 由于 M 为有限局部自由 (投射, 平坦)
等价于对任意 P ∈ SpecA, 局部化 MP 为自由 (投射, 平坦)AP -模, 故利用上面的命
题 7.1.5即得.

另一个推论为如下平坦模维数的局部常值性.

推论 7.1.2 设 A 为 Noether 环, 设 M 为平坦的有限 A-模. 对 P,Q ∈ SpecA, 如果
P,Q 位于 SpecA 的同一个连通分支中, 则 dimk(P )M ⊗A k(P ) = dimk(Q)M ⊗A k(Q).

证明 由于存在 SpecA 的不可约分支 V1, . . . , Vn, 使得 P ∈ V1, Q ∈ Vn, 并且 Vi ∩
Vi+1 6= ∅ (1 ≤ i ≤ n− 1)，可以看到不妨假设 P , Q 在 SpecA 的同一个不可约分支中.
设该不可约分支对应的极小素理想为 P1, 则 P1 ⊂ P , P1 ⊂ Q. 在 P 处作局部化得到
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MP 为平坦的有限 AP -模, 从而是自由 AP -模. 这样得到

dimk(P )M ⊗A k(P ) = dimk(P1)M ⊗A k(P1).

同理在 Q 处作局部化得到 dimk(P )M ⊗A k(P ) = dimk(P1)M ⊗A k(P1). 故

dimk(P )M ⊗A k(P ) = dimk(Q)M ⊗A k(Q).

反过来, dimk(P )M ⊗A k(P ) 为 SpecA 上的常值函数在某些条件下也可以蕴含 M

的平坦性. 具体而言, 我们有如下的

命题 7.1.6 设 (A,m, k) 为整的 Noether 环. 记 K = Frac(A) 为其分式域. 设 M 为有
限 A-模. 则 M 为自由模 ⇐⇒ dimkM ⊗A k = dimKM ⊗A K.

证明 =⇒: 显然.
⇐=: 设 dimkM ⊗A k = r. 通过取 M 的一组极小生成元, 我们构造满同态

ϕ : Ar →M , 使得 ϕ⊗ k : Ar ⊗A k →M ⊗A k 为同构. 令 N = Kerϕ. 对短正合列

0 −→ N −→ Ar −→M −→ 0

应用正合函子 · ⊗A K 得到短正合列

0 −→ N ⊗A K −→ Ar ⊗A K
φ⊗K−→ M ⊗A K −→ 0.

由 dimKM ⊗A K = r 知 ϕ⊗K 为同构. 从而 N ⊗A K = 0. 作为 Ar 的子模, N 是无
挠的. 故 N = 0, 从而 M ' Ar 为自由模.

命题 7.1.7 设 A 为 Noether 环, I 为 A 的理想. 设 Â = lim←−
n

A/In 为 A 的 I-进完备

化. 则 A→ Â 是平坦的.

证明 由命题 3.3.3 和 命题 3.3.4, 对有限 A-模 M , 有 M̂ =M ⊗A Â, 并且 I-进完备化
为有限 A-模上的正合函子.
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7.2 局部判别法

命题 7.1.5 将 Noether 局部环上有限模的平坦性检验约化到只需验证 m⊗AM →
M 为单同态. 在实际应用中, 经常遇到 M 不是有限 A-模的情形. 下面说明即使在更一
般的情形, 单同态 m⊗AM →M 也能保证 M 的平坦性.

定理 7.2.1 (平坦性的局部判别法) 设 (A,m) → (B,n) 为 Noether 局部环之间的局部
同态. 设 M 为有限 B-模. 则以下几条互相等价:

(i) M 为平坦 A-模.
(ii) 自然同态 m⊗AM →M 为单同态.
(iii) TorA1 (k,M) = 0. 其中 k := A/m 为剩余类域.
(iv) 对任意 i ≥ 1, M/miM 均为平坦 A/mi-模.
(v) 对任意长度有限的 A-模之间的单同态 N1 ↪→ N2, 均有 N1 ⊗A M −→ N2 ⊗A M
为单同态.

证明 显然有 (i) =⇒ (ii) ⇐⇒ (iii), (i) =⇒ (iv). 下面只需再证明 (iii) =⇒ (v),
(iv) =⇒ (v), 以及 (v) =⇒ (i).

(iii) =⇒ (v): 设 N1, N2 为长度有限的 A-模, ϕ : N1 ↪→ N2 为单同态. 令
N3 := Cokerϕ = N2/ Imϕ. 则有短正合列 0 −→ N1 −→ N2 −→ N3 −→ 0, 并且由 N2

长度有限可知 N3 长度有限, 从而存在 s ≥ 1, 使得 msN3 = 0. ∀ 0 ≤ i ≤ s − 1, 短
正合列

0 −→ mi+1N3 −→ miN3 −→
miN3

mi+1N3
−→ 0

诱导正合列 TorA1 (mi+1N3,M) −→ TorA1 (miN3,M) −→ TorA1 ( miN3

mi+1N3
,M). 由于

miN3

mi+1N3
为 k-线性空间, 其作为 A-模同构于有限个 k 的直和, 从而由 TorA1 (k,M) = 0

知 TorA1 ( miN3

mi+1N3
,M) = 0. 这样得到对任意 i = 0, . . . , s − 1, TorA1 (mi+1N3,M) −→

TorA1 (miN3,M) 为满同态. 故

0 = TorA1 (msN3,M) −→ TorA1 (m0N3,M) = TorA1 (N3,M)

为满同态. 即 TorA1 (N3,M) = 0.

(iv) =⇒ (v): 设 N 为长度有限的 A-模, 则存在 i ≥ 1, 使得 miN = 0. 故 N 也可
以看作 A/mi-模. 并且有 N ' N ⊗A (A/mi), 以及同构:

N⊗A/mi (M/miM) ' N⊗A(A/mi)⊗A/mi (M/miM) ' (A/mi)⊗AN⊗AM ' N⊗AM.
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由此, 对长度有限的 A-模的单同态 ϕ : N1 ↪→ N2, 可找到充分大的 i, 使得下图交换

N1 ⊗AM N2 ⊗AM

N1 ⊗A/mi (M/miM) N2 ⊗A/mi (M/miM)

φ⊗1

φ⊗1

o o

由 M/miM 为平坦 A/mi-模即知 N1 ⊗AM −→ N2 ⊗AM 为单同态.
(v) =⇒ (i): 设 N1 ↪→ N2 为有限 A-模的单同态. 由命题 7.1.3, 只需证明

N1 ⊗AM → N2 ⊗AM 为单同态即可. 对任意正整数 i ≥ 1, 有长度有限的 A-模形成的
短正合列

0 −→ N1

N1 ∩miN2
−→ N2

miN2
−→ N2

N1 +miN2
−→ 0

由 (v) 的条件, N1

N1∩miN2
⊗AM −→ N2

miN2
⊗AM 为单同态. 显然有

N1

N1 ∩miN2
⊗AM =

N1 ⊗AM
(N1 ∩miN2)⊗AM

.

由 Artin-Rees 引理, 存在 i0 ≥ 1, 使得对任意 i ≥ i0, 均有

N1 ∩miN2 = mi−i0(N1 ∩mi0N2) ⊂ mi−i0N1.

从而 Im((N1 ∩miN2)⊗AM −→ N1 ⊗AM) ⊂ mi−i0(N1 ⊗AM). 综合以上信息得到

Ker(N1 ⊗AM → N2 ⊗AM) ⊂
⋂
i≥i0

mi−i0(N1 ⊗AM).

注意到 N1 ⊗AM 为有限 B-模. 从而⋂
i≥i0

mi−i0(N1 ⊗AM) ⊂
⋂
i≥i0

ni−i0(N1 ⊗AM) = 0.

这样得到 Ker(N1 ⊗AM → N2 ⊗AM) = 0, 即 N1 ⊗AM → N2 ⊗AM 为单同态.

设 M 为非零 A-模. 回忆 a ∈ A 称为 M -正则元, 如果乘 a 映射 M
a·−→M 为单射,

或者等价地, 如果 a 不是 M 的零因子.

引理 7.2.1 设 (A,m) → (B,n) 为 Noether 局部环之间的局部同态, M 为有限 B-模.
记 k = A/m. 设 b ∈ n, 则以下两条互相等价:

(i) b 为 M -正则元, 并且 M/bM 为平坦 A-模.
(ii) b̄ ∈ B/mB 为 M ⊗A k-正则元, 且 M 为平坦 A-模.

证明 (i) =⇒ (ii): 对短正合列 0 → M
b·→ M → M/bM → 0 应用函子 k ⊗A ·, 得到长
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正合列:

. . .→ TorA1 (k,M)
b·→ TorA1 (k,M)→ TorA1 (k,M/bM)

→M ⊗A k
b̄·→M ⊗A k →M/bM ⊗A k → 0.

由 M/bM 平坦知 TorA1 (k,M/bM) = 0, 故 M ⊗A k
b̄·→ M ⊗A k 为单同态, 而

TorA1 (k,M)
b·→ TorA1 (k,M) 为满同态. 前者说明 b̄ ∈ B/mB 为 M ⊗A k-正则元,

后者说明 TorA1 (k,M) = bTorA1 (k,M). 注意到 TorA1 (k,M) 为有限 B-模, 从而由
Nakayama 引理知 TorA1 (k,M) = 0. 再由定理 7.2.1 得到 M 为平坦 A-模.

(ii) =⇒ (i): 记 K 为 M
b·→M 的核, 则有如下两个短正合列:

0→ K →M
φ→ bM → 0, (7.2–1)

0→ bM
ψ→M →M/bM → 0. (7.2–2)

其中 ϕ 为乘 b 同态, ψ 为自然包含同态. 由 M ⊗A k
b̄·→ M ⊗A k 为单同态, 知同态

M ⊗A k
φ⊗1−→ bM ⊗A k 和同态 bM ⊗A k

ψ⊗1−→M ⊗A k 的复合为单同态. 再由 ϕ⊗ 1 为满
同态知 ϕ⊗ 1 为同构. 从而 ψ ⊗ 1 为单同态. 由正合列

TorA1 (k,M) −→ TorA1 (k,M/bM) −→ bM ⊗A k
ψ⊗1−→M ⊗A k

得到 TorA1 (k,M/bM) = 0. 应用定理 7.2.1 即知 M/bM 为平坦 A-模. 再由短正合列
(7.2–2)以及M 的平坦性知 bM 为平坦 A-模. 从而对短正合列 (7.2–1)应用 ·⊗Ak仍然
得到短正合列. 我们已经知道 ϕ⊗1为同构,从而 K⊗A k = 0. 这说明 K = mK = nK,
注意到 K 为有限 B-模, 应用 Nakayama 引理即得 K = 0.

上面的引理经常被迭代使用. 为此, 我们先引入正则序列的概念.

定义 7.2.1 设 M 为非零 A-模. 我们称 A 中元素的序列 (a1, . . . , an) 为 M -正则序列,
如果其同时满足如下两个条件:

(i) a1 为 M -正则元, a2 为 M/a1M -正则元, . . . , an 为 M/(a1, . . . , an−1)M -正则元.
(ii) M/(a1, . . . , an)M 6= 0.

命题 7.2.1 设 (A,m) → (B,n) 为 Noether 局部环之间的局部同态, M 为有限 B-模.
记 k = A/m. 设 b1, . . . , br ∈ n, 则以下两条互相等价:

(i) (b1, . . . , br) 为 M -正则序列, 并且 M/(b1, . . . , br)M 为平坦 A-模.
(ii) (b̄1, . . . , b̄r) ∈ B/mB 为 M ⊗A k-正则序列, 且 M 为平坦 A-模.

证明 对 r 归纳, 并应用引理 7.2.1 即可.

命题 7.2.1可以用来判断 M/(b1, . . . , br)M 的平坦性, 或者用来寻找 M -正则序列.
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下面的例子是判断平坦性的典型用法.

例 7.2.1 设 k 为代数封闭域, A = k[t1, t2], B = k[t1, t2, x1, x2] 为多项式环. 令
f = x21 + t1x1 + t2x2, g = x22 + t1x1 + t2x2. 则 C = B/(f, g) 为平坦 A-代数. 理由
简述如下: 任取 C 的极大理想 n, 令 m = n ∩ A, 则只需验证 Am −→ Cn 平坦. 由于
m 必为 A 的极大理想, 根据 Hilbert 零点定理, 可设 m = (t1 − a1, t2 − a2), ai ∈ k.
这样 Cn ' Bn/(f, g). 由于 Am −→ Bn 平坦, 可以应用命题 7.2.1, 从而只需验证
(f̄, ḡ) 为 B/mB 的正则序列. 在同构 B/mB ' k[x1, x2] 下, 有 f̄ = x21 + a1x1 + a2x2,
ḡ = x22 + a1x1 + a2x2, 显然 f̄, ḡ 在 k[x1, x2] 中互素, 故 (f̄, ḡ) 为 B/mB 的正则序列.

7.3 忠实平坦性

定义 7.3.1 称 A-模 M 为忠实平坦的, 如果对任意 A-模复形 N1 → N2 → N3, 该复形
正合 ⇐⇒ 与 M 作张量积后的复形 N1 ⊗AM → N2 ⊗AM → N3 ⊗AM 正合.

命题 7.3.1 设 M 为 A-模. 以下几条互相等价:
(i) M 忠实平坦.
(ii) M 平坦, 并且对任意非零的 A-模 N , 有 N ⊗AM 6= 0.
(iii) M 平坦, 并且对 A 的任意极大理想 m, 均有 mM $M .

证明 (i) =⇒ (ii): 由忠实平坦的定义知 M 平坦. 对任意 A-模 N , 考虑复形
0 → N → 0. 如果 N ⊗AM = 0, 则 0 ⊗AM → N ⊗AM → 0 ⊗AM 正合, 从而由 M

忠实平坦得到 0→ N → 0 正合, 即 N = 0.
(ii) =⇒ (i): 设有 A-模复形 N1

φ1−→ N2
φ2−→ N3. 与 M 作张量积后得到的复形记

作 N1 ⊗AM
φ′

1−→ N2 ⊗AM
φ′

2−→ N3 ⊗AM . 由 M 的平坦性知

Kerϕ′2
imϕ′1

=
Kerϕ2

imϕ1
⊗AM.

从而由 Kerφ′
2

imφ′
1
= 0 知 Kerφ2

imφ1
= 0.

(ii) =⇒ (iii): 显然.
(iii) =⇒ (ii): 对非零 A-模 N , 取 0 6= x ∈ N , 令 I = ann (x). 则有单同态

A/I ↪→ N , 从而由 M 的平坦性得单同态 A/I ⊗AM = M/IM ↪→ N ⊗AM . 取 A 的
一个包含 I 的极大理想 m, 则 IM ⊂ mM $M . 故 M/IM 6= 0, 知 N ⊗AM 6= 0.

命题 7.3.2 设 (A,m) 为 Noether 局部环, Â = lim←−
i

A/mi 为 A 的完备化. 则 A→ Â 为

忠实平坦的.

证明 由 mÂ 为 Â 的极大理想和命题 7.3.1, (iii) 即得.
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命题 7.3.3 设 ϕ : A → B 为环同态, 则 ϕ 忠实平坦 ⇐⇒ ϕ 平坦, 并且其诱导的素谱
空间映射 SpecB → SpecA 为满射.

证明 =⇒: 任取 Q ∈ SpecA,由命题 7.3.1, (ii)知 B⊗Ak(Q) 6= 0. 故 SpecB → SpecA
的纤维 SpecB ⊗A k(Q) 非空.
⇐=: 由 SpecB → SpecA 为满射, 对 A 的任意极大理想 m, 均存在 P ∈ SpecB,

使得 P
⋂
A = m. 特别地, mB $ B. 从而由命题 7.3.1, (iii) 得到 ϕ 忠实平坦.

命题 7.3.4 设 (A,m) → (B,n) 为局部环之间平坦的局部同态, 则 B 为忠实平坦
A-代数.

证明 应用命题 7.3.1, (iii) 即得.

命题 7.3.5 设 ϕ : A→ B 为平坦的, 则 ϕ 满足素理想的降链性质, 即对于 P ∈ SpecB,
Q′ ∈ SpecA, 若 Q′ ⊂ Q := P

⋂
A, 那么存在 P ′ ∈ SpecB, 使得 P ′ ⊂ P , 并且

P ′
⋂
A = Q′.

证明 A 和 B 分别在 Q 和 P 处作局部化, 我们可以假设 A, B 均为局部环, 而 Q, P
为极大理想. 利用命题 7.3.4, 得到 ϕ为忠实平坦的. 再由命题 7.3.1知 B⊗A k(Q′) 6= 0.
从而任取 Q ∈ SpecB ⊗A k(Q′) 即可.

命题 7.3.6 设 (A,m)→ (B,n) 为 Noether 局部环之间的平坦态射. 则

dimB = dimA+ dimB/mB.

证明 设 dimA = r, dimB/mB = s. 取 m 的一组参数系 x1, . . . , xr 和 B/mB

的极大理想 n/mB 的一组参数系 ȳ1, . . . , ȳs. 则易知存在正整数 i, 使得 ni ⊂
(x1, . . . , xr, y1, . . . , ys). 故 dimB ≤ r + s = dimA+ dimB/mB.

另一方面, 设 P0 $ P1 $ · · · $ Pr = m 为 A 的素理想链, 设 Q0 $ Q1 $ · · · $
Qs = n/mB 为 B/mB 中的素理想链. 将 Qi 看作 B 中包含 mB 的素理想, 则
Pr ⊂ Q0

⋂
A. 由平坦态射的素理想降链性质命题 7.3.5, 可以将 Pi 提升为 B 中的素理

想链 P ′0 $ P ′1 $ · · · $ P ′r, 使得 P ′r ⊂ Q0. 这样得到 B 中素理想链

P ′0 $ P ′1 $ · · · $ P ′r ⊂ Q0 $ Q1 $ · · · $ Qs = n.

由此得到 dimB ≥ r + s = dimA+ dimB/mB. 从而 dimB = dimA+ dimB/mB.

命题 7.3.7 (Grothendieck’s Generic Freeness Lemma) 设 A 为 Noether 整环, B
为有限生成 A-代数, M 为有限 B-模. 则存在非零的 a ∈ A, 使得 Ma 为自由 Aa-模或
零模. 特别地, Ma 为平坦 Aa-模.
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证明 设 K = Frac(A). 考虑 K-代数 B ⊗A K. 如果 B ⊗A K = 0, 则容易看到
M ⊗A K = M ⊗B B ⊗A K = 0. 从而存在非零的 a ∈ A, 使得 Ma = 0. 下面设
B ⊗A K 6= 0.

由整环形式的 Noether 正规化定理 3.6.5, 通过在一个非零元处作局部化, 我们不
妨设存在分解 A ↪→ C ↪→ B, 使得 C = A[x1, . . . , xn] 为 A 上的多项式环, 并且 C ↪→ B

为有限扩张. 注意到 n = dimB ⊗A K 为 B ⊗A K 的 Krull 维数. 下面对 n 进行归纳.
若 n = 0, 即 C = A, 则 A ↪→ B 为有限扩张, 这样得到 M 为有限 A-模. 从而由

M ⊗A K 为有限维 K-线性空间可以看到, 存在 0 6= a ∈ A, 使得 Ma 为自由 Aa-模.
若 n ≥ 1, 则 M 为有限 C-模. 从而由定理 3.4.1, 存在 M 的有限 C-子模降链

0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mp =M,

使得 ∀ 1 ≤ i ≤ p, 有 Mi/Mi−1 ' C/Pi, 其中 Pi ∈ SpecC. 对每个 i, 如果 Pi = 0,
令 ai = 1, 则 (C/Pi)ai = C/Pi = C 为自由 A-模. 如果 Pi 6= 0, 由归纳假设 (注
意 dim (C/Pi) ⊗A K < n), 存在 0 6= ai ∈ A, 使得 (C/Pi)ai 为自由 Aai -模. 最终令
a = a1a2 . . . ap ∈ A, 则 Ma 为自由 Aa-模.

作为推论, 我们得到定理 5.2.2 的另一个证明

推论 7.3.1 设 k 为域, A, B 均为整的有限生成 k-代数. 设 ϕ : A ↪→ B 为单的 k-代数
同态. 则存在 SpecA 的非空开子集 U , 满足

(i) U ⊂ im ϕ∗.
(ii) 对 U 的每个闭点 x, 纤维 ϕ∗−1(x) 的每个不可约分支的维数均为 dimB − dimA.

证明 由整环形式的 Noether 正规化定理 3.6.5 和 命题 7.3.7, 我们不妨设 B 为平坦
A-代数, 并且存在分解 A ↪→ A[x1, . . . , xn] ↪→ B, 使得 A[x1, . . . , xn] ↪→ B 为有限扩张.
这样得到 SpecB → SpecA[x1, . . . , xn] 为满射, 故 SpecB → SpecA 为满射. 对 SpecA
的每个闭点 x, 设 F 为纤维 ϕ∗−1(x) 的一个不可约分支. 我们可以取 F 上的一个闭点
y, 使得 y 不在 ϕ∗−1(x) 的其它不可约分支上. 记 P , Q 分别为 x, y 对应的极大理想,
则 AP → BQ 为平坦同态, 从而由命题 7.3.6 知 dim(B/PB)Q = dimBQ − dimAP . 再
由 dim(B/PB)Q = dimF , dimBQ = dimB 以及 dimAP = dimA 即得

dimF = dimB − dimA.
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7.4 忠实平坦下降

设 π : U −→ X, f : Y −→ X 为拓扑空间的连续映射. 我们定义纤维积为

U ×X Y :=
{
(u, y) ∈ U × Y | π(u) = f(y)

}
,

并赋予 U ×X Y 作为 U ×Y 子集的子空间拓扑. 设 X =
⋃
i∈I

Ui 为 X 的开覆盖, 并且 U

为无交并空间
∐
i∈I

Ui. 此时容易看到 U ×X Y 同胚于无交并空间
∐
i∈I

f−1(Ui), 此时纤维

积 U ×X Y 可以看作 f 在开覆盖 U := {Ui | i ∈ I}下的局部化. 特别地,如果 f = π,则
U2 := U×XU '

∐
(i0,i1)∈I2

Ui0
⋂
Ui1 , U3 := (U×XU)×XU '

∐
(i0,i1,i2)∈I3

Ui0
⋂
Ui1

⋂
Ui2 ,

Un := Un−1 ×X U '
∐

(i0,...,in−1)∈In
Ui0

⋂
· · ·

⋂
Uin−1 . 由此看到对 X 上的一个预层 F ,

其 Cěch 复形 C ·(U ,F) 可以用纤维积表示为

0 −→ F(X) −→ F(U) −→ F(U2) −→ · · · .

这说明可以将更一般的连续映射 U −→ X 看作开覆盖, 对预层的某种合适推广定义
Cěch 复形. 同时也可以将 “粘合” 的观点在这种 “开覆盖”U −→ X 下进行推广. 本节
主要目标是说明对于环的忠实平坦同态 A −→ B, 其素谱空间映射 SpecB −→ SpecA
就是 SpecA 的 “开覆盖” 的一种推广.

7.4.1 Amitsur 复形 设 M 为环 A 上的模. 我们定义 B-层 M̃ 的类比. 对任意
A-代数 B, 令 FM (SpecB) = M ⊗A B, 对任意 A-代数同态 B

φ−→ C, 定义 A-模同态
ρφ = id⊗ϕ : FM (SpecB) =M ⊗A B −→M ⊗A C = FM (SpecC), x⊗ b 7−→ x⊗ϕ(b).
显然这样的一组数据满足如下与预层类似的性质:

(i) 对任意 A-代数 B, 有 ρid = id.
(ii) 对任意 A-代数同态 B

φ−→ C 以及 C
ψ−→ D, 有 ρψ ◦ ρφ = ρψ◦φ.

我们将 A-代数同态 B
φ−→ C 诱导的素谱空间映射 SpecC φ∗

−→ SpecB 类比到开子
集的包含, 而同态 ρφ : FM (SpecB) −→ FM (SpecC) 类比到预层中的限制同态. 称
s ∈ FM (SpecB) 为 FM 在 SpecB 上的截面, 将 ρφ(s) 记为 s |SpecC , 称为 s 在 SpecC
上的限制. 同样地, 可以定义 Cěch 复形的类比.

设 I 为非空集合, 对每个 i ∈ I, 给定一个 A-代数同态 A
φi−→ Bi. 对 i ∈ I, 记

Ui 为 SpecBi, 对 i0, . . . , in ∈ I, 记 Ui0...in = SpecBi0 ⊗A Bi1 ⊗A · · · ⊗A Bin , 由命
题 2.2.9, Ui0...in ' Ui0 ×SpecA · · · ×SpecA Uin . 记这一族 A-代数 Bi 为 U . 对 n ≥ 0, 令
Cn(U ,FM ) :=

∏
(i0,...,in)∈In+1

FM (Ui0...in) =
∏

(i0,...,in)∈In+1

M⊗ABi0⊗ABi1⊗A · · ·⊗ABin .
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定义如下 A-模同态

δn : Cn(U ,FM ) −→ Cn+1(U ,FM )

s = (si0...in) 7−→ δn(s)

其中 δn(s) 的 (i0 . . . in+1) 分量为

δn(s)i0...in+1
:=

n+1∑
j=0

(−1)jsi0...îj ...in+1
|Ui0...in+1

,

这里 îj 是指将指标 ij 删除, si0...îj ...in+1
|Ui0...in+1

是指 si0...îj ...in+1
∈ FM (Ui0...îj ...in+1

)

在 A-代数同态

πj :Bi0 ⊗A · · · ⊗A Bij−1 ⊗A Bij+1 ⊗A · · · ⊗A Bin+1 −→ Bi0 ⊗A · · · ⊗A Bin+1

bi0 ⊗ · · · ⊗ bij−1
⊗ bij+1

⊗ · · · ⊗ bin+1
7−→ bi0 ⊗ · · · ⊗ bij−1

⊗ 1⊗ bij+1
⊗ · · · ⊗ bin+1

诱导的同态 ρπj : FM (Ui0...îj ...in+1
) −→ FM (Ui0...in+1) 下的像. 再定义 C−1(U ,FM ) :=

FM (SpecA) = M , 以及 A-模同态 δ−1 : C−1(U ,FM ) −→ C0(U ,FM ), s 7−→ (s |Ui)i∈I .
其中 s |Ui 是指 s ∈ M 在 A-模同态 M −→ M ⊗A Bi, x 7−→ x ⊗ 1 下的像. 不难验证,
对 n ≥ −1, 有 δn+1 ◦ δn = 0. 从而 (C ·(U ,FM ), δ·) 形成一个复形. 这是拓扑空间上
Cěch 复形的类比. 类比于命题 6.2.2, 我们有下面的

命题 7.4.1 在上面的设定及符号下, 如果存在 i ∈ I, 使得 A
φi−→ Bi 存在截面 (即满足

ψi ◦ ϕi = id 的环同态 ψi : A −→ Bi), 那么 (C ·(U ,FM ), δ·) 处处正合, 即对任意 n ∈ Z,
有 Hn(C ·(U ,F)) := Ker δn/ Im δn−1 = 0.

证明 与命题 6.2.2 的证明类似, 我们将标准单形上的锥构造转移到 Cěch 复形上来.
对 n ≥ 0, 我们定义如下同态:

hn+1 : Cn+1(U ,FM ) −→ Cn(U ,FM ) (7.4–1)

s = (si0...in+1
) 7−→ hn+1(s) (7.4–2)

其中 hn+1(s) 的 (i0 . . . in) 分量为 hn+1(s)i0...in := ψ̃i(sii0...in+1) ∈ FM (Ui0...in). 这里
ψ̃i 为如下两个同态的复合:

M ⊗A Bi ⊗A Bi0 ⊗A · · · ⊗A Bin
id⊗ψi⊗id⊗···⊗id
−−−−−−−−−−→M ⊗A A⊗A Bi0 ⊗A · · · ⊗A Bin ,

M ⊗A A⊗A Bi0 ⊗A · · · ⊗A Bin
∼−→M ⊗A Bi0 ⊗A · · · ⊗A Bin .

再定义同态 h0 : C0(U ,FM ) −→ C−1(U ,FM ), s = (si0) 7−→ (id⊗ ψi)(si) ∈M . 通
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过直接验证可以看到 h· 给出了 Cěch 复形 C ·(U ,FM ) 上恒等同态与零同态的一个同
伦. 从而得到 Cěch 复形的零调性.

命题 7.4.2 设 I 为有限集, 并且存在 i ∈ I, 使得 A
φi−→ Bi 为忠实平坦的, 那么

(C ·(U ,FM ), δ·) 处处正合, 即对任意 n ∈ Z, 有 Hn(C ·(U ,F)) := Ker δn/ Im δn−1 = 0.

证明 我们将所有的 A-代数基变换为 Bi-代数. 即对任意 j ∈ I, 令 B′j := Bi ⊗A Bj ,
并通过 ϕ′j : Bi −→ B′j , bi 7−→ bi ⊗ 1 将 B′j 看作 Bi-代数. 这族 Bi-代数 B′j(j ∈ I) 记
为 U ′. 考虑 Bi-模 M ′ :=M ⊗A Bi. 不难验证有复形的同构

C ·(U ,FM )⊗A Bi ' C ·(U ′,FM ′).

由于同态 Bi
φ′

i−→ B′i = Bi ⊗A Bi 存在截面 Bi ⊗ Bi
x⊗y 7→xy
−−−−−−−−→ Bi, 应用命题 7.4.1 知

Cěch 复形 C ·(U ′,FM ′) 处处正合. 又由于 Bi 为忠实平坦的 A-代数, 从而 C ·(U ,FM )

也处处正合.

作为推论, 我们有如下 Amitsur 复形的正合性.

推论 7.4.1 设 A −→ B 为忠实平坦环同态, M 为 A-模, 则以下 Amitsur 复形 处处
正合:

0→M →M ⊗A B
d0−→M ⊗A B ⊗A B

d1−→M ⊗A B ⊗A B ⊗A B
d2−→ · · · .

其中 dn 定义为

dn(m⊗ b0 ⊗ · · · ⊗ bn) =
n∑
i=0

(−1)im⊗ b0 ⊗ · · · ⊗ bi−1 ⊗ 1⊗ bi ⊗ · · · ⊗ bn.

证明 将 A-代数 B 看作一族 A-代数 (只有一个, 从而指标集 I 为单点集), 其给出的
Cěch 复形 C ·(U ,FM ) 即为 Amitsur 复形. 从而由命题 7.4.2 即得正合性.

设 U = {D(fi) | i = 1, . . . , n} 为 SpecA 的有限个主开集形成的开覆盖. 令
B = Af1 × · · · ×Afn . 则 SpecB 为 D(fi) 的无交并, 并且 B 为忠实平坦的 A-代数. 对
A-模 M , 不难看到此时 Amitsur 复形即为 B-层 M̃ 在这个开覆盖 U 下的 Cěch 复形
C ·(U , M̃). 从而命题 6.2.3 为推论 7.4.1 的推论.
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7.4.2 模的下降 (粘合) 设 A 为环, X = SpecA. 设 U = {D(fi) | i = 1, . . . , n} 为
X 的一个主开集形成的有限开覆盖. 对每个 i, 给定 Afi -模 Mi. 我们希望找到 A-模
M , 使得 Mfi 'Mi, 这样的 M 可以称为由 Mi “粘合” 得到. 显然, 如果 M 存在, 这些
模 Mi 应该满足如下相容性条件:

条件 7.4.1 对任意 i, j, 存在 Afifj -模同构 ϕij : (Mi)fifj
∼−→ (Mj)fifj , 使得对任意

i, j, k, 有如下交换图表:

(Mi)fifjfk (Mk)fifjfk

(Mj)fifjfk

φij φjk

φik

与拓扑空间或微分流形的粘合一样, 如果满足相容性条件, 那么我们可以将这些模
Mi 粘合得到 M . 即有下面的定理成立.

定理 7.4.1 设 A 为环, X = SpecA. 设 U = {D(fi) | i = 1, . . . , n} 为 X 的一个主开
集形成的有限开覆盖. 对每个 i, 给定 Afi -模 Mi, 满足相容性条件7.4.1. 则存在 A-模
M , 使得 ∀ i, 有 Ai-模同构 ϕi :Mfi

∼−→Mi, 并且 ∀ i, j, 如下图表交换:

Mfifj

(Mi)fj (Mj)fi

φi

φij

φj

满足上面性质的 M 在同构意义下是唯一的.

证明 对任意 i, j, 我们固定一个 Afifj -模 Mij , 以及使得下图交换的 Afifj -模同构
ψi, ψj :

(Mi)fifj

Mij

(Mj)fifj

ψi

ψj

φij

定义 A-模 C0 :=
∏
i∈I

Mi, C1 :=
∏

(i,j)∈I2
Mij , 其中 I = {1, . . . , n}. 定义模同态

d0 : C0 −→ C1

(xi) 7−→ (xij)
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其中 xij = ψj(xj)− ψi(xi) ∈Mij . 令 M := Ker d0, 则有 A-模的左正合列

0 −→M
ψ−→ C0 d0−→ C1.

令 ϕi : M −→ Mi 为复合同态 M
ψ−→ C0 πi−→ Mi. 下面证明 ϕi 诱导的 Afi -模同态

Mfi −→Mi 为满足要求的同构.

对任意 k ∈ I, Uk :=
{
D(fifk) | i ∈ I

}
为 D(fk) ' SpecAfk 的一个主开集形成的

开覆盖. 考虑这个开覆盖下 B-层 M̃k 的 Cěch 复形的前几项:

0 −→Mk
δ−1

−→
∏
i∈I

(Mk)fkfi
δ0−→

∏
(i,j)∈I2

(Mk)fkfifj .

我们有同构 ϕik : (Mi)fifk
∼−→ (Mk)fkfi . 交换图表

(Mi)fifjfk

(Mij)fifjfk (Mk)fifjfk

(Mj)fifjfk

ψi

ψj

φij

φik

φjk

给出了同构 ϕij ◦ ψ−1i : (Mij)fifjfk
∼−→ (Mk)fifjfk . 由此可以验证有交换图表

(C0)fk (C1)fk

∏
i∈I

(Mk)fkfi
∏

(i,j)∈I2
(Mk)fkfifj

d0

o o

δ0

进而得到交换图表:

0 Mfk (C0)fk (C1)fk

0 Mk

∏
i∈I

(Mk)fkfi
∏

(i,j)∈I2
(Mk)fkfifj

d0

o o

δ0

o

由这个图表的交换性可以验证同构 Mfk
∼−→ Mk 由 ϕk : M −→ Mk 诱导. 再由
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d0(ψ(M)) = 0 以及 d0 的定义即得交换图表

Mfifj

(Mi)fj (Mj)fi

φi

φij

φj

最后, 容易看到满足命题中条件的 A-模 M 均同构于 C0 d0−→ C1 的核, 由此得到 M 在
同构意义下是唯一的.

注意到如果 U = {D(fi) | i = 1, . . . , n} 为 SpecA 的一个主开集形成的有限开
覆盖, 令 B = Af1 × · · · × Afn , 则 A −→ B 为忠实平坦同态. 并且对任意 A-模 M ,
M ⊗A B '

∏n
i=1Mfi . 这提示我们可以将主开集形成的开覆盖 U 推广为忠实平坦的

同态 A −→ B, 将局部化诱导的同态 M −→
∏n
i=1Mfi 推广为同态 M −→ M ⊗A B,

x 7−→ x⊗ 1. 相应的也可以研究模的粘合问题. 为了处理更多的情形, 我们从层的扩张
的角度来看这个问题. 先引入一些概念.

定义 7.4.1 设 A为环. 称 I 为 A-代数范畴的一个子范畴，如果 I 为一族 A-代数 Ob(I)
以及对任意 B,C ∈ Ob(I), 指定一个满足如下条件的 A-代数同态集合 Mor(B,C) 给出
的数据:

(i) ∀ B ∈ Ob(I), id ∈ Mor(B,C).
(ii) ∀ B,C,D ∈ Ob(I), ∀ ϕ ∈ Mor(B,C), ∀ ψ ∈ Mor(C,D), 有 ψ ◦ ϕ ∈ Mor(B,D).
有时为了强调 I, 我们也将 Mor(B,C) 记作 MorI(B,C).

定义 7.4.2 设 A 为环, I 为 A-代数范畴的一个子范畴. 一个 I-模层 F 是指对每个
B ∈ Ob(I), 指定一个 B-模 F(B), 对每个 ϕ ∈ Mor(B,C), 指定一个 Abel 群同态
F(ϕ), 并且满足如下条件的一组数据:

(i) ∀ B ∈ Ob(I), F(id) = id.
(ii) ∀ B,C,D ∈ Ob(I), ∀ ϕ ∈ Mor(B,C), ∀ ψ ∈ Mor(C,D), F(ψ ◦ϕ) = F(ψ)◦F(ϕ).
(iii) ∀ B,C ∈ Ob(I), ∀ ϕ ∈ Mor(B,C), F(ϕ) 满足 F(ϕ)(bx) = ϕ(b)F(ϕ)(x), ∀ b ∈

B, x ∈ F(B). 即通过 ϕ 将 C 看作 B-代数之后, F(ϕ) 为 B-模同态. 并且 F(ϕ)
诱导的 C-模同态 F(B)⊗B C −→ F(C), x⊗ c 7−→ cF(ϕ)(x) 为 C-模同构. 该同
构仍记为 F(ϕ).

直观上, 我们可以将 I 看作一些 A-代数组成的节点, 以及这些节点之间由 A-代数
同态给出的一些箭头. 而一个 I-模层 F 可以看做每个节点 B 处放一个 B-模 F(B), 并
且对每个箭头 ϕ ∈ Mor(B,C), 相应的放一个箭头 F(ϕ) : F(B) −→ F(C), 满足一定的
相容性条件和刚性条件 (F(ϕ) 诱导模同构).

定义 7.4.3 设 A 为环, I 为 A-代数范畴的一个子范畴. 设 F , G 均为 I-模层. 一个同
态 f : F −→ G 是指对每个 B ∈ Ob(I), 指定一个 B-模同态 fB : F(B) −→ G(B), 使得
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对任意 B,C ∈ Ob(I) 以及任意 ϕ ∈ Mor(B,C), 均有如下交换图表:

F(B) G(B)

F(C) G(C)

F(φ) G(φ)

fB

fC

如果对每个 B ∈ Ob(I), fB 均为 B-模同构, 则称 f 为同构.

设 A 为环, I,J 均为 A-代数的子范畴. 我们称 J 为 I 的子范畴, 记作 J ⊂ I,
如果每个 B ∈ Ob(J ) 均在 Ob(I) 中, 并且对任意 B,C ∈ Ob(J ), 有 MorJ (B,C) ⊂
MorI(B,C). 如果 J 为 I 的子范畴, F 为 I-模层, 我们记 F |J 为 F 在 J 上的限制,
即对于 B ∈ Ob(J ), F |J (B) = F(B), 对于 ϕ ∈ MorJ (B,C), F |J (ϕ) = F(ϕ).

例 7.4.1 • 设 A为环,取 Ob(I)为所有的 A-代数,对 B,C ∈ Ob(I),取Mor(B,C)

为所有 B 到 C 的 A-代数同态形成的集合. 这样得到的 I 为 A-代数范畴, 我们
将其记为 IA. 设 M 为 A-模. 对每个 B ∈ Ob(IA), 令 F(B) :=M ⊗A B. 对任意
B,C ∈ Ob(IA), 以及每个 ϕ ∈ Mor(B,C), 令

F(ϕ) = id⊗ϕ :M ⊗A B −→M ⊗A C.

这样得到一个 IA-模层, 我们将其记为 FM . 不难看到对任意 IA-模层 F , 令
M = F(A), 则 F 同构于 FM .

• 设 A −→ B 为环同态. 取 Ob(I) 为所有满足如下条件的 A-代数 C 形成的族:
存在 A-代数同态 B −→ C. 对 C,D ∈ Ob(I), 令 Mor(C,D) 为 C 到 D 的所有
A-代数同态形成的集合. 这样得到的 I 为 A-代数范畴 IA 的子范畴, 我们将其记
为 IB/A. 对于 C ∈ Ob(I), 由于可能存在不止一个 B 到 C 的 A-代数同态, 从而
没有一个典范的办法将 C 看作 B-代数, 这说明 IB 一般不能看作 IA 的子范畴.

• 设 A 为环, 取 Ob(I) 为所有的局部化 Af , f ∈ A. 对 Af , Ag ∈ Ob(I), 取
Mor(Af , Ag) 为如下集合:

Mor(Af , Ag) =

∅, 如果D(g) * D(f);

{ρD(f),D(g)}, 如果D(g) ⊆ D(f).

其中 ρD(f),D(g) 为使下面图表交换的唯一环同态:

A

Af Ag
ρD(f),D(g)
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这样得到一个 A-代数的子范畴 I. 如果 M 为 A-模, 对每个 Af ∈ Ob(I), 令
F(Af ) =Mf . 对 ρD(f),D(g) ∈ Mor(Af , Ag), 令

F(ρD(f),D(g)) = id⊗ρD(f),D(g) :M ⊗Af =Mf −→M ⊗A Ag =Mg.

容易看到, 这样得到的 I-模层 F 本质是就是2.5 节中定义的 B-层 M̃ .

现在我们可以将模的粘合问题重新叙述为如下将一个节点 B 处的模扩张为 IA-模
层的问题.

问题 7.4.1 设 A −→ B 为环同态, M 为 B-模. 那么 M 是否可以扩张为 IA-模层? 即
是否存在 IA-模层 F , 使得 F(B) 与 M 作为 B-模同构?

为叙述方便, 先引入一些记号和约定.

约定 7.4.1 设 f : A −→ B 为环同态, M 为 A-模. 我们将 B-模 M ⊗A B 记为 f∗M .
对 A-模同态 ϕ : M −→ N , 将 B-模同态 M ⊗A B −→ N ⊗A B, x⊗ b 7−→ ϕ(x)⊗ b 记
为 f∗ϕ. 设 g : B −→ C 为另一个环同态, 我们通过同构 (M ⊗A B)⊗B C

∼−→M ⊗A C,
(x ⊗ b) ⊗ c 7−→ x ⊗ (g(b)c) 将 (M ⊗A B) ⊗B C 等同于 M ⊗A C. 这样得到 g∗f∗M =

(g ◦ f)∗M .

设 A −→ B 为环同态, 定义如下 A-代数同态.

i1 : B −→ B ⊗A B, b 7−→ b⊗ 1

i2 : B −→ B ⊗A B, b 7−→ 1⊗ b

i12 : B ⊗A B −→ B ⊗A B ⊗A B, b1 ⊗ b2 7−→ b1 ⊗ b2 ⊗ 1

i23 : B ⊗A B −→ B ⊗A B ⊗A B, b1 ⊗ b2 7−→ 1⊗ b1 ⊗ b2
i13 : B ⊗A B −→ B ⊗A B ⊗A B, b1 ⊗ b2 7−→ b1 ⊗ 1⊗ b2
j1 : B −→ B ⊗A B ⊗A B, b 7−→ b⊗ 1⊗ 1

j2 : B −→ B ⊗A B ⊗A B, b 7−→ 1⊗ b⊗ 1

j3 : B −→ B ⊗A B ⊗A B, b 7−→ 1⊗ 1⊗ b.

回到层的扩张, 我们先处理将节点 B 处的模扩张为 IB/A-模层的问题.

命题 7.4.3 设 A −→ B 为环同态, M 为 B-模. 设 ϕ : i1∗M
∼−→ i2∗M 为 B ⊗A B-

模同构, 使得 i13∗ϕ = (i23∗ϕ) ◦ (i12∗ϕ). 则存在 IB/A-模层 F , 以及 B-模同构
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ψ :M
∼−→ F(B), 使得下图交换:

i1∗M i2∗M

i1∗F(B) F(B ⊗A B) i2∗F(B)

i1∗ψ o
F(i1)

∼
F(i2)

∼

φ

∼

i2∗ψo

证明 对每个 C ∈ Ob(IB/A), 对任意 f1, f2 为 B 到 C 的 A-代数同态, 张量积的万有
性质给出了唯一的 A-代数同态 Ψ(f1, f2) : B ⊗A B −→ C 使得下图交换:

C B ⊗A B B

B A

Ψ(f1,f2)

f1

f2

i2

i1

由此得到同构 Ψ(f1, f2)∗ϕ : f1∗M = Ψ(f1, f2)∗i1∗M
∼−→ Ψ(f1, f2)∗i2∗M = f2∗M . 由

ϕ 所满足的条件, 可知对任意三个 B 到 C 的 A-代数同态 f1, f2, f3, 有交换图表:

f1∗M

f2∗M f3∗M

Ψ(f1,f2)∗φ Ψ(f1,f3)∗φ

Ψ(f2,f3)∗φ

对每个 C ∈ Ob(IB/A), 我们选取一个 A-代数同态 fC : B −→ C, 并定义 F(C) :=
fC∗M . 对任意 g ∈ MorIB/A

(C,D), D-模同构

Ψ(g ◦ fC , fD)∗ϕ : g∗F(C) = g∗fC∗M
∼−→ fD∗M = F(D)

和自然同态 F(C) −→ g∗F(C) = F(C) ⊗C D, x 7−→ x ⊗ 1 的复合诱导了同态
F(g) : F(C) −→ F(D). 直接验证可知 F 为一个 IB/A-模层. 令

ψ := Ψ(id, fB)∗ϕ :M = id∗M
∼−→ fB∗M = F(B),

可以验证 ψ 满足命题中要求的交换图表.

再处理 IB/A-模层扩张为 IA-模层的问题.

命题 7.4.4 设 A −→ B 为忠实平坦的环同态, F 为 IB/A-模层, 则存在 A-模 N , 使得
IA-模层 FN 满足 FN |IB/A

同构于 F . 这样的 A-模 N 在同构意义下是唯一的.
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证明 先证 N 的存在性. 令 N 为如下 A-模:

N :=
{
x ∈ F(B) | F(i1)(x) = F(i2)(x) ∈ F(B ⊗A B)

}
.

记 i : N ↪→ M 为相应的包含映射. 下面构造 FN |IB/A
到 F 的同态. 对任意

C ∈ Ob(IB/A), 任取 g : B −→ C 为 A-代数同态, 则 A-模同态 i : N −→ F(B) 和

同态 F(B)
F(g)−→ F(C) 的复合给出了 A-模同态 N −→ F(C), 从而诱导了 C-模同

态 fC : FN (C) = N ⊗A C −→ F(C). 现在验证 fC 不依赖 A-代数同态 g 的选取.
设 h : B −→ C 为另一个 A-代数同态, 则由张量积的万有性质, 可已找到环同态
Ψ(g, h) : B ⊗A B −→ C, 使得下图表交换:

C B ⊗A B B

B A

Ψ(g,h)

g

h

i2

i1

由此得到交换图表

F(C) F(B ⊗A B) F(B)

F(B)

F(Ψ(g,h))

F(g)

F(h)

F(i1)

F(i2)

由 N 的定义即知 fC 不依赖于 A-代数同态 B −→ C 的选取. 直接验证可得这些同态
fC 给出了一个 IB/A-模层同态 f : FN |IB/A

−→ F . 只需再验证对每个 C ∈ Ob(IB/A),
fC 为 C-模同构. 而由于 F(C) ' F(B)⊗B C, 又只需验证包含同态 i : N ↪→ F(B) 诱
导了 B-模同构 N ⊗A B ' F(B). 为此, 考虑如下 A-模复形:

0 −→ N
i−→ F(B)

F(i2)−F(i1)

−−−−−−−−→ F(B ⊗A B).

由 N 的定义, 该复形是左正合的. 作用 · ⊗A B, 得到左正合列

0 −→ N ⊗A B
i⊗1
−−−→ F(B)⊗A B

(F(i2)−F(i1))⊗1
−−−−−−−−→ F(B ⊗A B)⊗A B. (7.4–3)
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令 B′ = B ⊗A B, 将交换图表

B A

B ⊗A B B
i1

i2

基变换到 B 上 (即作用 · ⊗A B), 则有如下交换图表:

B′ B

B′ ⊗B B′ B′

B A

B ⊗A B B

i′2

i1

i1
i′1

i2

i2

j

i2

i1

其中 B′ ⊗B B′ 的定义中, B 到左边和右边的 B′ 的同态均为 i1, 并且 i′1 为同态
b′ 7→ b′ ⊗ 1, i′2 为同态 b′ 7→ 1⊗ b′, j 为同态 b1 ⊗ b2 7→ (1⊗ b1)⊗ (1⊗ b2). 该交换图表
给出了如下 A-模的交换图表:

F(B′) F(B)

F(B′ ⊗B B′) F(B′)

F(B) N

F(B ⊗A B) F(B)

F(i′2)

F(i1)

F(i1)F(i′1)

F(i2)

i

F(i2)

i
F(j)

F(i2)

F(i1)

i
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这又诱导了如下交换图表:

F(B′) F(B)

F(B′ ⊗B B′) F(B′)

F(B)⊗A B N ⊗A B

F(B ⊗A B)⊗A B F(B)⊗A B

F(i′2)

F(i1)

F(i1)
F(i′1)

F̃(i2)

ĩ

F̃(i2)

i⊗1F̃(j)

F(i2)⊗1

F(i1)⊗1

i⊗1

其中竖直方向的同态含义为:
ĩ : N ⊗A B −→ F(B), x⊗ b 7−→ bi(x).
F̃(i2) : F(B)⊗A B −→ F(B′), x⊗ b 7−→ bF(i2)(x), 其中 B′-模 F(B′) 通过 i1 看

作 B-模.
F̃(j) : F(B ⊗A B)⊗A B −→ F(B′ ⊗B B′), x⊗ b 7−→ bF(j)(x), 其中 B′ ⊗B B′-模

F(B′ ⊗B B′) 通过 i′2 ◦ i1 = i′1 ◦ i1 看作 B-模.
由 IB/A-模层的定义可以验证 F̃(i2) 和 F̃(j) 均为同构. 由 Amitsur 复形的正合性

(推论 7.4.1) 可知以下为左正合列:

0 −→ F(B)
F(i1)

−−−→ F(B′)
F(i′2)−F(i′1)

−−−−−−−−→ F(B′ ⊗B B′)

再结合左正合列(7.4–3) 即得到 ĩ : N ⊗A B −→ F(B) 为 B-模同构. 以上验证了 N 的
存在性.

设 N ′ 为另一个满足要求的 A-模. 不难看到存在 A-模同态 f : N ′ −→ N 使得
f ⊗ 1 : N ′ ⊗A B −→ N ⊗A B 为 B-模同构. 从而由 A −→ B 忠实平坦可知 f 为 A-模
同构. 这样证明了 N 在同构意义下的唯一性.

综合命题 7.4.3 和 命题 7.4.4, 不难看到有如下定理成立.

定理 7.4.2 (模的忠实平坦下降) 设 A −→ B 为忠实平坦的环同态, M 为 B-模. 设
ϕ : i1∗M

∼−→ i2∗M 为 B ⊗A B-模同构, 使得 i13∗ϕ = (i23∗ϕ) ◦ (i12∗ϕ). 则存在同构意
义下唯一的 A-模 N , 使得存在 B-模同构 ψ :M

∼−→ N ⊗A B 满足如下交换图表:

i1∗M i2∗M

i1∗(N ⊗A B) N ⊗A B ⊗A B i2∗(N ⊗A B)

i1∗ψ o

φ

∼

i2∗ψo

该定理中满足 i13∗ϕ = (i23∗ϕ) ◦ (i12∗ϕ) 的 B ⊗A B-模同构 ϕ : i1∗M
∼−→ i2∗M
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称为 M 关于 A −→ B 的下降资料.

7.4.3 Galois下降 本小节中我们固定域的有限 Galois 扩张 L/K, 其 Galois 群记
为 Gal(L/K). 设 V 为 L-线性空间, 我们分析 V 关于 K −→ L 的下降资料.
对 σ ∈ Gal(L/K), 张量积的万有性质给出满足如下交换图表的唯一环同态 fσ:

L

L⊗K L L

L K

i2

i1
σ

id
fσ

我们用
∏
σ
L 表示 L 的乘积环, 其中 σ 取遍 Gal(L/K). 如果 a ∈

∏
σ
L 在每个 σ ∈

Gal(L/K) 处的分量为 aσ ∈ L, 则我们将 a 记为 (aσ).

命题 7.4.5 映射 (fσ) : L⊗K L −→
∏
σ
L, x 7−→ (fσ(x)) 为环同构.

证明 设 L = K(α), 并且 α 在 K 上的极小多项式为 f(x) ∈ K[x]. 设 f(x) =
n∏
i=1

(x−αi). 设 Gal(L/K) =
{
σ1, . . . , σn

}
,并且 σi(α) = αi, ∀ 1 ≤ i ≤ n. 我们有 K-代

数同构 L
∼−→ K[x]/(f(x)), α 7−→ x. 利用 i2 将 L ⊗K L 看作 L-代数, 则有 L-代数同

构 L⊗K L
∼−→ L[x]/(f(x)), α⊗ λ 7−→ λx. 中国剩余定理给出 L-代数同构

L[x]/(f(x))
∼−→

n∏
i=1

L[x]/(x− αi) '
n∏
i=1

L.

综合以上同构得到 L-代数同构 L⊗K L
∼−→

n∏
i=1

L, α⊗λ 7−→ (α1λ, α2λ, . . . , αnλ). 不难

看到这就是映射 (fσ).

定义 7.4.4 对 σ ∈ Gal(L/K), 一个映射 ϕσ : V −→ V 称为 σ-线性同构, 如果 ϕσ 为
Abel 群同构, 并且 ∀ a ∈ L, ∀ x ∈ V , 有 ϕσ(ax) = σ(a)ϕσ(x).

设 ϕ : i1∗V
∼−→ i2∗V 为 L⊗K L-模同构, 则对每个 σ ∈ Gal(L/K), 有 L-线性空间

同构 fσ∗ϕ : σ∗V
∼−→ id∗ V = V . 令 ϕσ 为如下复合映射:

V
x 7→x⊗1
−−−−−→ σ∗V = V ⊗L L

fσ∗φ

−−−−−→ V.

不难看到 ϕσ 为 σ-线性同构. 更进一步, 由命题 7.4.5, ϕ 为一个下降资料 (即满足
i13∗ϕ = (i23∗ϕ) ◦ (i12∗ϕ)) 等价于对任意 σ, τ ∈ Gal(L/K), 有 ϕτσ = ϕτ ◦ ϕσ. 这样在
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域的有限 Galois 扩张情形, 定理 7.4.2 可以重新表述为如下形式.

定理 7.4.3 (线性空间的 Galois下降) 设 V 为 L-线性空间. 对每个 σ ∈ Gal(L/K), 均
指定一个 σ-线性同构 ϕσ : V −→ V , 满足: ∀ σ, τ ∈ Gal(L/K), ϕτσ = ϕτ ◦ ϕσ. 则存在
K-线性空间 W , 以及 L-线性空间同构 ψ : V

∼−→W ⊗K L, 使得对任意 σ ∈ Gal(L/K),
以下图表交换:

V V

W ⊗K L W ⊗K L

φσ

x⊗a 7→x⊗σ(a)
ψ ψ

取 V = L 为一维线性空间, 可以得到如下推论.

推论 7.4.2 (Hilbert定理 90) 设对每个 σ ∈ Gal(L/K), 指定 aσ ∈ L∗, 满足:

∀ σ, τ ∈ Gal(L/K), aτσ = aτ · τ(aσ).

则存在 t ∈ L∗, 使得对每个 σ ∈ Gal(L/K), 有 aσ = σ(t)
t .

证明 在定理 7.4.3 中, 取 V = L, 并且对每个 σ ∈ Gal(L/K), 取 ϕσ : V −→ V ,
x 7−→ aσx. 则由条件可知对任意 σ, τ ∈ Gal(L/K), 有 ϕτσ = ϕτ ◦ ϕσ. 从而可找到
K-线性空间 W 以及 L-线性空间同构 ψ : L −→ W ⊗K L 满足该定理中的交换图表.
显然 dimKW = 1, 故我们不妨设 W = K. 设 ψ(1) = 1⊗ t ∈ K ⊗K L, 其中 t ∈ L∗. 对
每个 σ ∈ Gal(L/K), 定理 7.4.3 中的交换图表为:

L L

K ⊗K L K ⊗K L

x 7−→aσ·x

x⊗a 7→x⊗σ(a)
ψ ψ

由该交换图表以及 ψ(x) = 1⊗ tx 不难看到 aσ = σ(t)
t .

习题

1. 设 A为 Noether环, I 为理想, M 为 A-模. 设M/IM 为平坦 A/I-模,且 TorA1 (A/I,M) = 0.
(i) 证明: 对任意的有限 A/I-模 N , 有 TorA1 (N,M) = 0.

(ii) 证明: 对任意正整数 s ≥ 1, 对任意的有限 A/Is- 模 N , 有 TorA1 (N,M) = 0.
(iii) 进一步假设对任意的有限 A-模 N ,有 N⊗AM 为 I-进可分的 (即

⋂
s≥1 I

s(N⊗AM) =

0). 证明 M 为平坦 A-模.

2. 设 A 为环, M 为平坦 A-模. 设 N1, N2 均为 A-模 N 的子模. 证明: 作为 N ⊗AM 的子模,
有 (N1 ⊗AM)

⋂
(N2 ⊗AM) = (N1

⋂
N2)⊗AM .
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3. 设 A 为环, M 为平坦 A-模. 设 P 为系数在 A 中的 m × n 矩阵, x 为系数在 M 中的 n

维列向量, 并且 Px = 0. 证明: 存在系数在 A 中的 n 维列向量 x1, . . . , xs 以及 M 中的元
y1, . . . , ys, 使得 x =

∑s
i=1 xiyi.

4. 设 ϕ : A −→ B 为忠实平坦的环同态. 证明 ϕ 为单同态.

5. 设 A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数, 并且结构同态 ϕ : A→ B 为平坦同态.
(i) 设 Z 为 SpecA 的可构造子集, 且满足: ∀ x ∈ Z, {x} ⊂ Z. 证明: Z 为 SpecA 的闭子
集.

(ii) 证明 ϕ∗ : SpecB −→ SpecA 为开映射.

6. 设 (A,m) 为 Noether 局部环, 证明 dim Â = dimA.

7. 设 A 为 Noether 环, 证明 dimA[X] = dimA+ 1.

8. 设 (A,m) → (B,n) 为 Noether 局部环之间的平坦同态, 设 B 为 DVR, 并且 mB = n. 证
明: A 为 DVR.

注记 7.4.1 事实上, 条件 mB = n 可以去掉 (命题 9.2.1).

9. 设 k 为域, k̄ 为其代数闭包. 设 (A,m) 为局部环, 并且 k(m) = A/m 为 k 的有限可分扩张.
设 A⊗k k̄ 为 Dedekind 整环. 证明 A 为 DVR.

注记 7.4.2 k(m)/k 为有限可分扩张这个条件可以去掉 (命题 9.2.1).

10. 设 k 为域, k̄ 为其代数闭包. 设 f(x, y) ∈ k[x, y]为不可约多项式,并且 f(x, y) = ∂f
∂x

(x, y) =
∂f
∂y

(x, y) = 0 在 k̄2 中无解. 证明 k[x, y]/(f) 为 Dedekind 整环.

11. 设 L/K 为域的有限 Galois 扩张, G = Gal(L/K). 设 V 为 L-线性空间, 并且对每
个 σ ∈ Gal(L/K), 均指定一个 σ-线性同构 ϕσ : V −→ V , 满足: ∀ σ, τ ∈ Gal(L/K),
ϕτσ = ϕτ ◦ ϕσ.

(i) 令 V G :=
{
v ∈ V | σ(v) = v, ∀ σ ∈ G

}
. 证明 V 作为 L-线性空间由 V G 生成.

(ii) 设 W 为 V 的线性子空间. 令 WG :=
{
w ∈ W | σ(w) = w, ∀ σ ∈ G

}
. 设 ∀ σ ∈ G,

σ(W ) ⊂W . 证明 W 作为 L-线性空间由 WG 生成.
(iii) 设 f1, . . . , fm ∈ K[x1, . . . , xn]. 记 Z :=

{
x ∈ Ln | fi(x) = 0, ∀ i = 1, . . . ,m

}
为 fi 在

Ln 中的公共零点集. 令 I :=
{
f ∈ L[x1, . . . , xn] | f(x) = 0, ∀ x ∈ Z

}
为 L[x1, . . . , xn]

的理想. 证明: 存在 g1, . . . , gk ∈ K[x1, . . . , xn], 使得 I = (g1, . . . , gk).
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习题提示

1. (i): 考虑 A/I-模的短正合列 0 → R → (A/I)r → N → 0. 利用 M/IM 为平
坦 A/I-模, 得到 R ⊗A M → (A/I)r ⊗A M 为单同态. 再由 TorA1 (A/I,M) = 0 得到
TorA1 (N,M) = 0. (ii): 考虑 0 ⊂ Is−1N ⊂ · · · ⊂ IN ⊂ N . (iii): 利用定理 7.2.1 证明中
类似的方法. 关于平坦性局部判别法的一般情形, 可见 [14, §22].

2. [14, Theorem 7.4].
3. [14, Theorem 7.6].
5, (ii). 通过考虑 Bf , 我们只需证明 Imϕ∗ 为开集. 由第五章习题7, Imϕ∗ 为可构

造集, 从而其补集 (Imϕ∗)c 也为可构造集. 再由命题 7.3.5 知 (Imϕ∗)c 满足 (i) 的条件.
8. 由平坦性知 A→ B 为单同态. 设 k = A/m, k′ = B/n. 利用平坦性, 有

n

n2
=

m⊗A B
m2 ⊗A B

=
m

m2
⊗A B =

m

m2
⊗A B ⊗B k′ =

m

m2
⊗k k′.

从而由 dimk′(n/n
2) = 1 得到 dimk(m/m2) = 1.

11. (i), (ii): 由定理 7.4.3 即得. (iii): 注意到 σ(Z) ⊂ Z, ∀ σ ∈ G. 由此得到
σ(I) ⊂ I, ∀ σ ∈ G. 从而 I 作为 L-线性空间由 IG 生成.
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8.1 Koszul复形与正则序列

设 a = (a1, . . . , an) 为 A 中元素形成的一个序列. 模仿标准单形的构造, 我们
定义一个 A-模复形 (K•(a), ∂•). 对 1 ≤ m ≤ n, 令 Fm(a) 为符号集合 {ei1...im |1 ≤
i1, . . . , im ≤ n} 作为基生成的自由 A-模, 即

Fm(a) :=
⊕

1≤i1,...,im≤n

Aei1...im .

令 Rm(a) 为 Fm(a) 的由 {eiσ(1),...,iσ(m)
− sgn(σ) ei1...im |1 ≤ i1, . . . , im ≤ n, σ ∈ Sm}

中元素生成的 A-子模. 定义 Km(a) 为商模 Fm(a)/Rm(a).
令 K0(a) = A. 对 m < 0 或 m > n, 令 Km(a) = 0. 定义如下边缘同态 ∂•

Km(a)
∂m−→ Km−1(a)

ei1...im 7−→
m∑
j=1

(−1)j−1aijei1...̂ij ...im

K1(a)
∂1−→ K0(a)

ei 7−→ ai
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不难验证 (K•(a), ∂•) 是复形, 称为序列 a 对应的 Koszul 复形. 设 M 为 A-模, 令
K•(a,M) = K•(a)⊗AM . 复形 K•(a,M) 称为 M 关于序列 a 的 Koszul 复形. 我们可
以将 Koszul 复形看作以 a1, . . . , an 为顶点的标准单形按顶点扭曲边缘同态衍生而来.

由定义, 当 m > n 或 m < 0 时, Km(a) = 0. 对 m ≥ 0, Km(a) 为自由 A-
模, 一组基为 {ei1...im |1 ≤ i1, . . . , im ≤ n}. 由定义, Koszul 复形在同构意义下不依
赖于 a1, . . . , an 的顺序. 即对于 σ ∈ Sn, 如果令 σ(a) = (aσ(1), . . . , aσ(n)), 那么有
K•(a,M) ' K•(σ(a),M).
下面考察 Koszul 复形的同调群. 首先由定义可以直接验证总有 H0(K•(a,M)) =

M/(a1, . . . , an)M .

命题 8.1.1 设 a1 ∈ A∗ 为 A中可逆元,则 Koszul复形 K•(a,M)满足 Hm(K•(a,M)) =

0, ∀ m ≥ 1.

证明 我们模仿定理 6.2.1的证明. 对m ≥ 0,定义同态 hm : Km(a,M)→ Km+1(a,M)

为 ei1...im 7→ a−11 e1i1...im . 容易验证当 m ≥ 1 时, 有 id = hm−1 ◦ ∂m + ∂m+1 ◦ hm. 由
此得到 Hm(K•(a,M)) = 0, ∀ m ≥ 1.

推论 8.1.1 对任意 A-模M ,对 1 ≤ i ≤ n,以及 m ≥ 1,有局部化 Hm(K•(a,M))ai = 0.

证明 注意到 Aai -模 Mai 关于 a 的 Koszul 复形 K•(a,Mai) 同构于 K•(a,M) 在 ai 处
的局部化 K•(a,M)ai . 再利用局部化为正合函子以及命题 8.1.1 即得

Hm(K•(a,M))ai = Hm(K•(a,M)ai) = K•(a,Mai) = 0.

一般而言, Koszul 复形的正合性与正则序列密切相关. 设 M 为非零 A-模. 回忆
a ∈ A 称为 M -正则元, 如果乘 a 映射 M

a·−→M 为单射. A 中元素的序列 (a1, . . . , an)

称为 M -正则序列, 如果其同时满足如下两个条件:
(i) a1 为 M -正则元, a2 为 M/a1M -正则元, . . . , an 为 M/(a1, . . . , an−1)M -正则元.
(ii) M/(a1, . . . , an)M 6= 0.

定理 8.1.1 设 a = (a1, . . . , an) 为 A 中序列, 设 M 为 A-模.
(i) 如果 a 为 M -正则序列, 则 Hm(K•(a,M)) = 0, ∀ m ≥ 1.
(ii) 设 (A,m) 为 Noether 局部环, a1, . . . , an ∈ m, 并且 M 为有限 A-模. 如果

H1(K•(a,M)) = 0, 则 a 为 M -正则序列.

证明 (i): 对 n 归纳. 当 n = 1 时由 Koszul 复形的定义即得. 当 n > 1 时, 考察乘 a1

诱导的复形同态 K•(a,M)
a1·−→ K•(a,M). 由 a1 为 M -正则元知该同态为单同态. 直接

计算其余核可得如下复形的短正合列

0 −→ K•(a,M)
a1·−→ K•(a,M) −→ K•(a′,M1)⊕K•(a′,M1)[−1] −→ 0,

未定稿: 2024-01-28



§8.1 Koszul 复形与正则序列 157

其中 K•(a′,M1)代表M1 =M/a1M 作为 A1 := A/(a1)-模,关于序列 a′ := (a2, . . . , an)

的 Koszul 复形. 而 K•(a′,M1)[−1] 是指 K•(a′,M1) 左平移一个单位距离得到的复形,
即 Km(a′,M1)[−1] = Km−1(a

′,M1). 上述复形的短正合列诱导同调群的如下正合列

Hm+1(K•(a′,M1)⊕K•(a′,M1)[−1]) −→ Hm(K•(a,M))
a1·−→ Hm(K•(a,M)).

对 M1-正则序列 a′ 应用归纳假设, 可得当 m ≥ 1 时,

Hm+1(K•(a′,M1)⊕K•(a′,M1)[−1]) = Hm+1(K•(a′,M1))⊕Hm(K•(a′,M1)) = 0,

从而乘 a1 同态 Hm(K•(a,M))
a1·−→ Hm(K•(a,M)) 为单同态. 再由推论 8.1.1 知

Hm(K•(a,M))a1 = 0. 注意到 a1 为 M -正则元, 故 Hm(K•(a,M)) = 0.
(ii): 由 H1(K•(a,M)) = 0的定义,得到: 如果 x1, . . . , xn ∈M 满足

∑n
i=1 aixi = 0,

那么存在 yij ∈M , 1 ≤ i < j ≤ n, 使得对每个 1 ≤ p ≤ n, 有

xp =
∑
i<p

aiyip −
∑
j>p

ajypj . (8.1–1)

下面对 n 进行归纳来证明 (a1, . . . , an) 为 M -正合列. 当 n = 1 时显然. 当
n > 1 时, 由(8.1–1) 可以看到 an 为 M/(a1, . . . , an−1)M -正则元. 故只需再证明
a′ := (a1, . . . , an−1) 为 M -正则元. 利用 H1 的定义以及(8.1–1), 直接计算可以得到

H1(K•(a′,M)) ≡ 0 mod anH1(K•(a′,M)),

即 H1(K•(a′,M)) = anH1(K•(a′,M)). 再由 Nakayama 引理即得 H1(K•(a′,M)) = 0,
从而由归纳假设得到 a′ = (a1, . . . , an−1) 为 M -正则元.

在 Noether 局部环上有限模的情形, 我们得到如下推论.

推论 8.1.2 设 (A,m) 为 Noether 局部环, a1, . . . , an ∈ m. 设 M 为有限 A-模. 则有:
(i) 序列 a := (a1, . . . , an) 为 M -正则序列 ⇐⇒ H1(K•(a,M)) = 0.
(ii) 若 (a1, . . . , an) 为 M -正则序列, 则 ∀ σ ∈ Sn, 序列 (aσ(1), . . . , aσ(n)) 也为 M -正
则序列. 即正则序列与顺序无关.
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8.2 深度

以下设 A 为 Noether 环, 设 M 为有限生成 A-模. 首先注意到对于 M -正则序列
(a1, . . . , an), 有 a1M & (a1, a2)M & . . . , 从而由理想的严格升链 (a1) & (a1, a2) & . . . .
由 Noether 性知 M 的正则序列均为有限长的. 设 I 为 A 的理想, 且 IM 6= M . 我们
称 M -正则序列 (a1, . . . , an) 为 I-极大的, 如果 a1, . . . , an ∈ I, 并且对任意 a ∈ I, 加长
的序列 (a1, . . . , an, a) 均不是 M -正则序列.

本节主要目标是证明任意两个 I-极大正则序列的长度都相同. 为此，我们需要
Exti 函子. 切入点是下面的观察.

引理 8.2.1 任意 a ∈ I 均为 M 的零因子 ⇐⇒ HomA(A/I,M) 6= 0.

证明 =⇒: 此时 I ⊂
⋃

P∈AssM
P , 从而 I ⊂ P , 对某一个 P ∈ AssM 成立. 这样, 复合

同态 A/I ↠ A/P ↪→M 即为 HomA(A/I,M) 中的一个非零元素.
⇐=: 设 ϕ : A/I → M 非零. 令 x = ϕ(1), 则 x 为 M 中非零元, 并且 Ix = 0. 从

而任意 a ∈ I 均为 M 的零因子.

由该引理，我们得到下面 I-极大正则序列长度的一个刻画.

定理 8.2.1 设 (a1, . . . , an) 为 I-极大的 M -正则序列, 则

Ext0A(A/I,M) = · · · = Extn−1A (A/I,M) = 0, ExtnA(A/I,M) 6= 0.

证明 记 M0 = M . 对 i = 1, . . . , n, 记 Mi = M/(a1, . . . , ai)M . 由极大性, 知 I 中元
素均为 Mn 的零因子, 从而由上述引理, Ext0A(A/I,Mn) = HomA(A/I,Mn) 6= 0. 对如
下短正合列

0→Mn−1
an·−−→Mn−1 →Mn → 0

应用 ExtiA(A/I, ·) 函子的长正合列, 得到如下正合列

0→ Ext0A(A/I,Mn−1)
an·−−→ Ext0A(A/I,Mn−1)→ Ext0A(A/I,Mn)

→ Ext1A(A/I,Mn−1)
an·−−→ Ext1A(A/I,Mn−1).

对任意 i,对任意 a ∈ A以及任意 A-模 N1, N2,注意到 ExtiA(N1, N2)
a·−→ ExtiA(N1, N2)

和应用函子 ExtiA(·, N2) 于 N1
a·−→ N1 得到的同态一致 (命题 6.4.3). 如果 a ∈ I, 则

A/I
a·−→ A/I 为零同态, 故 ExtiA(A/I,N2)

a·−→ ExtiA(A/I,N2) 为零同态. 将这个结论
应用到上述正合列, 得到单同态 Ext0A(A/I,Mn−1)

an·−−→ Ext0A(A/I,Mn−1) 为零同态,
从而 Ext0A(A/I,Mn−1) = 0. 进而有单同态 Ext0A(A/I,Mn) ↪→ Ext1A(A/I,Mn−1), 故
Ext1A(A/I,Mn−1) 6= 0.
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继续上述讨论, 通过对 j 归纳, 不难得到对任意 0 ≤ j ≤ n, 有

Ext0A(A/I,Mn−j) = · · · = Extj−1A (A/I,Mn−j) = 0, ExtjA(A/I,Mn−j) 6= 0.

注记 8.2.1 当 M = A 时, Koszul 复形 K•(a) 提供了 A1 := A/(a1, . . . , an)A 的一个自
由消解. 利用这个消解计算 ExtiA(A1, A), 再利用 k 作为 A1-模的自由消解, 即可得到
上述定理的另一证明.

由定理 8.2.1, 记 depth(I,M) := inf{i|ExtiA(A/I,M) 6= 0}, 则任意 I-极大的 M -正
则序列的长度都等于 depth(I,M). 我们称 depth(I,M)为M 的 I-深度. 如果 (A,m, k)

为 Noether 局部环, 则 depth(m,M) 直接称为 M 的深度, 记为 depthM 或 depthAM ,
此时

depthM = inf{i|ExtiA(k,M) 6= 0}.

8.3 Cohen-Macaulay环

在讨论深度和维数时, 经常需要做归纳, 下面的命题虽然简单，却在归纳时频繁被
用到.

命题 8.3.1 设 A 为 Noether 环, I 为 A 的理想. 设 M 为有限 A-模, 满足 IM 6= M .
那么对任意 M -正则元 a ∈ I, 有

depth(I,M/aM) = depth(I,M)− 1, dimM/aM = dimM − 1.

证明 前一个等式由定义即得. 对后一个等式, 可以由行列式技巧证明√
annM/aM =

√
annM + (a).

再由 dimM/aM = dimA/
√

annM/aM 即得.

上节我们看到正则序列的长度总是有限的, 下面的命题给出了一个上界.

命题 8.3.2 设 (A,m) 为 Noether 局部环, 以及 M 为有限 A-模. 对 P ∈ AssM , 有

dimA/P ≥ depthM.

证明 对 depthM 进行归纳. depthM = 0 时显然成立. 设 depthM > 0. 取 a ∈ m 为
M -正则元, 有 depthM/aM = depthM − 1. 下面只需找到一个 Q ∈ Ass(M/aM), 使
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得 P & Q 即可. 这是因为由归纳假设, dimA/Q ≥ depthM/aM , 进而得到

dimA/P ≥ dimA/Q+ 1 ≥ depthM/aM + 1 = depthM.

为找到 Q, 设 P = ann(x), 对 0 6= x ∈M 成立. 如果 0 6= x̄ ∈M/aM , 则 P ⊂ ann(x̄),
并且由于 a /∈ P , 知 P & ann(x̄). 如果 0 = x̄ ∈ M/aM , 则 x = ax1, x1 ∈ M , 并
且由 a 为 M -正则元知 P = ann(x1). 将 x 换作 x1 继续讨论. 由于

⋂∞
i=1 a

iM = 0,
总可以找到 xi ∈ M , 使得 x = aixi, 并且 0 6= x̄i ∈ M/aM . 这样 P & ann(x̄i). 取
Q ∈ Ass(M/aM) 满足 ann(x̄i) ⊂ Q 即可.

定义 8.3.1 设 (A,m) 为 Noether 局部环, 以及 M 为有限 A-模. 如果 dimM =

depthM , 则称 M 为 Cohen-Macaulay 模, 或 CM 模.

定理 8.3.1 设 A 为 Noether 局部环, 以及 M 为有限 A-模.
(i) 设 M 为 CM 模, 则对任意 P ∈ AssM , 有 dimA/P = dimM = depthM . 特别
地, M 没有嵌入素理想.

(ii) 设 a1, . . . , ar 为 M -正则序列, 则 M 为 CM 模 ⇔ M/(a1, . . . , ar)M 为 CM 模.
(iii) 设 M 为 CM 模. 设 P ∈ SpecA, 则 MP 作为 AP -模为 CM 模. 如果 MP 6= 0, 则

depth(P,M) = depthAP
MP .

证明 (i) 由定义, dimM = dim SuppM = sup{dimA/P |P ∈ AssM}. 再由 CM 模
的定义以及 命题 8.3.2 即得.

(ii) 对 r 归纳, 并应用命题 8.3.1 即可.

(iii) 首先证明 MP 作为 AP 模为 CM 的. 不妨设 MP 6= 0. 从而 P ∈ SuppM =

V (annM). 对 depthAP
MP 进行归纳. 如果 depthAP

MP = 0, 则 P ∈ AssM .
由 i知 P 为 V (annM) 的极小素理想, 故 dimMP = 0. 设 depthAP

MP > 0, 则
PAP 不是 MP 的伴随素理想, 从而 P 不是 M 的伴随素理想. 取 a ∈ P 为 M -正
则元, 显然 a 也是 MP -正则元. 由于 depthAP

(MP /aMP ) = depthAP
MP − 1, 对

MP /aMP 应用归纳假设, 得到 MP /aMP 为 CM 模. 再由 (ii) 知 MP 是 CM 的.

如果 MP 6= 0, 要证明等式 depth(P,M) = depthAP
MP . 通过对 depth(P,M) 进

行归纳, 不难看到我们只需处理 depth(P,M) = 0 的情形即可. 而此时 P ⊂ Q,
Q ∈ AssM . 由 M 为 CM 模知 Q 为 suppM 的一个极小素理想, 从而由 MP 6= 0

知 P = Q. 故 depthAP
MP = depthAQ

MQ = 0.

定义 8.3.2 设 A 为 Noether 环. 如果对 A 的任意极大理想 m, 局部环 Am 作为自身
上的模都是 CM 模, 则称 A 为 Cohen-Macaulay 环, 或 CM 环.

由定理 8.3.1, (iii), CM 环的局部化仍为 CM 环.
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设 (A,m) 为 CM 局部环, 对任意两个极小素理想 P1, P2, 由定理 8.3.1 (i) 知
dimA/P1 = dimA/P2. 这等价于说 P1 和 m 之间饱和素理想链的最大长度等于 P2 和
m 之间饱和素理想链的最大长度. 下面的定理说明有更强的结论成立: 给定任意两个
有包含关系的素理想 Q1 ⊂ Q2, 则 Q1 和 Q2 之间的任意两个饱和素理想链长度都相
等, 即 A 为悬链环.

定理 8.3.2 CM 环均为悬链环.

证明 设 A 为 CM 环, 只需证明: 对任意两个有包含关系的素理想 P ⊂ Q, 如果 P 和
Q 之间无法插入其它素理想, 那么 ht(Q) = ht(P ) + 1. 通过在 Q 处作局部化, 不妨设
A 为局部环, 并且 Q 为其唯一极大理想. 此时 (A,m) 为 CM 局部环, 而我们需要证明
dimA = ht(P ) + 1. 与前面的论证手法类似, 对 ht(P ) 进行归纳即得.

定理 8.3.3 正则局部环均为 CM 环.

证明 对正则局部环的维数或深度进行归纳即得.

定理 8.3.4 设 A 为 CM 环, 则多项式环 A[X1, . . . , Xn] 也为 CM 环.

证明 只需证明: A 为 CM 环 =⇒ A[X] 为 CM 环. 任取 A[X] 的极大理想 n, 令
P = n ∩ A. 记 B = A[X]n, 只需证明 B 为 CM 局部环. 通过考虑 AP , 不妨设 (A,P )

为局部环. 由于 n/P 为域上一元多项式环 A/P [X] 的极大理想, 故存在首一多项式
f(X) ∈ A[X], 使得 n = P +(f(X)). 取 a1, . . . , ar 为 A 的一个极大正则序列, 由 f(X)

为首一多项式知其为 A/(a1, . . . , ar)[X] 中的正则元. 这样得到 (a1, . . . , ar, f(X)) 为
A[X] 的正则序列, 也为 B 的正则序列. 由于 dimB = dimA + 1 = r + 1, 我们看到
depthB ≥ dimB. 再由命题 8.3.2 知 depthB = dimB, 即 B 为 CM 局部环.

联合定理 8.3.2 和 定理 8.3.4, 得到如下推论.

推论 8.3.1 CM 环均为万有悬链环.

8.4 CM环与平坦性

在本节中, 如不特别说明, 我们总是使用以下符号:(A,m) → (B,n) 为 Noether 局
部环之间的局部同态, A 的剩余类域为 k = A/m, F := B⊗A k = B/mB 为纤维, M 为
有限 B-模. 我们关心 B 的 CM 性质与 A, F 的 CM 性质, 以及 A→ B 平坦性的关系.
当 B 为平坦 A 代数时, 命题 7.3.6 说明维数公式 dimB = dimA + dimF 成立.

下面的命题说明在一定条件下, 维数公式也可以蕴含 B 的平坦性.

定理 8.4.1 设 A 为正则局部环, B 为 CM 局部环, 并且维数公式 dimB = dimA +

dimF 成立, 则 B 为平坦 A-代数.
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证明 由于零维正则局部环为域, 我们不妨假设 dimA > 0. 通过对 depthB 进行
归纳可知 B 的任意极小参数系均为极大正则序列. 取 (a1, . . . , as) 为 A 的一个
极小参数系, 取 b1, . . . , br ∈ n 使得 (b̄1, . . . , b̄r) 为 F 的一个极小参数系, 从而由
dimB = dimA + dimF 不难看到 (a1, . . . , as, b1, . . . , br) 为 B 的一个极小参数系. 下
面对 r 进行归纳来证明 B 的平坦性.

当 r = 0 时, 由于 A 正则, (a1, . . . , as) 为 A 的正则序列, 故 Koszul 复形 K•(a,A)

给出了 A-模 k := A/m 的一个自由消解. 我们利用这个自由消解计算 TorA1 (k,B). 注
意到 K•(a,A) ⊗A B = K•(a,B) 恰为 (a1, . . . , as) 看作 B 中元素得到的 Koszul 复形.
而由于 (a1, . . . , as) 为 B 的一个极小参数系的一部分, 从而也为 B 的正则序列, 这样
K•(a,B) 为正合列. 由此得到 TorA1 (k,B) = 0. 再利用平坦性的局部判别法即得 B 为
平坦 A 代数.
当 r > 0 时, 由于 (a1, . . . , as, b1, . . . , br) 为 B 的一个极小参数系知 b1 为 B 中正

则元. 对 A → B/b1B 应用归纳假设, 得到 B/b1B 为平坦 A-模. 再利用 引理 7.2.1即
得 B 为平坦 A-模.

我们可以将上述定理写作如下代数几何中更加常用的形式。

推论 8.4.1 设 k 为域, R,S 均为整的有限生成 k-代数, 并且 R 为正则环, S 为 CM 环.
设 ϕ : R→ S 为 k-代数同态. 并且对任意 R 的极大理想 m, 纤维 SpecS/mS 或者为空
集, 或者其每个不可约分支的维数均为 dimS − dimR. 则 ϕ 为平坦的.

证明 对 S 中的每个极大理想 n, 其在 ϕ 的逆像 m := ϕ−1(n) 均为 R 的极大理想. 对
局部同态 Rm → Sn 应用 定理 8.4.1 即可.

注记 8.4.1 推论 8.4.1 可以翻译为: 设 ϕ : X → Y 为不可约 k-代数簇之间的 k-态射,
并且 X 为 CM 的, Y 为正则的. 如果 ϕ 的每个非空纤维的任意不可约分支的维数均为
dimX − dimY , 那么 ϕ 为平坦态射.

当 A→ B 平坦时, A,B, F 三者 CM 性质的关系如下

定理 8.4.2 设 B 为平坦 A 代数, 则 B 为 CM 局部环 ⇐⇒ A 和 F 均为 CM 局部环.

证明 对 depthF 进行归纳.

(i) 假设 depthF = 0. 下面对 depthA 进行归纳.

如果 depthA = 0, 则 m ∈ AssA, n/m ∈ AssF . 故存在单同态 A/m ↪→ A 以
及 B/nB ↪→ B/mB. 由 B 的平坦性, 对单同态 A/m ↪→ A 作用 · ⊗A B 得到单
同态 B/mB ↪→ B, 再与 B/nB ↪→ B/mB 复合得到单同态 B/nB ↪→ B. 这说
明 n ∈ AssB, 即 depthB = 0. 再由 dimB = dimA + dimF 可得 B 为 CM 环
⇐⇒ A 和 F 均为 CM 环.

如果 depthA > 0,取 a ∈ m为 A的正则元,由 B 的平坦性知 a也为 B 的正则元.
令 A1 = A/(a), B1 = B/(a). 则 depthA1 = depthA−1, depthB1 = depthB−1,
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局部同态 A1 → B1 是平坦的, 并且其纤维还是 F . 由归纳假设, B1 为 CM 环
⇐⇒ A1 和 F 均为 CM 环. 又由于 B1 为 CM 环 ⇐⇒ B 为 CM 环, A1 为 CM
环 ⇐⇒ A 为 CM 环. 从而 B 为 CM 环 ⇐⇒ A 和 F 均为 CM 环.

(ii) 假设 depthF > 0. 取 b ∈ n 使得 b̄ 为 F 的正则元. 由引理 7.2.1 知 b 为 B 的正
则元, 并且 B1 := B/(b) 为平坦 A-代数. 由于 A→ B1 的纤维为 F1 := F/(b̄), 故
可以对 A → B1 应用归纳假设, 得到 B1 为 CM 环 ⇐⇒ A 和 F1 均为 CM 环.
由于由于 B1 为 CM 环 ⇐⇒ B 为 CM 环, F1 为 CM 环 ⇐⇒ F 为 CM 环. 从
而 B 为 CM 环 ⇐⇒ A 和 F 均为 CM 环.

推论 8.4.2 设 A 为 Noether 局部环, 则 A 为 CM 局部环 ⇐⇒ 完备化 Â 为 Noether
局部环.

证明 注意到 A→ Â 平坦, 并且纤维 Â/mÂ = A/m 为域即可.

8.5 CM环与整闭性

回忆判断整闭性的定理 4.1.3:
设 A 为 Noether 整环. 则 A 为整闭整环当且仅当以下两条同时成立:

(i) 对 A 的每个高度为 1 的素理想 P , 局部环 AP 为离散赋值环.
(ii) 对每个非零的 a ∈ A, 对每个 P ∈ Ass(A/aA), 均有 htP = 1.
注意到当 A 为 CM 整环时, (ii) 总成立. 这是因为 A 为 CM 整环蕴含着 A/aA 为

CM 环, 从而其伴随素理想 P 均为极小素理想, 再由 Krull 主理想定理即知在 A 中有
htP = 1. 如果不假设 A 为整环, 那么我们有如下整闭性判据.

定理 8.5.1 (Serre整闭性判据) 设 A 为 Noether 局部环, 则 A 为整闭整环当且仅当以
下两条同时成立:

(i) A 在任意极小素理想处的局部化均为域, 在任意高度 1 素理想处的局部化均为离
散赋值环.

(ii) 对任意 P ∈ SpecA, 如果 htP ≥ 2, 则 depth(P,A) ≥ 2.

证明 设 A 为整闭整环. 由定理 4.1.1知 (i) 成立. 对 P ∈ SpecA 满足 htP ≥ 2,
假设 depth(P,A) = 1, 则取 0 6= a ∈ P , 可知 a 为 P 中的极大正则序列, 从而存在
Q ∈ AssA/aA, 使得 P ⊂ Q. 由定理 4.1.3, (ii), 知 htQ = 1, 从而 htP = 1, 这与
htP ≥ 2 矛盾! 故 depth (P,A) ≥ 2, 即 (ii) 成立.

设 (i) 和 (ii) 均成立. 注意到 ∀ P ∈ SpecA, 若 htP ≥ 1, 则 depth (P,A) ≥ 1.
由此知 A 的伴随素理想均为极小素理想. 设 P1, . . . , Pn 为 A 的全部极小素理想. 则
{s ∈ A|s 为正则元} = {s ∈ A|s /∈ P1 ∪ · · · ∪ Pn}. 记该集合为 S. 在该乘法子集处的局
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部化为 K := S−1A, 这称为 A 的全分式环. 不难看到, K 为零维环, 其所有素理想为
P1, . . . , Pn. 故 K = K1 × . . .Kn, 其中 Ki = APi

为域.
由定义可以看到, A ↪→ K 为单同态. 下面验证 A 在 K 中为整闭的, 即 ∀ x ∈ K,

若 x 在 A 上整, 则 x ∈ A. 为此, 设 x = b
a ∈ K 在 A 上整, 其中 a, b ∈ A, 且 a ∈ S 为

正则元. 考虑 A 的理想 I := {t ∈ A|tx ∈ A} = {t ∈ A|tb ∈ aA}. 如果 I = A, 则 x ∈ A.
如果 I 6= A, 则在 A/aA 中, 有 b̄ 6= 0, 并且 I/aA = ann(b̄). 故存在 P ∈ AssA/aA 使
得 I ⊂ P . 由 (ii), htP ≤ 1. 再由 (i) 知 AP 为整闭整环. 将 x = b

a 看作 Frac(AP ) 中
的元素, 由 x 在 A 上整知 x ∈ AP . 这样得到 IP = AP . 这与 I ⊂ P 矛盾! 从而 I = A,
x ∈ A. 这就验证了 A 在 K 中整闭.
由分解 K = K1 × · · · × Kn, 得到 1 = e1 + · · · + en, 其中 ei 为 Ki 中的 1. 由

e2i − ei = 0 及 A 在 K 中整闭知 ei ∈ A. 由此不难看到 A = Ae1 × · · · ×Aen 为 n 个子
环的乘积. 由 A 为局部环知 n = 1. 从而 K 为域, 并且 A 为整闭整环.

由本节的讨论, 对于 CM 环 A, 要判断 A 的整闭性, 我们可以按如下程序去做:
(i) 如果 A 是整环, 只需证明 A 在任意高度为 1 的素理想处的局部化为离散赋值环.
(ii) 如果 A 是局部环, 只需证明 A 在任意极小素理想处的局部化是域, 并且 A 在任
意高度为 1 的素理想处的局部化为离散赋值环.

习题

1. 设 ϕ : A→ B 为 Noether局部环之间的有限同态,设M 为有限 B-模. depthAM (suppAM)
表示 M 作为 A-模的深度 (支集). depthBM (suppBM) 表示 M 作为 B-模的深度 (支集).
证明:

(i) depthAM = depthBM , dim suppAM = dim suppBM .
(ii) M 作为 A-模是 CM 的 ⇐⇒ M 作为 B-模是 CM 的.

2. 设 A 为 CM 局部环, 证明 AJXK 为 CM 环.

3. 设 A 为 CM 环 (不一定为局部环), 证明 AJXK 为 CM 环.

4. 设 L/k 为域的可分代数扩张. 设 A 为 k-代数. 证明 A 为 CM 环 ⇐⇒ A⊗k L 为 CM 环.

5. 记号同 8.4 节. 证明: 如果 B 为平坦 A 代数, 则 depthB = depthA+ depthF .

6. 设 (A,m) 为正则局部环, M 为有限 A-模, 并且 dim suppM = dimA. 证明 M 为 CM 模
⇐⇒ M 为自由模.

7. 设 A 为 Noether 局部环. 证明 depthA = depth Â.

8. 设 k 为特征 0 的域, (A,m) 为局部 k-代数, 且为 CM 环. 设 G 为 A 作为 k-代数的自同构群
Autk(A) 的有限子群, 并且 ∀ g ∈ G, gm = m. 证明不变子环 AG 为 CM 环.

9. 设 k 为特征 0 的域, A 为有限生成 k-代数, 且为 CM 环. 设 G 为 A 作为 k-代数的自同构群
Autk(A) 的有限子群. 证明不变子环 AG 为 CM 环.
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习题提示

1. [17, Chapter IV, prop. 12].
3. 利用定理 8.4.2. 局部化之后分析纤维 F .
6. 利用 dimkM ⊗A k = dimKM ⊗A K 判断 M 的自由性.
8. 对 dimA 归纳. 设 a ∈ m 为 A 的正则元, 则对任意 g ∈ G, ga 也为正则元, 从

而 ã :=
∏
g∈G ga 为 AG 的正则元. 再利用 G 的完全可约性得到 AG/(ã) ' (A/(ã))G.

9. 设 Q ∈ SpecA 位于 P ∈ SpecAG 上方, 则所有位于 P 上方的素理想为轨道
G ·Q = {Q1, . . . , Qm}. 验证

lim←−
n

AG/Pn = (lim←−
n

A/(PA)n)G = (

m∏
i=1

lim←−
n

A/Qni )
G = (lim←−

n

A/Qn)H .

其中 H = StabG(Q)为 Q的稳定子群. 再应用习题 8到完备局部环 Â := lim←−
n

A/Qn 上.
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9.1 极小自由消解

本节中, 我们固定一个 Noether 局部环 A, 并用 m 和 k 分别表示其极大理想和剩
余类域.

设 M 为有限 A-模. 我们希望找到 M 的自由消解

· · · −→ Fn −→ Fn−1 −→ · · · −→ F1 −→ F0 −→M −→ 0

使得 Fi的秩尽可能地小. 为此,取自由 A-模 F0以及同态 F0 →M 使得 F0⊗k →M⊗k
为同构. 由 Nakayama 引理, F0 →M 为满同态, 并得到短正合列

0 −→ K0 −→ F0 −→M −→ 0.

继续取自由 A-模 F1 以及同态 F1 → K0 使得 F0 ⊗ k → K0 ⊗ k 为同构, 则同样理由得
到短正合列

0 −→ K1 −→ F1 −→ K0 −→ 0.

继续讨论下去, 我们得到 M 的自由消解

· · · −→ Fn
dn−→ Fn−1 −→ · · · −→ F1

d1−→ F0
ϵ−→M −→ 0

满足如下条件:
(i) Fi 为有限自由 A-模, ∀ i ≥ 0.
(ii) d̄i = 0, 即 di(Fi) ⊂ mFi−1, ∀ i ≥ 0.
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(iii) ε̄ : F0 ⊗ k →M ⊗ k 为同构.
由上面的构造, 我们得到如下的

定义–命题 9.1.1 任一有限 A-模 M 均存在同时满足上述三条的自由消解. 这称为 M

的极小自由消解.

称 min{n|Fi = 0, ∀ i > n} 为 M 的上述极小自由消解的长度. 如果这个最小值不存在
(即对任意 n, 均存在 i > n, 使得 Fi 6= 0), 则称该极小自由消解的长度为无穷大. 同样
地, 对 M 的任一投射消解或自由消解, 我们也可以定义其长度.

极小自由消解在相差一个同构的情况下是唯一的, 即

命题 9.1.1 有限 A-模 M 的任意两个极小自由消解均同构.

证明 设 (F•, d•) 和 (F ′• , d
′
•) 均为 M 的极小自由消解. 由投射消解的性质, 存在复形的

同伦等价 ϕ• : (F•, d•)→ (F ′• , d
′
•). 由于 ϕ•⊗ k : (F•⊗ k, d̄•)→ (F ′• ⊗ k, d̄′•) 仍为同伦等价,

从而诱导同调群的同构. 注意到 d̄• = d̄′• = 0, 我们看到 ϕ̄i : Fi ⊗ k
∼→ F ′i ⊗ k. 由此得到

ϕi : Fi
∼→ F ′i 为同构, ∀ i.

定义 9.1.1 对有限 A-模 M , 其极小自由消解的长度称为 M 的投射维数, 记为
proj dimM 或 proj dimAM . 如果极小自由消解的长度为无穷大,则记 proj dimM =∞.

例 9.1.1 设 a = (a1, . . . , an) 为 A 的一个正则序列. Koszul 复形 K•(a) 给出了
A/(a1, . . . , an) 的一个长度为 n 的极小自由消解. 特别地, 如果 A 为正则局部环, 那么
Koszul 复形给出了 k 的一个长度为 dimA 的极小自由消解.

命题 9.1.2 设 M 为有限 A-模, 则
(i) proj dimM ≤ proj dim k.
(ii) proj dimM = sup{i|ToriA(M,k) 6= 0}.
(iii) proj dimM <∞ ⇐⇒ M 存在长度有限的投射消解.

证明 (i) 设 proj dim k = n < ∞. 利用 k 的极小自由消解进行计算, 可以看到
ToriA(M,k) = 0, ∀ i > n. 设 F• → M → 0 为 M 的极小自由消解, 则 ToriA(M,k) =

Fi ⊗ k, ∀ i ≥ 0. 由此知对于 i > n, 有 Fi ⊗ k = 0, 从而 Fi = 0.
(ii) 利用 M 的极小自由消解计算 ToriA(M,k) 即得.
(iii) 如果 M 存在长度有限的投射消解, 则 sup{i|ToriA(M,k) 6= 0} <∞, 再由 (ii)

即得 proj dimM <∞。

下面的命题给出了利用极小自由消解判断 A 中正则元存在性的一个方法. 这是习
题2 的一个特殊情形.

命题 9.1.3 设 M 为有限 A-模, 且 0 < proj dimM < ∞. 则 depthA ≥ 1, 即 m /∈
AssA.
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证明 反证法. 假设 0 6= a ∈ A, 使得 ma = 0. 取 M 的极小自由消解

0→ Ln
dn−→ Ln−1 → · · · → L0 →M → 0.

在等同 Ln = Ar, Ln−1 = As 下, 同态 dn 表示为一个系数全在 m 中的矩阵, 从而
dn((a, . . . , a)) = 0, 这与 dn 为单同态矛盾！

9.2 正则局部环的同调刻画

本节主要目标为证明如下定理

定理 9.2.1 (Serre) 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环. 则以下三条相互等价:
(i) A 为正则局部环.
(ii) proj dim k <∞.
(iii) 对任意有限 A-模 M , 有 proj dimM <∞.

证明 (i) =⇒ (ii) 由 Koszul 复形即得 (例 9.1.1). (ii) ⇐⇒ (iii) 由命题 9.1.2 得到.
故只需证明 (iii) =⇒ (i). 设对任意有限 A-模 M , 有 proj dimM < ∞. 下面通过对
dimkm/m2 进行归纳来证明 A 为正则局部环.

当 dimkm/m2 = 0 时, 易知 A 为域, 故为正则局部环. 设 dimkm/m2 > 0. 则
0 < proj dim k <∞. 从而由命题 9.1.3知 m /∈ AssA. 这样可以取 x ∈ m−m2, 并且 x

为 A 的正则元. 令 Ā = A/xA. 则 Ā 也为 Noether 局部环, 其极大理想为 m̄ = m/xA,
其剩余类域仍为 k, 并且 dimk m̄/m̄2 = dimkm/m2− 1, 以及 dim Ā = dimA− 1. 从而
只需证明 Ā 为正则局部环. 根据归纳假设, 又只需证明 proj dimĀk <∞.

由条件, m 作为 A-模, 存在长度有限 (设为 n) 的极小自由消解 F• → m→ 0. 考虑
如下交换图表:

0 Fn Fn−1 . . . F0 m 0

0 Fn Fn−1 . . . F0 m 0

0 Fn/xFn Fn−1/xFn−1 . . . F0/xF0 m/xm 0

x· x· x· x·

由于 x 为正则元, 上面的图表为 (行) 复形的短正合列, 从而由上面的两行正合知
最下面一行也正合. 这样得到 m/xm 作为 A/xA-模, 存在有限长度的极小自由消解, 即
proj dimĀm/xm <∞.
下面说明自然的满同态 m/xm → m/xA 存在截面, 从而 m/xA 同构于 m/xm

的一个直和项. 由于 x /∈ m2, 我们可以取 m 的一组极小生成元 x = x1, x2, . . . , xs.
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由于 x = x1, x2, . . . , xs 为 m/m2 的一组 k-基, 可以看到对任意 c2, . . . , cs ∈ A, 若
c2x2 + . . . csxs ∈ xA, 则 c2x2 + . . . csxs ∈ xm. 这说明生成元之间的映射 x̄i 7→ x̄i

(i = 2, . . . , s) 给出了一个良好定义的 Ā-模同态 m/xA → m/xm. 这显然是自然满同
态 m/xm → m/xA 的一个截面. 这样 m/xA 同构于 m/xm 的一个直和项, 再由命
题 9.1.2, (ii) 得到 proj dimĀm/xA ≤ proj dimĀm/xm <∞.
短正合列 0 −→ m/xA −→ Ā −→ k −→ 0 以及 m/xA 的极小自由消解给出了 k

作为 Ā-模的长度有限的投射消解, 从而由命题 9.1.2, (iii) 知 proj dimĀ k <∞.

推论 9.2.1 设 A 为正则局部环, 设 P ∈ SpecA, 则局部化 AP 也为正则局部环.

证明 记 k(P ) = AP /PAP 为 P 处的剩余类域. 由定理 9.2.1, 只需证明

proj dimAP
k(P ) <∞.

由 A 正则可知 A/P 存在有限长度的极小自由消解 F• → A/P → 0. 显然在 P 处作局
部化之后得到 F• ⊗A AP → (A/P )⊗A AP = k(P )→ 0 为 k(P ) 的一个投射消解. 从而
由命题 9.1.2, (iii) 知 proj dimAP

k(P ) <∞.

命题 9.2.1 设 (A,m)→ (B,n) 为 Noether 局部环之间的平坦局部态射, 则
(i) B 为正则局部环 =⇒ A 为正则局部环.
(ii) A 和 B/mB 均为正则局部环 =⇒ B 为正则局部环.

证明 (i) 假设 A 不是正则局部环, 则 A/m 的极小自由消解 F• → A/m→ 0 的长度为
无穷大. 由 B 平坦知 F• ⊗A B → B/mB → 0 也为正合列, 并且直接验证定义即知这是
B/mB 作为 B-模的极小自由消解. 由此知 proj dimB B/mB = ∞. 这与 B 正则矛盾!
故 A 为正则局部环.

(ii) 记 k = B/n. 设 x1, . . . , xr 和 ȳ1, . . . , ȳs 分别为 A 和 B/mB 的正则参数系, 容
易看到 x1, . . . , xr, y1, . . . , ys 为 n 的一组生成元. 这样得到

dimB ≤ dimk n/n
2 ≤ r + s = dimA+ dimB/mB.

而平坦性保证了等式 dimB = dimA+ dimB/mB. 从而 dimB = dimk n/n
2. 即 B 为

正则局部环.

例 9.2.1 上述命题的 (i) 中, 不能得到纤维 B/mB 为正则局部环. 下面为一个例子:
A = C[y](y), B = C[x](x), 同态 A → B 为 y 7→ x2. 不难验证, A, B 均为正则局部环,
A→ B 为平坦局部态射, 而纤维 B/x2B = C[x]/(x2) 不是正则局部环. 几何上看, 这是
二重分歧覆盖 C→ C, z 7→ z2 在分歧点 0 处对应的局部环同态.

定义 9.2.1 环 A 称为正则环, 如果 A 为 Noether 环, 并且 A 在每个素理想 P 处的局
部化 AP 均为正则局部环.

未定稿: 2024-01-28



§9.3 正则局部环是唯一因子分解整环 171

由推论 9.2.1, 正则环的局部化均为正则环, 并且 Noether 环 A 为正则环 ⇐⇒ A

在每个极大理想 m 处的局部化 Am 为正则局部环.

命题 9.2.2 设 A 为正则环, 那么 A[X] 和 AJXK 均为正则环.

证明 设 Q 为 A[X] 的极大理想, 令 P = Q ∩ A. 通过在 P 处作局部化, 不妨设 A 为
局部环, 并且其极大理想 m = P . 显然 A → A[X]Q 平坦, 并且其纤维 (A/m[X])Q 是
离散赋值环. 由命题 9.2.1, (ii) 知 A[X]Q 为正则局部环. 从而 A[X] 为正则环. 同理
AJXK 为正则环.

例 9.2.2 设 n ≥ 1, 则 A := C[x, y, z]/(xn + yn + zn) 为整闭整环. 首先, 不难看到
f := xn+ yn+ zn 为不可约多项式. 从而 A 为 Noether 整环. 再由 C[x, y, z] 为 CM 环
知 A 为 CM 环. 由8.5节的讨论, 只需证明 A 在高度为 1 的素理想处的局部化均为离
散赋值环. 任取 A 的高度为 1 的素理想 P , 不难看到 dimA/P = 1, 从而可以取一个极
大理想 m = (x − a, y − b, z − c), a, b, c ∈ C, 使得 P ⊂ m 并且 (a, b, c) 6= (0, 0, 0). 由
于 f = ∂f

∂x = ∂f
∂y = ∂f

∂z = 0 的公共解只有 (0, 0, 0), 知 f /∈ m/m2. 这样 Am 为正则局部
环, 从而 AP 为一维正则局部环, 即离散赋值环.

9.3 正则局部环是唯一因子分解整环

命题 9.3.1 设 A 为 Noether 整环. 则 A 是唯一因子分解整环 ⇐⇒ A 的每个高度为
1 的素理想均为主理想.

证明 =⇒: 设 P 为高度 1 的素理想. 取 0 6= a ∈ P . 设 a = p1 . . . pm 为 a 的素因子分
解. 由 a ∈ P 知存在 i, 使得 pi ∈ P . 由于 pi 为素元, 知 (pi) 为素理想. 再由 (pi) ⊂ P

和 htP = 1 知 P = (pi) 为主理想.
⇐=: 设 a 为 A 的不可约元, 我们只需证明 a 为素元, 即 (a) 为素理想. 取 P 为包

含 (a) 的一个极小素理想. 由 Krull 主理想定理知 htP = 1. 从而 P = (b) 为主理想.
由 a ∈ P 知 b | a. 再由 a 不可约即知 a = λb, 并且 λ ∈ A∗ 为可逆元. 这样得到了 a 为
素元.

命题 9.3.2 设 A 为 Noether 整环. 设 0 6= x 为 A 的一个素元 (即 (x) 为素理想). 则
A 是唯一因子分解整环 ⇐⇒ 局部化 Ax 是唯一因子分解整环.

证明 设 a ∈ A 为不可约元, 并且 x - a, 我们只需证明 a 为素元. 首先说明 a 为 Ax 中
的不可约元. 假设在 Ax 中有分解 a = b

xm
c
xn , 其中 b, c ∈ A, m, n 为正整数. 则在 A 中

有 axm+n = bc. 由 x 为素元知 x | b 或 x | c. 不妨设 b = xb1. 则 axm+n−1 = b1c. 继
续讨论下去不难看到 b 或 c 在 Ax 中为可逆元. 这样证明了 a 为 Ax 中的不可约元. 由
于 Ax 是唯一因子分解整环, a 为 Ax 的素元. 从而如果在 A 中有 a | wz, 则在 Ax 中
有 a | w 或 a | z. 不妨设 a | w 在 Ax 中成立, 则 w = a · a1xn , 其中 a1 ∈ A, n ≥ 0. 这
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样得到 A 中的等式 wxn = aa1. 如果 n > 0, 由 x - a 并且 x 为素元, 得到 x | a1. 设
a1 = xa2, 则 a1

xn = a2
xn−1 . 继续讨论下去不难看到存在 ai ∈ A 使得 w = aai. 故在 A 中

有 a | w. 这样我们证明了 a 为素元.

定理 9.3.1 正则局部环是唯一因子分解整环.

证明 设 A 为正则局部环. 我们对 dimA 进行归纳. 当 dimA = 0 时, A 为域, 从而为
唯一因子分解整环. 设 dimA > 0, 取 A 的一个不可约元 x ∈ m. 由 A 为整环 (????)
及 命题 9.3.2, 只需证明 Ax 是唯一因子分解整环. 再由命题 9.3.1, 又只需证明 Ax 的
任意高度为 1 的素理想均为主理想. 设 P 为 A 的高度为 1 的素理想, 并且满足 x /∈ P .
则我们只需证明 PAx 为 Ax 的主理想. 注意到 Ax 的每个素理想均形如 QAx, 其中
Q 为 A 的不包含 x 的素理想. 由 x ∈ m 知 htQ < htm = dimA. 从而 (Ax)Q = AQ

为正则局部环, 并且 dimAQ < dimA. 由归纳假设, AQ 是唯一因子分解整环, 而且
(PAx)Q = PAQ 为主理想. 这样得到 Ax 的理想 PAx 在每个素理想处的局部化均为
主理想, 故 PAx 为投射 Ax-模.

由定理 9.2.1知 P 作为有限 A-模, 存在长度有限的极小自由消解, 再作局部化得
到 PAx 作为 Ax-模存在长度有限的自由消解. 由下面的引理 9.3.1和 引理 9.3.2 即知
PAx 为 Ax 的主理想.

引理 9.3.1 设 A 为 Noether 环, M 为投射 A-模. 设 M 存在长度有限的自由消解

0 −→ Fr −→ Fr−1 −→ · · · −→ F0
ϵ−→M −→ 0,

使得对任意 i, 自由 A-模 Fi 的秩有限. 则存在正整数 n1, n2, 使得 M ⊕An1 ' An2 .

证明 对 r 进行归纳. 当 r = 1 时, 由 M 投射知短正合列 0 → F1 → F0 → M → 0

分裂, 从而 M ⊕ F1 ' F0. 当 r > 1 时, 令 K = ker ε. 由 M 投射知短正合列
0→ K → F0 →M → 0 分裂, 从而

M ⊕K ' F0 ' As. (9.3–1)

注意到
0 −→ Fr −→ Fr−1 −→ · · · −→ F1 −→ K −→ 0

为 K 的自由消解, 从而由归纳假设知存在正整数 m1, m2 使得

K ⊕Am1 ' Am2 . (9.3–2)

(9.3–2)两边均与 M 作直和, 得到 M ⊕ K ⊕ Am1 ' M ⊕ Am2 . 再由(9.3–1) 得到
M ⊕Am2 ' As+m1 .
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引理 9.3.2 设 A 为整环, I 为 A 的非零理想, 并且存在正整数 n, m, 使得有 A-模同构
I ⊕An = Am. 则 m = n+ 1, 并且 I 为主理想.

证明 设 K = Frac(A) 为 A 的分式域. 由 I ⊕ An = Am 得到 K-线性空间同构
(I ⊗A K)⊕Kn = Km. 显然 I ⊗A K ' K. 故 m = n+ 1.
条件 I ⊕ An = An+1 等价于短正合列 0 → An

φ→ An+1 → I → 0 分裂. 故存在同
态 ψ : An+1 → An, 使得 ψ ◦ ϕ = id. 取 An 的一组基 e1, . . . , en 以及 An+1 的一组基
f1, . . . , fn+1, 则 ϕ 和 ψ 具有如下的矩阵表示:

ϕ(e1, . . . , en) = (f1, . . . , fn+1)P

ψ(f1, . . . , fn+1) = (e1, . . . , en)Q.

其中 P ∈ M(n+1)×n(A), Q ∈ Mn×(n+1)(A). 由 ψ ◦ ϕ = id 知 QP = In 为单位方阵.
由 Cauchy-Binet 公式, 得到行列式等式:

1 = det(QP ) =
n∑
i=1

aibi,

其中 ai为 Q删去第 i列得到的 n阶方阵的行列式,而 bi为 P 删去第 i行得到的 n阶方
阵的行列式. 由此, 令 Q̃ 为 Q 添加第一行为 (a1,−a2, . . . , (−1)n+1an) 得到的 n+1 阶
方阵,则 det Q̃ = 1. 同理, P 添加一列可以得到一个 n+1阶方阵 P̃ 满足 det P̃ = 1. 由
P̃ 为 A 上的可逆方阵, 不难看到令 (f̃1, . . . , f̃n+1) = (f1, . . . , fn+1)P̃ , 则 (f̃1, . . . , f̃n+1)

为 An+1 的一组基, 并且 ϕ(ei) = f̃i, i = 1, . . . , n. 从而 I ' cokerϕ ' A · f̃n+1 为自由
A-模, 即 I 为主理想.

习题

1. 设 (A,m, k)为 Noether局部环, M 为有限 A-模. 设 proj dimM = n <∞. 证明对 M 的任
意投射消解 P• →M → 0, 有 Pn 6= 0. 并证明 proj dimM 等于 M 的投射消解的最小长度.

2. [Auslander-Buchsbaum] 设 A 为 Noether 局部环, 0 6= M 为有限 A- 模. 设 proj dimM =

n <∞. 证明 proj dimM + depthM = depthA.

3. 设 (A,m) 为 Noether 局部环, 证明 A 为正则局部环 ⇐⇒ 完备化 Â 为正则局部环.

4. 设 A 为正则环. 证明 A = A1 × · · · × An, 使得每个 Ai 均为整的正则环.

5. 设 k 为域, A 为有限生成 k-代数, 且 A 为整环. 证明以下几条互相等价:
(i) A 为 Cohen-Macaulay 环.

(ii) 对任意正则环 B, 任意单的有限同态 ϕ : B ↪→ A 为平坦的.
(iii) 存在多项式环 k[x1, . . . , xn] 到 A 的单的平坦的有限同态.
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习题提示

2. [14, Theorem 19.1].
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第十章 微分模

由于我们将环中的元素看成 “函数”, 自然希望定义这些函数的导数. 本章我们定义
形式导数以及形式微分的概念, 并利用这些概念定义光滑映射. 其中 Jacobian 判据在
联系微分和光滑性时起到桥梁的作用. 微分的概念也与同态的无穷小提升有着密切联
系, 我们在这个联系的基础上介绍模的可积联络与无穷小下降的关系.

10.1 基本正合列

定义 10.1.1 设 A −→ B 为环同态, M 为 B-模. 称映射 D : B −→M 为一个 A-导子,
如果其满足如下条件:

(i) D(b1 + b2) = D(b1) +D(b2), ∀ b1, b2 ∈ B.
(ii) D(b1b2) = b1D(b2) + b2D(b1), ∀ b1, b2 ∈ B.
(iii) D(a) = 0, ∀ a ∈ A.

我们将 A-导子的集合记为 DerA(B,M). 对 D ∈ DerA(B,M), 对 a ∈ A, b ∈ B, 有
D(ab) = aD(b) + bD(a) = aD(b). 故 D 为 A-模同态.

例 10.1.1 设 A 为环, B = A[x1, . . . , xn] 为 A 上的 n 元多项式代数. 对每个 i, 令
∂
∂xi

: B −→ B 为对 xi 求偏导数. 则 ∂
∂xi
∈ DerA(B,B).

设 A −→ B 为环同态, 考虑由形式符号集合
{

d̃b | b ∈ B
}
作为基生成的自由 B-模

Ω̃B/A, 再定义 ΩB/A 为商模 Ω̃B/A/F , 其中 F 为全部的以下三类元素生成的 B-子模:
(i) d̃(b1 + b2)− d̃b1 − d̃b2, ∀ b1, b2 ∈ B.
(ii) d̃(b1b2)− b1d̃b2 − b2d̃b1, ∀ b1, b2 ∈ B.
(iii) d̃a, ∀ a ∈ A.
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我们称 B-模 ΩB/A 为 B 相对于 A 的微分模, 并将 d̃b 在 ΩB/A 中代表的类记为
d b. 微分模具有如下万有性质.

命题 10.1.1 (微分模的万有性质) 映射 d : B −→ ΩB/A, b 7−→ d b为一个 A-导子. 对任
意 B-模 M 以及任意 A-导子 D : B −→M , 均存在唯一的 B-模同态 ϕ : ΩB/A −→M ,
使得 D = ϕ ◦ d, 即下图交换:

B ΩB/A

M

d

φ
D

证明

上述万有性质说明 d : B −→ ΩB/A 为 “万有的” A-导子, 并且对任意 B-模 M , 有集
合的双射 HomB(ΩB/A,M)

∼−→ DerA(B,M) , ϕ 7−→ ϕ ◦ d. 注意 ΩB/A 作为 B-模由{
d b | b ∈ B

}
生成.

例 10.1.2 设B = A[x1, . . . , xn]为环A上的多项式环. 令 Ω为符号集合
{

dx1, . . . , dxn
}

作为基生成的自由 B-模. 定义映射

d : B −→ Ω

f 7−→
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

容易验证 d 为 A-导子. 对任意 A-导子 D : B −→ M , 对 f ∈ B, 均有 D(f) =
n∑
i=1

∂f
∂xi

D(xi). 故存在唯一的 B-模同态 ϕ : Ω −→ M , dxi 7−→ D(xi), 使得 D = ϕ ◦ d.

由微分模的万有性质, 得到 B-模同构 ΩB/A ' Ω. 从而 ΩB/A 为秩 n 的自由 B-模, 并
且 dx1, . . . , dxn 为一组基.

下面的命题说明取微分模的操作与张量积和局部化都是交换的.

命题 10.1.2 设 A −→ B 为环同态.
(i) 设 A −→ A′ 为环同态. 令 B′ = B ⊗A A′, 则有 B′-模同构

ΩB′/A′ ' ΩB/A ⊗B B′ ' ΩB/A ⊗A A′.

(ii) 设 S 为 B 的乘法子集, 则有 BS-模同构 ΩBS/A ' (ΩB/A)S .

证明 (i): 同构 ΩB/A⊗BB′ ' ΩB/A⊗AA′ 由张量积的基本性质得到. 下面构造 ΩB′/A′

与 ΩB/A⊗AA′ 的同构. 首先 A-双线性映射 B×A′ −→ ΩB/A⊗AA′, (b, a′) 7−→ (d b)⊗a′

诱导了 A-模同态 D : B′ −→ ΩB/A⊗AA′, b⊗a′ 7−→ (d b)⊗a′. 容易验证 D 为 A′-导子.
从而 D 诱导了 B′-模同态 ϕ : ΩB′/A′ −→ ΩB/A ⊗A A′, 满足 ϕ(d(b⊗ a′)) = (d b)⊗ a′.
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另一方面, 对任意 a′ ∈ A′, 映射 B −→ ΩB′/A′ , b 7−→ d(b⊗ a′) 是一个 A-导子, 从
而诱导 B-模同态 ψa′ : ΩB/A −→ ΩB′/A′ . 令 ψ : ΩB/A ⊗A A′ −→ ΩB′/A′ 为 A-双线性
映射 ΩB/A×A′ −→ ΩB′/A′ , (ω, a′) 7−→ ψa′(ω)诱导的 A-模同态. 不难验证 ψ 为 B′-模
同态, 并且 ψ((d b)⊗ a′) = d(b⊗ a′). 直接在生成元上验证即得 ϕ 和 ψ 为互逆的同态.
从而得到同构 ΩB′/A′ ' ΩB/A ⊗A A′.

(ii): 定义映射 D : BS −→ (ΩB/A)S , bs 7−→
s d b−b d s

s2 . 直接验证可以看到 D 是良好
定义的, 并且是一个 AS-导子. 从而 D 诱导一个 BS-模同态 ϕ : ΩBS/AS

−→ (ΩB/A)S ,
满足 ϕ(d b

s ) =
s d b−b d s

s2 .
另一方面, 复合映射 B −→ BS

d−→ ΩBS/AS
是一个 A-导子, 从而诱导 B-模同态

ΩB/A −→ ΩBS/AS
. 模的局部化的万有性质给出 BS-模同态 ψ : (ΩB/A)S −→ ΩBS/AS

,
满足 ψ(d b) = d b

1 . 在生成元上直接验证可得 ϕ,ψ 为互逆的同态, 故知有 BS-模同构
ΩBS/A ' (ΩB/A)S .

下面讨论 A-导子与同态的幂零提升之间的关系. 给定如下环同态的交换图表:

B C/N

A C

β

α

γ

其中 N 为 C 的理想, 满足 N2 = 0. 同态 C −→ C/N 为自然的商同态. 我们称使得如
下图表交换的环同态 β1 : B −→ C 为 β 的一个提升:

B C/N

A C

β

α

γ

β1

由 N2 = 0 知 N 自然为 C/N -模. 通过同态 β : B −→ C/N , 我们将 N 也看作 B-模.

命题 10.1.3 设 A,B,C,N 以及交换图表

B C/N

A C

β

α

γ

β1

如上. 则对 β 的任意提升 β2 : B −→ C, 都有 β2 − β1 : B −→ N 为 A-导子. 反之, 任
给 A-导子 D : B −→ N , 都有 β1 +D : B −→ C 为 β 的提升.

证明 直接验证即可.

环同态 C −→ C1 称为 C1 的一个一阶加厚, 如果该同态为满同态, 并且核 I 满足
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I2 = 0. 上述命题说明对 A-代数的一阶加厚 C −→ C/N , A-代数同态 β : B −→ C/N

的提升之差对应到 A-导子集合 DerA(B,N) ' HomB(ΩB/A, N).

下面用张量积给出微分模的另一种构造. 设 A −→ B 为环同态. 考虑环的满同态
B ⊗A B −→ B, b1 ⊗ b2 7−→ b1b2. 记该同态的核为 J . 则诱导同态 (B ⊗A B)/J2 −→ B

为一阶加厚, 其核为 J/J2. 注意到 i1 : B −→ (B ⊗A B)/J2, b 7−→ b⊗ 1 和 i2 : B −→
(B ⊗A B)/J2, b 7−→ 1⊗ b 为恒等同态 id : B −→ B 的两个提升, 即有如下交换图表:

B B

A (B ⊗A B)/J2

id

i1

i2

由命题 10.1.3 即知 i2 − i1 : B −→ J/J2 为 A-导子. 提升对 (i1, i2) 具有如下万有性质.

命题 10.1.4 A,B, J 如上. 设 C −→ C1 为 A-代数同态, 且为一阶加厚. 设 β : B −→
C1 为 A-代数同态. 则对任意两个 β 的提升 βi : B −→ C, i = 1, 2, 均存在唯一的环同
态 ϕ : (B ⊗A B)/J2 −→ C, 使得下图交换:

B (B ⊗A B)/J2 B

A

C1 C B

i2

β1

β φ

i1β2

证明 由张量积的万有性质, 在上图中, 将 (B⊗AB)/J2 换作 B⊗AB 可找到使上图交
换的环同态 ϕ̃ : B ⊗A B −→ C. 再由 ϕ̃(J) ⊂ Ker(C −→ C1) 知 ϕ̃(J2) = 0, 从而 ϕ̃ 诱
导所求的环同态 ϕ. 唯一性由张量积的万有性质即得.

下面的命题说明 J/J2 同构于微分模 ΩB/A.

命题 10.1.5 J/J2 作为 B-模由
{
(i2 − i1)(b) = 1⊗ b− b⊗ 1 | b ∈ B

}
生成, 并且存在

唯一的 B-模同构 ϕ : J/J2 ∼−→ ΩB/A, 使得下图交换:

B J/J2

ΩB/A

i2−i1

φod
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证明 首先验证 J/J2 由
{
1⊗ b− b⊗ 1 | b ∈ B

}
生成. 任取 J 中的元素

x =

n∑
i=1

b
(i)
1 ⊗ b

(i)
2 .

由 x ∈ J = Ker(B ⊗A B −→ B) 知
n∑
i=1

b
(i)
1 b

(i)
2 = 0. 故

x =

n∑
i=1

b
(i)
1 ⊗ 1 · (1⊗ b(i)2 − b

(i)
2 ⊗ 1 + b

(i)
2 ⊗ 1) =

n∑
i=1

b
(i)
1 ⊗ 1 · (1⊗ b(i)2 − b

(i)
2 ⊗ 1).

这说明 x̄ ∈ J/J2 在
{
1⊗ b− b⊗ 1 | b ∈ B

}
生成的 B-子模中.

令 C = B ⊕ ΩB/A 为 Abel 群的直和. 在 C 上定义乘法如下:

(b, ω) · (b′, ω′) := (bb′, bω′ + b′ω).

容易验证 C 为环, 自然投影同态 π : C −→ B 为一阶加厚, 并且核为 ΩB/A. 定义映射
β1 : B −→ C 为 β1(b) = (b, 0), β2 : B −→ C 为 β2(b) = (b, d b). 则 βi 为环同态, 且下
图交换:

B B

A C

π

id

β1

β2

这说明 β1, β2 均为 id : B −→ B 的提升. 在命题 10.1.4 中, 取 C1 = B, 取 β 为恒
等同态 B

id−→ C1 = B, 则得到同态 ϕ : (B ⊗A B)/J2 −→ C = B ⊕ ΩB/A. 由图表的交
换性知 ϕ 诱导了同态 (仍记为 ϕ):

ϕ : J/J2 = Ker((B ⊗A B)/J2 −→ B) −→ ΩB/A = Ker(C π−→ B).

由于 β2 − β1 = d : B −→ ΩB/A, 我们得到下面的交换图表:

B J/J2

ΩB/A

i2−i1

φ
d

另一方面, 由于 i1, i2 : B −→ (B⊗AB)/J2 均为 B
id−→的提升, 知 i2− i1 : B −→ J/J2
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为 A-导子, 从而存在 B-模同态 ψ : ΩB/A −→ J/J2, 使得下图交换:

B ΩB/A

J/J2

d

ψi2−i1

在生成元上直接验证即知 ϕ,ψ 为互逆的模同态, 从而得到 B-模同构: J/J2 ' ΩB/A.

下面利用一阶加厚同态的提升给出形式光滑 (不分歧, 平展) 性的定义.

定义 10.1.2 我们称环同态 A −→ B 形式光滑 (或 形式不分歧, 或形式平展), 如果对
任意一阶加厚 C −→ C1, 以及任意环同态的交换图表:

B C1

A C

均存在 (或至多存在一个, 或存在唯一) 环同态 B −→ C, 使得下图交换:

B C1

A C

我们有时也将 A −→ B 形式光滑称为 B 相对于 A 形式光滑, 或者 B/A 形式光
滑. 同样的表述和记号也适用于形式不分歧和形式平展. 下面首先讨论上述三个定义之
间的一些简单关系.

命题 10.1.6 设 A −→ B 为环同态. 则:
(i) A −→ B 为形式不分歧的 ⇐⇒ ΩB/A = 0.
(ii) A −→ B 为形式平展的 ⇐⇒ 其为形式光滑的, 并且 ΩB/A = 0.

证明 (i): 由命题 10.1.3 和微分模的万有性质即得.
(ii): 由定义, 形式平展等价于形式光滑加上形式不分歧, 从而由 (i), 也等价于形式

光滑加上微分模平凡.

例 10.1.3 由定义不难验证下面两个同态都是形式光滑的.
(i) A −→ A[x].
(ii) A −→ AS ,其中 S 为 A的乘法子集. 实际上还可以验证 A −→ AS 为形式平展的.

命题 10.1.7 (基变换与复合) (i) 设环同态 A −→ B 为形式光滑 (形式不分岐, 形式
平展) 的. 设 A −→ R 为环同态, 则 R −→ B ⊗A R 为形式光滑 (形式不分岐, 形
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式平展) 的.
(ii) 设 A −→ B 和 B −→ B′ 均为形式光滑 (形式不分岐, 形式平展) 的环同态, 则复
合同态 A −→ B′ 为形式光滑 (形式不分岐, 形式平展) 的.

证明 (i): 对一阶加厚 C −→ C/I, 以及下图的实箭头给出的同态的交换图表:

B B ⊗A R C/I

A R C

φ
ψ

由张量积的万有性质, 提升 ϕ 一一对应到提升 ψ. 从而命题得证.
(ii): 设 C −→ C/I 为一阶加厚, 并给定下面的实箭头形成的环同态的交换图表:

B′ C/I

B

A C

ψ

φ

设 A −→ B 和 B −→ B′ 均为形式光滑的, 则由 A −→ B 形式光滑得到提升 ϕ, 再由
B −→ B′ 形式光滑得到提升 ψ, 故 A −→ B′ 形式光滑. 形式不分歧的复合性可以类似
证明. 联合形式光滑和形式不分歧的情形, 即得到形式平展的复合性.

微分模有两个基本正合列, 下面是其中一个.

定理 10.1.1 设 A
g−→ B

f−→ C 为环同态.
(i) 有以下 C-模的右正合列:

ΩB/A ⊗B C
φ−→ ΩC/A

ψ−→ ΩC/B −→ 0. (10.1–1)

其中 ϕ((d b)⊗ c) = d(bc), ψ(d c) = d c.
(ii) 若 B −→ C 为形式光滑的, 则(10.1–1) 为分裂的短正合列, 即存在 C-模同态

ϕ1 : ΩC/A −→ ΩB/A ⊗B C, 使得 ϕ1 ◦ ϕ = id.
(iii) 若 A −→ C 为形式光滑的, 则(10.1–1) 为分裂的短正合列 ⇐⇒ B −→ C 为形式

光滑的.

证明 (i): 由命题 2.3.2 (iii), 只需证明对任意 C-模 M , 以下为左正合列:

0 −→ HomC(ΩC/B ,M) −→ HomC(ΩC/A,M) −→ HomC(ΩB/A ⊗B C,M).

由于由自然同构 HomC(ΩB/A ⊗B C,M) ' HomB(ΩB/A,M), 故又只需证以下为左正
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合列:

0 −→ HomC(ΩC/B ,M) −→ HomC(ΩC/A,M) −→ HomB(ΩB/A,M).

由微分模的万有性质, 最终只需证以下为左正合列:

0 −→ DerB(C,M) −→ DerA(C,M) −→ DerA(B,M).

而这根据导子的定义以及这些同态的定义是显然的.

(ii): 记 C-模 ΩB/A ⊗B C 为 M . 在 Abel 群直和 C ⊕M 上定义如下乘法:

(c1,m1) · (c2,m2) := (c1c2, c1m2 + c2m1).

则 C ⊕M 称为环, 并且投影映射 C ⊕M −→ C, (c,m) 7−→ c 为一阶加厚. 考虑如下环
同态的交换图表:

C C

B C ⊕M

id

其中 B −→ C ⊕M 为同态:b 7−→ (f(b), d b⊗ 1). 由 B −→ C 形式光滑, 我们得到如下
提升:

C C

B C ⊕M

id

α

有图表的交换性知 ∀ c ∈ C, α(c) = (c, α2(c)). 可以验证 α2 : C −→ M = ΩB/A ⊗B C
为 A-导子, 并且对 b ∈ B, 有 α2(f(b)) = d b ⊗ 1. 再由微分模的万有性质, α2 诱导了
C-模同态 ϕ1 : ΩC/A −→ ΩB/A ⊗B C. 由 α 满足的条件知 ϕ1 ◦ ϕ = id.

(iii): 在 (ii) 中已经证明了 ⇐=. 下面证明 =⇒ . 设 ϕ1 : ΩC/A −→ ΩB/A ⊗B C 为
C-模同态, 且满足 ϕ1 ◦ ϕ = id. 对任意一阶加厚 D −→ D/I 以及环同态的交换图表:

C D/I

B D

A

f

h

g
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由 A −→ C 形式光滑, 可以找到同态 α : C −→ D, 使得如下图表交换:

C D/I

A D

f◦g

h◦g

α

由此得到 α ◦ f 和 h 均为 B −→ D/I 的提升:

B D/I

A D

α◦f

h

从而 h−α ◦ f : B −→ I 为 A-导子, 进而诱导 B-模同态 δ : ΩB/A −→ I. 注意到 I 实际

上为 C-模 (通过 C −→ D/I), 我们有 C-模同态的复合: ΩC/A
φ1−→ ΩB/A ⊗B C

δ⊗1−→ I.

这对应 A-导子 δ′ : C
d−→ ΩC/A

(δ⊗1)◦φ1

−−−−−−−−→ I. 直接验证可得 α′ := α+ δ′ 是 B-代数同
态, 并且为 C −→ D/I 的提升. 即有下面的交换图表:

C D/I

B D

f

h

α′

这样就证明了 B −→ C 形式光滑.

关于微分模的第二个基本正合列为:

定理 10.1.2 设 A −→ B 为环同态, I 为 B 的理想. 令 B = B/I 为商环.

(i) 有以下 B-模的右正合列:

I/I2
φ−→ ΩB/A ⊗A B

ψ−→ ΩB/A −→ 0. (10.1–2)

其中 ϕ(i) = d i⊗ 1, ψ(d b⊗ λ) = λ d b.
(ii) 若 A −→ B 为形式光滑的, 则(10.1–2) 为分裂的短正合列, 即存在 B-模同态

ϕ1 : ΩB/A ⊗A B −→ I/I2, 使得 ϕ1 ◦ ϕ = id.
(iii) 若 A −→ B 为形式光滑的, 则(10.1–2) 为分裂的短正合列 ⇐⇒ A −→ B 为形式

光滑的.
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证明 (i): 与定理 10.1.1, (i) 类似, 只需证明对任意 B-模 M , 以下为左正合列:

0 −→ HomB(ΩB/A,M) −→ HomB(ΩB/A ⊗A B,M) −→ HomB(I/I
2,M).

而这又等价于证明

0 −→ DerA(B,M) −→ DerA(B,M) −→ HomB(I/I
2,M)

为左正合列. 而根据定义这是容易看到的.
(ii): 注意到 B/I2 −→ B 为一阶加厚, 其核为 I/I2. 考虑如下交换图表

B B

A B/I2

由 A −→ B 形式光滑, 存在环同态 α : B −→ B/I2, 使得如下图表交换

B B

A B/I2

α

令 α′ 为复合同态 B −→ B
α−→ B/I2. 则 α′ 和自然商同态 π : B −→ B/I2 均为

B −→ B 的提升, 即有如下交换图表

B B

A B/I2

π

α′

由此得到 ϕ1 := π − α′ : B −→ I/I2. 直接验证即得 ϕ1 ◦ ϕ = id.
(iii): 我们只需证明 =⇒ . 设 ϕ1 : ΩB/A ⊗A B −→ I/I2 为 B-模同态, 使得

ϕ1 ◦ ϕ = id. 设 C −→ C/J 为一阶加厚, 并且有如下环同态的交换图表

B C/J

B

A C
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由 A −→ B 形式光滑, 得到环同态 α : B −→ C 为 B −→ C/J 的提升. 即如下图
表交换

B C/J

B

A C

α

由图表的交换性可知 α(I) ⊂ J ,再由 J2 = 0得到良好定义的 B-模同态 α′ : I/I2 −→ J ,
ī 7−→ α(i). 定义 β : B −→ J 为如下复合映射

B
b 7→(d b)⊗1
−−−−−→ ΩB/A ⊗B B

φ1−→ I/I2
α′

−→ J.

直接验证可知 γ := α − β : B −→ C 为环同态, 并且 γ(I) = 0. 从而得到环同态
γ : B −→ C, b̄ 7−→ γ(b). 由上面的交换图表可以看到 γ 是 B −→ C/J 的一个提升.

设 A −→ B 为环同态, S ⊂ B 为乘法子集. 注意到 B −→ BS 为形式平展的, 故对
A −→ B −→ BS 应用定理 10.1.1, 得到分裂的短正合列

0 −→ ΩB/A ⊗B BS −→ ΩBS/A −→ ΩBS/B −→ 0.

又由 B −→ BS 形式平展知 ΩBS/B = 0, 故我们再次得到微分模的局部化性质
ΩB/A ⊗B BS

∼−→ ΩBS/A.

命题 10.1.8 设 A −→ B 为环同态, P ∈ SpecB, Q = P ∩A. 则有 BP -模同构

ΩBP /AQ
' ΩB/A ⊗B BP .

证明 由上面的分析知 ΩB/A ⊗B BP ' ΩBP /A. 对环同态 A −→ AQ −→ BP 应用定
理 10.1.1, 并注意到 ΩAQ/A = 0, 得到 ΩBP /A ' ΩBP /AQ

.

直观上看, 微分模是流形上微分一形式的代数类比, 而流形上一点处的一形式空间
同构于该点的余切空间. 下面的推论是这个事实的代数类比.

推论 10.1.1 设 k 为域, (A,m) 为局部环, 且为 k-代数, 并且结构同态 k −→ A/m 为
同构. 则有 k-线性空间同构 m/m2 ' ΩA/k ⊗A k.

证明 对环同态 k −→ A 以及理想 m 应用定理 10.1.2, 并且注意到 k −→ A := A/m

为形式平展的, 我们得到如下短正合列

0 −→ m/m2 −→ ΩA/k ⊗A k −→ ΩA/k −→ 0.
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由 A ' k 知 ΩA/k = 0, 故得同构 m/m2 ' ΩA/k ⊗A k.

10.2 光滑同态的 Jacobian判据

如果 A-代数 B 同构于一个有限生成 A-代数在某个乘法子集处的局部化, 则称
A-代数 B 为本质有限生成的.

命题 10.2.1 设 A-代数 B 是本质有限生成的, 则 ΩB/A 为有限 B-模.

证明 设 B ' CS , 其中 C = A[x1, . . . , xn], S 为 C 的乘法子集. 由命题 10.1.2 知
ΩB/A ' ΩC/A ⊗C B. 由 ΩC/A = C dx1 + . . . C dxn 知 ΩB/A = B dx1 + · · · + B dxn
为有限 B-模.

定义 10.2.1 设 B 为本质有限生成的 A-代数.
(i) A −→ B 称为光滑的 (不分歧的, 平展的), 如果其为形式光滑的 (形式不分歧的,
形式平展的).

(ii) 设 P ∈ SpecB, Q = P ∩ A. 我们称 B/A 在 P 点光滑 (不分歧, 平展), 如果局部
化 AQ −→ BP 为光滑的 (不分歧的, 平展的).

与形式光滑一样, 如果 A −→ B 是光滑的, 我们也称 B 相对于 A 是光滑的, 或
B/A 是光滑的. 对不分歧和平展同态有类似的记号.

例 10.2.1 多项式环 A[x1, . . . , xn] 相对于 A 是光滑的. 这是光滑同态的最基本模型.

命题 10.2.2 设 A 为 Noether 环, B = A[x1, . . . , xn] 为多项式环, I 为 B 的理想. 令
C = B/I. 则有:

(i) C/A 为光滑的 ⇐⇒ 基本正合列

I/I2 −→ ΩB/A ⊗B C −→ ΩC/A −→ 0

为分裂的短正合列.
(ii) 设 Q ∈ SpecC, 则 C/A 在 Q 处光滑 ⇐⇒ (i) 中的基本正合列在 Q 处的局部化

(I/I2)Q −→ (ΩB/A ⊗B C)Q −→ (ΩC/A)Q −→ 0

为分裂的短正合列.
(iii) C/A 光滑 ⇐⇒ 对任意 Q ∈ SpecC, C/A 在 Q 处光滑.

证明 (i): 注意到 C 为有限生成 A-代数, 再利用光滑的定义以及定理 10.1.2 即得.
(ii): 记 P = Q∩A. 则 CQ ' BQ/IQ 为本质有限生成的 AP -代数, BQ 为光滑 AP -

代数. 注意到有 CQ-模的同构:(I/I2)Q ' IQ/I
2
Q, (ΩB/A ⊗B C)Q ' ΩBQ/AP

⊗BQ
CQ,
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以及 (ΩC/A)Q ' ΩCQ/AP
, 其中后两个同构由命题 10.1.8 得到. 对 AP −→ BQ −→ CQ

应用定理 10.1.2 即可.
(iii): 由 (i), (ii) 和下面的引理 10.2.1 即得.

引理 10.2.1 设 A 为 Noether 环, M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0 为有限 A-模的右正合列.
则以下两条互相等价:

(i) M1
φ−→M2

ψ−→M3 −→ 0 为分裂的短正合列.
(ii) 对任意 P ∈ SpecA, 在 P 处作局部化得到的复形

M1P −→M2P −→M3P −→ 0

为分裂的短正合列.

证明 (i) =⇒ (ii) 显然. 下面证明 (ii) =⇒ (i). 考虑如下复形

0 −→ HomA(M3,M1)
◦ψ−→ HomA(M2,M1)

◦φ−→ HomA(M1,M1) −→ 0. (10.2–1)

我们只需证明该复形为短正合列, 因为这样就可以得到存在 ϕ1 ∈ HomA(M2,M1),
使得 ϕ1 ◦ ϕ = id. 对 P ∈ SpecA, 由 Hom 与局部化的交换性 (命题 2.3.6), 复
形(10.2–1) 在 P 处作局部化为 0 −→ HomAP

(M3P ,M1P )
◦ψ−→ HomAP

(M2P ,M1P )
◦φ−→

HomAP
(M1P ,M1P ) −→ 0, 而由 (ii), 这是短正合列. 再由命题 2.3.4 即知(10.2–1) 为短

正合列.

在 Noether 局部环以及 M2 为自由模的情形, 可以将分裂短正合列的判断约化到
剩余类域上, 即有下面的引理.

引理 10.2.2 设 (A,m, k) 为 Noether 局部环, M1
φ−→ M2

ψ−→ M3 −→ 0 为有限 A-模
的右正合列, 并且 M2 为自由 A-模. 则以下两条互相等价:

(i) M1
φ−→M2

ψ−→M3 −→ 0 为分裂的短正合列.

(ii) M1 ⊗A k
φ⊗1
−−−−−→M2 ⊗A k 为 k-线性空间的单同态.

证明 (i) =⇒ (ii) 是显然的. 下面证明 (ii) =⇒ (i). 设 ϕ1 : M2 ⊗A k −→ M1 ⊗A k
为 k-线性空间同态, 并且满足 ϕ1 ◦ (ϕ ⊗ 1) = id. 由于 M2 为自由 A-模, 可以找到
A-模同态 ϕ1 : M2 −→ M1, 使得 ϕ1 ⊗ 1 = ϕ1. 这样得到 ϕ1 ◦ ϕ : M1 −→ M1 满足
(ϕ1 ◦ϕ)⊗ 1 = id :M1⊗A k −→M1⊗A k. 注意到 M1⊗A k =M1/mM1, 由 Nakayama
引理即知 ϕ1 ◦ ϕ : M1 −→ M1 为满同态. 再由命题 3.1.1 得到 ϕ1 ◦ ϕ 为同构. 令
ϕ2 := (ϕ1 ◦ϕ)−1 ◦ϕ1 ∈ HomA(M2,M1),则 ϕ2 ◦ϕ = id. 从而M1

φ−→M2
ψ−→M3 −→ 0

为分裂的短正合列.

作为基本正合列的推论, 我们有如下命题.

未定稿: 2024-01-28



188 第十章 微分模

命题 10.2.3 设 A 为 Noether 环, C 为有限生成 A-代数, 且 C/A 是光滑的. 则 ΩC/A

为有限局部自由的 C-模.

证明 设 C ' B/I, 其中 B = A[x1, . . . , xn], I 为 B 的理想. 由命题 10.2.2, (i), 有
分裂的短正合列: 0 −→ I/I2 −→ ΩB/A ⊗B C −→ ΩC/A −→ 0. 从而 ΩB/A ⊗B C '
I/I2 ⊕ΩC/A. 再由 ΩB/A ⊗B C ' C dx1 + . . . C dxn 为秩有限的自由 C-模即知 ΩC/A

为投射模, 从而也为有限局部自由模.

注记 10.2.1 几何上看, 满同态 B −→ C 对应着闭嵌入 SpecC −→ SpecB, 其给出的
余切丛的短正合列即为上面的基本正合列 0 −→ I/I2 −→ ΩB/A⊗B C −→ ΩC/A −→ 0.
在这个意义下, I/I2 可看作 SpecC 在 SpecB 中的余法丛 (conormal bundle).

我们有如下判断光滑性的重要定理.

定理 10.2.1 (Jacobian判据) 设 A 为 Noether 环, B = A[x1, . . . , xn] 为多项式环, I
为 B 的理想, C = B/I 为商环. 设 Q ∈ SpecB 且 I ⊂ Q. 我们也将 C 中的素理想
Q/I 记为 Q. 记 k(Q) = BQ/QBQ ' CQ/QCQ 为 Q 点的剩余类域. 则以下几条互相
等价:

(i) C/A 在点 Q 处光滑.
(ii) k(Q)-线性映射

I ⊗B k(Q) −→ ΩB/A ⊗B k(Q) = k(Q) dx1 ⊕ · · · ⊕ k(Q) dxn

f(x1, . . . , xn) 7−→
∂f

∂x1
(Q) dx1 + · · ·+

∂f

∂xn
(Q) dxn

为单同态.
(iii) IQ 作为 BQ 的理想存在一组生成元 f1, . . . , fm, 使得在 Q 点的 Jacobian 矩阵

∂f1
∂x1

(Q) · · · ∂f1
∂xn

(Q)

...
...

∂fm
∂x1

(Q) · · · ∂fm
∂xn

(Q)


作为 k(Q) 上的 m× n 矩阵是行满秩的.

证明 由命题 10.2.2 和 引理 10.2.2 知 C/A 在 Q 处光滑等价于 I/I2 ⊗C k(Q) −→
(ΩB/A ⊗B C) ⊗C k(Q) 为单同态. 由于 I ⊂ Q, 可以看到 I/I2 ⊗C k(Q) ' I ⊗B k(Q).
这样得到 (i) ⇐⇒ (ii). 再由 Nakayama 引理, f1, . . . , fm 为 IQ 的生成元当且仅当其
为 k(Q)-线性空间 I ⊗B k(Q) 的一组生成元. 由此不难看到 (ii) ⇐⇒ (iii).
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命题 10.2.4 设 A 为 Noether 环, C 为有限生成 A-代数, 则

U :=
{
Q ∈ SpecC | C/A 在Q 处光滑

}
为 SpecC 的开子集.

证明 设 I 为多项式环 B = A[x1, . . . , xn] 的理想, 使得 C ' B/I. 设 Q ∈ U . 由
Jacobian 判据, 存在理想 IQ 的一组生成元 f1, . . . , fm, 使得在 Q 点的 Jacobian 矩阵(
∂fi
∂xj

(Q)
)
是行满秩的. 通过将 B 在一个元素处作局部化, 我们不妨设 f1, . . . , fm 为理

想 I 的生成元. 还不妨设
(
∂fi
∂xj

(Q)
)
的前 m 列线性无关, 即 det

(
∂fi
∂xj

(Q)
)
1≤i,j≤m

6= 0.

令 g := det
(
∂fi
∂xj

)
1≤i,j≤m

∈ B, 则对于 P ∈ SpecC, 如果 g(P ) 6= 0, 则在 P 点的

Jacobian 矩阵
(
∂fi
∂xj

(P )
)
是行满秩的, 从而 C/A 在 P 处光滑. 这样即可看到 U 为

SpecC 的开子集.

对于代数封闭域上的有限生成代数, 其光滑性与正则性是等价的, 即有下面的命题.

命题 10.2.5 设 k 为代数封闭域, C 为有限生成 k 代数. 则 C/k 光滑 ⇐⇒ C 为正
则环.

证明 由于 SpecC 中的闭点是稠密的 (推论 3.6.3), C/k 的光滑点是开子集, 以及正则
局部环的局部化还是正则局部环 (推论 9.2.1), 我们只需证明: 对 C 的任意极大理想
m, C/k 在 m 处光滑等价于 Cm 为正则局部环. 设 C ' B/I, 其中 B = k[x1, . . . , xn]

为多项式环, 而 I 为 B 的理想. 根据 Hilbert 零点定理的弱形式, 存在 a1, . . . , an ∈ k,
使得 m = (x1 − a1, . . . , xn − an), 故 m 点的剩余类域 k(m) ' k. 由推论 10.1.1,
ΩB/k ⊗B k(m) ' m/m2. 从而由 Jacobian 判据, C/k 在 m 处光滑等价于 Im 存在生
成元 f1, . . . , fs, 使得 f1, . . . , fs 在 m/m2 中 k-线性无关. 而由命题 5.4.3, 这也等价于
Cm = Bm/Im 为正则局部环. 这样命题证毕.

例 10.2.2 设 k = Fp(t) 为有限域 Fp 上的一元有理函数域, 设 K := k[x]/(xp − t) 为 k

的有限扩域. 则 K 为正则环. 另一方面, 由于 ∂(xp−t)
∂x = 0, K/k 不是光滑的. 这说明命

题 10.2.5 中代数封闭域的条件是不能随意去掉的.

下面是光滑同态的另一个重要刻画.

定理 10.2.2 设 A 为 Noether 环, C 为有限生成 A-代数. 则以下两条互相等价:
(i) C/A 光滑.
(ii) A −→ C 为平坦同态, 并且对任意 P ∈ SpecA, k(P ) −→ C ⊗A k(P ) 为光滑同态.

证明 首先注意到光滑性的基变换性质 (命题 10.1.7) 保证了

C/A 光滑 =⇒ k(P ) −→ C ⊗A k(P ) 为光滑同态.
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通过对 A 在一个素理想处作局部化, 我们不妨设 (A,m, k) 为 Noether 局部环. 任取
n 为 C ⊗A k 的一个极大理想, 由 C ⊗A k −→ C ⊗A k 为单的整扩张, 可以找到 n 为
C ⊗A k 的极大理想, 使得 n ∩ (C ⊗A k) = n. 设 C ' B/I, 其中 B = A[x1, . . . , xr] 为
多项式代数, I 为 B 的理想. 则 n 也可以看作 B 的包含 mB 和 I 的素理想. 我们有如
下交换图表

I ⊗B k(n)
n

n2
ΩB/A ⊗B k(n)

I ⊗B k(n)
n

n2
ΩB/A ⊗B k(n)

(10.2–2)

我们只需证明如下两条互相等价:
(1) C/A 在点 n 处光滑.
(2) A −→ Cn 平坦, 并且 (C ⊗A k)/k 在点 n 处光滑.
(1) =⇒ (2): 设 C/A 点 n 处光滑. 由光滑性的基变换性质 (命题 10.1.7), (Cn⊗A k)/k
光滑. 又由于 (C⊗Ak)n是 Cn⊗Ak的局部化,由光滑同态的复合仍然光滑知 (C⊗Ak)/k
在点 n 处光滑. 下面证 A −→ Cn 平坦. 由光滑性的 Jacobian 判据, (10.2–2) 中第一
行的复合同态 I ⊗B k(n) −→ ΩB/A ⊗B k(n) 为单同态. 从而 I ⊗B k(n) −→ n/n2 也为
单同态. 这样存在 I ⊗B k(n) 的一组 k(n)-线性基 f1, . . . , fs 在 n/n2 中线性无关. 由
Nakayama 引理, 可以将 f1, . . . , fs 看作 Bn 的理想 In 的一组生成元. 由在 n/n2 中的
线性无关性知 f1, . . . , fs 为正则局部环 Bn ⊗A k = Bn/mBn 的一个正则序列. 再应用
引理 7.2.1并对 s 进行归纳即得 A −→ Cn = Bn/(f1, . . . , fs) 平坦.

(2) =⇒ (1): 在短正合列 0 −→ In −→ Bn −→ Cn −→ 0 中, 由于 Cn 为平坦
A-模, 得到如下短正合列:

0 −→ In ⊗A k −→ Bn ⊗A k −→ Cn ⊗A k −→ 0.

将其看作 B ⊗A k-模的短正合列, 在 n 处作局部化, 得到 (B ⊗A k)n-模的短正合列:

0 −→ (I ⊗A k)n −→ (B ⊗A k)n −→ (C ⊗A k)n −→ 0.

由光滑点形成开子集以及 k 上光滑性与正则性等价 (命题 10.2.5), 知 (C ⊗A k)n 为正
则局部环. 根据命题 5.4.3, 正则局部环 (B ⊗A k)n 的理想 (I ⊗A k)n 存在一组在 n/n2

中线性无关的生成元. 将 B ⊗A k 记作 B, 这说明 (I ⊗A k) ⊗B k(n) −→ n/n2 为单同
态. 由于

(I ⊗A k)⊗B k(n) ' (I ⊗B B ⊗A k)⊗B k(n) ' (I ⊗B B)⊗B k(n) ' I ⊗B k(n),

我们得到交换图表(10.2–2) 中的同态 I ⊗B k(n) −→ n/n2 为单同态. 同时, 微分模的
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基变换性质 (命题 10.1.2) 给出同构 ΩB/A ⊗B k(n) ' ΩB/k ⊗B k(n). 再由推论 10.1.1
得到同构 n/n2 ' ΩB/k ⊗B k(n). 从而交换图表(10.2–2) 中下面一行的复合同态
I ⊗B k(n) −→ ΩB/A ⊗B k(n) 为单同态. 由图表的交换性得到上面一行的复合同态
I ⊗B k(n) −→ ΩB/A ⊗B k(n) 也为单同态. 这样根据 Jacobian 判据即知 C/A 在点 n

处光滑.

注记 10.2.2 回忆对环同态 A −→ C, 对 P ∈ SpecA, 素谱空间映射 SpecC −→ SpecA
在 P 点的纤维一一对应于集合 Spec(C ⊗A k(P )). 因此可以说 Spec(C ⊗A k(P )) 为 P

点的纤维. 上面定理中出现的 C ⊗A k(P ) 的素谱空间 Spec(C ⊗A k(P )) 称为 P 点的几
何纤维.

至此, 对于 Noether 环 A 上的有限生成代数 C, 我们有了 C/A 光滑的三个等价定
义: 形式光滑性, Jacobian 判据 (定理 10.2.1), 以及平坦加几何纤维正则 (定理 10.2.2).

10.3 平展同态

我们应用上节关于光滑性的几个等价定义来考察平展同态.

引理 10.3.1 设 L/K 为域的有限扩张. 则以下几条互相等价:
(i) L/K 为有限可分扩张.
(ii) L/K 为平展的.
(iii) ΩL/K = 0.

证明 (i) =⇒ (ii): 由于有限可分扩张均为单扩张 ([18, Lemma 030N]), 我们有同构
L ' K[x]/(f(x)), 其中 f(x) ∈ K[x] 为不可约首一多项式, 并且 f ′(x) 在 K[x]/(f(x))

中非零. 由 Jacobian 判据即知 L/K 光滑. 再由定理 10.1.2 知 ΩL/K ' L d x
f ′ (x) d x = 0.

故 L/K 也是不分歧的. 从而 L/K 平展.
(ii) =⇒ (iii): 由定义即得.
(iii) =⇒ (i): 我们有中间域 Lsep, 使得 L/Lsep 为纯不可分扩张, 而 Lsep/K 为可

分扩张 ([18, Lemma 030K]). 由微分模的基本正合列 (定理 10.1.1), ΩL/K −→ ΩL/Lsep

为满同态. 从而 ΩL/Lsep
= 0. 假设 Lsep ( L, 可以找到 L 的子域 L1, 使得 Lsep ⊂

L1 ( L, L = L1(a), 并且 ap = t ∈ L1. 其中 p = char.K 为 K 的特征. 这样得到
L ' L1[x]/(x

p − t). 由定理 10.1.2 知 ΩL/L1
' L d x

d(xp−t) = L dx 6= 0. 另一方面, 由
ΩL/Lsep

= 0 可知 ΩL/L1
= 0. 这个矛盾说明 Lsep = L, 从而 L/K 为可分扩张.

更进一步, 下面的引理说明我们可以在有限生成域扩张情形刻画平展性.

引理 10.3.2 设 L/K 为有限生成的域扩张 ([18, Definition 09FZ]). 则以下几条互相
等价:

(i) L/K 为有限可分扩张.
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(ii) L/K 为平展的.
(iii) ΩL/K = 0.

证明 由引理 10.3.1, 只需证明 (iii) =⇒ (i). 设 ΩL/K = 0. 通过取一组超越基, 我们
可以找到 L/K 的中间域 E = K(x1, . . . , xn), 使得 x1, . . . , xn 在 K 上代数无关, 并且
L/E 为有限扩张. 由微分模的基本正合列 (定理 10.1.1) 知 ΩL/K −→ ΩL/E 为满同态,
从而 ΩL/E = 0. 由引理 10.3.1 知 L/E 为平展的, 从而也是光滑的. 再由定理 10.1.1 即
得短正合列

0 −→ ΩE/K ⊗E L −→ ΩL/K −→ ΩL/E −→ 0.

故 ΩE/K = ΩK(x1,...,xn)/K = 0. 由于 K(x1, . . . , xn) 为多项式环 K[x1, . . . , xn] 的分
式域, 可知 ΩK(x1,...,xn)/K 是以 dx1, . . . , dxn 作为一组基的 K(x1, . . . , xn)-线性空间.
由此知

{
x1, . . . , xn

}
为空集, 即 K(x1, . . . , xn) = K. 从而 L/K 为有限扩张, 再由引

理 10.3.1 即知 L/K 为有限可分扩张.

现在可以给出不分歧同态的一些等价刻画.

命题 10.3.1 设 (A,m) −→ (B,n) 为 Noether 局部环之间的局部同态, 并且 B 为本质
有限生成的 A-代数. 则以下几条互相等价:

(i) B/A 不分歧.
(ii) ΩB/A = 0.
(iii) n = mB, 并且剩余类域扩张 k(n)/k(m) 是有限可分扩张.

证明 由命题 10.1.6 知 (i) ⇐⇒ (ii).
记 k = k(m) 为 m 的剩余类域, 再记 B = B ⊗A k. 则 n := n/mB 为局部环 B 的

极大理想. 再由 k(n) ' B/n 和定理 10.1.2 得到右正合列

n

n2
−→ ΩB/k ⊗B k(n) −→ Ωk(n)/k −→ 0. (10.3–1)

(ii) =⇒ (iii): 由微分模的基变换性质 (命题 10.1.2) 知 ΩB/k = 0. 故右正合
列(10.3–1) 给出 Ωk(n)/k = 0. 对域的有限生成扩张 k(n)/k 应用引理 10.3.2 得到
k(n)/k 为有限可分扩张, 也是平展的, 再由定理 10.1.2 即知(10.3–1) 为分裂短正合列.
特别地, n/n2 = 0. 由 Nakayama 引理又得到 n = 0, 故 n = mB.

(iii) =⇒ (ii): n = mB 给出 n/n2 = 0. 由 k(n)/k(m) 是有限可分扩张得到
Ωk(n)/k = 0. 再由右正合列(10.3–1) 得到 ΩB/A ⊗B k(n) ' ΩB/k ⊗B k(n) = 0. 因为
B 为本质有限生成的 A-代数, 我们知道 ΩB/A 为有限 B-模 (命题 10.2.1). 从而由
Nakayama 引理即得 ΩB/A = 0.

下面的定理给出了平展态射的一些常用等价定义.

定理 10.3.1 设 A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数. 则以下几条互相等价:

未定稿: 2024-01-28



§10.3 平展同态 193

(i) B/A 平展.
(ii) A→ B 为平坦同态, 并且 ΩB/A = 0.
(iii) A → B 为平坦同态, 并且对任意 P ∈ SpecA, 有 k(P )-代数同构 B ⊗A k(P ) '

n∏
i=1

Li, 其中 n ≥ 1, 每个 Li 均为 k(P ) 的有限可分扩域.

(iv) A → B 为平坦同态, 并且对任意 Q ∈ SpecB, 如果记 P = Q ∩ A, 那么有 BQ 中
的等式 QBQ = PBQ, 以及域扩张 k(Q)/k(P ) 为有限可分的.

(v) B/A 为光滑的, 并且对任意 P ∈ SpecA, SpecB −→ SpecA 在 P 点的纤维是零
维的.

证明 (i) =⇒ (ii): 注意到平展等价于光滑加不分歧. 由光滑性得到平坦性 (定
理 10.2.2). 由不分歧得到 ΩB/A = 0.

(ii) =⇒ (iii): 在 B 的素理想处作局部化, 由命题 10.3.1 即得.
(iii) ⇐⇒ (iv): 直接验证即得.
(iii) =⇒ (v): 由定理 10.2.2 即得.
(v) =⇒ (i): 通过在素理想处作局部化, 不妨设 A,B 均为局部环, 且 A −→ B

为局部同态. 设 m, n 分别为 A, B 的极大理想, 则 (v) 给出的条件为 B/A 光滑, 并
且 dimB/mB = 0. 由 Jacobian 判据可以得到 ΩB/A 为有限秩的自由 B-模. 设其秩
为 n. 从而 ΩB/k ' ΩB/A ⊗B B 为秩 n 的自由 B-模. 其中 k 为 k(m) 的代数闭包,
B = B ⊗A k. 由 B/mB = B ⊗A k(m) −→ B 为单的整扩张知 dimB = 0. 由 B/A 光
滑知 B/k 光滑, 从而 B 为正则环 (命题 10.2.5). 再由推论 10.1.1 知自由 B-模 ΩB/k

的秩 n 等于 dimB, 从而为 0. 这样得到 ΩB/A = 0. 故 B/A 不分歧. 从而再由其光滑
知 B/A 平展.

例 10.3.1 设 A 为 Noether 环, f(x) ∈ A[x] 为多项式, C =
(
A[x]
(f(x))

)
f ′(x)

为商环
A[x]
(f(x)) 在导数 f ′(x) 处的局部化. 由 Jacobian 判据知 C/A 为光滑的. 直接验证可知
ΩC/A = 0. 故 C/A 为平展的.

定义 10.3.1 设 A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数, 且 B/A 为光滑同态. 称
b1, . . . , bn ∈ B 为 B/A 的一组平展坐标系, 如果 ΩB/A 为自由 B-模, 并且 d b1, . . . , d bn
为 ΩB/A 的一组基.

由于 ΩB/A 是有限局部自由模 (命题 10.2.3), 从而平展坐标系局部上总是存在的.

命题 10.3.2 设 A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数, 且 B/A 为光滑同态. 设
b1, . . . , bn ∈ B 为 B/A 的一组平展坐标系. 则 A-代数同态 A[x1, . . . , xn] −→ B,
xi 7−→ bi 为平展同态.

证明 对所给同态 A[x1, . . . , xn] −→ B 应用微分模的基本正合列 (定理 10.1.1) 得到如
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下右正合列:

ΩA[x1,...,xn]/A ⊗A[x1,...,xn] B −→ ΩB/A −→ ΩB/A[x1,...,xn] −→ 0.

根据 bi 的取法, 可以看到 ΩA[x1,...,xn]/A ⊗A[x1,...,xn] B −→ ΩB/A 为同构, 这样得
到 ΩB/A[x1,...,xn] = 0, 并且上述右正合列是分裂短正合的. 再由定理 10.1.1 即知
B/A[x1, . . . , xn] 是光滑的. 从而由定理 10.3.1, (ii) 得到 B/A[x1, . . . , xn] 的平展性.

利用平展坐标系, 我们可以给出光滑同态的另一个刻画.

定理 10.3.2 设 A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数, 且 B/A 为光滑同态. 则对任
意 P ∈ SpecB, 存在 f ∈ B, 使得 P ∈ D(f), 并且 A −→ Bf 可分解为复合同态

A −→ A[x1, . . . , xn] −→ Bf ,

使得 Bf/A[x1, . . . , xn] 为平展的.

证明 由命题 10.2.3, ΩB/A 是有限局部自由 B-模. 从而由命题 6.3.3,可以找到 f1 ∈ B,
使得 P ∈ D(f1), 并且 ΩBf/A 为自由 Bf -模. 设 b1, . . . , bn ∈ Bf , 使得 d b1, . . . , d bn
为 ΩBf/A 的一组基. 则 b1, . . . , bn 为 Bf/A 的一组平展坐标系. 从而由命题 10.3.2 知
A-代数同态 A[x1, . . . , xn] −→ Bf , xi 7−→ bi 为平展同态. 这样得到 A −→ Bf 的分解

A −→ A[x1, . . . , xn] −→ Bf .

该定理说明在相差一个平展同态的情况下, 任何光滑同态在局部上都和最标准
的光滑同态 A −→ A[x1, . . . , xn] 是一样的. 另一方面, 根据 Zariski 主定理 (Zariski’s
Main Theorem), 可以得到任何平展同态局部上均为例 10.3.1 的形状. 具体而言, 设 A

为 Noether环, B/A为平展同态,则对任意 P ∈ SpecB,均存在 g ∈ B,使得 P ∈ D(g),
并且有 A-代数同构 Bg ' Ch, 其中 C = (A[x]/(f(x)))f ′(x), f(x) ∈ A[x], h ∈ C. 其证
明可见 [8, Theorem 2.3.5] 或 [13, Proposition 4.11] .

10.4 可积联络与下降

由命题 10.1.5, 微分模 ΩB/A 和 B 到 B⊗AB/J2 的两个 A-代数同态 i1, i2 有紧密
的联系. 而这两个同态在忠实平坦下降理论中也起着重要作用. 本节我们通过考虑类似
的下降问题, 将下降数据表述为联络的形式, 从而与微分模联系起来. 我们首先在一个
抽象的框架下描述下降数据, 将下降数据的有效性重新表述. 然后我们分别讨论两个具
体情况: 无穷小下降 (分层) 与 Cartier 下降. 对前者, 在特征零的情形, 下降数据的有
效性变为联络的可积性, 对后者, 下降资料的有效性变为 p-曲率为零的可积联络.
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10.4.1 下降数据的重新表述 设 A −→ B 为环同态. 设 I 为 B ⊗A B 的真理想, J
为 B ⊗A B ⊗A B 的真理想, 使得如下 A-代数同态是良好定义的:

i1 : B −→ (B ⊗A B)/I, b 7−→ b⊗ 1

i2 : B −→ (B ⊗A B)/I, b 7−→ 1⊗ b

i12 : (B ⊗A B)/I −→ (B ⊗A B ⊗A B)/J, b1 ⊗ b2 7−→ b1 ⊗ b2 ⊗ 1

i23 : (B ⊗A B)/I −→ (B ⊗A B ⊗A B)/J, b1 ⊗ b2 7−→ 1⊗ b1 ⊗ b2
i13 : (B ⊗A B)/I −→ (B ⊗A B ⊗A B)/J, b1 ⊗ b2 7−→ b1 ⊗ 1⊗ b2
j1 : B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/J, b 7−→ b⊗ 1⊗ 1

j2 : B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/J, b 7−→ 1⊗ b⊗ 1

j3 : B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/J, b 7−→ 1⊗ 1⊗ b.

设 B 中存在一组元素 b1, . . . , br, 并引入如下记号: 对 i = 1, . . . , r,

ξi := bi ⊗ 1− 1⊗ bi ∈ (B ⊗A B)/I,

ζi := bi ⊗ 1⊗ 1− 1⊗ bi ⊗ 1 ∈ (B ⊗A B ⊗A B)/J,

ζ ′i := 1⊗ bi ⊗ 1− 1⊗ 1⊗ bi ∈ (B ⊗A B ⊗A B)/J,

ζ ′′i := bi ⊗ 1⊗ 1− 1⊗ 1⊗ bi ∈ (B ⊗A B ⊗A B)/J.

假设这些元素满足如下条件:

条件 10.4.1 (i) ∀ i = 1, . . . , r, ξi 为 (B⊗A B)/I 中的幂零元, ζi, ζ ′i 为 (B⊗A B⊗A
B)/J 中的幂零元.

(ii) 指标集 S1 :=
{
K ∈ Zr≥0 | ξK 6= 0

}
为有限集. 对 k = 1, 2, 通过 ik 将 (B ⊗A B)/I

看作 B-模, 那么 (B ⊗A B)/I 为自由 B-模, 并且
{
ξK | K ∈ S1

}
为一组基.

(iii) 令指标集 S2 :=
{
(K,K ′) ∈ Zr≥0×Zr≥0 | ζKζ ′K

′ 6= 0
}

. 通过 j3将 (B⊗AB⊗AB)/J

看作 B-模, 那么 (B ⊗A B ⊗A B)/J 为自由 B-模, 并且
{
ζKζ ′K

′ | (K,K ′) ∈ S2

}
为一组基.
这里及以后我们使用多重指标符号, 记 ξ := (ξ1, . . . , ξr), ζ := (ζ1, . . . , ζr), ζ ′ :=

(ζ ′1, . . . , ζ
′
r), 以及 ζ ′′ := (ζ ′′1 , . . . , ζ

′′
r ). 对于 r 重指标 K = (a1, . . . , ar) ∈ Zr≥0, 记

ξK :=
r∏

k=1

ξaii , ζK :=
r∏

k=1

ζaii , ζ ′K :=
r∏

k=1

ζ ′aii , ζ ′′K :=
r∏

k=1

ζ ′′aii .

注意在上述条件下, 0 ∈ S1, 0 ∈ S2, 并且由 S2 ⊂ S1 × S1 知 S2 为有限集.

以下对形如 f∗M 和 f∗ϕ 的符号使用约定 7.4.1的约定.
设 M 为 B-模, 设 ε : i1∗M

∼−→ i2∗M 为 (B⊗AB)/I-模同态. 由于 (B⊗AB)/I 通
过 i2 为自由 B-模, 可知 i2∗M '

⊕
K∈S1

M . 从而对每个 K ∈ S1, 有映射 θK :M −→M ,
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使得对 x ∈M , 有展开式

ε(x⊗ 1) =
∑
K∈S1

θK(x)⊗ ξK .

由 ε 为 (B ⊗A B)/I-模同态可知:

∀ x ∈M, ∀ b ∈ B,
∑
K∈S1

θK(bx)⊗ ξK =
∑
K∈S1

θK(x)⊗ (ξK(b⊗ 1)).

其中 ξK(b⊗ 1) 为 (B ⊗A B)/I 中的乘法.

命题 10.4.1 ε 为同构 ⇐⇒ θ0 :M −→M 为双射.

证明 =⇒ : 设 ε′ : i2∗M −→ i1∗M 为 ε 的逆. 则也有展开式

∀ x ∈M, ε′(x⊗ 1) =
∑
K∈S1

θ′K(x)⊗ ξK .

考虑 ε ◦ ε′ 和 ε′ ◦ ε 的展开, 即可得到 θ0 与 θ′0 互为逆映射.
⇐=: 设 θ0 为双射. 由 ξK (K 6= 0) 均为幂零元, 以及 S1 有限, 可以直接验证 ε 为

双射, 从而为同构.

下面对 ε 的相容性条件重新表述为 θK 满足的条件.

命题 10.4.2 ε 满足相容性条件 i13∗ε = i23∗ε ◦ i12∗ε 当且仅当诸 θK 满足如下条件:

∀ x ∈M,
∑

K′′∈S1

θK′′(x)⊗ ζ ′′K
′′
=

∑
K∈S1

∑
K′∈S1

θK′(θK(x))⊗ (ζKζ ′K
′
).

其中 ζKζ ′K
′
是在环 (B ⊗A B ⊗A B)/J 中相乘.

证明 由定义直接验证即得.

总结以上讨论, 我们最终得到如下关于下降数据的重新表述.

定理 10.4.1 在?? 10.4.1 下, 给一个满足相容性条件 i13∗ε = i23∗ε ◦ i12∗ε 的 (B ⊗A
B)/I-模同构 ε : i1∗M

∼−→ i2∗M 等价于给一族满足如下条件的映射 θK : M −→ M

(K ∈ S1):
(1) θ0 = id.
(2) ∀ x ∈M, ∀ b ∈ B,

∑
K∈S1

θK(bx)⊗ ξK =
∑

K∈S1

θK(x)⊗ (ξK(b⊗ 1)).

(3) ∀ x ∈M,
∑

K′′∈S1

θK′′(x)⊗ ζ ′′K′′
=

∑
K∈S1

∑
K′∈S1

θK′(θK(x))⊗ (ζKζ ′K
′
).

证明 给了 ε, 设 θK 由展开式 ε(x ⊗ 1) =
∑

K∈S1

θK(x) ⊗ ξK 给出. 由上面的讨论知
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(2) 成立. 由 命题 10.4.2 知 (3) 成立. 再由命题 10.4.1, θ0 为双射. 而在 (3) 中, 比较
1 = ζ0ζ

′0 前面的系数, 可知 θ0 ◦ θ0 = id. 故 θ0 = id. 这就给出了 (1).

反之, 给了一族满足 (1), (2), (3) 的映射 θK : M −→ M (K ∈ S1), 则 x 7−→∑
K∈S1

θK(x) ⊗ ξK 为一个 B-模同态 M −→ i2∗M . 再由命题 2.2.5 或直接验证, 即可得

到良好定义的 (B ⊗A B)/I-模同态 ε : i1∗M −→ i2∗M , x ⊗ t 7−→
∑

K∈S1

θK(x) ⊗ (ξKt),

其中 x ∈ M , t ∈ (B ⊗A B)/I. 由 命题 10.4.1 知 ε 为同构. 由命题 10.4.2 知
i13∗ε = i23∗ε ◦ i12∗ε.

10.4.2 晶体,分层与下降

...Un cristal possède deux propriétés caractéristiques : la rigidité,
et la faculté de croı̂tre, dans un voisinage approprié. Il y a des
cristaux de toute espèce de substance: des cristaux de soude, de
soufre, de modules, d’anneaux, de schémas relatifs, etc.

Grothendieck (letter to Tate in 1968)

本小节中我们固定以下记号: A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数, 并且 B/A

是光滑的. 对于 B-模 M , 即使 M 无法下降到 A 上, 但是我们希望考察何时 M 可
以下降到 B 的幂零加厚上. 为此, 需要和平坦下降类似的一些构造. 记 I 为环同态
B⊗AB −→ B, x⊗ y 7−→ xy 的核, J 为环同态 B⊗AB⊗AB −→ B, x⊗ y⊗ z 7−→ xyz

的核. 对 n ≥ 0, 定义如下 A-代数同态:

p(n) : (B ⊗A B)/In+1 −→ B, b1 ⊗ b2 7−→ b1b2

i
(n)
1 : B −→ (B ⊗A B)/In+1, b 7−→ b⊗ 1

i
(n)
2 : B −→ (B ⊗A B)/In+1, b 7−→ 1⊗ b

i
(n)
12 : B ⊗A B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1, b1 ⊗ b2 7−→ b1 ⊗ b2 ⊗ 1

i
(n)
23 : B ⊗A B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1, b1 ⊗ b2 7−→ 1⊗ b1 ⊗ b2
i
(n)
13 : B ⊗A B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1, b1 ⊗ b2 7−→ b1 ⊗ 1⊗ b2
j
(n)
1 : B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1, b 7−→ b⊗ 1⊗ 1

j
(n)
2 : B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1, b 7−→ 1⊗ b⊗ 1

j
(n)
3 : B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1, b 7−→ 1⊗ 1⊗ b.

称一个 A-代数同态 C
φ−→ B 为 B 的一个幂零加厚, 记为 (C,ϕ), 如果 ϕ 为满同

态, 并且存在 n ≥ 1, 使得 (Kerϕ)n = 0. 对 B 的两个幂零加厚 C
φ−→ B 和 D

ψ−→ B,
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记 Mor((C,ϕ), (D,ψ)) 为所有使得如下图表交换的 A-代数同态 f 形成的集合:

C D

B

φ ψ

f

定义 10.4.1 一个 B/A-晶体 F 是指对每个 B 的幂零加厚 (C,ϕ), 指定一个 C-模
F(C,ϕ), 对每个 f ∈ Mor((C,ϕ), (D,ψ)) (其中 (C,ϕ) 和 (D,ψ) 均为 B 的幂零加厚),
指定一个 Abel 群同态 F(f), 并且满足如下条件的一组数据:

(i) 对 B 的每个幂零加厚 (C,ϕ), F(id) = id. 其中 id ∈ Mor((C,ϕ), (C,ϕ)) 为恒等同
态.

(ii) 对 B 的任意三个幂零加厚 (C1, ϕ1), (C2, ϕ2), (C3, ϕ3), 以及任意的同态 f ∈
Mor((C1, ϕ1), (C2, ϕ2)), g ∈ Mor((C2, ϕ2), (C3, ϕ3)),均有 F(g◦f) = F(g)◦F(f).

(iii) 对 B的任意两个幂零加厚 (C,ϕ), (D,ψ),以及任意 f ∈ Mor((C,ϕ), (D,ψ)), F(f)
满足 F(f)(cx) = f(c)F(f)(x), ∀ c ∈ C, x ∈ F(C,ϕ). 即通过 C

f−→ D 将 D 看作
C-代数之后, F(f) 为 C-模同态. 并且 F(f) 诱导的 D-模同态 F(C,ϕ)⊗C D −→
F(D,ψ), x⊗ d 7−→ dF(f)(x) 为 D-模同构. 该同构仍记为 F(f).

设 M 为 B-模, 我们考察 M 满足什么条件时可以扩张为一个 B/A-晶体.
B 的幂零加厚 C

φ−→ B 的一个截面是指一个 A-代数同态 s : B −→ C, 使得
ϕ ◦ s = id.

引理 10.4.1 B 的任何幂零加厚 C
φ−→ B 均存在截面.

证明 设 K = Kerϕ, 并且 Kn = 0. 考察如下交换图表:

B B C/K

C/K2

...

A C C/Kn

id ∼

∼

由于每个自然的商同态 C/Ki+1 −→ C/Ki 均为一阶加厚, 故由 B/A 光滑可以找到
B

id−→ B
∼−→ C/K 的提升 s : B −→ C, 这就是一个截面.

对 B 的幂零加厚 C
φ−→ B 以及任意两个截面 s1, s2, 由张量积的万有性质可得如
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下 A-代数的交换图表:

C B ⊗A B B

B A

Ψ(s1,s2)

s1

s2

i2

i1

可以看到复合同态 ϕ◦Ψ(s1, s2)为同态 B⊗AB −→ B, x⊗y 7−→ xy. 故 Ψ(s1, s2)(I) ⊂
Kerϕ. 如果 (Kerϕ)n+1 = 0, 则 Ψ(s1, s2)(I

n+1) = 0, 这时 Ψ(s1, s2) 诱导了 A-代数同
态 (B⊗AB)/In+1 −→ C. 以上分析说明 B 的幂零加厚 (B⊗AB)/In+1 p(n)

−→ B (n ≥ 0)
以及两个截面 i

(n)
1 , i(n)2 在分析一般的幂零加厚的两个截面时具有万有性质. 为了使通

过截面将 B-模 M 转化为 C-模这个过程不依赖于截面的选取, 我们有如下定义 (我们
使用约定 7.4.1来表示形如 f∗M 和 f∗ϕ 的符号).

定义 10.4.2 B-模 M 的一个分层是指一族 (B ⊗A B)/In+1-模同构 εn : i
(n)
1∗ M

∼−→
i
(n)
2∗ M (n ≥ 0), 满足:
(i) ε0 = id 为恒等同构. 这里将 (B ⊗A B)/I 通过同构 x⊗ y 7→ xy 等同到 B.
(ii) 对任意 m ≤ n, εm 和 εn 是相容的, 即 π∗εn = εm. 其中 π 为如下自然的商同态:

π : (B ⊗A B)/In+1 −→ (B ⊗A B)/Im+1.

(iii) 对任意 n, 相容性条件 i
(n)
13∗εn = i

(n)
23∗εn ◦ i

(n)
12∗εn 成立.

与平坦下降的情形类似 (命题 7.4.3), 我们有以下命题:

命题 10.4.3 设 M 为 B-模. 则以下两条互相等价:
(i) 存在 B/A-晶体 F , 使得 F(B, id) 'M .
(ii) M 存在一个分层 εn (n ≥ 0).

证明 (i) =⇒ (ii): 不妨设 F(B, id) =M . 注意到 B
id−→ B 和 (B ⊗A B)/In+1 p(n)

−→ B

均为 B 的幂零加厚. 并且 i
(n)
1 , i

(n)
2 为 p(n) 的两个截面. 从而

i
(n)
1 , i

(n)
2 ∈ Mor((B, id), ((B ⊗A B)/In+1, p(n))).

由 B/A-晶体的定义可知 i
(n)
1 , i

(n)
2 分别诱导同构

F(i(n)1 ) : i
(n)
1∗ M = i

(n)
1∗ F(B, id)

∼−→ F((B ⊗A B)/In+1, p(n))),

F(i(n)2 ) : i
(n)
2∗ M = i

(n)
2∗ F(B, id)

∼−→ F((B ⊗A B)/In+1, p(n))).

令 εn := F(i(n)2 )−1 ◦ F(i(n)1 ) : i
(n)
1∗ M

∼−→ i
(n)
2∗ M . 直接验证知这些 εn 为 M 的一个分层.
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(ii) =⇒ (i): 设 M 存在一个分层 εn(n ≥ 0). 设 (C,ϕ) 为 B 的一个幂零加厚, 并
且 (Kerϕ)n+1 = 0. 设 s1, s2 : B −→ C 为两个截面, 则由前面的讨论得到如下 A-代数
同态的交换图表

C (B ⊗A B)/In+1 B

B A

Ψ(s1,s2)
(n)

s1

s2

i2

i1

如果还有 (Kerϕ)m+1 = 0, 并且 m ≤ n, 则有交换图表

C (B ⊗A B)/Im+1

(B ⊗A B)/In+1

π

Ψ(s1,s2)
(m)

Ψ(s1,s2)
(n)

其中 π 为自然商同态. 这样由 B/A-晶体的定义可知

Ψ(s1, s2)
(n)
∗ εn = Ψ(s1, s2)

(m)
∗ εm : s1∗M

∼−→ s2∗M.

我们将这个不依赖于 n 的同构记为 Ψ(s1, s2)∗ε. 由分层的定义可知对 (C,ϕ) 的任意三
个截面 s1, s2, s3, 有交换图表:

s1∗M

s2∗M s3∗M

Ψ(s1,s2)∗ϵ Ψ(s1,s3)∗ϵ

Ψ(s2,s3)∗ϵ

现在对 B 的每个幂零加厚 (C,ϕ), 我们选取一个截面 s(C,φ) : B −→ C, 并定义
F(C,ϕ) := s(C,φ)∗M . 对两个幂零加厚 (C,ϕ), (D,ψ)以及任意 g ∈ Mor((C,ϕ), (D,ψ)),
g ◦ s(C,φ) 和 s(D,ψ) 均为 (D,ψ) 的截面. 从而有 D-模同构

Ψ(g ◦ s(C,φ), s(D,ψ))∗ε : g∗F(C,ϕ) = g∗s(C,φ)∗M
∼−→ s(D,ψ)∗M = F(D).

这个 D-模同构和自然同态 F(C,ϕ) −→ g∗F(C,ϕ) = F(C,ϕ)⊗C D, x 7−→ x⊗ 1 的复
合诱导了同态 F(g) : F(C,ϕ) −→ F(D,ψ). 直接验证可知 F 为一个 B/A-晶体, 并且
F(B, id) 'M .

下面的命题说明了分层结构和平坦下降的联系.

命题 10.4.4 设 A = k 为域, M 为有限 B-模, 并且 M 存在一个分层. 则 M 为有限局
部自由 B-模.
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证明 任取 B 的极大理想 m, 只需证明 Mm 为自由 Bm-模. 由命题 7.1.5, 只需证明
Mm 为平坦 Bm-模. 再根据平坦性的局部判别法 (定理 7.2.1),又只需证明对任意 i ≥ 1,
M/miM 为平坦的 B/mi-模.

对 i ≥ 1, 考虑同态 π2 : B ⊗k B −→ (B/mi)⊗k (B/mi), x⊗ y 7−→ x̄⊗ ȳ, 以及同
态 π3 : B ⊗k B ⊗k B −→ (B/mi) ⊗k (B/mi) ⊗k (B/mi), x ⊗ y ⊗ z 7−→ x̄ ⊗ ȳ ⊗ z̄. 由
于 k −→ B/m 为有限扩张, 可知 (B/mi)⊗k (B/mi) 和 (B/mi)⊗k (B/mi)⊗k (B/mi)

作为 k-线性空间均为有限维的. 从而可以找到充分大的 n, 使得 ϕ(In+1) = 0,
ψ(Jn+1) = 0. 这样 π2 和 π3 分别诱导同态 (B ⊗k B)/In+1 π2−→ (B/mi)⊗k (B/mi) 和
(B ⊗k B ⊗k B)/Jn+1 π3−→ (B/mi)⊗k (B/mi)⊗k (B/mi). 故 εn 诱导同构

π2∗i
(n)
1∗ M

∼−→ π2∗i
(n)
2∗ M.

将 x 7−→ x ⊗ 1 和 x 7−→ 1 ⊗ x 给出的两个同态 B/mi −→ (B/mi) ⊗k (B/mi)

分别记为 ĩ1, ĩ2, 则 π2∗i
(n)
1∗ M ' ĩ1∗(M/miM), π2∗i(n)2∗ M ' ĩ2∗(M/miM). 这样我们

得到 (B/mi) ⊗k (B/mi)-模同构 ϕ : ĩ1∗(M/miM)
∼−→ ĩ2∗(M/miM). 考虑 B/mi-

模 M/mi 在忠实平坦同态 k −→ B/mi 下的下降. 由分层所满足的相容性条件
i
(n)
13∗εn = i

(n)
23∗εn ◦ i

(n)
12∗εn 可知 ϕ 满足忠实平坦下降定理 7.4.2 中的条件, 从而应用该定

理可知存在 k-线性空间 V , 使得 M/mi ' V ⊗k (B/mi). 故 M/mi 为平坦 B/mi-模.

为了进一步考察分层结构, 我们首先分析 (B⊗AB)/In+1 和 (B⊗AB⊗AB)/Jn+1

的结构. 假设 B/A 存在一组平展坐标系 b1, . . . , br, 我们引入如下记号: 对 i = 1, . . . , r,

ξi := bi ⊗ 1− 1⊗ bi ∈ B ⊗A B,

ζi := bi ⊗ 1⊗ 1− 1⊗ bi ⊗ 1 ∈ B ⊗A B ⊗A B,

ζ ′i := 1⊗ bi ⊗ 1− 1⊗ 1⊗ bi ∈ B ⊗A B ⊗A B,

ζ ′′i := bi ⊗ 1⊗ 1− 1⊗ 1⊗ bi ∈ B ⊗A B ⊗A B.

命题 10.4.5 设 b1, . . . , bm 为 B/A 的一组平展坐标系.
(i) 对任意 n ≥ 0,对任意 k = 1, 2,通过 i

(n)
k : B −→ (B⊗AB)/In+1将 (B⊗AB)/In+1

看作 B-模, 则 (B ⊗A B)/In+1 是自由 B-模, 并且一组基为
{
ξa11 . . . ξarr | ak ≥

0,
r∑

k=1

ak ≤ n
}

.

(ii) 对任意 n ≥ 0, 对任意 k = 1, 2, 3, 通过 j
(n)
k : B −→ (B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1 将

(B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1 看作 B-模, 则 (B ⊗A B ⊗A B)/Jn+1 是自由 B-模, 并且一
组基为

{
ζa11 . . . ζarr ζ ′b11 . . . ζ ′brr | ak ≥ 0, bk ≥ 0,

r∑
k=1

(ak + bk) ≤ n
}

.

证明 令 B̃ := A[x1, . . . , xr] 为多项式环. 记 Ĩ 为 A-代数同态 B̃ ⊗A B̃ −→ B̃,
x⊗ y 7−→ xy 的核, J̃ 为 A-代数同态 B̃ ⊗A B̃ ⊗A B̃ −→ B̃, x⊗ y⊗ z 7−→ xyz 的核. 定
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义如下记号: 对 i = 1, . . . , r,

ξ̃i := xi ⊗ 1− 1⊗ xi ∈ B̃ ⊗A B̃,

ζ̃i := xi ⊗ 1⊗ 1− 1⊗ xi ⊗ 1 ∈ B̃ ⊗A B̃ ⊗A B̃,

ζ̃ ′i := 1⊗ xi ⊗ 1− 1⊗ 1⊗ xi ∈ B̃ ⊗A B̃ ⊗A B̃,

ζ̃ ′′i := xi ⊗ 1⊗ 1− 1⊗ 1⊗ xi ∈ B̃ ⊗A B̃ ⊗A B̃.

直接计算可知 Ĩ 作为 B-模由 ξ̃1, . . . , ξ̃r 生成, J̃ 作为 B-模由 ζ̃1, . . . , ζ̃r, ζ̃
′
1, . . . , ζ̃

′
r 生成.

由命题 10.3.2, A-代数同态 B̃
φ−→ B, xi 7−→ bi 为平展同态,并且 ϕ(ξ̃i) = ξi, ϕ(ζ̃i) = ζi,

ϕ(ζ̃ ′i) = ζ ′i, ϕ(ζ̃ ′′i ) = ζ ′′i , ∀ i = 1, . . . , r.

(i): 记 P = B ⊗A B, P̃ = B̃ ⊗A B̃. 则有交换图表

0 I P B 0

0 Ĩ P̃ B̃ 0

φ2 φ

其中 ϕ2 为同态 P̃ −→ P , x⊗y 7−→ ϕ(x)⊗ϕ(y). 由 ϕ平展可以看到 ϕ2 也是平展同态.

由命题 10.1.5 中的计算可以看到 I/I2 作为 B-模由 ξ1, . . . , ξr 生成. 任取 P 的包
含 I 的素理想 m, 并令 m̃ := m ∩ P̃ = ϕ−12 (m). 则在局部环 Pm 中,

IPm = (ξ1, . . . , ξr) + I2Pm ⊂ (ξ1, . . . , ξr) +mIPm.

从而由 Nakayama 引理和 Ĩ = (ξ̃1, . . . , ξ̃r) 知 IPm = (ξ1, . . . , ξr)Pm = ĨPm. 再由
P̃m̃ −→ Pm 平坦知 ĨPm ' (ĨP̃m̃)⊗P̃m̃

Pm, 并且对任意 i ≥ 0, 有同构

(IPm)i

(IPm)i+1
' (ĨP̃m̃)i

(ĨP̃m̃)i+1
⊗P̃m̃

Pm.

直接计算知 Ĩi/Ĩi+1 为自由 B̃-模,并且一组基为
{
ξ̃a11 . . . ξ̃arr | ak ≥ 0,

r∑
k=1

ak = i
}

. 从而

由 P̃m̃ −→ Pm 平坦得到 (IPm)i/(IPm)i+1 为自由 Pm-模, 并且一组基为
{
ξa11 . . . ξarr |

ak ≥ 0,
r∑

k=1

ak = i
}

. 利用短正合列

0 −→ (IPm)i/(IPm)i+1 −→ Pm/(IPm)i+1 −→ Pm/(IPm)i −→ 0,

并对 i 从 0 开始进行归纳, 不难得到对任意 n ≥ 0, Pm/(IPm)n+1 是自由 Bm-模, 并且
一组基为

{
ξa11 . . . ξarr | ak ≥ 0,

r∑
k=1

ak ≤ n
}

. 由于 m 可以任取 P 中包含 I 的素理想

(一一对应于 P/I = B 的素理想), 可知 (i) 成立.
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(ii): 与 (i) 的证明类似, 只需验证 J̃ i/J̃ i+1 是自由 B̃-模, 并且一组基为

{
ζ̃a11 . . . ζ̃arr ζ̃ ′b11 . . . ζ̃ ′brr | ak ≥ 0, bk ≥ 0,

r∑
k=1

(ak + bk) = i
}
,

再利用平展同态 B̃ −→ B 即可得到 B 上相应的结果.

仍设 b1, . . . , br 为 B/A 的平展坐标系. 我们记 ξ := (ξ1, . . . , ξr), ζ := (ζ1, . . . , ζr),
ζ ′ := (ζ ′1, . . . , ζ

′
r), 以及 ζ ′′ := (ζ ′′1 , . . . , ζ

′′
r ). 对于 r 重指标 K = (a1, . . . , ar), ai ≥ 0, 记

| K |:=
r∑

k=1

ak, 以及 ξK :=
r∏

k=1

ξaii , ζK :=
r∏

k=1

ζaii , ζ ′K :=
r∏

k=1

ζ ′aii , ζ ′′K :=
r∏

k=1

ζ ′′aii .

设 M 为 B-模, 由命题 10.4.5, 对任意 n ≥ 0, 对 k = 1, 2, 有 B-模同构

i
(n)
k∗ M '

⊕
|K|≤n

MξK ,

对 k = 1, 2, 3, 有 B-模同构

j
(n)
k∗ M '

⊕
|K+K′|≤n

MζKζ ′K
′
.

设 εn(n ≥ 0) 为 M 的一个分层. 则对 n ≥ 0, 复合同态

M −→ i
(n)
1∗ M

ϵn−→ i
(n)
2∗ M

∼−→
⊕
|K|≤n

MξK

可表示为 x 7−→
∑
|K|≤n

θ
(n)
K (x)ξK . εn 为 B⊗AB-模同态等价于这些映射 θ

(n)
K :M −→M

满足关系:
?? (10.4–1)

对 s ≤ n, 由 εs 和 εn 的相容性不难看到当 | K |≤ s 时有 θ
(s)
K = θ

(n)
K . 从而 θ

(n)
K 不

依赖于 n 的选取, 我们将其直接记为 θK . 由 ε0 = id 可知 θ0 = id. 对 n ≥ 0, 通过直接
计算可以看到, 分层定义中的相容性条件 i

(n)
13∗εn = i

(n)
23∗εn ◦ i

(n)
12∗εn 等价于 j

(n)
3∗ M 中的

等式:
∀ x ∈M,

∑
K′′

θK′′(x)ζ ′′K
′′
=

∑
(K,K′)

θK′(θK(x))ζKζ ′K
′
. (10.4–2)

其中 K ′′ 遍历满足 | K ′′ |≤ n 的 r 重指标, 而 (K,K ′) 遍历满足 | K + K ′ |≤ n 的
r 重指标对. 由于 j

(n)
3∗ M '

⊕
|K+K′|≤n

MζKζ ′K
′
作为自由 B-模的一组基为

{
ζKζ ′K

′ ||

K +K ′ |≤ n
}

, 比较(10.4–2) 两边 ζKζ ′K
′
前面的系数, 并注意到 ζ ′′ = ζ + ζ ′, 不难得

未定稿: 2024-01-28



204 第十章 微分模

到(10.4–2) 等价于: ∀ K = (a1, . . . , ar), ∀ K ′ = (b1, . . . , br), 只要 | K +K ′ |≤ n, 就有

θK+K′

r∏
k=1

(
ak + bk
ak

)
= θK′ ◦ θK . (10.4–3)

通过上面的分析, 我们得到下面对于分层的显式表达.

命题 10.4.6 设 b1, . . . , br 为 B/A 的一组平展坐标系, 设 M 为 B-模. 则 M 上的分层
结构 εn(n ≥ 0) 一一对应到满足如下条件的一族映射 θK : M −→ M , 其中 K 遍历所
有 r 重指标

{
(a1, . . . , ar) | ak ≥ 0, ∀ k

}
:

(i) 关系(10.4–1) 成立.
(ii) θ0 = id.
(iii) ∀ K = (a1, . . . , ar), ∀ K ′ = (b1, . . . , br), θK+K′

r∏
k=1

(
ak+bk
ak

)
= θK′ ◦ θK .

证明 给定 M 上的分层 εn(n ≥ 0), 上面的分析已经证明了相应的映射 θK :M −→M

满足 (i), (ii), (iii).
反之, 给定满足 (i), (ii), (iii) 的一族 B-模同态 θK : M −→ M , 我们可以定义如

下同态

εn : i
(n)
1∗ M −→ i

(n)
2∗ M

x⊗ t 7−→
∑
|K|≤n

θK(x)ξKt

其中 x ∈ M , t ∈ (B ⊗A B)/In+1. 由上面的分析可以看到这些 εn (n ≥ 0) 给出了 M

的一个分层.

当 A 为特征为 0 的域 k 上的代数时, M 的分层等价于如下更加简单的形式

命题 10.4.7 设 A 为 k-代数, k 是特征为 0 的域. 设 b1, . . . , br 为 B/A 的一组平展坐
标系. 则 B-模 M 上的分层结构 εn(n ≥ 0) 一一对应到 r 个两两交换的满足?? 的映射
θi :M −→M 形成的有序组 (θ1, . . . , θr).

证明 设 εn(n ≥ 0) 为 M 上的分层. 由命题 10.4.6, 我们得到一族 θK : M −→ M . 对
i = 1, . . . , r, 令 Ki 为第 i 位是 1, 其它位置是 0 的 r 重指标, 并定义 θi := θKi . 则直
接验证可知命题 10.4.6 的 (iii) 等价于 θ1, . . . , θr 两两交换, 并且对 K = (a1, . . . , ar),
θK = 1

a1!...ar!
θa11 . . . θarr .

反之, 如果给定 r 个两两交换的满足?? 的映射 θi : M −→ M , i = 1, . . . , r. 对
K = (a1, . . . , ar), 令 θK = 1

a1!...ar!
θa11 . . . θarr . 则直接验证可知命题 10.4.6的 (i), (ii),

(iii) 成立, 从而得到一个 M 的分层.
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为了得到分层的不依赖平展坐标系的等价表达, 我们需要引入可积联络的概念. 为
此,先作一些代数上的准备. 对于 B-模M ,其二次外积 ∧2M 定义为商模 (M⊗BM)/K,
其中 K 为

{
x⊗ x | x ∈M

}
生成的 B-子模. 对 x, y ∈M , 我们 x ∧ y ∈ ∧2M 为 x⊗ y

代表的等价类.

命题 10.4.8 存在唯一的 A-模同态 d : ΩB/A −→ ∧2ΩB/A 满足: d(f d b) = d f ∧ d b,
∀ f, b ∈ B.

证明 由 ΩB/A 作为 B-模由 d b (b ∈ B) 生成, 可以得到唯一性. 下面证明存在性. 回
忆 ΩB/A ' Ω̃B/A/F , 其中 Ω̃B/A 为

{
d̃b | b ∈ B

}
作为基生成的自由 B-模, F 为全部的

以下三类元素生成的 B-子模:
(i) d̃(b1 + b2)− d̃b1 − d̃b2, ∀ b1, b2 ∈ B.
(ii) d̃(b1b2)− b1d̃b2 − b2d̃b1, ∀ b1, b2 ∈ B.
(iii) d̃a, ∀ a ∈ A.
由 Ω̃B/A 为自由模, d : Ω̃B/A −→ ∧2ΩB/A, f d̃b 7−→ d f ∧ d b 给出一个良好定义的
Abel 群同态. 直接验证可知这个同态将 F 中的元素都映为 0, 从而给出 Abel 群同态
d : ΩB/A −→ ∧2ΩB/A. 再由 d a = 0, ∀ a ∈ A 可知这是一个 A-模同态.

定义 10.4.3 设 M 为 B-模. M 的一个 (相对于 A 的) 联络是指一个满足如下 Leibniz
法则的 A-模同态 ∇ :M −→M ⊗B ΩB/A: ∀ b ∈ B, ∀ x ∈M , ∇(bx) = b∇x+ x⊗ d b.

对于联络 ∇ : M −→ M ⊗B ΩB/A, 可知其诱导如下良好定义的 A-模同态:
M ⊗B ΩB/A

∇−→ M ⊗A ∧2ΩB/A, x ⊗ ω 7−→ ∇x ∧ ω + x ⊗ dω. 我们将复合同态
M

∇−→M ⊗B ΩB/A
∇−→M ⊗B ∧2ΩB/A 记为 ∇2. 若 ∇2 = 0, 则称 ∇ 是一个可积联络.

如果 b1, . . . , br 为 B/A 的一组平展坐标系, 则 ΩB/A = B d b1 + . . . B d br. 对
B-模 M 的一个联络 ∇ : M −→ M ⊗B ΩB/A, 展开 ∇x = θ1(x) d b1 + . . . θr(x) d br 给
出了 r 个满足??? 的映射 θi : M −→ M . 直接验证可知 ∇ 可积当且仅当 θ1, . . . , θr

两两交换. 反之, 给定两两交换的满足?? 的映射 θi : M −→ M , i = 1, . . . , r, 则
∇ :M −→M ⊗B ΩB/A, ∇x = θ1(x) d b1 + . . . θr(x) d br 定义了一个 M 上的可积联络.
综合命题 10.4.3, 命题 10.4.7 和上面关于可积联络的讨论, 我们已经证明了如下

定理.

定理 10.4.2 设 A 为 k-代数, k 是特征为 0 的域. 设 M 为 B-模. 则以下三种结构存在
一一对应:

(i) 满足 F(B, id) 'M 的 B/A-晶体 F .
(ii) M 的分层 εn(n ≥ 0).
(iii) M 的可积联络.

作为该定理和命题 10.4.4 的直接推论, 我们得到如下命题.
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命题 10.4.9 设 A = k 为特征 0 的域, M 为有限 B-模, 并且 M 存在一个可积联络. 则
M 为有限局部自由的 B-模.

Grothendieck 从晶体和可积联络出发, 发展出了晶体上同调理论. 在该理论中为了
处理特征 p 的情形, 需要对形如 xn

n! 的符号给出合理定义. 具体可见 [3, 9, 18].

10.4.3 Cartier下降

习题

1. 设 A −→ B, A −→ C 为环同态. 证明有 B ⊗A C-模同构

ΩB⊗AC/A ' (ΩB/A ⊗B (B ⊗A C))⊕ (ΩC/A ⊗C (B ⊗A C)).

2. 设 A −→ B 和 B −→ C 均为形式光滑 (或形式不分歧, 或形式平展) 的环同态, 证明复合同
态 A −→ C 也为形式光滑的 (或形式不分歧的, 或形式平展的).

3. 设 A −→ B 和 B −→ C 为环同态, 并且 A −→ B 为形式平展的. 证明:
(i) 若 A −→ C 为形式光滑的, 则 B −→ C 为形式光滑的.

(ii) 若 A −→ C 为形式平展的, 则 B −→ C 为形式平展的.

4. 设 k 为域, C 为有限生成 k-代数, 并且 C/k 是光滑的. 证明 C 为正则环.

5. 设 k 为代数封闭域, A,B 均为有限生成 k-代数, ϕ : A −→ B 为 k-代数同态. 设 n 为 B 的极
大理想, m = n∩A 为 A 的极大理想. 我们记 Tm := Homk(m/m2, k), Tn := Homk(n/n

2, k)

分别为 m,n 点的切空间. 设 ϕ 诱导的切空间映射 Tn −→ Tm 为满射. 证明 Bn/Am 为光滑
的. 这是微分流形中的浸没 (submersion) 在光滑代数簇情形的类比.

6. 设 A 为正则环, C 为有限生成 A-代数, 并且 C/A 是光滑的. 证明 C 为正则环.

7. 设 A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数, 并且 B/A 是光滑的. 设 ΩB/A 为自由 B-模, 并
且一组基为 dx1, . . . , dxn. 其中 x1, . . . , xn ∈ B. 对 f ∈ B, 按展开式

d f =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

定义偏导数 ∂f
∂xi

∈ B. 证明: 对任意 1 ≤ i, j ≤ n, 对任意 f ∈ B, 有
∂( ∂f

∂xi
)

∂xj
=
∂( ∂f

∂xj
)

∂xi
.

8. 设 A −→ B 为环同态. 证明: 对任意 n ≥ 0, 存在唯一的 A-模同态 d : ∧nΩB/A −→
∧n+1ΩB/A, 使得: ∀ f, x1, . . . , xn ∈ B, d(f dx1 ∧ · · · ∧ dxn) = d f ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

9. 设 A 为 Noether 环, B 为有限生成 A-代数, 且 B/A 为平展的. 设 SpecB −→ SpecA 为同
胚, 并且 ∀ P ∈ SpecB, 记 Q = P ∩A, 均有 k(Q) −→ k(P ) 为同构. 证明:

(i) A −→ B 为忠实平坦的.
(ii) A −→ B 为单同态.
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习题 207

(iii) 对任意 A-代数 C, C −→ B ⊗A C 诱导的素谱空间映射 SpecB ⊗A C −→ SpecC 为同
胚.

(iv) 同态 B ⊗A B −→ B, x⊗ y −→ xy 的核是幂零的.
(v) A −→ B 为同构.

10. 设 p 为素数, A 为 Fp-代数, 且为 Noether 环. 设 B 为有限生成 A-代数, 且 B/A 为平展
的. 证明相对 Frobenius 同态 FB/A : B(p) −→ B 为同构. 其中相对 Frobenius 同态的定义
和基本性质见第二章习题7.

注记 10.4.1 设 k 为特征为 p 的域, B/k 为光滑的, 则在局部上通过平展坐标系得到平展同
态 ϕ : A := k[x1, . . . , xn] −→ B, 从而得到交换图表

B B(p) B

A A(p) A

FB/k

FB

FA/k

φ φφ1

FA

其中 A(p) 和 B(p) 均为相对于 k的张量积. 则上图中每个方块均为卡式图 (cartesian square),
即 B(p) ' A(p) ⊗A B (由定义可以看到), B ' A⊗A(p) B(p) (由习题10 可证). 这样在相差平
展同态 ϕ,ϕ1 的情况下, 可以将考察 FB/k 的问题转化为考察 FA/k 的问题. 而由定义可以看
到 A(p) = k[x1, . . . , xn], FA/k 为 k-代数同态 xi 7−→ xpi .
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208 第十章 微分模

习题提示

9, (v): 利用 Amitsur 复形的正合性 (推论 7.4.1) 证明 A −→ B 为满同态.
10: 验证同态 FB/A 满足习题9中的条件.
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名词索引暨英译

中文术语按汉语拼音排序.

Amitsur 复形 (Amitsur complex), 141
Artin-Rees 引理 (Artin-Rees lemma), 55

B-层 (B-sheaf), 18
B-预层 (B-presheaf), 17
伴随素理想 (associated prime ideal), 59
饱和素理想链 (saturated chains of primes), 98
本质有限生成的 (essentially of finite type),

186
形式不分歧 (unramified), 186
不可约 (irreducible), 14
不可约分支 (irreducible component), 22

参数系 (system of parameters), 96
层 (sheaf), 16
长度 (length), 47
除子 (divisor), 87
除子类群 (divisor class group), 88
Cohen-Macaulay (CM) 环, 160
Cohen-Macaulay (CM) 模, 160

导子 (derivation), 175
Dedekind 整环 (Dedekind domain), 78

分层 (stratification), 199
分次环 (graded ring), 101
分歧指数 (ramification index), 81

分式理想 (fractional ideal), 86
符号幂 (symbolic power), 62
复形 (complex), 39

高度 (height), 15
根式理想 (radical ideal), 14
光滑 (smooth), 186

合成列 (composition series), 44
Hilbert 多项式 (Hilbert polynomial), 102
Hilbert 零点定理 (Hilbert’s Nullstellensatz),

67–69
Hilbert-Samuel 多项式 (Hilbert-Samuel

polynomial), 102

Jacobian 判据 (Jacobian criterion), 188
茎 (stalk), 17
晶体 (crystal), 198
极小生成元 (minimal generators), 54
极小自由消解 (minimal free resolution), 168
Jordan-Hölder 定理 (Jordan-Hölder theorem),

44
局部化 (localization), 11
局部同态 (local homomorphism), 81

可构造子集 (constructible subset), 24
可积联络 (integrable connection), 205
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可逆模 (invertible module), 84
Koszul 复形 (Koszul complex), 156
Krull 交集定理 (Krull’s intersection theorem),

56

联络 (connection), 205
零化理想 (annihilator), 48
离散赋值环 (discrete valuation ring), 75
理想类群 (ideal class group), 87

幂零加厚 (nilpotent thickening), 197
模 (module), 27

Nakayama 引理 (Nakayama lemma), 54
逆极限 (inverse limit), 56
拟同构 (quasi-isomorphism), 109
Noether 模 (Noetherian module), 43
Noether 正规化定理 (Noether normalization),

67, 95

p-进整数环 (ring of p-adic numbers), 59
Picard 群 (Picard group), 85
平坦 (flat), 129
平展 (étale), 186
平展坐标系 (étale coordinates), 193

全分式环 (total ring of fractions), 164

深度 (depth), 159
剩余类域次数 (residue field degree), 81
素避引理 (prime avoid lemma), 55
素谱空间 (prime spectrum), 8

提升 (lifting), 177
同伦 (homotopy), 109
同伦等价 (homotopy equivalent), 109
投射模 (projective module), 115
投射维数 (projective dimension), 168
投射消解 (projective resolution), 117

万有悬链环 (universally catenary ring), 161

微分模 (module of differential), 176
维数 (dimension), 14

下降资料 (descent data), 151
形式不分歧 (formally unramified), 180
形式光滑 (formally smooth), 180
形式平展 (formally étale), 180
悬链环 (catenary ring), 161

芽 (germ), 17
一阶加厚 (first order thickening), 177
有限局部自由模 (finite locally free module),

116
有限扩张 (finite extension), 65
有限 A-模 (finite A-module), 28
有限生成代数 (finitely generated algebra), 65
预层 (presheaf), 16
约化环 (reduced ring), 14
余维数 (codimension), 15

Zariski 拓扑 (Zariski topology), 8
增广标准单形 (augmented standard simplex),

111
增广 Cěch 复形 (augmented Cěch complex),

112
张量积 (tensor product), 32
整闭包 (integral closure), 65
整闭整环 (normal domain), 76
正合 (exact), 39
整扩张 (integral extension), 64
正则环 (regular ring), 170
正则局部环 (regular local ring), 105
正则序列 (regular sequence), 135
正则元 (M-regular), 60
(自由模的) 秩 (rank), 29
支集 (support), 48
忠实平坦 (faithfully flat), 136
主开集 (principal open subset), 8
准素分解 (primary decomposition), 63
准素理想 (primary ideal), 62
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