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1 实验目的

实现Jacobi方法求解对称矩阵特征值，应用Jacobi方法实现PCA（主成分分析），并进一步实现矩阵的SVD分

解（奇异值分解）。

2 应用问题

2.1 PCA主成分分析

在许多领域我们都需要处理一组大规模的数据，我们希望能够有效地对数据进行压缩而不丢失太多

的信息，易于我们进一步的存储或计算。我们首先介绍PCA（主成分分析）降维方法。

我们通常将数据抽象成m个n维数据向量，这些向量可以张成一个欧式空间，一个n维欧式空间的向

量可以用n个正交基向量的线性组合表达。一种压缩数据的思路就是对这组向量进行降维，即将这组向

量投影到维度更低的子空间上，从而用更少的基向量来刻画这组数据。那么核心问题是如何有效地选择

子空间，使得信息的损失最小，也就是投影后的数据尽可能的保持分散。

我们可以用协方差矩阵来刻画数据的分散程度，将m个n维数据向量去中心化后（每个向量减去所有

向量的均值）按列排列构成n×m矩阵X，协方差矩阵为 1
m
XXT。通过对协方差矩阵进行特征值分解，可

以得到一组特征向量，将这些特征向量所在的正交方向称为主方向。对应的特征值越大，意味着在这一

主方向上包含的信息越多。在PCA降维中，我们将协方差矩阵 1
m
XXT特征值按从大到小排列，取前k个

特征值对应的特征向量为数据的前k个主方向，我们选取这k个特征向量组成我们需要的投影空间，从而

实现对这m个n维数据向量进行降维。

PCA有着诸多应用，比如我们可以利用PCA可视化展示一组高维数据的分布。在本次作业中我们将

实现这一过程，我们选取这组高维数据的前两个主方向，将这两个方向构成的空间作为我们的视觉平面，

将该组数据投影在这一平面上从而实现高维数据的可视化。具体步骤如下：

1. 将去中心化的数据向量按列排列构成n×m矩阵X

2. 计算协方差矩阵 1
m
XXT

3. 应用Jacobi方法求解 1
m
XXT的所有特征值

4. 提取最大的两个特征值，计算对应的单位特征向量作为我们视觉平面的两个基e1, e2，计算这组数

据在这一平面上的投影，投影坐标的计算xi =< x, ei > ，并可视化展示结果
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图 1: 一组二维数据的主方向

2.2 SVD分解简介

在PCA中我们实际上找到的是数据矩阵的行向量的各个主方向，对于矩阵的列向量是不是也可以同

样进行PCA？是的，我们只需计算 1
n
XTX的特征值和特征向量即可。我们将 1

m
XXT各个特征向量按列

组成的矩阵记为U，将 1
n
XTX的特征向量按列组成的矩阵记为V，通过U, V矩阵我们可以对X做这样的

分解X = UΣV T，其中Σ为n×m对角阵，对角元为XTX特征值的平方根。事实上，对任意一个n×m实

矩阵A，我们都可以做这样的分解A = UΣV T，我们将这一分解称为SVD分解（奇异值分解）。可以验

证AAT = UΣV TV ΣUT = UΣ2UT，ATA = V ΣUTUΣV T = V Σ2V T，下面是一个SVD分解的具体例

子。
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SVD分解的具体步骤如下

1. 对实矩阵A,应用Jacobi方法法计算AAT的特征值λ1λ2...λn，满足λ1 >= λ2 >= ... >= λn

2. 计算AAT各个特征值对应的单位特征向量u1, u2, ..., un按列组成正交矩阵U

3. 计算Σ = diag(
√
λ1,

√
λ2, ...,

√
λn)
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4. 根据公式V Σ = ATU计算V，具体计算步骤如下：对上面步骤得到的每一个非零的λi，计算单位特

征向量vi =
ATui√

λi
，将得到的vi扩充成一组完整的正交基按列排列得到正交矩阵V

注：SVD分解存在无需计算AAT更高效的迭代算法，因其较为复杂不在这里介绍，感兴趣的同学可以自

行查阅相关资料。

这里我们从PCA出发得到SVD分解，不过事实上SVD有着更为广泛的意义。它是计算方法中比特征

值分解更为常用的矩阵分解，在机器学习、计算机图形学等领域有着许多重要应用。SVD能直接应用于

数据压缩，下面是应用SVD压缩图像的例子

(a) 原始图像 (b) SVD降维后图像

图 2: 图像压缩

3 实验要求

(a) 自行生成一个4 × 3的随机矩阵A，应用Jacobi方法求解矩阵AAT的特征值，计算矩阵A的SVD分解。

要求A的每个元素均为[0, 1]区间内的随机数。

(b) 对iris（鸢尾花）数据集进行PCA，iris数据集包含150条数据，从提供的文件读取，每条数据有4个属

性值和一个标签（标签取值为0，1，2）。要求对这150个4维数据进行PCA，可视化展示这些数据在

前两个主方向上的分布，其中不同标签的数据需用不同的颜色或形状加以区分。

要求作业里所有特征值求解均按照课本上Jacobi方法的流程进行，控制精度e = 10−6。

程序实现完毕后，应撰写实验报告。实验报告中应包含如下内容：

1. 标题、学号、姓名。

2. 实验结果。

(a) 输出AAT矩阵Jacobi方法的结果，并输出在迭代过程中，每一次更新的矩阵上非对角元素的平

方和。输出矩阵A的SVD分解A = UΣV T中各矩阵U，Σ，V T。需要注明随机矩阵A的初始值

（即生成的随机矩阵是什么）。

(b) 输出计算得到的协方差矩阵 1
m
XXT，可视化展示这组数据在前两个主方向上投影的结果。
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3. 结果分析：

(a) 分析 Jacobi方法迭代过程中矩阵非对角元素的平方和是否呈下降趋势。分析求得的特征值是

否为对称矩阵特征值的近似值（即计算det(AAT − λiI)。如果算法无法运行，试分析原因。

(b) 描述你得到的可视化结果。

4 提交要求

4.1 提交方式

请提交源代码和实验报告。新建目录，并以“A组-HW4-学号-姓名”方式命名，该目录下应包含如下内

容：

• src\ （文件夹，存放你的源代码）

• report.pdf （你的实验报告）

将该文件夹以压缩包方式（压缩包命名方式为“A组-HW4-学号-姓名.zip”）

发送到课程邮箱computation 22 1@163.com(周三周五班)，邮件标题以同样方式命名。

请严格按照命名方式要求提交，不要交错邮箱，否则可能漏记成绩。

4.2 截止时间

在10月30日23:59分前提交。 若有特殊情况请向助教说明。

5 参考

【机器学习】降维——PCA（非常详细）
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